Algebra ir geometrija informatikams. Paskaity konspektas
Rimantas Grigutis

7 paskaita Matricos.

7.1 Apibrézimas. Matrica A yra m eiluciy ir n stulpeliy turinti staciakampé
lentelé su joje grasytais skaiciais a;;,1 <i <m;1 < j<n:

11 Q2 - Q1p
Q21 Q22 - Q2

A= " ,
Am1  Am2 Amn

¢ia skaicius a;; yra matricos A i- oje eilutéje ir j- ame stulpelyje. Skaitiy a;;

zymésime ir taip : a;; = (A),; -
Visy matricy, turin¢iy m eiluciy ir n stulpeliy , aibe Zymésime M, ..,,. Sakysime,
kad dvi matricos A = (a;;) ir B = (b;j) i8 My« yra lygios, A = B, jei a;; = b;;

su visais ¢ ir J.

Matricy aibéje M, «,, yra apibréziami Sie veiksmai: matricy sudeétis, matricos
daugyba 18 skaiciaus, matricy daugyba.

Matricy sudétis:

A+ B= (aij) + (bw) = (CLij + bl]) N t.y. (A + B)l] = (A)Z] .
Matricos daugyba i3 skaiciaus:
a-A=a-(ay) = (aay), ty. (@d); =a(A),;-
7.2 Apibrézimas.

1) Matricos A priefinga matrica vadinsime matricq (—1) - A = —A.
2) Nuline matrica vadinsime matricg



Matricy aibéje M, «,, kurioje apibrézti sudeéties ir daugybos is skaiciaus veiks-
mai, yra teisingos §ios savybés( ¢ia a, 3— skaiciai, A, B,C' € M,y ):

V1.(sudéties asociatyvumas) (A+ B)+C =A+ (A+C).

V2.(sudéties komutatyvumas) A+ B = B + A.

V3.(nulinés matricos egzistavimas) O + A = A.

V4.(priesingos matricos egzistavimas) A 4+ (—A) = O.

V5. (a+ B) A= aA+ BA.

V6. o (A+ B) = aA + aB.

V7. (aB) A =a(BA).

V8. 1-A=A.

7.3 Apibrézimas. Tequ Ai,...,As € My xpn, 0 Q1,...,as— skaiciai. Matricq,
a1Ay + -+ + agAg vadina matricy Aq, ..., A, tiesine kombinacija.

Parodysime kaip tiesiniy lygciy sistema reiksti stulpeliy tiesine kombinacija.
Tegu turime tiesiniy lygciy sistema

1171 + Q122 + *++ + ATy = bl
A21T1 + Q92T + * ++ + Ao Ty = bg (1)
Am1T1 + Apmale + - - - + Qpp Ty = bm

Pazymékime stulpelius:

a1 Q12 A1n by
21 22 a2 . by
Al_ 7A2_ . ) 7An: " ir B=
am1 Am2 Amn bm

Tada tiesiniy lygéciy sistema (1) galima uzragyti ir taip:
SClAl +$2A2 -+ .- +ann = B.

Taigi, norint isspresti tiesiniy lygéiy sistema (1) reikia stulpelj B isreiksti
stulpeliy Ay, As, ..., A, tiesine kombinacija.

Matricy sandauga.
7.4 Apibrézimas. Matricy A ir B sandauga A - B = AB apibréZiama tik
tada, kai matricos A stulpeliy skaicius sutampa su matricos B eiluciy skaiciumi.

Jeigu A = (a;j) € Myxpn ir B = (b;j) € My, , tai matrica AB € My, ir
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n

(AB)ij = Z (A);s <B>3j = ai1biy + Qiobaj + - - - + Ainbn;.

s=1
7.5 Pavyzdziai.
1 -1
(1 23)[3 -4 ]=(1-1+2-3+3-1 1-(-1)+2-(-4)+3-3) =
1 3
(10 0).
1 -1
2) Sandauga | 3 —4 | (1 2 3 ) neapibrézta.
1 3

9 (1) (3 3)-(5 %)
o ()T )-(w a )

Matome, kad matricy sandauga ne visada apibrézta, o net kai apibrézta - ne
visada komutatyvi (3),4) pavyzdziai).

Tiesiny lygéciy sistema (1) galima uzrasyti ir taip:

@11 Q2 -+ Qin T by
Q21 Q22 -+ Q2p X2 . by
Am1 Am2 - Amn Tp bm

Matricy sandaugos savybés:

S1. a(AB) = (aA) B = A(aB).

S2.( sandaugos asociatyvumas) (AB)C = A(BC).
S3. (distributyvumas) (A + B) C = AC + BC.

S4. (distributyvumas) D (A + B) = DA+ DB.

7.6 Sandaugos asociatyvumo jrodymas.

Jeigu lygybés (AB) C' = A (BC') abi pusés yra apbréztos, tai A € M,,,«p,, B €
M, C € M,ys . Tada AB € M, , (AB)C € M,,«s ir BC € M,; ,
A(BC) € M,,xs. Taigi matricos (AB) C ir A (BC') yra to pacio dydzio. Turime



— \o=1 ; u=1
> (3 (81,(00)) =3 (10, (80),) = (A (80,

Cia pasinaudojome skaiciy distributyvumo savybe:

r

Zidu“:Z(d“1+du2+“'+dun)=
1

u=1"= u=1
(din +dia+ - +dip) + (don +do+ -+ dop) + -+ (dpn +dra+ - + di)
(din+do+- - +dn) +(diz+doa+ -+ da) + -+ (din +don + -+ di)

Z(dlv+d2v+"'+drv):Ziduv-
1

v=1 v=1 Y=

Irodyta.

Paaigkinsime matricy sandaugos veiksmo apibrézima tiesininiy keitiniy kom-
pozicijos veiksmu. Tegu turime du tiesinius kintamuyjy keitinius:
Y1 = buxy + bioTa + -+ + b1y
Yo = bo1T1 + baoTo + -+ + bopwy
Yk = brax1 + by + -+ + bgnn,
ir

z1 = anyr + ays + - -+ a1pYk
2y = G21Y1 + A22Y2 + -+ - + A2k Yk

Zm = Qm1Y1 + GmaYe + -+ -+ + Qi Yk -

Uzrasykime siuos keitinius matricomis:

n T 21 n
Eol=B| e 2| =al 2|
Yk T, Zm Yk



¢ia A = (aij) € My« it B = (b;;) € My, - keitiniy matricos.
Tada tiesinio keitinio
Z1 = C1171 + C12X9 + -+ C1Tn

Z9 = C211 + Co2X9 + -+ ColTn

11 - Cig
matrica C'= | --- .-+ .- | yralygi AB:
Cm1 - Cmk
21 T T
22 T2 T2
=C = AB
Zm Tn Tn

7.7 Apibrézimas. Kvadratiné matrica I,, = (6;j) € Myxn, 0ij = (1)’ lljg; i ;;

vadinama n— 0sios eilés vienetine matrica:

1 0 0
A
0 0 1

7.8 Teiginys. Su visomis matricomis A € M, ., teisingos lygybes:

Al,=1,-A=A.

Kvadratiniy matricy aibée M,, kaip realiyjy skaiciy aibés plétinys.

Kvadratiniy matricy aibéje M, «,, = M, yra apibréztos Sios operacijos: matricy
suma, matricos sandauga i3 skai¢iaus ir matricy sandauga. Siy operacijy atzvilgiu
teisingos VI1-V8; S1-S4 savybeés.Is 4.8 teiginio turime, kad teisinga ir dar viena
savybe
S5 (vienetinés matricos egzistavimas). A- I, = I,- A = A su visomis A € M,
Zinome, kad realiyjy skaiciy aibéje R taip pat yra teisingos VI-V8; S1-S4
savybés. Ir tai néra atsitiktinumas, nes skaiciy aibés R ir matricy aibés {« - I, € M, | « € R}
yra abipus vienareik§mis(bijektyvus) rysis( funkcija) apibréztas formule
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fla)=a-1,

Tikrai, jei f (a) = f(B), tal - I,, = 5+ I, ir aw = .
Beto si funkcija ”islaiko operacijas”:

su visais «a,5 € R.
Tikrai

fla+B)=(a+8) - Ih=a - I,+8 -1, = f(a)+ f(B)
flaB)=(afB) I,=a(B 1,) = (a- L) (B-1,) = f(a)- f(B).

Ziurédami j realiuosius skai¢ius o kaip j matricas « - I,,, suprantame, kad aibé
R yra matricy aibés M, poaibis:

R CM,.

Taciau R néra paprastas M, poaibis, nes abiejose aibése yra panasiai apibréziamos
pagrindinés operacijos. Sj panasuma mes isreiskéme apibrézdami operacijas islaikancia,
abipus vienareiksmiska funkcija f. Beto abiejose aibése teisingos V1-V§8; S§1-S4
savybes. Galima sakyti, kad matricy aibé M,, paveldi skaic¢iy aibés R savybes.
Bet ar visas? Jau zinome, kad tikrai ne. Juk skai¢iams budingas sandaugos ko-
mutatyvumas:

S6.(sandaugos komutatyvumas) Su visais a ir 5 € R teisinga a- 3 =3 - o

negalioja matricy aibéje M,,. Taigi praplétus skaic¢iy aibe R matricy aibe M,
prarandamas sandaugos komutatyvumas.

Ir tai dar ne viskas. Prisiminkime, kad kiekvienas nenulinis aibés R skai¢ius
a turi atvirkstinj:

7S.(atvirkstinio elemento egzistavimas)Su visais @ € R,a # 0 egzistuoja
atvirks- tinis skaicius: a!, toks, kad a - (a™!) = 1.

Atvirkstinio skaiCiaus egzistavimas jgalina aibéje R apibrézti dalybos operacija
i$ nenulinio skai¢iaus, o tuo paciu ir tiesinés lygties ax = [ sprendima, kai a # 0.



Ar matricy aibé M,, paveldi §ig savybe. Atsakymas - ne. Bet yra nemazai
matricy, kurios turi atvirkstines. Isnagrinékime §j klausima.
7.9 Apibrézimas(atvirkstinés matricos apibrézimas) Sakome, kad kvadratiné

matrica A € M, turi atvirkstine matricg, jeigu egzistuoja tokia kvadratiné matrica
B eM,, kad

AB = BA = 1,.

Matricos A atvirkstine matrica zymi A~L.
7.10 Teiginys (atvirkstinés matricos vienatinumas). Jeigu B ir C' yra
matricos A atvirkstines, tai B = C.

Irodymas.Tegu matricos B ir C' yra matricos A atvirkstinés:
AB=BA=1,ir AC=CA=1,.
Tada
B=BI,=B(AC)=(BA)C=1,C=C

Irodyta.

7.11 Teorema( matricy turin¢iy atvirkstines pozymiai)

Tegu A € M,,. Visos zZemiau pateiktos sglygos yra ekivalencios.

1. Matrica A - neigsigimusi.

2. Homogeniniy tiesiniu lygéiy sistema AX = O turi vienintély sprending.

T 0
CiaX=[ - |irO=
T, 0
3. det A # 0.
4. Matrica A turi atvirkstine matricg.
by
5. Su kiekvienu stulpeliv B = | --- tiesiniy lygciy sistema AX = B sud-
bn,

erinta.

Pries jrodant §ig teorema be jrodymo suformuluosime teiginj, kuriuo pasinau-
dosime teoremos jrodyme.

7.12 Teiginys. Tegu matricos A ir B tokios, kad apibréita AB. Tada
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rank(AB) <rankA,
rank(AB) <rankB.

7.11 Teoremos jrodymas. Jau auks¢iau matéme, kad 1 < 2 (3 paskaitos
3.10 igvada ) ir 1 < 3 (praeitos paskaitos teiginys).
Dabar jrodysime teiginius tokia tvarka 1 = 5 = 4 = 1.

1=5.
Turime, kad rankA = n. Tada

n =rankA <rank(A|B) < n.
Todel
rank A =rank(A|B) =n

ir pagal Kroneckerio-Capellio 3.9 teorema tiesiniy lygéiy sistema AX = B
suderinta.

Irodyta.
5= 4.
b1
Turime, kad su kiekvienu stulpeliu B = | --- | tiesiniy lyg¢iy sistema AX =
bn
B suderinta.
1
Tegu stulpelis X; yra sistemos AX = 0 sprendinys, stulpelis X5 -
0
0 0
. 1 . . . 0
sistemos AX = [~ | sprendinys , ..., stulpelis X, - sistemos AX = | ~
0 1
sprendinys. Tada kvadratinei matricai Y = (X;|Xy|---|X,,) teisinga:
r 0 --- 0
Ay = (ax,ax - jax) = | L D =
o o0 --- 1

Parodysime, kad teisinga ir YA = I,,, t.y. matrica Y = A~%.
Turime



n = rank/,, = rankAY <rankY < n.
Todél rankY = n ir matricai Y, kaip ir matricai A, galioja miusy teoremos 5
salyga, i§ kurios mes turime, kad egzistuoja matrica Z, su kuria Y Z = I,,.
Tada
YA=YAL =YAYZ=YI[,Z=YZ=1,.

Irodyta.
4=1.
Tegu matrica A turi atvirkstine:

AATL =ATTA=1T,.
Tada
rankAA~! =rankl,, =n
ir
n =rankAA~! <rankA < n,
todél rankA = n ir matrica A yra neissigimusi.

Irodyta.
Teorema jrodyta.

a1 GA1n
7.13 Pratimas. Su kiekviena kvadratine matrica A = x
an1 Qpp
Ay - Ag ‘
nagrinékime matrica A = | .-+ - ... , Cla A = (—1)”] M;;, M;;— ma-
Ay, - A,

tricos A minoras. Skaiciy A;; vadiname adjunktu, o pacia matricg A - jungtine
matricai A matrica. Pasinaudoje adjunkty savybe

| det A, jeii=j

aitAj + apAje + -+ ainAjn 0, jei i % j



jrodykite, kad A~ = ——=A .
PRIEDAS.

Matricy transponavimas.

aix - Qin
7.14 Apibrézimas. Tequ A = Do . Matricg AT =
Am1  * Qmn
vadiname transponuota matrica. Turime (AT)ij = (A) i+

Matricos transponavimo veiksmas tenkina Sias savybes:

T1. (A+ B)" = AT + B kai A, B € M.

)" = a - A7, su visais a.

)7 =BT . AT kai A € M., B € M, .
(AT)" = A,

Kaip pavyzdy jrodysime T3 savybe.

((AB)T) = (AB), = Y (), (B),, -

)
J u=1
T r

Z (AT)uj (BT)Z‘U - Z (BT)iu (AT)uj - (BT ' AT)ij '

u=1 u=1

Irodyta.

Matricy, turinciy atvirkstines, savybeés

7.15 Teiginys. Tequ A, B € M,,— matricos, turincios atvirkstines. Tada:

1. AB— matrica, turinti atvirkstine, ir (AB)™ = B"1A~L.
2. A~'— matrica, turinti atvirkstine, ir (A=) = A.

8. Matrica I,, turt atvirkstine.

4. Matrica AT turi atvirkstine: (AT)fl = (A",

ai

Q1n

Irodymas.1. (AB)(B'A™)=A(BBY)YA'=ALA ' =AA" =1, ir

(B‘lA_l) (AB) = B! (A_lA) B=B'1,B=B"'B=1,.
2 ir 3. akivaizdu.
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4 AT (AT = (A7) = [T = I v (AT AT = (A = [T~ ],
Irodyta.

Algebrinés strukturos: vektoriné erdve, kiinas

7.16 Apibrézimas. Matematiniy objekty aibé V, kurioje apibréita sudétis ir
daugyba i3 skaiciaus, priklausancio R, ir Sie veiksmai tenkina savybes V1—V 8§,
vadinama vektorine erdve virs R.

Turime, kad matricy aibé M,, «,, yra vektoriné erdvé vir§ R. Tuo atveju, kai
m = 1, sakome, kad turime eilu¢iy vektoring erdve M;,,, = R" ( vadiname arit-
metine eiluéiy vektorine erdve), o kai n = 1, sakome, kad turime stulpeliy vek-
toring erdve M,,; = R,,, ( vadiname aritmetine stulpeliy vektorine erdve).

7.17 Apibrézimas. Matematiniy objekty aibé, kurioje apibréita sudétis ir
daugyba, ir sie vetksmai tenkina savybes analogiskos savybéms V11—V 4 ir §2-S7
vadinama kunu.

Zinime du kiino pavyzdzius: realiyjy skaiciy kung R ir racionaliujy skaiciy
kung Q. Atkreipkime démesj j tai, kad sveikyjy skai¢iy aibé Z néra kunas, nes
joje neispildyta savybé S7.

Diagonaliosios, trikampés ir simetrinés matricos.

7.18 Apibrézimas. Kvadratiné matrica

d 0 0
D 0 do 0
0 0 dy,

vadinama diagonalia matrica.

Diagonali matrica yra neiSsigimusi tada ir tik tada, kada visi jstrizainéje esan-
tys skaiciai nelygus nuliui: d; # 0. Tokios matricos atvirkstiné yra lygi:

i 0O --- 0
Dol 0 é e 0
0 0o --- i
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Nesudétingai yra skai¢iuojamas diagonalios matricos laipsnis:

a0 - 0
D 0 d& -~ 0
o 0 - d*

7.19 Apibrézimas. Kvadartiné matrica A, kurios elementai (A);; = 0, kai
1 < J, vadinama virSutine trikampe matrica, o kurios elementai (A)ij =0, kaz
1 > 7, vadinama apatine trikampe matrica.

7.20 Pavyzdys.

a11 G122 a1z aig aj; 0 0 0
0 az a3 an az; azy 0 0
0 0 azz asy az; aszy aszz 0
0 0 0 ay (41 Qa2 43 Q44
virgutiné trikampé matrica apatiné trikampé matrica

7.21 Teorema.

(1) Jei A yra virgutiné trikampé matrica, tai AT - apatiné trikampé matrica
ir atvirkstiai: jei A yra apatiné trikampé matrica, tai AT - virsutiné trikampé
matrica.

(2) Jei A ir B yra apatinés trikampés matricos, tai ir AB yra apatiné trikampé
matrica. Jei A ir B yra virsutinés trikampés matricos, tai ir AB yra virsutiné
trikampé matrica.

(3) Jei A yra neidsigimusi apatiné trikampé matrica, tai A™' yra apatiné
trikampé matrica. Jei A yra neidsigimusi virsutiné trikampé matrica, tai A7
yra virsutiné trikampé matrica.

Irodyma paliekame skaitytojui.

7.22 Pavyzdziai. Nagrinékime virsutines trikampes matricas
-2
4
6

—1

1
0 0

o ot Ww
S O =
~N N W

Tada
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1 3 =2 4 —1 3 4 —1 =5
AB=| 0 5 4 0 0 2 |=(0 0 38
00 6 0o 0 7 0 0 42
~1
1 3 -2 1 -3 =
At=(0 5 4 =0 § -3
00 6 0 0 3
7.23 Apibrézimas. Kvadratiné matrica A, kurioje (A);; = (A);;, vadinama
stmetrine matrica.
4.24 Pavyzdys.
8§ —6 1 1 5 0 di 000
0 do 0 O
-6 5 3 5 3 —4
1 3 2 0 —4 2 00 ds 0
0 0 0 dy

7.25 Teorema. Tequ A,B yra tos pacios eilés simetrinés matricos, o a €
R.Tada

(1) AT— simetriné matrica.

(2) A+B ir A-B yra simetrinés matricos

(3) aA yra simetriné matrica.

(4) AB simetriné matrica tada ir tik tada, kai AB=BA.

(5) Jei A yra neidsigimusi, tai A~ yra simetriné matrica.

7.26 Pavyzdys.
Nekomutatyviy simetriniy matricy sandauga néra simetriné matrica

1 2 —4 1 —21>

2 3 1 0) \ -5 2
—4 1 12\ (-2 -5
1 0 2 3 ) 1 2 '
Komutatyviy simetriniy matricy sandauga yra simetriné matrica

1 2 2 7\ _ (16 11

2 1 72 ) \ 11 16

27 12\ (16 11

7T 2 2 1) \\11 16 )°

13



7.27 Isvada. Tos pacios eilés simetrinés matricos sudaro vektorine erdve virg

R.

Pastebékime, kad su visomis matricomis( nebutinai kvadratinémis) A matricos

AAT ir AT A yra simetrinés matricos:

L5 — 1 23 2
2 7 0

5 7 4 -3

346 -4 0 6 1
2 -3 1

1 23 2 ;?

5 7 4 -3 5

-4 0 6 1 5 3

42 37 -1 =17
37 53 34 17
-1 34 61 O
—17 =17 0 14
18 25 16
=125 99 1
16 1 53

7.28 Teorema. Jei A yra neissigimusi matrica, tai AAT ir AT A yra taip pat

neissigimust matrica.
Irodymas palickamas skaitytojui.
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