Tiesine algebra ir geometrija informatikams. Paskaity konspektas.
Rimantas Grigutis

6 paskaita. Vektoriai erdvéje. Vektoriy vektoriné sandauga, savybés. Trijy
vektoriy misriogi sandauga, savybés. Vektoriaus koordinatés bazés atZvilgiu.

6.1 Apibrézimas. Vektoriy erdvéje u ir v skaliariné sandauga yra skaicius
u - v apibréztas formule

u-v = [luf|-|v]cos e,
cia |[u|| or ||v|| vektoriy u ir v ilgiai, o ¢ kampas tarp vektoriy.

Pastebékime, kad skaicius ||v|| cos ¢ yra vektoriaus v projekcijos i vektoriy u
u-v u u’v

ilgis, o pati projekcija yra vektorius proj,v = = u:
[ull flall
\'
¢ u
pr(;j nY% V
Analogiskai proj,u :|1|1V||‘;V

Tegu 1i,j,k— vienetiniai vektoriai Dekarto koordinatinése asyse Ox, Oy, Oz.
Tada vektoriaus u Dekarto koordinatémis vadiname skaicius:

[projiu| = u - i=u,
‘projjuH =u-j=us,

[projiul| = u - k =us

Tada patj vektoriy u galima uzrasyti taip:



u :Uli + Ugj + U3k.

Taigi turime
uy = ||ul| cos @y, us = |ju|| cos p,, us = ||ul| cos ps,

¢ia @y, @4, 5 yra vektoriaus u kampai su koordinaciy asiy Oz, Oy, Oz teigiamo-

mis kryptimis. Beto,

u-u=|ul-|ulcos0
, u%—l—u%—i—u%:HuH ; ,
([l cos )" + ([Ju]| cos pq)” + (|ul| cos v3) = [[ul|
[[u]|” (cos® p; 4 cos? py + cos® ;) = ||ul|
cos? ¢, + cos? py + cos? p; = 1.

Vektoriy vektoriné sandauga, savybés.

Taikant vektorius geometrijoje, fizikoje ir kitur daznai tenka nagrinéti vekto-
rius statmenus duotiems dviems vektoriams. Mes parodysime kaip galima biity
apibrezti tokj vektoriy.

6.2 Apibrézimas. Tegu u = (uy,ug,uz) ir v.= (vy,v9,v3) yra vektoriai

3-matéje xyz—erdvéje. Vektorius

i j ok
Ug U3 |. Uy Uz |. Uyp U
uxv=|u; Uy U3z | = i— j+ k
Va2 U3 V1 U3 V1 Vg
V1 Vg Vs

vadinamas vektoriy u ir v vektorine sandauga.

6.3 Pastaba. Vektoriaus u x v koordinatés yra:

(

U U3 Uy us .
Uy U3 U1 U3
(U2U3 — U3V2, UgV1 — UIV3, U1V2 — UV1

Uy Uz
U1 U2

b Y




Pastebéekime, kad vektoriaus skaliariné sandauga yra skaicius, o vektorine san-
dauga - vektorius. Parodysime §iy sandaugy tarpusavio rysj.

6.4 Teorema. Tegu u = (uj,us,u3), v = (v1,v9,v3), W = (wy,ws,ws) yra
vektoriar 3-matéje xyz—erdvéje. Tada

Hu(uxv)=0 (u x vortogonalus u)
2) v-(uxv)=0 (u x vortogonalus v)
3) ux v|[* = l[ull* [o]]* = (w-v)*  (Lagrange lygybé)

Hux (viw)=(u-w)v—(u-v)w
S)(uxv)xw=(u-w)v—(v-w)u

Irodymas paliekamas skaitytojui.
Pateiksime pagrindines vektorinés sandaugos savybes.

6.5 Teorema. Tegu u = (uy,us,u3), v = (v1,v2,v3), W = (wy, ws, w3) yra
vektoriai 3-matéje vyz—erdvéje. Tada

HJ)uxv=—(vxu)

2)ux (v+w)=(uxv)+(uxw)

(ut+v)xw=(uxw)+ (vxw)

4) k(uxv) = (ku) x v=ux (kv)

5)ux0= 0 xu=0

6)

Irodymas paliekamas skaitytojui.

6.6 Isvada.Asiniy vektoriy i, j, k vektorinés sandaugos lentelé:
ixi=0 ixj=k ixk=-j
jxi=-k jxj=0 jxk=i
kxi=j kxj=-i kxk=0

6.7 Teorema ( geometriné vektorinés sandaugos prasmé).
1) Vektoriy u ir v vektorinés sandaugos ilgis yra lygus lygiagretainio, kurio
krastinés yra u ir v, plotui:

[lux v =[al|v]sing,

¢ia o— kampas tarp u ir v.



2) Vektoriy u ir v vektoriné sandauga yra vektorius statmenas plokstumad,
kurioje yra vektoriai w ir v, ir nukreiptas taip, kad, Ziurint is jo galo, sukant
vektoriy u vektoriaus v link maZiausiv kampu, sukama bus pries laikrodzio rodykle.

uxv

Irodymas. Pasinaudokite Lagrange lygybe.

6.8 Apibrézimas. Tegu u, v, w yra vektoriai 3-matéje ryz—erdvéje. Tada
skaiciy

u (v X w)
vadina trijy vektoriy u, v, w misriaja sandauga ir kartais Zymi (u,v,w).

Tegu u = (ug, ug, us), v.= (v1,v2,v3), W = (wyq, wz, w3) yra vektoriai 3-matéje
xryz—erdvéje. Tada teisinga
k>

Uy U3
Wz W3

V1 U2
w; W2

U1 U3
w; w3

w (v xw) =

MEEAE
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U1 U2
w1 W2

Vg Vs
Wz W3

V1 Us

U9 +
w; w3

u (Vvxw)= Uy — ug

Uy U2 U
w(vxw)=| v vy U3
wp W2 W3
6.9 Teorema ( miSriosios sandaugos savybés ir geometriné prasmé).
HDu(vxw)=w-(uxv)=v(wxu).
2) Vektory u, v, w misriosios sandaugos absoliuti reiksmé |u- (v x w)| yra lygi
gretasienio, kurio krastinémis yra vektoriar u, v, w, turiu.
3) u- (v x w) = 0 tada ir tik tada, kai vektoriai u, v, w yra komplanarus ( yra

vienoje plokstumoje).
. . . . . . . . — . 1
4) Piramidés, kurios briaunomis yra vektoriai u, v, w, turis yra g [u- (v x w)|.

6.10Apibrézimas Tris nenuliniai nekomplanarus vektoriai eq,es,e3 ( e -
(eq X e3) # 0) vadinami erdvés baze.

6.11Teorema. Bet kuris vektorius u vienareiksmisSkar reiskiamas baze ey, ey, €3:
u = )\1 €1+>\2 62+)\363.

Skaiciai A1, N2, A3 vadinami vektoriaus u koordinatémis bazéje eq, es, es.

Irodymas. Vienatinumas.
Tegu turime dar vieng vektoriaus u reiskima baze e, e, e :

u =\e; + \yer + Mjes.
Turime
(A —A)er+ (A= X)) ex+ (A3 — ;) ez =0.
Padauginkime 8ig lygybe skaliariskai is vektoriaus es X ez :
(A1 — M) (er - (e x e3)) = 0.
Turime e; - (e3 X e3) # 0, todél \; — A} = 0 ir A\; = \]. Analogigkai parodoma,

kad )\2 = )\/2 ir )\3 = )\g
Egzistavimas. Turime, kad



€1 11 a1z A3 1 1
€2 = Qg1 G22 Q23 J =A J )
ass k k

€3 a31 a3z

¢iae; = (a11, @12, a13) , €2 = (21, A2, G23) , €3 = (as31, A32, as3) - vektoriy Dekarto

koordinateés.
Tada
. -1
1 11 aiz2 A3 €1
U = (U17U2,U3) J = (Ul,U2>U3) Q21 QAg22 G23 €2 =
k a31 Aazz a33 €3
1 A An Az €1
(U1, U2,U3) : A A Asg €2 =
13 23 33 €3
€1
1
gora (w1 Any + ugAvg + ugAis, uy Aoy + ug Agg + uzAgs, uy Az + upAzy +uzAsz) | eo
€3
1 Uy U2 U3 11 aiz2 A3 11 Q12 413 €1
a21 Q22 A3 Uy U2 U3 Q21 Q22 A23 €2 =
det A ’ ’
a31 daszz2 G33 a31 aszz2 ass U U2 U3 €3
€1
1
—————(u-(ea xe3),u-(ezgxey),u-(eg xez)) | ea | =
eq - (62 X 63) es
u- (eg X e3) u- (e3 X eq) u- (e X e)
—=e + €y + es.
e1 - (62 X 63) [ (63 X 61) es - (61 X 62)
Irodyta.



