Algebra ir geometrija informatikams. Paskaity konspektas.
Rimantas Grigutis

6 paskaita Tiesinés lygciy sistemos( Gauso metodas)
Tiesiniy lygciy sistema vadiname sistema;

a1 + a12T2 + -+ ATy = bl
A21 + Q22T+ + Ao Ty = b2 (1)

Am1T1 + A2l + -+ + OppTy = bm

¢ia a;;,1 <1 <m,1 < j <mn, yra skaiciai.
Skaiciy o, g, ..., v, seka vadinama sistemos (1) sprendiniu, jei

a11001 + Q1209 + + -+ + A1 Oy = bl
A2101 + Qo20lg + + + + + AonQly = b2

A1 + Ao + - -+ QO = bm
Su kiekviena tiesiniy lygéiy sistema yra vienareik§miskai susietos dvi matricos:

ay; - Adip
A=

Am1 - Gmn

i matrica vadinama tiesinés lygciy sistemos (1) matrica;
B = . (2)

i matrica vadinama tiesiniy lygé¢iy sistemos (1) ispléstqja matrica.

6.1 Apibrézimas. Tiesiniy lygciy sistema turinti bent vieng sprending vadi-
nama suderinta, priesingu atveju - nesuderinta. Duvi tiesinés lygciy sistemos vad-
mamos ekvivalenciomis, jei $iy sistemy sprendiniy aibés sutampa.

Spresdami tieisiniy lygéiy sistemas mes pertvarkome Siose sistemose esancias
lygtis taip, kad nekisty sistemos sprendiniy aibé. Paprasciausi tokie pertvarkiy
veiksmai vadinami elementariais tiesiniy lygciy sistemos pertvarkiais. Jy yra trys:



1. 7 - osios ir j -osios lygciy keitimas vietomis.

2. 1 -osios lygties daugyba i§ nenulinio skaiciaus.

3. j -osios lygties, padaugintos i§ skai¢iaus, pridétis prie 7 -osios lygties.

Visigkai taip pat yra apibréziamis elementarus tiesiniy lygciy sistemos matricy
A ir B pertvarkiai:

1. 7 - osios ir j -osios eiluciy keitimas vietomis

2. 1 -osios eilutés daugyba i§ nenulinio skaic¢iaus

3. j -osios eilutés, padaugintos is skaic¢iaus, pridétis prie ¢ -osios eilutés:

6.2 Teiginys. Elementarus tiesiniy lygciy sistemos pertvarkiai nekeicia siste-
mos sprendiniy aibés.
Be jrodymo.

6.3 Apibrézimas. Nuliné matrica O

0 --- 0
O=
0 --- 0
ir matrica
1 J2 Jr
0
0 0 0 1 *
0 0 1 ,
0 0 0 0
0 0 00
cia

1)1<j1 <jo<..<jr<m

2) ay, = agj =+ = ap, = 1;
3) a5, =0, jei s, < ji , 1 <i <y
4)ati:O,jez’t>r,1§i§n,

vadinamos laiptuotomis matricomis.

6.4 Pavyzdys. Matricos
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yra laiptuotos matricos,
o matrica
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neéra laiptuota matrica.

6.5 Pavyzdys. Nesunku matyti, kad jeigu A yra laiptuota matrica, tai
. 1| =
(O] A)ir ( O A

ir matrica A, yra laiptuotos matricos.

), ¢ia O - nulinis stulpelis turintis tiek eiluciy kiek

6.6 Teorema (C.F.Gauss). Kiekvieng matricq A elementariaisiais pert-
varkiais galima suvesti prie laiptuotos matricos, kurig vadiname laiptuotu ma-
tricos A pavidalu.

Irodymas. Matematiné indukcija pagal matricos A stulpeliy skaic¢iy n.
1. Indukcijos bazé: n = 1.
Tegu

Am1

Galimi du atvejai.

(a) a3 = a9y = -+ = a1 = 0 = matrica A— laiptuota matrica.

(b) Egzistuoja toks i, 1 < i < m, kad a;; # 0. Tada atlikime Siuos elementarius
pertvarkius su matricos A eilutémis:

1) sukeisime pirmaja ir i— aja eilutes vietomis;
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2) pirmaja eilute daljame i3 a;1,
3) pirmaja eilute padaugintg is —a;; pridedame prie j— osoios eilutés, 2 < j <
m ir j # 4; ir pirmaja eilute padaugintg i§ —ay; pridedame prie i— osios eiluteés.
1

Gausime laiptuotg matricg o
0
2. Indukcijos prielaida: matrica, turincig maziau nei n stulpeliy galima suvesti
prie laiptuoto pavidalo.

3. Indukcijos teiginys. Tegu matricoje A yra n stulpeliy. Galimi du atvejai:
1) Matricos pirmasis stulpelis yra nulinis:

Tada matricoje B yra n — 1 stulpelis ir pagal indukcijos prielaida matrica
B elementariais pertvarkiais galima suvesti prie laiptuoto pavidalo B’. Tada ir
matricg A tais paciais elementariais pertvarkiais galima suvesti prie laiptuotos
matricos

A= .. | B
0 |

2) Matricos A pirmasis stulpelis néra nulinis. Neapribojant bendrojo atvejo,
tegu a;; # 0 (jei a;3 = 0, bet a;; # 0, tai sukeiskime pirmaja ir i— aja eilutes
vietomis). Tada atlikime §iuos elementarius pertvarkius su matricos A eilutémis:

1) pirmaja eilute dalijame i§ a1,

2) pirmaja eilute padauginta iS —a;; pridedame prie j— osios eilutés, 2 < j <
m .

Gausime matrica;

Matricoje B yra n— 1 stulpelis, todeél pagal indukcijos prielaidg matrica B ele-
mentariais pertvarkiais galima suvesti prie laiptuoto pavidalo B’. Tada ir matrica
A tais paciais elementariais pertvarkiais galima suvesti prie laiptuotos matricos
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Irodyta.
Tiesiniy lygciy sistemos (1) sprendimas Gauss’o metodu.

Gauso teoremos déka mes tiesiniy lygéiy sistemos (1) ispléstajai matricai (2)
randame laiptuota pavidala:

G o e i n
0 1 ’ c1
o --- 0 0 1 * | e
|
0 0 1 | o
0 0 00 | ¢u
0o - 0 -~ 00 1] 0

Sj laiptuota pavidala atitinkanti tiesiniy lygéiy sistema yra

T1j,+ e FapT, = G
Toj,+ s FagTn, = G
(3)
xrjr—{' e e, = Cr
0 = Crq1

6.7 Apibrézimas.Sistemoje (3) kintamieji x1j,, T2j,, ..., Trj, vadinami laiptu-
ose esancias kintamaisiais, o likusieji - laiptuose nesanciais kintamaisiais.

Norédami rasti sistemos sprendinius galime gauti vieng i§ trijy atvejy:

1. c.41 # 0. Siuo atveju gauta sistema yra nesuderinta nesuderinta.

2. ¢;41 = 0ir r = n. Siuo atveju sistema turi vieng sprendinj: z,, = ¢, Tn_1 =
Cn—1 — Gpn—1,nCny---; L1 = C1 — Q1nCp — *** .

3. ¢,41 = 0 ir 7 < n. Siuo atveju sistema turi be galo daug sprendiniy: visus
laiptuose esancius kintamuosius zij,, ..., 7,;, galima isreiksti laiptuosenesanciais
kintamaisiais: z,;, = ¢, — Gpj,41Tr41 — " — QppTp,y v -



6.8 Apibrézimas. Matricos A laiptuotame pavidale esanciy laipty skaiciy
vadiname matricos A rangu: rankA = r.

Veéliau matysime, kad matricos rango apibrézimas yra korektiskas, t.y. matri-
cos A laiptuotame pavidale laipty skaicius yra apibréziamas pacia matrica A ir
nepriklauso nuo elementariy matricos A pertvarkiy.

6.9 Teorema (L.Kronecker-A.Capelli). Tiesiniy lygéiy sistema (1) yra
suderinta tada ir tik tada, kai sistemos matricos rangas lygus iSpléstosios matri-
cos rangui: rankA =rankB.

Be jrodymo.

6.10 Isvados. 1. Jei tiesiniy lygciy sistema (1) yra suderinta ir sistemos
matricos rangas yra lygus sistemoje esanc¢iy kintamyjy skaic¢iui: rankA = n, tai
sistema turi vienintélj sprendinj.

2. Jei tiesiniy lygéiy sistema (1) yra suderinta ir sistemos matricos rangas yra
mazesnis negu sistemoje esanciy kintamyjy skaicius: rankA < n, tai sistema turi
be galo daug sprendiniy.

6.11 Apibrézimas. Tiesiniy lygciy sistema (1) vadinama homogenine tiesiniy
lygciy sistema, jei by = by = --- = b, = 0.

Pastebésime, kad

1. Homogeniné tiesiniy lygéiy sistema visada suderinta.

2. Homogenine tiesiniy lygciy sistema turi be galo daug sprendiniy tada ir tik
tada, kai sistemos matricos rangas yra mazesnis negu sistemoje esanciy kintamuyjy
skaicius: rankA < n.

3. Homogeniné tiesiniy lygéiy sistema turi viena sprendinj x; = x5 = --- =
x, = 0 tada ir tik tada, kada sistemos matrica A yra kvadratiné ir jos rangas yra
lygus n: rankA = n.

aix 0 Qin
6.12 Apibrézimas. Kuvadratiné matrica A = v oo oo, kurios

Ap1 =+ Apn
rank A = n, vadinama neigsigimusia.

6.13 Teorema. Kuvadratiné matrica A yra neissigimusi tada ir tik tada, kai
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det A # 0.

Irodymas. Tegu matricos A laiptuotas pavidalas B yra gaunamas $iy elementariyjy
pertvarkiy: 1) pertvarkiy, kei¢ianciy eilutes vietomis: Py,

., Py; 2) pertvarkiy,
dauginaciy kurig nors matricos eilute i§ a; # 0 : P,,,

.y Py, 3) pertvarkiy,

pridedanciy prie vienos eilutés kita, padauginta i§ nenulinio skaic¢iaus: Q1, ..., Q.
Tada turime:

det B=(—1)"ag----- o, det A.

Tada teiginj jrodo $iy ekvivalentumy seka:

A— neiSsigimusi
& rankA =n
SrankB =n
< det B#0
< det A # 0.

Irodyta.

Isvada. Tiesiniy lygciy sistema, kurios matrica A yra kvadratiné, turi vienintély
sprending tada ir tik tada det A # 0.



