
Algebra ir geometrija informatikams. Paskaitu¾konspektas.
Rimantas Grigutis

6 paskaita Tiesin·es lygµciu¾ sistemos( Gauso metodas)
Tiesiniu¾ lygµciu¾sistema vadiname sistem ¾a:8>><>>:

a11x1 + a12x2 + � � �+ a1nxn = b1
a21 + a22x2 + � � �+ a2nxn = b2

� � �
am1x1 + am2x2 + � � �+ amnxn = bm

; (1)

µcia aij; 1 � i � m; 1 � j � n, yra skaiµciai.
Skaiµciu¾�1; �2; :::; �n seka vadinama sistemos (1) sprendiniu, jei8>><>>:

a11�1 + a12�2 + � � �+ a1n�n = b1
a21�1 + a22�2 + � � �+ a2n�n = b2

� � �
am1�1 + am2�2 + � � �+ amn�n = bm

:

Su kiekviena tiesiniu¾lygµciu¾sistema yra vienareik�mi�kai susietos dvi matricos:

A =

0@ a11 � � � a1n
� � �

am1 � � � amn

1A
�i matrica vadinama tiesin·es lygµciu¾ sistemos (1) matrica;

B =

0@ a11 � � � a1n j b1
� � �

am1 � � � amn j bm

1A (2)

�i matrica vadinama tiesiniu¾ lygµciu¾sistemos (1) i�pl·est ¾aja matrica.

6.1 Apibr·eµzimas. Tiesiniu¾ lygµciu¾ sistema turinti bent vien ¾a sprendini¾ vadi-
nama suderinta, prie�ingu atveju - nesuderinta. Dvi tiesin·es lygµciu¾sistemos vad-
inamos ekvivalenµciomis, jei �iu¾ sistemu¾sprendiniu¾aib·es sutampa.

Spr¾esdami tieisiniu¾ lygµciu¾ sistemas mes pertvarkome �iose sistemose esanµcias
lygtis taip, kad nekistu¾ sistemos sprendiniu¾ aib·e. Paprasµciausi tokie pertvarkiu¾
veiksmai vadinami elementariais tiesiniu¾lygµciu¾sistemos pertvarkiais. Ju¾yra trys:



1. i - osios ir j -osios lygµciu¾keitimas vietomis.
2. i -osios lygties daugyba i�nenulinio skaiµciaus.
3. j -osios lygties, padaugintos i�skaiµciaus, prid·etis prie i -osios lygties.
Visi�kai taip pat yra apibr·eµziamis elementarūs tiesiniu¾lygµciu¾sistemos matricu¾

A ir B pertvarkiai:
1. i - osios ir j -osios eiluµciu¾keitimas vietomis
2. i -osios eilut·es daugyba i�nenulinio skaiµciaus
3. j -osios eilut·es, padaugintos i�skaiµciaus, prid·etis prie i -osios eilut·es:

6.2 Teiginys. Elementarūs tiesiniu¾ lygµciu¾sistemos pertvarkiai nekeiµcia siste-
mos sprendiniu¾aib·es.
Be i¾rodymo.

6.3 Apibr·eµzimas. Nulin·e matrica O

O=

0@ 0 � � � 0
� � �

0 � � � 0

1A
ir matrica

j1 � � � j2 � � � jr0BBBBBBBB@

0 � � � 1
0 � � � 0 0 1 �
� � � � � � � � �
0 � � � 0 1
0 � � � 0 � � � 0 0
� � � � � � � � �
0 � � � 0 � � � 0 0

1CCCCCCCCA
;

µcia

1) 1 � j1 < j2 < ::: < jr � n;
2) a1j1 = a2j2 = � � � = arjr = 1;
3) aisi = 0; jei si < ji , 1 � i � r;
4) ati = 0; jei t > r; 1 � i � n;

vadinamos laiptuotomis matricomis.

6.4 Pavyzdys. Matricos
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0@ 0 1 2 3 4
0 0 0 1 5
0 0 0 0 1

1A ir

0BBBB@
0 1 3 0 �1
0 0 1 1 4
0 0 0 1 2
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

1CCCCA
yra laiptuotos matricos,
o matrica 0BB@

0 1 2 3 4
0 0 1 5 �1
0 0 1 6 4
0 0 0 0 0

1CCA
n·era laiptuota matrica.

6.5 Pavyzdys. Nesunku matyti, kad jeigu A yra laiptuota matrica, tai�
O j A

�
ir
�
1 j �
O j A

�
, µcia O - nulinis stulpelis turintis tiek eiluµciu¾ kiek

ir matrica A, yra laiptuotos matricos.

6.6 Teorema (C.F.Gauss). Kiekvien ¾a matric ¾a A elementariaisiais pert-
varkiais galima suvesti prie laiptuotos matricos, kuri ¾a vadiname laiptuotu ma-
tricos A pavidalu.

I¾rodymas. Matematin·e indukcija pagal matricos A stulpeliu¾skaiµciu¾n:
1. Indukcijos baz·e: n = 1:
Tegu

A =

0BB@
a11
a21
� � �
am1

1CCA :
Galimi du atvejai.
(a) a11 = a21 = � � � = am1 = 0 ) matrica A� laiptuota matrica.
(b) Egzistuoja toks i; 1 � i � m; kad ai1 6= 0: Tada atlikime �iuos elementarius

pertvarkius su matricos A eilut·emis:
1) sukeisime pirm ¾aj ¾a ir i� ¾aj ¾a eilutes vietomis;
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2) pirm ¾aj ¾a eilut¾e daljame i�ai1;
3) pirm ¾aj ¾a eilut¾e padaugint ¾a i��aj1 pridedame prie j� osoios eilut·es, 2 � j �

m ir j 6= i; ir pirm ¾aj ¾a eilut¾e padaugint ¾a i��a11 pridedame prie i� osios eilut·es.

Gausime laiptuot ¾a matric ¾a

0BB@
1
0
� � �
0

1CCA :
2. Indukcijos prielaida: matric ¾a, turinµci ¾a maµziau nei n stulpeliu¾galima suvesti

prie laiptuoto pavidalo.
3. Indukcijos teiginys. Tegu matricoje A yra n stulpeliu¾. Galimi du atvejai:
1) Matricos pirmasis stulpelis yra nulinis:

A =

0@ 0 j
� � � j B
0 j

1A :
Tada matricoje B yra n � 1 stulpelis ir pagal indukcijos prielaid ¾a matric ¾a

B elementariais pertvarkiais galima suvesti prie laiptuoto pavidalo B0: Tada ir
matric ¾a A tais paµciais elementariais pertvarkiais galima suvesti prie laiptuotos
matricos

A0 =

0@ 0 j
� � � j B0
0 j

1A :
2) Matricos A pirmasis stulpelis n·era nulinis. Neapribojant bendrojo atvejo,

tegu a11 6= 0 ( jei a11 = 0; bet ai1 6= 0 , tai sukeiskime pirm ¾aj ¾a ir i� ¾aj ¾a eilutes
vietomis). Tada atlikime �iuos elementarius pertvarkius su matricos A eilut·emis:
1) pirm ¾aj ¾a eilut¾e dalijame i�a11;
2) pirm ¾aj ¾a eilut¾e padaugint ¾a i��aj1 pridedame prie j� osios eilut·es, 2 � j �

m .
Gausime matric ¾a: �

1 j �
O j B

�
:

Matricoje B yra n�1 stulpelis, tod·el pagal indukcijos prielaid ¾a matric ¾a B ele-
mentariais pertvarkiais galima suvesti prie laiptuoto pavidalo B0: Tada ir matric ¾a
A tais paµciais elementariais pertvarkiais galima suvesti prie laiptuotos matricos
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A0 =

�
1 j �
O j B0

�
:

I¾rodyta.

Tiesiniu¾ lygµciu¾ sistemos (1) sprendimas Gauss�o metodu.

Gauso teoremos d·eka mes tiesiniu¾ lygµciu¾ sistemos (1) i�pl·est ¾ajai matricai (2)
randame laiptuot ¾a pavidal ¾a:

j1 � � � j2 � � � jr n0BBBBBBBB@

0 � � � 1 j c1
0 � � � 0 0 1 � j c2
� � � � � � � � � j
0 � � � 0 1 j cr
0 � � � 0 � � � 0 0 j cr+1
� � � � � � � � � j
0 � � � 0 � � � 0 0 j 0

1CCCCCCCCA
:

�i¾ laiptuot ¾a pavidal ¾a atitinkanti tiesiniu¾ lygµciu¾sistema yra8>>>><>>>>:
x1j1+ � � � +a1nxn = c1

x2j2+ � � � +a2nxn = c2
� � �

xrjr+ � � � +arnxn = cr
0 = cr+1

(3)

6.7 Apibr·eµzimas:Sistemoje (3) kintamieji x1j1 ; x2j2 ; :::; xrjr vadinami laiptu-
ose esanµcias kintamaisiais, o likusieji - laiptuose nesanµciais kintamaisiais.

Nor·edami rasti sistemos sprendinius galime gauti vien ¾a i�triju¾atveju¾:
1. cr+1 6= 0: �iuo atveju gauta sistema yra nesuderinta nesuderinta.
2. cr+1 = 0 ir r = n: �iuo atveju sistema turi vien ¾a sprendini¾: xn = cn; xn�1 =

cn�1 � an�1;ncn; :::; x1 = c1 � a1ncn � � � � :
3. cr+1 = 0 ir r < n: �iuo atveju sistema turi be galo daug sprendiniu¾: visus

laiptuose esanµcius kintamuosius x1j1 ; :::; xrjr galima i�reik�ti laiptuosenesanµciais
kintamaisiais: xrjr = cr � arjr+1xr+1 � � � � � arnxn; ... .
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6.8 Apibr·eµzimas. Matricos A laiptuotame pavidale esanµciu¾ laiptu¾ skaiµciu¾
vadiname matricos A rangu: rankA = r:

V·eliau matysime, kad matricos rango apibr·eµzimas yra korekti�kas, t.y. matri-
cos A laiptuotame pavidale laiptu¾ skaiµcius yra apibr·eµziamas paµcia matrica A ir
nepriklauso nuo elementariu¾matricos A pertvarkiu¾.

6.9 Teorema (L.Kronecker-A.Capelli). Tiesiniu¾ lygµciu¾ sistema (1) yra
suderinta tada ir tik tada, kai sistemos matricos rangas lygus i�pl·estosios matri-
cos rangui : rankA =rankB:

Be i¾rodymo.

6.10 I�vados. 1. Jei tiesiniu¾ lygµciu¾ sistema (1) yra suderinta ir sistemos
matricos rangas yra lygus sistemoje esanµciu¾ kintamu¾ju¾ skaiµciui: rankA = n; tai
sistema turi vienint·eli¾ sprendini¾.
2. Jei tiesiniu¾lygµciu¾sistema (1) yra suderinta ir sistemos matricos rangas yra

maµzesnis negu sistemoje esanµciu¾kintamu¾ju¾ skaiµcius: rankA < n; tai sistema turi
be galo daug sprendiniu¾.

6.11 Apibr·eµzimas. Tiesiniu¾lygµciu¾sistema (1) vadinama homogenine tiesiniu¾
lygµciu¾ sistema, jei b1 = b2 = � � � = bm = 0:

Pasteb·esime, kad
1. Homogenin·e tiesiniu¾ lygµciu¾sistema visada suderinta.
2. Homogenin·e tiesiniu¾lygµciu¾sistema turi be galo daug sprendiniu¾tada ir tik

tada, kai sistemos matricos rangas yra maµzesnis negu sistemoje esanµciu¾kintamu¾ju¾
skaiµcius: rankA < n:

3. Homogenin·e tiesiniu¾ lygµciu¾ sistema turi vien ¾a sprendini¾ x1 = x2 = � � � =
xn = 0 tada ir tik tada, kada sistemos matrica A yra kvadratin·e ir jos rangas yra
lygus n: rankA = n:

6.12 Apibr·eµzimas. Kvadratin·e matrica A =

0B@ a11 � � � a1n

� � � . . . � � �
an1 � � � ann

1CA, kurios
rankA = n; vadinama nei�sigimusia.

6.13 Teorema. Kvadratin·e matrica A yra nei�sigimusi tada ir tik tada, kai

6



detA 6= 0:

I¾rodymas. Tegu matricosA laiptuotas pavidalasB yra gaunamas �iu¾elementariu¾ju¾
pertvarkiu¾: 1) pertvarkiu¾, keiµcianµciu¾ eilutes vietomis:P1; :::; Pu; 2) pertvarkiu¾,
dauginaµciu¾ kuri ¾a nors matricos eilut¾e i� �i 6= 0 : P�1 ; :::; P�v ; 3) pertvarkiu¾,
pridedanµciu¾prie vienos eilut·es kit ¾a, padaugint ¾a i�nenulinio skaiµciaus: Q1; :::; Qt:
Tada turime:

detB = (�1)u �1 � � � � � �v detA:

Tada teigini¾ i¾rodo �iu¾ekvivalentumu¾seka:

A� nei�sigimusi
, rankA = n
,rankB = n
, detB 6= 0
, detA 6= 0:

I¾rodyta.

I�vada. Tiesiniu¾lygµciu¾sistema, kurios matrica A yra kvadratin·e, turi vienint·eli¾
sprendini¾ tada ir tik tada detA 6= 0:
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