Algebra ir geometrija informatikams. Paskaity konspektas. Rimantas Grigutis
5 paskaita. Keitiniai.

Tegu 7 yra aibés N,, = {1, 2, ...,n} kélinys (i1, is, ..., 7,) . Tuo paciu zZymeniu 7
zymesime ir abipus vienareiksmigks funkcijg i N,, i N,, apibrézta lygybémis:

m: N, — N,,
(1) =11, 7(2) =iz, .., m(n) = iy.

Taip apibréztg funkcija vadinsime keitiniu aibéje N,,. Aigku, kad galime sudaryti
n! skirtingy keitiniy aibéje N, ( tiek kiek yra skirtingy aibés N,, kéliniy). Tokiy
keitiniy aibe zymi S,,.

Pateiksime pagrindinius keitinio reiskimo budus.

1. Keitinio, kaip funkcijos apibréitos baigtinéje aibéje, reiskimas lentele:

1 2 ... n

i1 T2 ... Ip )
1 2 ... n
1 2 ... n

vadinsime vienetiniu keitiniu ir zymeésime 1.

2. Keitinio reiskimas nepriklausomais ciklais.
Tegu i € N,, . Tada turime aibés N,, elementy seka

i, (i), 72 (1) = w(w (i), ..., 7L (i), 7% (i) = i.

Keitinj

Gauname £k ilgio cikly (¢, 7 (i), 72 (i), ..., 7™ (i) .
Jeigu k = n , tai visi aibés /V,, elementai yra Siame cikle. Kitu atveju, egzis-
tuoja toks j ¢ (i,m (i), 72 (i), ..., ' (i)) , kuriam konstruojame savo cikly:

Gm (), 7 () ()



Jeigu k+Il=n , ai visi aibés N, elementai yra skaiciy i ir j cikuose. Kitu
atveju skaiciui, nepriklausanciam skaiciy ¢ ir j ciklams konstruojame ciklg ir t.t.
Pagaliau visi aibés V,, elementai bus cikluose.

5.1 Teiginys. Jeigu j nepriklauso skaiciaus v ciklui, tai skaiciy i ir j cikla
neturt bendry elementy.

Irodymas.Jrodysime priestary metodu. Sakykime kuris nors skaiciaus j ciklo
elementas 7" (j) priklauso skaic¢iaus 4 ciklui, t.y. 7" (j) = 7° (i) . Tada

7.‘_7‘—|-1 (j) — 7T.S-l—l <Z)

Gavome, kad skaic¢ius j priklauso skaic¢iaus ¢ ciklui. Priestaravimas salygai
jirodo teorema.

Tokiu budu, visi aibes V,, elementai keitinio 7 atzvilgiu suskyla j nesikertancius

ciklus, o patj keitinj 7 galima reiksti $iy nepriklausomais ciklais :
™= (27 ™ (2) 7772 <Z> PR ﬂ-kil (Z)) (.]7 ™ (.]) 77T2 (]) y ooy Trlil (])) e
1 2 5 6 7 8

5.2 Pavyzdys. m = 41 7% 6 5
Skaiciaus 1 ciklas: 1, 7 (1) =4,7(4) = 2,7 (2) = 1, taigi 1,2,4
Skaiciaus 3 cikle yra tik vienas skaiCius 3, nes 7 (3) = 3.
Skaiciaus 5 ciklas: 5, 7 (5) = 7,7 (7) = 6,7 (6) = 8,7 (8) = 5,taigi 5,7, 6,8.
Keitinio 7 reiskimas nepriklausomais ciklais yra

m=(1,4,2)(3)(5,7,6,8)

5.3 Pastabos.
1. Vientinis keitinys 1=(1) (2) - - - (n), todél keitinio reiskime nepriklausomais
ciklais neragomi ciklai sudaryti tik i§ vieno skaiciaus:

m=(1,4,2)(3)(5,7,6,8) = (1,4,2) (5,7,6,8) .

2. Keitnio reiskime nepriklausomais ciklais paciy cikly rasymo tvarka yra
nesvarbi. Pavyzdziui



m=(1,4,2)(5,7,6,8) = (5,7,6,8) (1,4,2) .

3. Ciklas nepasikeis jeigu jame esancius skaicius cikliskai paslinksime j kurig,
nors puse:

(i17i27 “'72.7“—17@.1") - (Z.272.37 "'77:7'7i1> == (iraila "'7i7“—277:7"—1) .

5.3 Apibrézimas. Tequ p, 7 - keitiniai aibéje N,. Keitiniy p ir m sandauga
vadinsime keiting o = pm, apibréztq lygybe

o(i)=p(r (1), Vi€ N,.

Taigi, keitinio reiskimas nepriklausomais ciklais yra keitinio reiskimas nepriklausomy
cikly sandauga.

Pastebésime, kad keitiniy sandauga yra funkcijy kompozicija, o ji ne visada
komutatyvi, t.y. ne visada mp = pm.

. 1 2 3 1 2 3 .
5.4 Pavyzdys. Ka17r—<3 9 1),0,0—(3 1 2),1:&1

(123 # 123\
PT=1\9 1 3 13292 )T

Keitiniy sandauga aibéje S,, pasizymi Siomis savybémis:
Sa. Asociatyvumas: T (pm) = (1p) 7 :
(7 (pm)) (i) = 7 ((pm) () = 7 (p (7 (2))) = (7p) (x (1)) = ((rp) ™) (4) .
S2. Vienetinio keitinio 1 egzistavimas: su visais m € .S,
Im=7l=m

S3 Atvirkstinio keitinio egzistavimas: jei

(1 2 .. n)
mw = . . .
11 12 ... 1Ip

1r



tai

mp = pw =1.

5.5 Apibrézimas. Ciklas (i,j) vadinamas transpozicija.

5.6 Teiginys. Kai n > 2, tai bet kury keiting i3 S,, galima uZrasyti transpozicijy
sandauga.

Irodymas. Sj teiginj pakanka jrodyti k ilgio ciklui.

Kai k=1, tai (1) = (4,7) (4,7) -

Kai k =2, tai (4,7) = (4,J) ,

okai k>3, tai (1,2,....,k) = (1,2)(2,3)--- (k — 1, k). Sandaugoje yra k — 1
transpozicija.

Irodyta.

Pastebésime, kad keitinio reiskimas transpozicijy sandauga yra nevienareiks-
miskas. Pavyzdziui,

(17 2) = (17 2) (17 2) (172)7
arba

(1,2, k) = (1,2) (2.3) -+ (k — Lk) = (L&) (1,k— 1)~ (1,3) (1,2).

5.7 Teorema Kiekviename keitinio reiskime transpozicijomis paciy transpozicijy
skaicius visada yra lyginis arba nelyginis.
Be jrodymo.

5.8 Apibrézimai. Keitinys m vadinamas lyginiu, jeigu m reiskime transpozi-
cijomis paciy transpozicijy skaicius yra lyginis. Keitinys ™ vadinamas nelyginiu,
jeigu m reiskime transpozicijomis paciy transpozicijy skaicius yra nelyginis.

Jei keitinio m  reiSkime transpozicijomis paciy transpozicijy skaicius yra k
tai keitinio © 3enklu vadinamas skaicius sign(r) = (—=1)F .



5.9 Isvados.

1. Vienetinis keitinys 1 yra lyginis, o transpozicija yra nelyginys keitinys.

2. Jei m— lyginis keitinys, tai sign(m) = 1, jei m— nelyginis keitinys, tai
sign(m) = —1

3. rilgio ciklas o = (i1, is, ..., i) yra lyginis tada ir tik tada, kai r yra nelyginis
ir atvirkseiai. Sio keitinio zenklas sign(o) = (—1)""

4. (lyginis keitinys) (lyginis keitinys) = (lyginis keitinys) .

(nelyginis keitinys) (nelyginis keitinys) = (lyginiskeitinys ) .

(nelyginis keitinys) (lyginis keitinys) = (nelyginis keitinys) .

5. sign(mp) =sign(m) -sign(p) .

Lyginiy keitiny aibe zymima A, ir vadina alternuojancia keitiniy aibe.
5.10 Teiginys. Lyginiy keitiniy skaicius yra lygus nelyginiy keitiniy skaiciui.
Irodymas. Apibrézkime keitiniy aibe

Ugp ={m € Splm =00(a,b),0 € A,} C S, — A,.
Aibés Ulqp) visi keitiniai yra nelyginiai ir visi skirtingi, nes jei

o10(a,b) =050 (a,b),
tai
010 (a,b)o (a,b) =050 (a,b)o(a,b)
ir
01 = 03.

Tegu aibéje A,, yra my keitiny, aibéje S,, — A,, yar ms keitiny. Tada turime,
kad m; < ms
Analogiskai apibrézkime keitiniy aibe

‘/(a,b) :{WE Sn|7T:po(a,b),,0€ Sn_An} gAn

Aibés V(4 ) visi keitiniai yra lyginiai ir visi skirtingi. tada turime my < my
Taigi

Irodyta.



