
Algebra ir geometrija informatikams. Paskaitu¾konspektas. Rimantas Grigutis

5 paskaita. Keitiniai.

Tegu � yra aib·es Nn = f1; 2; :::; ng k·elinys (i1; i2; :::; in) : Tuo paµciu µzymeniu �
µzym·esime ir abipus vienareik�mi�k ¾a funkcij ¾a i�Nn i¾Nn apibr·eµzt ¾a lygyb·emis:

� : Nn ! Nn;
� (1) = i1; � (2) = i2; :::; � (n) = in:

Taip apibr·eµzt ¾a funkcij ¾a vadinsime keitiniu aib·eje Nn. Ai�ku, kad galime sudaryti
n! skirtingu¾ keitiniu¾ aib·eje Nn ( tiek kiek yra skirtingu¾ aib·es Nn k·eliniu¾). Tokiu¾
keitiniu¾aib¾e µzymi Sn:
Pateiksime pagrindinius keitinio rei�kimo būdus.
1. Keitinio, kaip funkcijos apibr·eµztos baigtin·eje aib·eje, rei�kimas lentele:�

1 2 ::: n
i1 i2 ::: in

�
:

Keitini¾ �
1 2 ::: n
1 2 ::: n

�
vadinsime vienetiniu keitiniu ir µzym·esime 1.
2. Keitinio rei�kimas nepriklausomais ciklais.
Tegu i 2 Nn . Tada turime aib·es Nn elementu¾sek ¾a

i; � (i) ; �2 (i) = � (� (i)) ; :::; �k�1 (i) ; �k (i) = i:

Gauname k ilgio cikl ¾a
�
i; � (i) ; �2 (i) ; :::; �k�1 (i)

�
:

Jeigu k = n , tai visi aib·es Nn elementai yra �iame cikle. Kitu atveju, egzis-
tuoja toks j =2

�
i; � (i) ; �2 (i) ; :::; �k�1 (i)

�
, kuriam konstruojame savo cikl ¾a:�

j; � (j) ; �2 (j) ; :::; �l�1 (j)
�
.



Jeigu k+l=n , ai visi aib·es Nn elementai yra skaiµciu¾ i ir j cikuose. Kitu
atveju skaiµciui, nepriklausanµciam skaiµciu¾ i ir j ciklams konstruojame cikl ¾a ir t.t.
Pagaliau visi aib·es Nn elementai bus cikluose.

5.1 Teiginys. Jeigu j nepriklauso skaiµciaus i ciklui, tai skaiµciu¾ i ir j ciklai
neturi bendru¾elementu¾.

I¾rodymas.I¾rodysime prie�taru¾metodu. Sakykime kuris nors skaiµciaus j ciklo
elementas �r (j) priklauso skaiµciaus i ciklui, t.y. �r (j) = �s (i) : Tada

�r+1 (j) = �s+1 (i)
� � �

j = �l (j) = �s+(l�r) (i) :

Gavome, kad skaiµcius j priklauso skaiµciaus i ciklui. Prie�taravimas s ¾alygai
i¾rodo teorem ¾a.

Tokiu būdu, visi aib·esNn elementai keitinio � atµzvilgiu suskyla i¾nesikertanµcius
ciklus, o pati¾keitini¾� galima reik�ti �iu¾nepriklausomais ciklais :

� =
�
i; � (i) ; �2 (i) ; :::; �k�1 (i)

� �
j; � (j) ; �2 (j) ; :::; �l�1 (j)

�
� � � .

5.2 Pavyzdys. � =
�
1 2 3 4 5 6 7 8
4 1 3 2 7 8 6 5

�
:

Skaiµciaus 1 ciklas: 1, � (1) = 4; �(4) = 2; � (2) = 1; taigi 1; 2; 4
Skaiµciaus 3 cikle yra tik vienas skaiµcius 3, nes � (3) = 3:
Skaiµciaus 5 ciklas: 5, � (5) = 7; � (7) = 6; � (6) = 8; � (8) = 5;taigi 5; 7; 6; 8:
Keitinio � rei�kimas nepriklausomais ciklais yra

� = (1; 4; 2) (3) (5; 7; 6; 8)

5.3 Pastabos.
1. Vientinis keitinys 1=(1) (2) � � � (n), tod·el keitinio rei�kime nepriklausomais

ciklais nera�omi ciklai sudaryti tik i�vieno skaiµciaus:

� = (1; 4; 2) (3) (5; 7; 6; 8) = (1; 4; 2) (5; 7; 6; 8) :

2. Keitnio rei�kime nepriklausomais ciklais paµciu¾ ciklu¾ ra�ymo tvarka yra
nesvarbi. Pavyzdµziui
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� = (1; 4; 2) (5; 7; 6; 8) = (5; 7; 6; 8) (1; 4; 2) :

3. Ciklas nepasikeis jeigu jame esanµcius skaiµcius cikli�skai paslinksime i¾ kuri ¾a
nors pus¾e:

(i1; i2; :::; ir�1; ir) = (i2; i3; :::; ir; i1) = � � � = (ir; i1; :::; ir�2; ir�1) :

5.3 Apibr·eµzimas.Tegu �; � - keitiniai aib·eje N n. Keitiniu¾ � ir � sandauga
vadinsime keitini¾� = ��, apibr·eµzt ¾a lygybe

� (i) = � (� (i)) , 8i 2 Nn:

Taigi, keitinio rei�kimas nepriklausomais ciklais yra keitinio rei�kimas nepriklausomu¾
ciklu¾sandauga.
Pasteb·esime, kad keitiniu¾ sandauga yra funkciju¾ kompozicija, o ji ne visada

komutatyvi, t.y. ne visada �� = ��:

5.4 Pavyzdys. Kai � =
�
1 2 3
3 2 1

�
, o � =

�
1 2 3
3 1 2

�
, tai

�� =

�
1 2 3
2 1 3

�
6=
�
1 2 3
1 3 2

�
= ��.

Keitiniu¾sandauga aib·eje Sn pasiµzymi �iomis savyb·emis:

S ¾a. Asociatyvumas: � (��) = (��)� :

(� (��)) (i) = � ((��) (i)) = � (� (� (i))) = (��) (� (i)) = ((��)�) (i) :

S2. Vienetinio keitinio 1 egzistavimas: su visais � 2 Sn

1� = �1 = �

S3 Atvirk�tinio keitinio egzistavimas: jei

� =

�
1 2 ::: n
i1 i2 ::: in

�
ir
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��1 =

�
i1 i2 ::: in
1 2 ::: n

�
;

tai

�� = �� =1.

5.5 Apibr·eµzimas. Ciklas (i; j) vadinamas transpozicija.

5.6 Teiginys. Kai n � 2, tai bet kuri¾keitini¾i�Sn galima uµzra�yti transpoziciju¾
sandauga.

I¾rodymas. �i¾teigini¾pakanka i¾rodyti k ilgio ciklui.
Kai k = 1; tai (i) = (i; j) (i; j) :
Kai k = 2; tai (i; j) = (i; j) ,
o kai k � 3; tai (1; 2; :::; k) = (1; 2) (2; 3) � � � (k � 1; k). Sandaugoje yra k � 1

transpozicija.
I¾rodyta.

Pasteb·esime, kad keitinio rei�kimas transpoziciju¾ sandauga yra nevienareik�-
mi�kas. Pavyzdµziui,

(1; 2) = (1; 2) (1; 2) (1; 2),

arba

(1; 2; :::; k) = (1; 2) (2; 3) � � � (k � 1; k) = (1; k) (1; k � 1) � � � (1; 3) (1; 2) :

5.7 TeoremaKiekviename keitinio rei�kime transpozicijomis paµciu¾transpoziciju¾
skaiµcius visada yra lyginis arba nelyginis.
Be i¾rodymo.

5.8 Apibr·eµzimai. Keitinys � vadinamas lyginiu, jeigu � rei�kime transpozi-
cijomis paµciu¾ transpoziciju¾ skaiµcius yra lyginis. Keitinys � vadinamas nelyginiu,
jeigu � rei�kime transpozicijomis paµciu¾ transpoziciju¾ skaiµcius yra nelyginis.
Jei keitinio � rei�kime transpozicijomis paµciu¾ transpoziciju¾ skaiµcius yra k ,

tai keitinio � µzenklu vadinamas skaiµcius sign(�) = (�1)k .
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5.9 I�vados.
1.Vienetinis keitinys 1 yra lyginis, o transpozicija yra nelyginys keitinys.
2. Jei �� lyginis keitinys, tai sign(�) = 1, jei �� nelyginis keitinys, tai

sign(�) = �1
3. r ilgio ciklas � = (i1; i2; :::; ir) yra lyginis tada ir tik tada, kai r yra nelyginis

ir atvirk�µciai. �io keitinio µzenklas sign(�) = (�1)r�1
4. (lyginis keitinys) (lyginis keitinys)= (lyginis keitinys) :
(nelyginis keitinys) (nelyginis keitinys)= (lyginiskeitinys ) :
(nelyginis keitinys) (lyginis keitinys)= (nelyginis keitinys) :
5. sign(��) =sign(�) �sign(�) :

Lyginiu¾keitinu¾aib¾e µzymima An ir vadina alternuojanµcia keitiniu¾aibe.

5.10 Teiginys. Lyginiu¾keitiniu¾skaiµcius yra lygus nelyginiu¾keitiniu¾skaiµciui.

I¾rodymas. Apibr·eµzkime keitiniu¾aib¾e

U(a;b) = f� 2 Snj� = � � (a; b) ; � 2 Ang � Sn � An:

Aib·es U(a;b) visi keitiniai yra nelyginiai ir visi skirtingi, nes jei

�1 � (a; b) = �2 � (a; b) ;

tai

�1 � (a; b) � (a; b) = �2 � (a; b) � (a; b)

ir

�1 = �2:

Tegu aib·eje An yra m1 keitinu¾, aib·eje Sn � An yar m2 keitinu¾: Tada turime,
kad m1 � m2

Analogi�kai apibr·eµzkime keitiniu¾aib¾e

V(a;b) = f� 2 Snj� = � � (a; b) ; � 2 Sn � Ang � An:

Aib·es V(a;b) visi keitiniai yra lyginiai ir visi skirtingi. tada turime m2 � m1

Taigi

m1 = m2 =
n!

2
.

I̧rodyta.
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