Algebra ir geometrija informatikams. Paskaity konspektas. Rimantas Grigutis
4 paskaita Determinantas.

2-oje paskaitoje matéme, kad sprendziant dviejy tiesiniy lyg¢iy su dviem nezino-
maisiais sistemas sprendinius patogu reiksti matricy determinantais. Apibendrin-
sime determinanto savoka didesnio matavimo matricoms, i pradziy apsistodami
ties triju tiesiniy lygciy su trimis nezinomaisiais sistemomis.

Tegu, turime trijy tiesiniy lyg¢iy su trimis nezinomaisiais sistema:

a1 x4+ by + 1z = dy
asx + boy + coz = ds (1)
asx + by + c3z = d3

Padauginkime pirmaja lygti i$ (bacs — bsca) , antraja is (bse; — bicg) , treciaja
i8 (blcg — bgcl)

a1 x + bly +c1z = d1 ’ bgCg — bgCQ
Ao + be + oz = d2 | b3C1 — b163
asx + b3y + 32 = d3 | 6162 — bgCl

Sudéje gautas lygtis turésime:

((116203 + (IngCl + agblcg - a1b302 — a2b103 — agbgcl) r =
dleCzJ, + dgbgcl + d3b162 — dlbgcg — dgblcg, — d3b201.

Padauginkime pirmaja lygti is (coas — c3az), antraja is (cza; — cjas) , treciaja
i8 <016L2 — Cgal)

a1 x + bly + i1z = d1 | CoQlz — C309
aoT + bgy + oz = dg | C3a1 — C1a3
asx + b3y +c3z2 = d3 | C1G9 — C207

Sudéje gautas lygtis turesime:

(a1b203 + agbscy + agbicy — arbscy — azbics — a35201) Yy =
a1d203 + a2d301 + a3d102 — a1d302 — agdlcg — agdgcl.

Padauginkime pirmaja lygti i§ (asbs — asby), antraja is (asb; — a1b3) , treciaja
i8 (CleQ — (lgbl)



a1 x + bly +ciz = dl | a2b3 — CL3b2
s + bgy + oz = dg | 6L3b1 — a1b3
asx + b3y +c3z = d3 ‘ albg — CLgbl

Sudéje gautas lygtis turésime:

(a16203 + a2b301 + (I3b102 — (116302 - agblcg — a3b201) zZ =
a1bads + azbsdy + asbidy — aibsdy — agbids — asbad;.

Jeigu (CL16203 + agbgcl + agblcg — albgcg — a2b103 — (Igbgcl) 7é 0, tai

. d1b263 + dzbgCl + dgblCQ - d1b302 - d2b103 — d3b201

a16203 + a2b301 + agblcg - a1b302 - agblcg — a36201
B a1d203 + GngCl + a3d102 - a1d302 - a2d103 — a3d201

a16203 + GngCl + agblcg - CllbgCQ - &2[)103 — a3b201
= a1bads + asbsdy + azbidy — a1bsdy — asbids — azbad;

G1b203 + a2b301 + &3[)162 — albgcg — a2b103 — angCl

Nagrinéjamos tiesinés sistemos matrica vadinsime lentele

ap b
A= (05} b2 Cy
as by c3

Sistemos sprendinio vardikli sudaro 6 démenys: trys teigiami ir trys neigiami.
Juos galima pavaizduoti ir taip:

ai by C1 ai by C1
N\ /!
) by Ca a2 by Ca
N N\ /! /!
teigiami | ag bs C3 , neigiami: as b3 C3
N N /! /
ai by C1 ai by C1
N\ /
a2 by C2 a2 by Ca



a b o
4.1.Apibrézimas. Matricos | as by 3 determinantu vadiname israiskq:

az bs c3
ap by ap b
det a9 bg Co = | a2 bg Coy | =
as by c3 as by c3

(IleCg + CLngCl + a3b102 - CL1b3C2 - a2b103 — angCl.

Tada (1) sistemos sprendinius galima uzrasyti:

d b ap di a; by dy

dy by c ay dy ¢ as by dy

ds by c3 az dsz c3 az by ds
:L' = s y = y Z =

a b a by a by

az by c az by c az by c

as by c3 as bz c3 as bz c3

Sias formules vadiname Kramerio formulémis. Suprantama, sistema (1) turi
vienintélj sprendini, kai det A # 0.

Taigi:
det a11 Q12 .
€ = Q11022 — Q12G21.

Q21 A22
11 a2 13

det Q21 dg22 (23 = Q11022033+ G12023031 1013021032 — (13022031 — Q12021033 —
a31 Q32 as3

a110A23032.
a1x -+ Q1ip

Apibendrinkime tai n-osios eilés kvadratinéms matricoms:

ayip - Qi

det .o = Z a1, agiy * iy, (2)

ap1 *** Ann, (31,--8n)



¢ia sumuojama pagal visus aibés {1, 2, ...,n} kélinius (i1, ia, ..., i, ) . Prisiminkime,
kad tokiy kéliniy yra n!.

Paragykime 2-osios ir 3-iosios eilés determinanty israiskose esanc¢iy démeny
antryjy indeksy lenteles:

.. ailr aig
matrical :
a1 Q22

su zenklu + | su zenklu -
(1,2) (2,1)

ailz aiz2 Aais
matricail a91 Q92 Qo3

az1 azz2 as3

su zenklu + | su zenklu -
(1,2,3) (3,2,1)
(2,3,1) (2,1,3)
(3,1,2) (1,3,2)

Matome, kad pusé démeny yra teigiamuy, o pusé - neigiamy.
Patikslinsime determinanto israiskoje (2) esan¢iy démeny zenklus.

4.2.Apibrézimas. Kélinio (iq,1s,...,7,) inversija vadinsime tokia skai¢iy
pora {is,i.},1 < iy # i, < n, kad iy > i, bet s < r, t.y. desingje kélinyje
esantis skaicius 7, yra mazesnis uz kairéje esani i,..

Matricos determinanto israiskoje (2) démuo aq;, ag;, - - - ay;, bus su zenklu "+
jei kélinyje (i1, ia, ..., i,,) yra lyginis inversijy skaic¢ius ir su zenklu ”-”, jei - nelyginis.
Jeigu kélinyje (iy, s, ..., i,,) esanéiy inversijy skaic¢iy pazymeésime inv(iy, g, ..., ) ,
tai gausime patikslinta (2) formule:

a1x - Aip

det . _ Z (_1)inv(i1,i2,...7in) (14, Qiy -+ * Oy, (2/)

An1 e Apn (il,..‘,in)

¢ia sumuojama pagal visus aibés {1,2,...,n} kélinius (iy, g, ..., 75) .



apx 0 Qip
4.3.Apibrézimas. Kvadratinés matricos A = Do, (1,7) —
Qp1 -+ Qnp
minoru vadinsime matricos, gautos isbraukus matricoje A i— aja eilute ir j— aji
stulpeli, determinanta: zymésime M, ; (A), arba tiesiog M, ;.

a1 G12 013
4.4.Teiginys. Tegu A = | as1 asy ass | . Tada teisinga:
a31 G32 033

det A = a;1 M1y — a1aMia + a3 M.

a1 Q23
az1 ass

Q22 (A23
ag2 433

Irodymas. a1 M1 — a1aMis + a13Mis = an — 12 +

21 Q22

az1 a3z

11022033 + Q12023031 + 13021032 — 13022031 — Q12021033 — Q11023032 = det A.
Irodyta.

a3 =dan (a22a33 - a23a32)—a12 (a21a33 - a23a31)+a13 (a21a32 - a22a31) =

Si teiginj galima apibendrinti:

aix 0 Qip
4.5.Teiginys. Tegu A = oo, . Tada teisinga:

Api G

det A = ay1 My — aro Mg + -+ - + (—1)Hn 1p My, .
Daznai teiginyje esancia lygybe apibrézia matricos A determinanta.
Galima apibendrinti teiginyje-apibrézime esancia formule:

4.6.Teorema. Su visais i = 1,2, ...,n turime determinanto skleidimo i— g¢ja
eilute formule:

det A = Z (—].)H_j ai,jMZ-,j.
j=1

Su visais j = 1,2, ...,n turime determinanto skleidimo j— uoju stulpeliu for-
mule:



n
det A= (=1)" a;; My
i=1
I8 teiginio-apibrézimo tiesiogiai turime svarbias determinanto savybes:

D1. Jeigu matricos kuris nors stulpelis yra nulinis, tai tos matricos determi-
nantas yra lygus 0.

a1 Q1n
D2. Tegu A = : ir a;; =0, kai i < j. Tada
an1 Qnpn
det A = a11a92 * * * Appy-
an Q1n
D3. Tegu A = : ir a; ; = 0, kai ¢ > j. Tada
Qn1 Qpn
det A = a11a92 * * * Appy -
a1 Q1n 11 - Qpl
D4. Tegu A = . Matricag AT = Do vadi-
an1 Ann Aip - Ann

name transponuota matrica. Tada

det A = det AT

D5. Jeigu matricos A du stulpeliai yra lygts, tai det A = 0.
D6. Jeigu matricos A dvi eiluteés yra lygios, tai det A = 0.
D7. Sukeitus du stulpelius arba dvi eilutes vietomis keiciasi determinanto

zenklas.
D8. Determinantas yra tiesiné funkcija visy eiluciy ir stulpeliy atzvilgiu:

ai1 + ay a1p + aiy, ain - Qi ay e ay,

. . — +

an1 e QAnp Qp1  * -+ Qnp an1  *+  Qpp

ap+ay o Qi aiy o Qi ay e Qg

. +|
an1 + a;ﬂ st App An1  *°+  Qpn a;ﬂ ERR ¢ 777




tay; -+ tai, ai; - Qip
(4275 QAnp, Qp1 - Qpp
tain -+ Qi aypp o Qg
tanl Tt App Ap1 -+ App

D9. Determinantas nesikeis, jei prie kurios nors eilutés( kurio nors stulpelio)
pridésime kita eilute ( kita stulpeli) galbut padauginta is skaiciaus.

4.7.Pavyzdys. Trikampio A (x1,41) B (22, y2) C (3,y3) plotas yra:

Ty oy 1
Spapc =% 22 o 1
r3 ys 1

Zenklas parenkamas taip, kad Saapc > 0.

Turime
1 oy 1
1 1 y2 1 z9 1 T2 Y2
Qiz 321_2(%1 931’ . mslst ys)_
1 Y2 1 T2 Y T2 Y2 _
2 Ys I T3 U T3 Ys B
l<_ T1 Y2 T2 Y2 — U )_
2 T Y3 T3 ys—v1|)
% _‘ﬂh y2’+‘x1 yl‘Jr L2 Y2 — U _
1 Y3 1 WY T3 Ys — U1
l(_ T Y2 — U T2 Y2 — U )_
2 T Y3 — 3 ys—v1|)

1| T2—21 Y2— U1
2| z3—71 ys— W

4.8.Pavyzdys. Tiesés, einancios per taskus A (z1,y1) ir B (x2,y2) , lygtis yra:

r y 1
1 U 1|=0. (3)
Ty Y2 1



I8 tikro, turime

z y 1

1 ry 1 T
w2 L= ] -
To Y2 1

T (Y1 —y2) —y (21 — 22) + (2192 — T241) -

Matome, kad (3) yra tiesés lygtis

ar + by +c=0,
caa=| 1 b= — n ,C= b
Yo 1 g 1 Ta Y2
Si tiesé eina per taskus A ir B , nes
r1 1 Ty Yo 1
1 Y 1 = 1 Y1 1 =0.
Ty Yo 1 Ty Ya 1

Paskutiniji pavyzdi galima apibendrinti trimaciai erdvei.

4.9.Pavyzdys. Tegu turime tris nekomplanarius erdves taskus A (z1,y1,21) ,
B (w2, Y9, 22) , C (23, ¥3, z3) . Tada lygtis

r Yy =z
T1 Y1 =1
T2 Y2 <2
T3 Ys <=3

-0

—_ = = =

yra plokstumos,einancios per taskus A, B, C, lygtis:

ar + by +cz+d=0,

yoza 1 T oz 1 1 oy 1 1 W 2
Claa= |1y 290 1|, b=—|29 20 1 |,c=|29 yo 1|, d=|29 Yo 29
yz 23 1 r3 z3 1 z3 yz 1 T3 Y3 Zz3

Veéliau matysime, kad ax + by + cz+d = 0 yra bendroji plokstumos lygtis,jeigu
tik ne visi a,b,c yra lygus 0. Pastebésime, kad i%a, ﬂ:%b, i%c yra trikampio
ABC projekciju koordinatinése plokstumose yz, xz, xy plotai. Tai galima irodyti
ir tiesiogial.

Tai, kad plokstuma (4) eina per taskus A, B, C' galima isitikinti tiesiogiai:

8



1 y1 2z 1 Tz Y2 22 1 r3 Y3 z3 1
x| ooy oz 1| |2y oz 1 _0
Ty Yo 22 1| |22 Yo 20 1| | Zg yo 20 1|
r3 Y3 23 1 r3 Y3 23 1 r3 Y3 23 1

4.10.Vandermondo (A.T.Vandermonde,1735-1796,prancuzy matematikas)

determinantas.
1 1 1
1 X9 T3 | = H (l’j — IZ) = (1’2 — {L‘l) (1’3 — IL‘l) (1’3 — ZL‘Q) .
I% l’% I‘% 1<e<j<3

Atimkime i§ 2-0jo ir 3-0jo stulpeliy 1-aji ir poto isskleiskime determinanta 1-
aja eilute:

1 1 1 1 0 0

Ty T2 XT3 | = | T1 T2 —T1 T3 —T1 | =

o a3 a3 vf a3 —ai af—ad

Ty — X1 T3 —T1 | Ty — Iy T3 — I

T3 — a3 23— a? (xa —x1) (T2 + 1) (3 — 71) (T3 + 71)
1 1

(o — 1) (23 — 21) = (ro — 1) (23 — 1) (23 — 22) .

To+2T1 T3+ Ty




