Algebra ir geometrija informatikams. Paskaity konspektas. Rimantas Grigutis

3 paskaita: Tiesés padétys koordintiniy aSiy atZvilgiu. Kampas tarp tiesiy.
Tiesiy lygiagretumo ir statmenumo sqlygos. Tasko atstumas iki tiesés.

Sakykime ax + by + ¢ = 0 yra tieses t lygtis. Isnagrinésime tiesés ¢t padétis Ox
ir Oy asiy atzvilgiu.

1) a=0, b # 0. Tada tiesés t lygtis yra y = —
Oz asiai.

2) a # 0, b = 0. Tada tiesés ¢ lygtis yra v = —<. Siuo atveju tiesé t lygiagreti
Oy asiai.

3) ¢ = 0. Tada tiesés t lygtis yra az + by = 0. Siuo atveju tiesé ¢ eina per
koordinaciy pradzia.

4) a #0,b# 0,c# 0. Tada tiesés ¢ lygtis ekvivalenti lygciai <z + _icy =1,0
pazymeéjus a = —¢, f = 3°, lyggiai §+% = 1. Tai a8iné tiesés t lygtis. Matome,
kad tiesé ¢ kerta koordinatines asis taskuose («,0) ir (0, 3) .

i Siuo atveju tiesé t lygiagreti

Apibrézimas 3.1.Tiesés teigiama kryptimi vadiname tokiq krypty, kuria ju-
dant didéja tasko ordinate.

Apibrézimas 3.2. Kampas tarp tiesiy t, ir ty teigiamy krypcéiy vadinamas
kampu tarp tiesiy ti ir to.

Rasime kampa tarp dvieju nelygiagreciy Oy asiai tiesiu ¢ ir t,. Siy tiesiy lygtis
galima isreiksti kintamojo y atzvilgiu:

y:k1$+ll
y:k2$+l2,

Cla k;— tiesés t; krypties koeficientas (k; =tga;, a;— kampas tarp Ox asies ir
tiesés t;), i = 1, 2; o I; - atstumas nuo koordinaciy pradzios iki tiesés ¢; susikirtimo
su Oy agimi tagko. i =1, 2.

Tegu oy > ay. Tada ieskomasis kampas yra lygus ¢ = a; — ap ir

_ — _tgog—tg
tgy =tg(an — a2) = £ET00 -

Zinant tik tiesiy krypties koeficientus ki ir ky kampas ¢ yra lygties tgy =

1’2];1 k]iz sprendinys, tenkinantis nelygybe 0 < ¢ < 7.




Pastaba 3.3 . Jeigu viena i$ tiesiy yra lygiagreti Oy asiai, o kita su Ox asimi
sudaro kampg o, tai kampas tarp tiesiy ¢ apibréziamas lygybe ¢ = ‘g — oz‘ .

Tegu dvieju tiesiu ¢ ir ¢y lygtys yra

alx—i-bly—i-cl:O
as + boy + co =0,

arba (jeigu jos nelygiagre¢ios Oy asiai)

y:k1I+ll
y:k2I+l2,

Gak; = % [ = % =12

Teorema 3.4. Tiesés ti ir ty yra lygiagrecios arba sutampa tada ir tik tada,
kada

albg - b1a2 = 0.
Teorema 3.5. Tiesés ty ir ty yra statmenos tada ir tik tada, kada
a1a2 + blbg = 0.

Teoremos 3.4 irodymas.

[rodysime teiging i35 kairés  desine.

Nagrinésime du atvejus.

1) Tegu tieseés t ir ty lygiagrecios Oy asiai. Tada by = by = 0ir a;-0+0-a = 0.
2) Tegu tieses t ir to lygiagrecios, bet nelygiagrecios Oy asiai. Tada

ky — ko

tgp =10 =0= ————

¢ia (= 0)— kampas tarp t; ir ¢y ir todél k; — ko = 0 arba a1by — byas = 0.

[rodysime teiging i3 desinés § kaire.

Nagrinékime keturis atvejus atvejus.

1) by #0,by = 0. Tada ay = by = 0. Bet tai priestarauja salygai a3 + b3 > 0.

2) by # 0,by # 0. Tada turime —% = —Z—j arba ki = ko ir tga; =tgas.
Gauname, kad duotos tiesés kerta Ox asi tuo paciu kampu. O tai imanoma tik

tada, kai tieses t; ir t, yra lygiagrecios arba sutampa.



3) by = 0,by # 0. Tada a; = b; = 0. Bet tai priestarauja salygai a? + b? > 0.
4) by = by = 0. Tada ay # 0 ir abi tiesés ¢; ir ¢ty yra lygiagrecios Oy asiai.
Isnagrinéti atvejai irodo teorema.

Irodyta.

Teoremos 3.5 irodymas.

[rodysime teiging i35 kairés § desine.

Nagrinésime du atvejus.

1) Tegu tieseé t; lygiagreti Oy asiai, t.y. by = 0. Tada tiesé ¢y turi buti lygiagreti
Ox agiai, t.y. as = 0. Todél turime a; -0+ 0- by = 0.

2) Tegu tieses t; ir to statmenos ir né viena i$ jy nelygiagreti Oy asiai. Tada

ky — ko

cia p(= §)— kampas tarp t; ir tp ir todél 1 + &y - ky = 0 arba ayay + b1by = 0.

[rodysime teiging i85 desinés § kaire.
Nagrinékime tris atvejus.
1) by # 0, by # 0. Tada, padalijus lygybe ajas + b1by = 0 i§ b1by, turésime

te (o) () =0
ki —ke ki — ko
1+ki-ke 0

Tai teisinga tik tada, kai o = 7, t.y. tiesés ¢; ir t» statmenos.

2) by # 0, by = 0. Tada ay # 0 (neuzirskime salygos a2 + b3 > 0) ir a; = 0.
Todél tiesé t; yra lygiagreti Oz asiai (a3 = 0), o tiesé to yra lygiagreti Oy asiai
(bg = O) Ta,lgl tl 1 tQ.

3) by = 0. Tada a; # 0 (neuzmirgkime salygos a? + b2 > 0) ir ay = 0. Todél
tiese t; yra lygiagreti Oy asiai, o tieseé {5 yra lygiagreti Ox agiai. Taigi t; L t5.

Irodyta.

arba 1+ k; - ko =0 1ir tgp = = 0.

Rasime duoto tasko atstumo iki tiesés formule.

Teorema 3.6. Tasko M (mq,ms) atstumas iki tiesés t : ax + by +c =0 yra
lyqus



lamy + bmgy + |

Irodymas. Nesunku matyti, kad tiese ¢, , kurios lygtis
b(x—my)—a(y—my) =0
arba
bxr — ay + (amg — bmy) =0

yra statmena tiesei t (teorema 3.4). Tegu N (ng,ng) — tiesiy t ir ¢, susikir-
timo taskas. Tada tasko M (mq,ms) atstumas iki tiesés ¢ yra atkarpos M N ilgis,
apskaic¢iuojamas lygybe

MN = \/(m1 —n1)% + (my — ny)>.

Taskas N priklauso abiems tiesems ¢ ir ¢, , todél tasko N koordinates tenkina
abiejuy tiesiy lygtis:

any +bny +c=0
b(ny —my) —a(nyg —my) =0

Is pirmosios lygybeés isreikse ¢ = — (any + bny) turésime
amy + bmg + ¢ = amy + bmg — (any + bng) = a(my —ny) + b (mg — ng) .
Nagrinéekime sistema sudaryta i paskutiniyjuy lygybiy

0=0b(ny —my) —a(ng —ms)
amy + bms + ¢ =a(my —ny) + b (mg — ny)

Pakeélus sios sistemos abi lygtis kvadratu ir poto sudéjus turésime

(amy 4 bms 4 ¢)* = (b(ny —2m1) —a(ng —my)) + (2a (my —nq) —|—2b (ma —ng))”
(ami +bmy + ¢)” = (a® + b?) ((m1 — n1)” + (ma — n2)”)

o istraukus kvadratine Sakni gausime

lamy + bmg + ¢| = /(a2 + b2) - \/((ml — 1)+ (my — n2)?)
lamy + bmg + ¢| = /(a? +b%) - MN
MN — lamy + bms + ¢|

Va? + b?

Irodyta.



Priedas. Vektorinés tiesés lygtys

Prisiminkime vektorius. Tegu xy-plokstumos vektorius v = (X,Y) su koor-
dinagiy asimis Ox ir Oy sudaro kampus « ir 3 atitinkamai. Siy kampy kosinusai
cos av, cos 3 vadinami vektoriaus v krypties kosinusais. Tada teisingos sios ly-
gybeés:

_ X . — Y
cosa = W,cosﬁ— NoCISER

ir
cos? o + cos? B = 1.
Aptarkime kai kuriuos tiesés lygties pavidalus.

1. Tiesés t, einatios per taskq A(xy,y1) ir statmenos vektoriui n (a,b) , lygtis.

—

Tegu B (15, 12) — tiesés t taskas. Tada vektoriai n (a,b) ir AB (x5 — 21, Y2 — 1)
yra statmeni:

ﬁ(avb)'AB<x2_$lny_yl) =0
a(xe —x) +0(ya —y1) =0.

Tada tiesés t lygtis yra
a(x—x1)+b(y—w)=0.
Vektorius n vadinamas tiesés ¢+ normalés vektoriumi.

2. Kanominé tiesés t lygtis.

Tegu A (x1,y1) ir B (22,y2) — du tiesés t taskai. Tada tiesés t lygtis yra

Yy—u _ T —I
Y2 — U1 To — 1

Vektoriai AB (e — 1,2 — Y1) ir BA (x1 — z2,y1 — y2) yra lygiagretus tiesei
t. Tsrinkime i$ ju ta, kurio ordinaté teigiama ir pazymékime ji (I,m) = s (jeigu
Y1 = Yo, tai parenkamas tas, kurio abscisé teigiama). Vektorius s vadinamas
tieses t krypties vektoriumi ir lygtis



Yy—u1 :x_xl
m l

vadinama kanonine tiesés ¢ lygtimi.
3. Parametriné tiesés t lygtis.

Is kanoninés tieses t lygties turime, kad

y—y1:$—I1
m [

=z
ir gauname parametrineg tiesés ¢ lygti:

r=10-z+4+mx
y=m-z+Yy,

cia z € R.
4. Normalioji tiesés t : ax + by + ¢ = 0, lygtis.

1

Padaugine panariui bendraja tiesés ¢ lygti is sign(—c) - T

1, jeic>0

¢ia sign(c) = 1 e <0

ir pazymeje

cos o =sign(—c) \/ﬁ’ cos § =sign(—c) \/a+W’ —p =sign(—c) - «/a‘26+b2’;
gausime normaligja tiesés lygti:
recosa+ycos3—p=0.

Teigiamo skaiciaus p reikSme - tai koordinaciy pradzios atstumas iki tieses .
. — . . . . .
Vektorius ng = (cos a, cos §) yra vienetinis normalés vektorius.

5. Vektoriné tiesés t lygtis.

Tegu tiesé t eina per taska A (x1,7;) ir statmena normalés vektoriui n. Tegu

—

B (z,7) - bet kuris tiesés taskas ir vektoriai 7 = OB, r, = OA. Tada vektoriai

- —

. — .
r — 19 Ir N yra statmeni:
— e —
(7’ — 7“0> -n =0.

Tai ir yra vektoriné tiesés ¢ lygtis.



. . . . — . . . . . . — . .
Pastebésime, kad vietoje n paémus vienetini normalés vektoriy ng turésime:

—

r-nog=pn,
¢ia p— koordinaciy pradzios atstumas iki tieses t.

—

Pastaba. Jeigu tiesé ¢ : (? — 7“0) . = 0 yra lygiagreti vektoriui s = (I,m),

. . . — —_— . g . —
tai vektoriai » — rg ir s kolinearts, t.y.

Gavome tiesés, lygiagretios vektoriui s, vektorine lygti.

Norint is tieses vektoriniy lygciu gauti koordinatines lygtis, reikia atlikti siuos
pakeitimus:

— T +YjJ
— Totl +YoJ
ai +bj

-
— cosat +cosfj

wl S 31 31 =l

— lt +my
Norint i8 tiesés koordinatiniy lygé¢iy gauti vektorines lygtis, reikia atlikti siuos
pakeitimus:

- 7

xr — T
- 7

Y >
- 7

a — n-i
- 7

b — n-j
cosa — Mng- @
- 7
cosf8 — ng-J
- 7

[ — 51
- 7

m — S



