
Algebra ir geometrija informatikams. Paskaitu̧ konspektas. Rimantas Grigutis

3 paskaita: Ties·es pad·etys koordintiniu̧ a�iu̧ atµzvilgiu. Kampas tarp tiesiu̧.
Tiesiu̧ lygiagretumo ir statmenumo sa̧lygos.Ta�ko atstumas iki ties·es.

Sakykime ax+ by+ c = 0 yra ties·es t lygtis. I�nagrin·esime ties·es t pad·etis Ox
ir Oy a�iu̧ atµzvilgiu.
1) a = 0; b 6= 0: Tada ties·es t lygtis yra y = � c

b
: �iuo atveju ties·e t lygiagreti

Ox a�iai.
2) a 6= 0; b = 0: Tada ties·es t lygtis yra x = � c

a
: �iuo atveju ties·e t lygiagreti

Oy a�iai.
3) c = 0: Tada ties·es t lygtis yra ax + by = 0: �iuo atveju ties·e t eina per

koordinaµciu̧ pradµzia̧.
4) a 6= 0; b 6= 0; c 6= 0: Tada ties·es t lygtis ekvivalenti lygµciai a

�cx+
b
�cy = 1, o

paµzym·ejus � = �c
a
; � = �c

b
; lygµciai x�+

y
�
= 1: Tai a�in·e ties·es t lygtis. Matome,

kad ties·e t kerta koordinatines a�is ta�kuose (�; 0) ir (0; �) :

Apibr·eµzimas 3.1.Ties·es teigiama kryptimi vadiname tokia̧ krypti̧, kuria ju-
dant did·eja ta�ko ordinat·e.

Apibr·eµzimas 3.2. Kampas tarp tiesiu̧ t1 ir t2 teigiamu̧ krypµciu̧ vadinamas
kampu tarp tiesiu̧ t1 ir t2:

Rasime kampa̧ tarp dvieju̧ nelygiagreµciu̧ Oy a�iai tiesiu̧ t1 ir t2: �iu̧ tiesiu̧ lygtis
galima i�reik�ti kintamojo y atµzvilgiu:

y = k1x+ l1
y = k2x+ l2;

µcia ki� ties·es ti krypties koe�cientas (ki =tg�i; �i� kampas tarp Ox a�ies ir
ties·es ti); i = 1; 2; o li - atstumas nuo koordinaµciu̧ pradµzios iki ties·es ti susikirtimo
su Oy a�imi ta�ko. i = 1; 2:
Tegu �1 � �2: Tada ie�komasis kampas yra lygus ' = �1 � �2 ir

tg' =tg(�1 � �2) = tg�1�tg�2
1+tg�1�tg�2 :

µZinant tik tiesiu̧ krypties koe�cientus k1 ir k2 kampas ' yra lygties tg' =
k1�k2
1+k1�k2 sprendinys, tenkinantis nelygybȩ 0 � ' < �:



Pastaba 3.3 . Jeigu viena i�tiesiu̧ yra lygiagreti Oy a�iai, o kita su Ox a�imi
sudaro kampa̧ �; tai kampas tarp tiesiu̧ ' apibr·eµziamas lygybe ' =

����
2
� �

��� :
Tegu dvieju̧ tiesiu̧ t1 ir t2 lygtys yra

a1x+ b1y + c1 = 0
a2x+ b2y + c2 = 0;

arba (jeigu jos nelygiagreµcios Oy a�iai)

y = k1x+ l1
y = k2x+ l2;

µcia ki = �ai
bi
; li = � ci

bi
; i = 1; 2:

Teorema 3.4. Ties·es t1 ir t2 yra lygiagreµcios arba sutampa tada ir tik tada,
kada

a1b2 � b1a2 = 0:

Teorema 3.5. Ties·es t1 ir t2 yra statmenos tada ir tik tada, kada

a1a2 + b1b2 = 0:

Teoremos 3.4 i̧rodymas.
I̧rodysime teigini̧ i�kair·es i̧ de�inȩ.
Nagrin·esime du atvejus.
1) Tegu ties·es t1 ir t2 lygiagreµcios Oy a�iai. Tada b1 = b2 = 0 ir a1 �0+0�a2 = 0:
2) Tegu ties·es t1 ir t2 lygiagreµcios, bet nelygiagreµcios Oy a�iai. Tada

tg' = tg0 = 0 =
k1 � k2
1 + k1 � k2

;

µcia '(= 0)� kampas tarp t1 ir t2 ir tod·el k1 � k2 = 0 arba a1b2 � b1a2 = 0:
I̧rodysime teigini̧ i�de�in·es i̧ kairȩ.
Nagrin·ekime keturis atvejus atvejus.
1) b1 6= 0; b2 = 0: Tada a2 = b2 = 0: Bet tai prie�tarauja sa̧lygai a22 + b22 > 0.
2) b1 6= 0; b2 6= 0: Tada turime �a1

b1
= �a2

b2
arba k1 = k2 ir tga1 =tg�2:

Gauname, kad duotos ties·es kerta Ox a�i̧ tuo paµciu kampu. O tai i̧manoma tik
tada, kai ties·es t1 ir t2 yra lygiagreµcios arba sutampa.
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3) b1 = 0; b2 6= 0: Tada a1 = b1 = 0: Bet tai prie�tarauja sa̧lygai a21 + b21 > 0:
4) b1 = b2 = 0: Tada a1 6= 0 ir abi ties·es t1 ir t2 yra lygiagreµcios Oy a�iai.
I�nagrin·eti atvejai i̧rodo teorema̧:
I̧rodyta.

Teoremos 3.5 i̧rodymas.
I̧rodysime teigini̧ i�kair·es i̧ de�inȩ.
Nagrin·esime du atvejus.
1) Tegu ties·e t1 lygiagreti Oy a�iai, t.y. b1 = 0: Tada ties·e t2 turi būti lygiagreti

Ox a�iai, t.y. a2 = 0: Tod·el turime a1 � 0 + 0 � b2 = 0:
2) Tegu ties·es t1 ir t2 statmenos ir n·e viena i�ju̧ nelygiagreti Oy a�iai. Tada

tg' =tg�
2
=1 =

k1 � k2
1 + k1 � k2

;

µcia '(= �
2
)� kampas tarp t1 ir t2 ir tod·el 1 + k1 � k2 = 0 arba a1a2 + b1b2 = 0:

I̧rodysime teigini̧ i�de�in·es i̧ kairȩ.
Nagrin·ekime tris atvejus.
1) b1 6= 0; b2 6= 0: Tada, padalijus lygybȩ a1a2 + b1b2 = 0 i�b1b2; tur·esime

1 +
�
�a1
b1

�
�
�
�a2
b2

�
= 0

arba 1 + k1 � k2 = 0 ir tg' =
k1 � k2
1 + k1 � k2

=
k1 � k2
0

=1:
Tai teisinga tik tada, kai ' = �

2
; t.y. ties·es t1 ir t2 statmenos.

2) b1 6= 0; b2 = 0: Tada a2 6= 0 (neuµzir�kime sa̧lygos a22 + b
2
2 > 0) ir a1 = 0:

Tod·el ties·e t1 yra lygiagreti Ox a�iai (a1 = 0), o ties·e t2 yra lygiagreti Oy a�iai
(b2 = 0). Taigi t1 ? t2:
3) b1 = 0: Tada a1 6= 0 (neuµzmir�kime sa̧lygos a21 + b21 > 0) ir a2 = 0: Tod·el

ties·e t1 yra lygiagreti Oy a�iai, o ties·e t2 yra lygiagreti Ox a�iai. Taigi t1 ? t2:
I̧rodyta.

Rasime duoto ta�ko atstumo iki ties·es formulȩ.

Teorema 3.6. Ta�ko M (m1;m2) atstumas iki ties·es t : ax + by + c = 0 yra
lygus
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jam1 + bm2 + cjp
a2 + b2

:

I̧rodymas. Nesunku matyti, kad ties·e t?; kurios lygtis

b (x�m1)� a (y �m2) = 0

arba

bx� ay + (am2 � bm1) = 0

yra statmena tiesei t (teorema 3.4). Tegu N (n1; n2)� tiesiu̧ t ir t? susikir-
timo ta�kas. Tada ta�ko M (m1;m2) atstumas iki ties·es t yra atkarpos MN ilgis,
apskaiµciuojamas lygybe

MN =
q
(m1 � n1)2 + (m2 � n2)2:

Ta�kas N priklauso abiems ties·ems t ir t?; tod·el ta�ko N koordinat·es tenkina
abieju̧ tiesiu̧ lygtis:

an1 + bn2 + c = 0
b (n1 �m1)� a (n2 �m2) = 0

I�pirmosios lygyb·es i�reik�̧e c = � (an1 + bn2) tur·esime

am1 + bm2 + c = am1 + bm2 � (an1 + bn2) = a (m1 � n1) + b (m2 � n2) :

Nagrin·ekime sistema̧ sudaryta̧ i�paskutiniu̧ju̧ lygybiu̧�
0 = b (n1 �m1)� a (n2 �m2)

am1 + bm2 + c = a (m1 � n1) + b (m2 � n2)
:

Pak·elus �ios sistemos abi lygtis kvadratu ir poto sud·ejus tur·esime

(am1 + bm2 + c)
2 = (b (n1 �m1)� a (n2 �m2))

2 + (a (m1 � n1) + b (m2 � n2))2
(am1 + bm2 + c)

2 = (a2 + b2)
�
(m1 � n1)2 + (m2 � n2)2

�
o i�traukus kvadratinȩ �akni̧ gausime

jam1 + bm2 + cj =
p
(a2 + b2) �

q�
(m1 � n1)2 + (m2 � n2)2

�
jam1 + bm2 + cj =

p
(a2 + b2) �MN

MN =
jam1 + bm2 + cjp

a2 + b2
:

I̧rodyta.
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Priedas. Vektorin·es ties·es lygtys
Prisiminkime vektorius. Tegu xy-plok�tumos vektorius

!
v = (X; Y ) su koor-

dinaµciu̧ a�imis Ox ir Oy sudaro kampus � ir � atitinkamai. �iu̧ kampu̧ kosinusai
cos�; cos � vadinami vektoriaus

!
v krypties kosinusais. Tada teisingos �ios ly-

gyb·es:

cos� = Xp
X2+Y 2

; cos � = Yp
X2+Y 2

;

ir

cos2 �+ cos2 � = 1:

Aptarkime kai kuriuos ties·es lygties pavidalus.

1. Ties·es t, einaµcios per ta�ka̧ A(x1; y1) ir statmenos vektoriui
!
n (a; b) ; lygtis.

TeguB (x2; y2)� ties·es t ta�kas. Tada vektoriai
!
n (a; b) ir

!
AB (x2 � x1; y2 � y1)

yra statmeni:

!
n (a; b) �

!
AB (x2 � x1; y2 � y1) = 0

a (x2 � x1) + b (y2 � y1) = 0:

Tada ties·es t lygtis yra

a (x� x1) + b (y � y1) = 0:

Vektorius
!
n vadinamas ties·es t normal·es vektoriumi.

2. Kanonin·e ties·es t lygtis.

Tegu A (x1; y1) ir B (x2; y2)� du ties·es t ta�kai. Tada ties·es t lygtis yra
y � y1
y2 � y1

=
x� x1
x2 � x1

:

Vektoriai
!
AB (x2 � x1; y2 � y1) ir

!
BA (x1 � x2; y1 � y2) yra lygiagretūs tiesei

t: I�rinkime i� ju̧ ta̧, kurio ordinat·e teigiama ir paµzym·ekime ji̧ (l;m) =
!
s (jeigu

y1 = y2; tai parenkamas tas, kurio abscis·e teigiama). Vektorius
!
s vadinamas

ties·es t krypties vektoriumi ir lygtis
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y � y1
m

=
x� x1
l

vadinama kanonine ties·es t lygtimi.

3. Parametrin·e ties·es t lygtis.

I�kanonin·es ties·es t lygties turime, kad

y � y1
m

=
x� x1
l

= z

ir gauname parametrinȩ ties·es t lygti̧:

x = l � z + x1
y = m � z + y1;

µcia z 2 R:
4. Normalioji ties·es t : ax+ by + c = 0; lygtis.

Padauginȩ panariui bendra̧ja̧ ties·es t lygti̧ i�sign(�c) � 1p
a2+b2

;

µcia sign(c) =
�
1; jei c � 0
�1; jei c < 0 ir paµzym·ejȩ

cos� =sign(�c) � ap
a2+b2

; cos � =sign(�c) � bp
a2+b2

; �p =sign(�c) � cp
a2+b2

;

gausime normalia̧ja̧ ties·es lygti̧:

x cos�+ y cos � � p = 0:

Teigiamo skaiµciaus p reik�m·e - tai koordinaµciu̧ pradµzios atstumas iki ties·es t.
Vektorius

!
n0 = (cos�; cos �) yra vienetinis normal·es vektorius.

5. Vektorin·e ties·es t lygtis.

Tegu ties·e t eina per ta�ka̧ A (x1; y1) ir statmena normal·es vektoriui
!
n: Tegu

B (x; y) - bet kuris ties·es ta�kas ir vektoriai
!
r =

�!
OB,

!
r0 =

�!
OA: Tada vektoriai

!
r � �!

r0 ir
!
n yra statmeni: �

!
r � �!

r0

�
� !n = 0:

Tai ir yra vektorin·e ties·es t lygtis.
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Pasteb·esime, kad vietoje
!
n pa·emus vienetini̧ normal·es vektoriu̧

!
n0 tur·esime:

!
r � !n0 = p;

µcia p� koordinaµciu̧ pradµzios atstumas iki ties·es t.

Pastaba. Jeigu ties·e t :
�
!
r � �!

r0

�
�!n = 0 yra lygiagreti vektoriui !s = (l;m) ;

tai vektoriai
!
r � �!

r0 ir
!
s kolinearūs, t.y.

!
r � �!

r0 =
!
s t

!
r =

�!
r0 +

!
s t; t 2 R:

Gavome ties·es, lygiagreµcios vektoriui
!
s ; vektorinȩ lygti̧.

Norint i�ties·es vektoriniu̧ lygµciu̧ gauti koordinatines lygtis, reikia atlikti �iuos
pakeitimus:

!
r �! x

!
i + y

!
j

!
r0 �! x0

!
i + y0

!
j

!
n �! a

!
i + b

!
j

!
n0 �! cos�

!
i + cos �

!
j

!
s �! l

!
i +m

!
j

:

Norint i�ties·es koordinatiniu̧ lygµciu̧ gauti vektorines lygtis, reikia atlikti �iuos
pakeitimus:

x �! !
r �

!
i

y �! !
r �

!
j

a �! !
n �

!
i

b �! !
n �

!
j

cos� �! !
n0 �

!
i

cos � �! !
n0 �

!
j

l �! !
s �

!
i

m �! !
s �

!
j

:
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