Tiesiné algebra ir geometrija bioinformatikams. Paskaity konspektas.Rimantas Grigutis

1 paskaita. Dekarto koordinaciy sistema. Kreivés lygtis. Kreiviy susikirtimo
taskai. Bendroji tiesés lygtis. Duviejy tiesiy sankirtos taskai. 2-os eilés determi-
nantas. Tiesés padétys koordintiniy asiy atZvilgiu. Kampas tarp tiesiy. Tiesiy
lygiagretumo ir statmenumo sqlygos. Tasko atstumas iki tiesés.

Apibrézimas 1.1. Plokstuma, kurioje pravestos dvi statmenos viena kitai
tiesés Oz ir Oy, susikertancios taske O, vadinama xy-plokstuma. Taskas O dal-
ija kiekvieng i85 Siy tiesiy § du spindulius: vieng 1§ jy kiekvienoje tieséje vadiname
teigiama kryptimi, kitg - neigiama.

Dekarto(R.Descartes,1596-1650, pranciizy matematikas) koordinaciy sistema,
tai ry-plokstuma, kurioje su kiekviena skaiciy pora xg, yo galima vienareiksmiskai
susieti zy-plokstumos taska A, kurio abscisé yra zg, o ordinaté - yq.

Tegu dabar zy-plokstumoje yra kreive . Sakysime, kad lygtis f (z,y) = 0 yra
duotos kreivés lygtis, jeigu, pirma, visy kreives v taksy koordinatés tenkina Sia
lygti, antra, skai¢iy pora xg, yo, tenkinanti lygti f (z,y) = 0, yra kreivés ~y tasko
koordinates.

Tegu xy-plokstumoje dabar duotos dvi kreives: kreive v, ir jos lygtis fi (x,y) =
0; kreive 7, ir jos lygtis f2 (z,y) = 0.

Tegu A (z9,yo) yra kreiviy v, ir 7y, susikirtimo taskas. Tada tasko koordinatés
tenkina tiek lygti fi (z,y) = 0, tiek lygti fo(z,y) = 0, t.y. skaic¢iy xo,yo pora
fi(z,y) =0
f2 (33', y) =0

teiginys: bet kuris sistemos sprendinys = = xq, y = yp atitinka kreiviy susikirtimo
taska A, kurio koordinatés yra xg, 3o (irodykite!).

yra sistemos { sprendinys. Akivaizdu, kad teisingas ir atvirkscias

Aptarsime dabar paprasciausia kreivés pavyzdi — tiese.

Tiesioginé teorema 1.2. Duotai tiesei t egzistuoja tokie skaiciai a,b, c, tenk-
inantys sqlyge a® +b* > 0, kad ax + by + c = 0 yra tiesés t lygtis.

Atvirkstiné teorema 1.3. Tegu a ir b - du skaiciai, tenkinantys sglygg
a’? 4+ b* > 0. Tada egzistuoja tokia tiesé, kurios lygtis yra ax + by + ¢ = 0.



Be Irodymo.

Lygtis az 4 by + ¢ = 0 vadinama bendraja tiesés lygtimi.

Duiejy tiesiy susikirtimo taskai.

Tegu plokstumoje duotos dvi tiesés t; ir ¢9, kuriy lygtys atinkamai

1T + b1y = ¢1 ir asx + by = co.
Susikirtimo tasky koordinatés yra sistemos

ar + by =
2
{ as + by = co (2)

sprendiniai. Tegu A(xg,yo) yra tiesiy t; ir to susikirtimo taskas. Isreikskime
tasko A koordinates zg ir yo sistemos (2) koeficientais ay, by, ¢1, az, b, ca.
Padauginkime pirmaja lygti is by, antraja — i (—by ) ir sudékime lygtis. Turésime:

(a1b2 - agbl) r = Cle — Cgbl. (3)

Padauginkime dabar pirmaja lygti i8 (—a2) , antraja — i8 a; ir sudékime lygtis.
Turésime:

(CleQ — agbl) Y = a1C2 — Q2Cq.
Jeigu (a1be — asby) # 0, tai

ciby — caby a1Cy — asCy
rg= ————1Ir =
0 (albz - azbl) vo (alb2 - a2bl)

Siuo atveju turime viena susikirtimo taska.

Jeigu (a1bs — agby) = 0, tai galimi du atvejai:

1)crby — coby = 0ir 2) ¢1by — coby # 0.

Pirmuoju atveju sistemoje (2) yra dvi ekvivalencios lygtys, t.y. tiesés ¢; ir to
sutampa ir yra be galo daug susikirtimo tasky.

Antruoju atveju sistema (2) neturi sprendiniy, nes i3 (3) turime, kad 0 = ¢1by—
coby # 0, t.y. tiesés t; ir to neturi susikirtimo tasky ir todél jos yra lygiagrecios:
t1]| 2.

Apibrézimas 1.4. Lentele < Zl bl ) vadiname lygéiy sistemos (2) matrica.
2 02

Apibrézimas 1.5. Israiskq a1by—asby vadiname matricos ( Zl bl ) determinantu(2-
2 b2

os eilés determinantu) ir Zymime:



ap b

a1by — azby = ay by

. aq b1
= det (a2 bz)'

Tuo atveju, kai tiesés kertasi viename taske, §io tasko koordinates galima
uzraSyti:

a1 b ay G
ca by . Qg C2

xr = Iry = .
a; by a; b
as by as by

Tai sistemos (2) Kramerio ( G.Cramer,1704-1752, $veicary matematikas) for-
mulés.

Tiesés padétys koordintiniy aSiy atzvilgiu.

Sakykime ax + by 4+ ¢ = 0 yra tieses t lygtis. Isnagrinésime tiesés ¢ padeétis Ox
ir Oy asiy atzvilgiu.

1) a=0, b # 0. Tada tiesés t lygtis yra y = —
Oz asiai.

2) a #0, b = 0. Tada tiesés t lygtis yra v = —£. Siuo atveju tiesé t lygiagreti
Oy asiai.

3) ¢ = 0. Tada tiesés t lygtis yra ax + by = 0. Siuo atveju tiesé t eina per
koordinaciy pradzia.

4) a #0,b# 0,c# 0. Tada tiesés ¢ lygtis ekvivalenti lygciai <z + %cy =1,0
pazymejus a = =<, f = 3¢, lyggiai §+% = 1. Tai a8iné tiesés t lygtis. Matome,

7 Siuo atveju tiesé ¢ lygiagreti

kad tiesé ¢ kerta koordinatines asis taskuose («,0) ir (0, 3).

Apibrézimas 1.6.Tiesés teigiama kryptimi vadiname tokig krypty, kuria ju-
dant didéja tasko ordinaté.

Apibrézimas 1.7. Kampas tarp tiesiy ti ir ty teigiamy krypciy vadinamas
kampu tarp tiesiy ti ir to.

Rasime kampa tarp dviejy nelygiagreciy Oy asiai tiesiy ¢, ir to. Siu tiesiu lygtis
galima isreiksti kintamojo y atzvilgiu:

y:kl.f‘i‘ll
y:k2$+l2,



Cia k;— tiesés t; krypties koeficientas (k; =tga;, c;— kampas tarp Oz asies ir
tiesés t;), i = 1,2; o l; - atstumas nuo koordinaciy pradzios iki tiesés t; susikirtimo
su Oy as8imi tasko. ¢ =1, 2.

Tegu a; > ap. Tada ieskomasis kampas yra lygus ¢ = a; — gy ir

— — _tgai—tgas
tgp =tg(ar — aa) = T e

Zinant tik tiesiy krypties koeficientus k; ir ky kampas ¢ yra lygties tgy =

1’11,;1 kl§2 sprendinys, tenkinantis nelygybe 0 < ¢ < 7.

Pastaba 1.8 . Jeigu viena i§ tiesiy yra lygiagreti Oy asiai, o kita su Ox agimi
i
sudaro kampg o, tai kampas tarp tiesiy ¢ apibréziamas lygybe ¢ = ‘5 — a‘ .

Tegu dvieju tiesiy t; ir t5 lygtys yra

a1$+b1y+6120
a2x+b2y+02:0,

arba (jeigu jos nelygiagrec¢ios Oy asiai)

y:k1$+ll
y:k2x+l2,

Cia kZ:—Z—:JZ:—C—l 221,2

Teorema 1.9. Tiesés t; ir to yra lygiagrecios arba sutampa tada ir tik tada,
kada

a1b2 - bl(lg = 0.
Teorema 1.10. Tiesés ty ir ty yra statmenos tada ir tik tada, kada
a1a2 + blbg = 0.

Be jrodymo.
Rasime duoto tasko atstumo iki tiesés formule.

Teorema 1.11. Tasko M (mqy,ms) atstumas iki tiesés t : ax +by+c =0 yra
lygus



lamy + bmgy + |

Irodymas. Nesunku matyti, kad tiese ¢, , kurios lygtis
b(x—my)—a(y—my) =0
arba
bxr — ay + (amg — bmy) =0

yra statmena tiesei t (teorema 3.4). Tegu N (ng,ng) — tiesiy t ir ¢, susikir-
timo taskas. Tada tasko M (mq,ms) atstumas iki tiesés ¢ yra atkarpos M N ilgis,
apskaic¢iuojamas lygybe

MN = \/(m1 —n1)% + (my — ny)>.

Taskas N priklauso abiems tiesems ¢ ir ¢, , todél tasko N koordinates tenkina
abiejuy tiesiy lygtis:

any +bny +c=0
b(ny —my) —a(nyg —my) =0

Is pirmosios lygybeés isreikse ¢ = — (any + bny) turésime
amy + bmg + ¢ = amy + bmg — (any + bng) = a(my —ny) + b (mg — ng) .
Nagrinéekime sistema sudaryta i paskutiniyjuy lygybiy

0=0b(ny —my) —a(ng —ms)
amy + bms + ¢ =a(my —ny) + b (mg — ny)

Pakeélus sios sistemos abi lygtis kvadratu ir poto sudéjus turésime

(amy 4 bms 4 ¢)* = (b(ny —2m1) —a(ng —my)) + (2a (my —nq) —|—2b (ma —ng))”
(ami +bmy + ¢)” = (a® + b?) ((m1 — n1)” + (ma — n2)”)

o istraukus kvadratine Sakni gausime

lamy + bmg + ¢| = /(a2 + b2) - \/((ml — 1)+ (my — n2)?)
lamy + bmg + ¢| = /(a? +b%) - MN
MN — lamy + bms + ¢|

Va? + b?

Irodyta.



