Algebra ir geometrija informatikams. Paskaity konspektas. Rimantas Grigutis

1 paskaita [vadas. Kurso struktura. Teiginys ir jrodymas. Matematinés in-
dukcijos metodas.

Jvadas.

Algebros kaip matematinés disciplinos pavadinimas zinomas i§ mokyklos laiky.
Lygiai taip pat kaip ir geometrijos.

Sofi Zermen: Algebra - tai ne kas kita, kaip simboliais uzragyta geometrija, o
geometrija - tai paprasciausiai figiromis isreiksta algebra.

Algebra - tai mokslas apie algebrines operacijas, atlieckamas su jvairiy aibiy
elementais. Visa ko pradzia : elementarioji aritmetika.

Zymus 20-o0jo Simtmecio fizikas P. Dirakas(P.Dirac,1902-1984,angly fizikas) minéjo,
kad neeuklidiné geometrija ir nekomutatyvioji algebra yra butinos bendram fizikiniam
pasaulio apragymui.

Paminésime svarbias algebros gaires mokslo istorijoje:

1) XIX a. N.Abelis(N.H.Abel,1802-1829,norvegy matematikas) ir E. Galua (E.Galois, 1811-
1832, prancuzy matematikas) algebriniais metodais igsprende lygties 2" +a, 12" '+
-+ + ag = 0 i8sprendziamumo “radikalais” problema. Irodyta, kad kai n > 5
nejmanoma rasti lygties sprendiniy formulés isreikstos aritmetiniais veiksmais ir
Saknimis.

2) Strukturiné molekuliy teorija aprasoma grupémis - tam tikromis algebrinémis
strukturomis. O viskas prasidéjo tuo, kad dar 1891 metais buvo rastos visos 230
taip vadinamos kristalografinés grupés, aprasancios visas fizikiniy kuny kristaly
simetrijas.

3) Baigtiniy kuny teorijos taikymas kodavimo teorijoje. Taip vadinama tiesiniy
kody teorija, o ji kaip tik ir taikomi praktikoje, susiveda galy gale prie specialiy
matricy konstravimo ir tiesiniy lygciy sprendimo vir§ baigtiniy kiiny.

Paminésime pagrindinius Zymenis, kuriais naudosimes.

N - naturaliyjy skaiciy aibé; n, m, k, [, ... - naturalieji skaiciai; p, q,... - pirminiai
skaiciai; Z - sveikyjy skaiciy aibeé; a, b, ¢, d, ... - sveikieji skaiciai; Q - racionaliyjy
skaiciy aibe; R - realiyjy skaiciy aibe.

Kvantoriai (lot. quantum - "kiek”, kiekybiné charakteristika):

Je - egzistuoja c; Va - bet kuris a; 3!b - egzistuoja vieninteélis toks b.



Kurso struktura

Sis algebros ir geometrijos (o véliau ir algebros) kursas, kaip ir bet kuris kitas
matematikos kursas, - tai teiginiy, i§vady, teoremy, lemy seka, kurig sieja teisingas
samprotavimas .

Trumpai aptarkime teisingo samprotavimo biidg - logika.

Apibrézimas 1.1. Teiginys - tai sakinys, kuris gali buti teisingas arba klaidin-
gas, bet negali buti ir teisingas ir klaidingas tuo paciu metu.

Teiginius priimta zymeéti didziosiomis raidémis: P, @Q,T, ... . Teisinga teiginj
zymi simboliu 1, o klaidingg teiginj - simboliu 0.

Tik paprasciausiy teiginiy teisingumas apsprendziamas i§ konteksto.

Formuluodami sudétinius teiginius naudosime siuos zodzius,veiksmus

Sudétinis teiginys Zymuo Veiksmo pavadinimas
P yra @ P=qQ tapatybé
P arba @ PVvQ sudeétis
Pir @ PAQ daugyba
jei P, tai @ P=qQ implikacija
P tada ir tik tada, kai Q P <= Q ekvivalentumas
netiesa, kad P P neiginys

Sudétiniy teiginiy teisingumas nustatomas jrodymais. Ne visus samprotavimus
turétume vadinti jrodymais. Jrodymai turéty tenkinti tam tikrus reikalavimus,
vadinamus loginio jrodymo désniais.

Loginio jrodymo désniai:

D1. Nepriestaravimo désnis : P A P = 0.

D2. Treciojo negalimumo désnis : PV P = 1.

D3. Teisingos i§vados désnis: i§ teisingo teiginio igplaukia tik teisingas teiginys:
jei(1=0Q)=1,tai Q= 1.

D4. Klaidingos isvados désnis: klaidingas teiginys isplaukia tik i§ klaidingo
teiginio: jei (P = 0) =1, tai P = 0.



Loginio jrodymo désnius apibendrina lentelé:

0=0=1|0«<=0=1
0=1=1]0«<=1=0
1—=0=0|1<=0=0
l—=1=1|1«—=1=1

Kuriuos désnius atitinka &ie teiginiai:

Jei [medis (buty) metalas\7 tai medis (buty) grudinamag

Jei Elandien 1ig, tai @S eisiu | king]

Pavyzdziai 1.2. 1 Teiginys ” Jei lygtis 2°> + 1 = 0 turi realiq 3akng, tai 121
dalijast 1§ 137 yra teisingas.

2. Teiginys " Jei lygtis x> + 1 = 0 turi realig 3akng, tai 121 dalijasi i 117 yra
teisingas.

3. Teiginys " Jei lygtis x® — 1 = 0 turi realiq 3akng, tai 121 dalijasi i 13”7 yra
klaidingas.

4. Teiginys " Jei lygtis x®> — 1 = 0 turi realig 3akng, tai 121 dalijasi i5 117 yra
teisingas.

Sudétingesni teiginiai vadinami teoremomis.

Apibrézimas 1.3. Teorema yra teiginys, kurio teisingumas patvirtinamas
arba paneigiamas jrodymu.

Teorema dazniausiai uzraso implikacijos budu: P = @), ¢ia P— teoremos
prielaida (hipotezé), o Q— teoremos isvada.

Apibrézimas 1.4. Jei teoremg P =—> () vadina tiesiogine, tai teorema
Q = P vadinama atvirkstiné teorema,

P — @ vadinama priesinga teorema,

(QQ = P vadinama priesingoji atvirkstinei teorema.

Pavyzdziai 1.5. 1. Pitagoro(Ili0avyopal, apie 570 p.K.-apie 500 p.K., graiky
mastytojas) teorema: Jeigu trikampis yra status (teiginys P), tai a® + b* = 2
(teiginys Q). Tai tiesioginés teoremos pavyzdys.

Atvirkstinés teoremos pavyzdys yra Atvirkstiné Pitagoro teorema: @) = P,
t.y. jeigu a® + b? = 2, tai trikampis yra status.
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Priesinga teorema skamba taip: jeigu trikampis yra nestatus, tai a? 4+ b? # 2.

Ir priegingoji atvirkstinei teorema: Jeigu a? + b? # ¢, tai trikampis yra nesta-
tus.

Pastebésime, kad visi ¢ia suformuluoti teiginiai yra teisingi.

2. Tiesioginé teorema: ’Skaiéius n yra lyginis‘ = ’Skaiéius n dalus i 4‘ :

Atvirkstiné teorema: ]Skaiéius n dalus i§ 4‘ = ’Skaiéius n yra lyginis‘ .

Priesinga teorema: ’Skaiéius n yra nelyginis :>’ Skaicius n nedalus i$ 4‘ .

Priesingoji atvirkstinei teorema: ’Skaiéius n nedalus i§ 4 ‘ = ’ Skaicius n yra nelyginis|.

Be didesniy komentary pateiksime siuos teiginius:

Teiginys1.6.Tiesiogineé teorema yra ekvivalenti prieSingai atvirkstinei teore-
mai, t.y.

(P= Q) <= (Q=P).
Teiginys 1.7. Atvirkstiné teorema yra ekvivalentipriesingai teoremai, t.y.
(Q= P) = (P=Q) .

Teiginio 1.6 pagrindu formuluojamas priesingos prielaidos jrodymo metodas (
priestaros metodas: lot. reductio ad absurdum - suvedimas j absurdg).Si loginé
schema praktigkai realizuojama sitaip.

Tarkime, kad salyga P teisinga. Taip pat tarkime, kad teisingas ne teiginys
Q, o jam priesingas teiginys Q). Irodome, kad tuomet teisingas teiginys P ( t.y.
Q = P = 1). Gauname vienu metu du priestaringus teiginius P ir P. Bet pa-
gal nepriestaravimo désnj D.1 to negali buti. Vadinasi, prielaida, kad teisingas
teiginys @, buvo klaidinga. O jeigu Q klaidingas, tai pagal tre¢iojo negalimumo
désnj D.2 teisingas (). Tai ir reikéjo jrodyti.

Pavyzdys 1.8. Teorema. Jeigu studento sesijos paZymiai 7,8,ir 9, tai stu-
dentas yra paZangus.(Pazangiu vadiname studentq, neturincio skoly).

Jrodymas. Siuo atveju teoremos prielaida P yra ”studento sesijos pazymiai
7,8,ir 9” | o teoremos isvada Q yra ”studentas yra pazangus”. Irodysime priestaros
metodu.

Sakykime, studentas yra nepazangus.Tada jis turi nors vieng skola, t.y. bent
vienas jo sesijos pazymis < 5 . Bet tai prieStarauja teoremos prielaidai P, o tai ir
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jrodo teorema.

Pavyzdys 1.9. Teorema. Jeigu n? yra nelyginis sveikas skaicius, tai ir n yra
nelyginis skaicius.

Irodymas priestaros metodu. Atvirkstiné prieSingai teorema formuluojama
taip: Jei n yra lyginis skaitius, tai ir n® yra lyginis skaitius. Si teorema jrodoma
tiesiogiai: jei m yra lyginis, tai n = 2k su sveiku k. Tada n? = 4k* = 2(2k?) yra
lyginis skaicius, nes 2k?— sveikas.

Priestaros metodas rodo, kaip loginio jrodymo désniai formuoja patj jrodymo
buda. Sutikime, kad priestaros metodas yra ne pats paprasciausas jrodymas. Yra
ir paprastesniy. Isvardinkime juos.

1. Tiesioginis grodymas(irodymas konstruojant = Proof by Construction).

Sis jrodymo budas remiasi tiesioginiu konstruktyviu samprotavimu teoremos
isvados link, naudojantis teoremos hipoteze.

Pavyzdys 1.10. Teorema. Jeigu n yra nelyginis sveikas skaitius, tai ir n?
yra nelyginis sveikas skaicius.

Jrodymas. Jrodysime tiesioginiu budu. Teoremos hipotezée - tai teiginys:
n yra nelyginis sveikas skaicius”. Sakykime §i hipoteze yra teisinga. Tada
turime, kad n = 2k + 1 su sveiku k. Pakeéle paskutine lygybe kvadratu turéesime
n® = (2k 4+ 1) = 4k* + 4k +1 = 2 (2k? 4 2k) + 1. Bet skaicius 2&2 4 2k irgi sveikas,
todél n? yra nelyginis sveikas skaicius.
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2. [rodymas, nagrinéjant atvejus(Case Analysis).
Ne visada lengva jrodynéti teiginius tiesiogiai. Ypac taip bendrai suformuluo-
tas teoremas:

7 Teorema. Jeigu n yra sveikas skaicius, tai teiginys S teisingas.”

Zinodami, kad skai¢ius n gali biiti arba lyginis, arba nelyginis skai¢ius pakanka
jrodyti duotos teoremos du atskirus atvejus:

ATVEJIS I: Tegu n yra lyginis skaicius. Tada ... . Todél teiginys S yra teisingas.

ATVEJIS II: Tegu n yra nelyginis skaic¢ius. Tada ... . Todél teiginys S yra
teisingas.



Pastebésime, kad israiska ” Tada ...” yra jrodymo pagrindas ir priklauso nuo
nagrinejamos situacijos.

Pavyzdys 1.11. Teorema. Su visais sveikais skai¢iais n skaiciaus n* dalybos
1§ 4 liekana yra arba 0, arba 1.

Irodymas. Nagrinésime du atvejus.

ATVEJIS I: n yra lyginis. Tada n = 2k su sveiku k. Tada n? = (2k)* = 4k2 ir
n? dalybos i3 4 liekana yra 0.

ATVEJIS II: n yra nelyginis. Tada n = 2k + 1 su sveiku k. Tada n? =
(2k 4+ 1) = 4k% + 4k + 1 = 4 (k* + k) 4 1 ir n? dalybos is 4 lickana yra 1.

Isnagrinéti atvejai iSsemia visas skaiciaus n galimybes ir abiem atvejais teiginys

skaitiaus n* dalybos i5 4 liekana yra arba 0, arba 17 yra teisingas. Tuo paciu
teisinga ir pati teorema.
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3. Irodymas, ieskant kontrpavyzdzio( Proof by Counterexample).
Sis jrodymo biidas yra skirtas jrodyti tam, kad teorema yra neteisinga( t.y.
patikrinti, kad galioja (P = Q) =0 ).

Pavyzdys 1.12. Irodykite arba paneikite: Skaic¢ius 6k 4+ 1 yra pirminis su
visais teigiamais sveikais skaiciais k.

Irodymas. Teiginys teisingas, kai £ = 1,2 ir 3, nes skaic¢iaus 6k + 1 reiksmes
atitinkamai lygios 7,13 ir 19 ( pirminiai skaiciai). Taciau, kai k& = 4 turime
6 -4+ 1 = 25— sudétinis skaic¢ius. Taigi, teiginys yra neteisingas. Pastebésime,
kad pakanka wvieno pavyzdzio, paneigiancio teorema.

Formuluodami teoremas(teiginius, lemas) daznai naudosimeés issireiskimu ”
biitina ir pakankama salyga”. Paaiskinsime Sio iSsireiskimo prasme.

Nagrinékime teoremg (P —> ) = 1. Teoremos prielaidg P vadiname pakankama
salyga teiginiui Q , o teoremos i§vada Q vadiname bitina salyga teiginiui P.

Pavyzdziai 1.13.1. Teorema. Jei g < a<m, tai cosa < 0.
Sakome , kad g < a < m yra pakankama salyga nelygybei cosa < 0, o pati

nelygybé cos a < 0 yra butina salyga dvigubai nelygybei g <a<m.

2. Suformuluokime dvi vieng kitai atvirkstines teoremas.
Teorema A. Jei 0 < a < 1, tai log, 3 < 0.



Teorema B. Jei log,3 < 0, tai 0 < a < 1.

Abi sios teoremos yra teisingos. Siuo atveju sakoma, kad teoremos salyga
0 < a < 1 yra butina ir pakankama salygai log, 3 < 0. Teoremas galima sujungti
1 viena:

Teorema C. Tam, kad log, 3 < 0 bitina ir pakankama 0 < a < 1.

Teorema B vadinsime ”teorema i§ kairés j desing”, o teorema A vadinsime
"teorema is desines j kaire”.

Matematinés indukcijos metodas.

Tai dar vienas, daznai naudojamas biidas teiginiams jrodinéti.

Nagrinékime sveikyjy skaiciy aibe Z ir tvarkos sarysj < §ioje aibéje. .

Sakysime, kad a < b , jei b—a > 0. Sis dviejy sveikyjy skaiciy sarysis pasizymi
savybémis:

i) a < a (refleksyvumas ) ;

ii) (a <b) A (b<a) = a=>b (nesimetriskumas) ;

iii) (e < b) A (b < ¢) = (a < ¢) (tranzytivumas ).

Tuo atveju, kai a < b ir a # b rasome a < b.

Aisku, kad bet kuriai sveikyjy skai¢iy porai a ir b teisinga arba (a < b), arba
(b < ¢). Todél aibe Z vadina tiesiskai sutvarkyta aibe. Su &ia tvarka suristi tam
tikri principai. Isvardinkime kai kuriuos i$ jy.

Visisko sutvarkymo principas(well-ordering Principle) sveikiesiems skaiciams.
Tegu a - sveikasis skai¢ius. Bet kuris netuscias sveikyju skaiciy > a (< a) poaibis
turi maziausia(didziausia) elementa.

Visisko sutvarkymo principas(well-ordering Principle) naturaliesiems skaici-
ams. Bet kuris netuscias naturaliyjy skaiciy poaibis turi maziausig elementa.

Naturaliuosius skai¢ius apibrézia Dz.Peano(G.Peano,1858-1932,italy matem-
atikas) aksiomy sistema. I$ sios sistemos isplaukia taip pat ir

Matematinés indukcijos principas: tequ su kiekvienu ne N turime teiging
T(n). Sakykime, kad Zinome budgq teiginio T(l) , Vl, teisingumui nustatyti, jeigu
teisingi teiginiai T(k) su visais k<l ( tame tarpe teisingas T(1) teiginys). Tada
teisingas ir teiginys T(n)su visais n € N.



Irodymas. Nagrinéekime aibe

S = {s|s € N, teiginys T (s) neteisingas} C N.

Tegu S # (). Tada egzituoja maziausias aibés S elementas sq., t.y. teiginys
T'(so) neteisingas. Jeigu so = 1, tai priestarauja indukcijos bazei, o jeigu so > 1,
tai visi teiginiai 7'(s),s < s, yra teisingi ir todél zinome buda teiginio 7'(so)
teisingumui nustatyti.

Priestaravimas jrodo matematinés indukcijos metoda.



