
Algebra ir geometrija informatikams. Paskaitu¾konspektas. Rimantas Grigutis

1 paskaita I¾vadas. Kurso struktūra. Teiginys ir i¾rodymas. Matematin·es in-
dukcijos metodas.

I¾vadas.

Algebros kaip matematin·es disciplinos pavadinimas µzinomas i�mokyklos laiku¾.
Lygiai taip pat kaip ir geometrijos.
So� µZermen: Algebra - tai ne kas kita, kaip simboliais uµzra�yta geometrija, o

geometrija - tai paprasµciausiai �gūromis i�reik�ta algebra.
Algebra - tai mokslas apie algebrines operacijas, atliekamas su i¾vairiu¾ aibiu¾

elementais. Visa ko pradµzia : elementarioji aritmetika.
µZymus 20-ojo �imtmeµcio �zikas P.Dirakas(P.Dirac,1902-1984,anglu¾�zikas)min·ejo,

kad neeuklidin·e geometrija ir nekomutatyvioji algebra yra būtinos bendram �zikiniam
pasaulio apra�ymui.
Pamin·esime svarbias algebros gaires mokslo istorijoje:
1) XIX a. N.Abelis(N.H.Abel,1802-1829,norvegu¾matematikas) ir E.Galua (E.Galois,1811-

1832,prancūzu¾matematikas) algebriniais metodais i�sprend·e lygties xn+an�1xn�1+
� � � + a0 = 0 i�sprendµziamumo �radikalais� problem ¾a. I¾rodyta, kad kai n � 5
nei¾manoma rasti lygties sprendiniu¾ formul·es i�reik�tos aritmetiniais veiksmais ir
�aknimis.
2) Struktūrin·e molekuliu¾teorija apra�oma grup·emis - tam tikromis algebrin·emis

struktūromis. O viskas prasid·ejo tuo, kad dar 1891 metais buvo rastos visos 230
taip vadinamos kristalogra�n·es grup·es, apra�anµcios visas �zikiniu¾ kūnu¾ kristalu¾
simetrijas.
3) Baigtiniu¾kūnu¾teorijos taikymas kodavimo teorijoje. Taip vadinama tiesiniu¾

kodu¾ teorija, o ji kaip tik ir taikomi praktikoje, susiveda galu¾ gale prie specialiu¾
matricu¾konstravimo ir tiesiniu¾ lygµciu¾sprendimo vir�baigtiniu¾kūnu¾.
Pamin·esime pagrindinius µzymenis, kuriais naudosim·es.
N - natūraliu¾ju¾skaiµciu¾aib·e; n;m; k; l; ::: - natūralieji skaiµciai; p; q,... - pirminiai

skaiµciai; Z - sveiku¾ju¾ skaiµciu¾ aib·e; a; b; c; d; ::: - sveikieji skaiµciai; Q - racionaliu¾ju¾
skaiµciu¾aib·e; R - realiu¾ju¾skaiµciu¾aib·e.
Kvantoriai (lot. quantum - �kiek�, kiekybin·e charakteristika):
9c - egzistuoja c; 8a - bet kuris a; 9!b - egzistuoja vienint·elis toks b.



Kurso struktūra

�is algebros ir geometrijos (o v·eliau ir algebros) kursas, kaip ir bet kuris kitas
matematikos kursas, - tai teiginiu¾, i�vadu¾, teoremu¾, lemu¾seka, kuri ¾a sieja teisingas
samprotavimas .
Trumpai aptarkime teisingo samprotavimo būd ¾a - logik ¾a.

Apibr·eµzimas 1.1. Teiginys - tai sakinys, kuris gali būti teisingas arba klaidin-
gas, bet negali būti ir teisingas ir klaidingas tuo paµciu metu.

Teiginius priimta µzym·eti didµziosiomis raid·emis: P;Q; T , ... . Teising ¾a teigini¾
µzymi simboliu 1; o klaiding ¾a teigini¾ - simboliu 0:

Tik paprasµciausiu¾teiginiu¾teisingumas apsprendµziamas i�konteksto.
Formuluodami sud·etinius teiginius naudosime �iuos µzodµzius,veiksmus

Sud _etinis teiginys �Zymuo V eiksmo pavadinimas
P yra Q P = Q tapatyb·e
P arba Q P _Q sud·etis
P ir Q P ^Q daugyba

jei P , tai Q P =) Q implikacija
P tada ir tik tada, kai Q P () Q ekvivalentumas

netiesa, kad P �P neiginys

Sud·etiniu¾teiginiu¾teisingumas nustatomas i¾rodymais. Ne visus samprotavimus
tur·etume vadinti i¾rodymais. I¾rodymai tur·etu¾ tenkinti tam tikrus reikalavimus,
vadinamus loginio i¾rodymo d·esniais.

Loginio i¾rodymo d·esniai:
D1. Neprie�taravimo d·esnis : P ^ �P = 0:
D2. Treµciojo negalimumo d·esnis : P _ �P = 1:
D3. Teisingos i�vados d·esnis: i�teisingo teiginio i�plaukia tik teisingas teiginys:

jei (1) Q) = 1; tai Q = 1:
D4. Klaidingos i�vados d·esnis: klaidingas teiginys i�plaukia tik i� klaidingo

teiginio: jei (P ) 0) = 1, tai P = 0.
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Loginio i¾rodymo d·esnius apibendrina lentel·e:

0 =) 0 = 1 0() 0 = 1
0 =) 1 = 1 0() 1 = 0
1 =) 0 = 0 1() 0 = 0
1 =) 1 = 1 1() 1 = 1

Kuriuos d·esnius atitinka �ie teiginiai:
Jei medis (būtu¾) metalas, tai medis (būtu¾) grūdinamas

Jei �iandien lis, tai a�eisiu i¾kin ¾a.
Pavyzdµziai 1.2. 1 Teiginys �Jei lygtis x2 + 1 = 0 turi reali ¾a �akni¾, tai 121

dalijasi i� 13" yra teisingas.
2. Teiginys �Jei lygtis x2 + 1 = 0 turi reali ¾a �akni¾, tai 121 dalijasi i� 11" yra

teisingas.
3. Teiginys �Jei lygtis x2 � 1 = 0 turi reali ¾a �akni¾, tai 121 dalijasi i� 13" yra

klaidingas.
4. Teiginys �Jei lygtis x2 � 1 = 0 turi reali ¾a �akni¾, tai 121 dalijasi i� 11" yra

teisingas.

Sud·etingesni teiginiai vadinami teoremomis.

Apibr·eµzimas 1.3. Teorema yra teiginys, kurio teisingumas patvirtinamas
arba paneigiamas i¾rodymu.

Teorem ¾a daµzniausiai uµzra�o implikacijos būdu: P =) Q; µcia P� teoremos
prielaida (hipotez·e), o Q� teoremos i�vada.

Apibr·eµzimas 1.4. Jei teorem ¾a P =) Q vadina tiesiogine, tai teorema
Q =) P vadinama atvirk�tin·e teorema,
�P =) �Q vadinama prie�inga teorema,
�Q =) �P vadinama prie�ingoji atvirk�tinei teorema.

Pavyzdµziai 1.5. 1. Pitagoro(����o���; apie 570 p.K.-apie 500 p.K., graiku¾
m ¾astytojas) teorema: Jeigu trikampis yra status (teiginys P ); tai a2 + b2 = c2

(teiginys Q): Tai tiesiogin·es teoremos pavyzdys.
Atvirk�tin·es teoremos pavyzdys yra Atvirk�tin·e Pitagoro teorema: Q ) P;

t.y. jeigu a2 + b2 = c2; tai trikampis yra status.
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Prie�inga teorema skamba taip: jeigu trikampis yra nestatus, tai a2 + b2 6= c2:
Ir prie�ingoji atvirk�tinei teorema: Jeigu a2+ b2 6= c2; tai trikampis yra nesta-

tus.
Pasteb·esime, kad visi µcia suformuluoti teiginiai yra teisingi.

2. Tiesiogin·e teorema: Skaiµcius n yra lyginis ) Skaiµcius n dalus i�4 .

Atvirk�tin·e teorema: Skaiµcius n dalus i�4 ) Skaiµcius n yra lyginis .

Prie�inga teorema: Skaiµcius n yra nelyginis ) Skaiµcius n nedalus i�4 .

Prie�ingoji atvirk�tinei teorema: Skaiµcius n nedalus i�4 ) Skaiµcius n yra nelyginis .

Be didesniu¾komentaru¾pateiksime �iuos teiginius:

Teiginys1.6.Tiesiogin·e teorema yra ekvivalenti prie�ingai atvirk�tinei teore-
mai, t.y.

(P =) Q)()
�
�Q =) �P

�
.

Teiginys 1.7. Atvirk�tin·e teorema yra ekvivalentiprie�ingai teoremai, t.y.

(Q =) P )()
�
�P =) �Q

�
.

Teiginio 1.6 pagrindu formuluojamas prie�ingos prielaidos i¾rodymo metodas (
prie�taros metodas: lot. reductio ad absurdum - suvedimas i¾ absurd ¾a).�i login·e
schema prakti�kai realizuojama �itaip.
Tarkime, kad s ¾alyga P teisinga. Taip pat tarkime, kad teisingas ne teiginys

Q, o jam prie�ingas teiginys �Q. I¾rodome, kad tuomet teisingas teiginys �P ( t.y.
�Q =) �P = 1): Gauname vienu metu du prie�taringus teiginius P ir �P . Bet pa-
gal neprie�taravimo d·esni¾ D.1 to negali būti. Vadinasi, prielaida, kad teisingas
teiginys �Q, buvo klaidinga. O jeigu �Q klaidingas, tai pagal treµciojo negalimumo
d·esni¾D.2 teisingas Q. Tai ir reik·ejo i¾rodyti.

Pavyzdys 1.8. Teorema. Jeigu studento sesijos paµzymiai 7,8,ir 9, tai stu-
dentas yra paµzangus.(Paµzangiu vadiname student ¾a, neturinµcio skolu¾).
I¾rodymas. �iuo atveju teoremos prielaida P yra �studento sesijos paµzymiai

7,8,ir 9�, o teoremos i�vada Q yra �studentas yra paµzangus�. I¾rodysime prie�taros
metodu.
Sakykime, studentas yra nepaµzangus.Tada jis turi nors vien ¾a skol ¾a, t.y. bent

vienas jo sesijos paµzymis � 5 . Bet tai prie�tarauja teoremos prielaidai P, o tai ir
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i¾rodo teorem ¾a.

Pavyzdys 1.9. Teorema. Jeigu n2 yra nelyginis sveikas skaiµcius, tai ir n yra
nelyginis skaiµcius.
I¾rodymas prie�taros metodu. Atvirk�tin·e prie�ingai teorema formuluojama

taip: Jei n yra lyginis skaiµcius, tai ir n2 yra lyginis skaiµcius. �i teorema i¾rodoma
tiesiogiai: jei n yra lyginis, tai n = 2k su sveiku k: Tada n2 = 4k2 = 2(2k2) yra
lyginis skaiµcius, nes 2k2� sveikas.

Prie�taros metodas rodo, kaip loginio i¾rodymo d·esniai formuoja pati¾ i¾rodymo
būd ¾a. Sutikime, kad prie�taros metodas yra ne pats paprasµciausas i¾rodymas. Yra
ir paprastesniu¾. I�vardinkime juos.

1. Tiesioginis i¾rodymas(i¾rodymas konstruojant = Proof by Construction).
�is i¾rodymo būdas remiasi tiesioginiu konstruktyviu samprotavimu teoremos

i�vados link, naudojantis teoremos hipoteze.

Pavyzdys 1.10. Teorema. Jeigu n yra nelyginis sveikas skaiµcius, tai ir n2

yra nelyginis sveikas skaiµcius.
I¾rodymas. I¾rodysime tiesioginiu būdu. Teoremos hipotez·e - tai teiginys: �

n yra nelyginis sveikas skaiµcius�. Sakykime �i hipotez·e yra teisinga. Tada
turime, kad n = 2k + 1 su sveiku k: Pak·el¾e paskutin¾e lygyb¾e kvadratu tur·esime
n2 = (2k + 1)2 = 4k2+4k+1 = 2 (2k2 + 2k)+1: Bet skaiµcius 2k2+2k irgi sveikas,
tod·el n2 yra nelyginis sveikas skaiµcius.

2. I¾rodymas, nagrin·ejant atvejus(Case Analysis).
Ne visada lengva i¾rodyn·eti teiginius tiesiogiai. Ypaµc taip bendrai suformuluo-

tas teoremas:

�Teorema. Jeigu n yra sveikas skaiµcius, tai teiginys S teisingas.�

µZinodami, kad skaiµcius n gali būti arba lyginis, arba nelyginis skaiµcius pakanka
i¾rodyti duotos teoremos du atskirus atvejus:

ATVEJIS I: Tegu n yra lyginis skaiµcius. Tada ... . Tod·el teiginys S yra teisingas.

ATVEJIS II: Tegu n yra nelyginis skaiµcius. Tada ... . Tod·el teiginys S yra
teisingas.
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Pasteb·esime, kad i�rai�ka �Tada ...�yra i¾rodymo pagrindas ir priklauso nuo
nagrin·ejamos situacijos.

Pavyzdys 1.11. Teorema. Su visais sveikais skaiµciais n skaiµciaus n2 dalybos
i� 4 liekana yra arba 0; arba 1:
I¾rodymas. Nagrin·esime du atvejus.
ATVEJIS I: n yra lyginis. Tada n = 2k su sveiku k. Tada n2 = (2k)2 = 4k2 ir

n2 dalybos i�4 liekana yra 0:
ATVEJIS II: n yra nelyginis. Tada n = 2k + 1 su sveiku k: Tada n2 =

(2k + 1)2 = 4k2 + 4k + 1 = 4 (k2 + k) + 1 ir n2 dalybos i�4 liekana yra 1:
I�nagrin·eti atvejai i�semia visas skaiµciaus n galimybes ir abiem atvejais teiginys

� skaiµciaus n2 dalybos i� 4 liekana yra arba 0; arba 1" yra teisingas. Tuo paµciu
teisinga ir pati teorema.

3. I¾rodymas, ie�kant kontrpavyzdµzio(Proof by Counterexample).
�is i¾rodymo būdas yra skirtas i¾rodyti tam, kad teorema yra neteisinga( t.y.

patikrinti, kad galioja (P ) Q) = 0 ).

Pavyzdys 1.12. I¾rodykite arba paneikite: Skaiµcius 6k + 1 yra pirminis su
visais teigiamais sveikais skaiµciais k:
I¾rodymas. Teiginys teisingas, kai k = 1; 2 ir 3; nes skaiµciaus 6k + 1 reik�m·es

atitinkamai lygios 7; 13 ir 19 ( pirminiai skaiµciai). Taµciau, kai k = 4 turime
6 � 4 + 1 = 25� sud·etinis skaiµcius. Taigi, teiginys yra neteisingas. Pasteb·esime,
kad pakanka vieno pavyzdµzio, paneigianµcio teorem ¾a.

Formuluodami teoremas(teiginius, lemas) daµznai naudosim·es i�sirei�kimu �
būtina ir pakankama s ¾alyga�. Paai�kinsime �io i�sirei�kimo prasm¾e.
Nagrin·ekime teorem ¾a (P =) Q) = 1: Teoremos prielaid ¾a P vadiname pakankama

s ¾alyga teiginiui Q , o teoremos i�vad ¾a Q vadiname būtina s ¾alyga teiginiui P.

Pavyzdµziai 1.13.1. Teorema. Jei
�

2
< � < �, tai cos� < 0.

Sakome , kad
�

2
< � < � yra pakankama s ¾alyga nelygybei cos� < 0, o pati

nelygyb·e cos� < 0 yra būtina s ¾alyga dvigubai nelygybei
�

2
< � < �.

2. Suformuluokime dvi vien ¾a kitai atvirk�tines teoremas.
Teorema A. Jei 0 < a < 1, tai loga 3 < 0:
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Teorema B. Jei loga 3 < 0, tai 0 < a < 1.
Abi �ios teoremos yra teisingos. �iuo atveju sakoma, kad teoremos s ¾alyga

0 < a < 1 yra būtina ir pakankama s ¾alygai loga 3 < 0: Teoremas galima sujungti
i¾vien ¾a:
Teorema C. Tam, kad loga 3 < 0 būtina ir pakankama 0 < a < 1.
Teorem ¾a B vadinsime �teorema i� kair·es i¾ de�in¾e�, o teorem ¾a A vadinsime

�teorema i�de�in·es i¾kair¾e�.

Matematin·es indukcijos metodas.

Tai dar vienas, daµznai naudojamas būdas teiginiams i¾rodin·eti.
Nagrin·ekime sveiku¾ju¾skaiµciu¾aib¾e Z ir tvarkos s ¾ary�i¾� �ioje aib·eje. .
Sakysime, kad a � b , jei b�a � 0. �is dvieju¾sveiku¾ju¾skaiµciu¾s ¾ary�is pasiµzymi

savyb·emis:
i) a � a (re�eksyvumas ) ;
ii) ( a � b) ^ (b � a) =) a = b (nesimetri�kumas) ;
iii) (a � b) ^ (b � c) =) (a � c) (tranzytivumas ) :
Tuo atveju, kai a � b ir a 6= b ra�ome a < b:
Ai�ku, kad bet kuriai sveiku¾ju¾ skaiµciu¾porai a ir b teisinga arba (a � b), arba

(b � c). Tod·el aib¾e Z vadina tiesi�kai sutvarkyta aibe. Su �ia tvarka suri�ti tam
tikri principai. I�vardinkime kai kuriuos i�ju¾.

Visi�ko sutvarkymo principas(well-ordering Principle) sveikiesiems skaiµciams.
Tegu a - sveikasis skaiµcius. Bet kuris netu�µcias sveiku¾ju¾skaiµciu¾� a (� a) poaibis
turi maµziausi ¾a(didµziausi ¾a) element ¾a.

Visi�ko sutvarkymo principas(well-ordering Principle) natūraliesiems skaiµci-
ams. Bet kuris netu�µcias natūraliu¾ju¾skaiµciu¾poaibis turi maµziausi ¾a element ¾a.

Natūraliuosius skaiµcius apibr·eµzia Dµz.Peano(G.Peano,1858-1932,italu¾ matem-
atikas) aksiomu¾sistema. I��ios sistemos i�plaukia taip pat ir

Matematin·es indukcijos principas: tegu su kiekvienu n2 N turime teigini¾
T (n). Sakykime, kad µzinome būd ¾a teiginio T (l) , 8l, teisingumui nustatyti, jeigu
teisingi teiginiai T (k) su visais k<l ( tame tarpe teisingas T(1) teiginys).Tada
teisingas ir teiginys T (n)su visais n 2 N.
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I¾rodymas. Nagrin·ekime aib¾e
S = fsjs 2 N; teiginys T (s) neteisingasg � N:
Tegu S 6= ;. Tada egzituoja maµziausias aib·es S elementas s0., t.y. teiginys

T (s0) neteisingas. Jeigu s0 = 1, tai prie�tarauja indukcijos bazei, o jeigu s0 > 1,
tai visi teiginiai T (s); s < s0 , yra teisingi ir tod·el µzinome būd ¾a teiginio T (s0)
teisingumui nustatyti.
Prie�taravimas i¾rodo matematin·es indukcijos metod ¾a.
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