VII. GRAFU TEORIJOS PAGRINDAI

7.1 Svarbiausios savokos

Sakykime, kad V' ir E dvi netuscios aibés. Tada aibiy pora G := (V, E) vadinsime
grafu. Aibe V vadinsime virsuniu aibe, o aibe E— briaunu, jungianciu (siejanciu) bet
kokias dvi aibés V' virsunes, aibé; E = {e := (z,y);z,y € V}. Patogu zyméti:(x,y) = xy.
Jei poros zy € F sutvarkytos, t.y. zy # yzx, tai grafas G vadinamas digrafu arba orientuotu
grafu. Orientuoto grafo briaunos bus vadinamos lankais.

Paprastai grafo virsunés yra vaizduojamos taskais, o briaunos lankais arba atkarpomis.
Jeigu nagrinéjamas grafas yra digrafas, tai virStunes jungianti briauna vaizduojama su
rodykle. Virstinés x,y vadinamos briaunos xy galais arba daznai briaunai incidenc¢iomis
vir§tinémis. Dvi vir§unés incidencios tai paciai briaunai vadinamos gretimomis vir§tinémis.
Jei viena vir§uné incidenti kelioms briaunoms, tai Sias briaunas vadinsime gretimomis
briaunomis. Virsiinei v gretimu virstniu aibe vadinsime virsunés v gretimu virsiiniu aibe:

It (v) :={ueV;(u,v) € B}, T(v):=TT(v)U{v}, uel(v) & vel(u).

Jei grafo vir§tuneé x yra siejama su savimi, tai briauna xz vadinsime kilpa. Sakykime,
kad M kokia nors simboliu aibé. Aibe M vadinsime zZymenu aibe, jei egzistuoja funkcija
f: V=M (f:E— M). Siuo atveju grafa vadinsime pazymétu grafu. Jei M C N,,, tai
grafas vadinamas numeruotu grafu.

Ateityje simboliu "G (V, E)” zymésime grafa, kuris neorientuotas, nepazymeétas, be
kilpu ir neturi kartotiniu briaunu. Tokius grafus vadinsime paprastaisiais grafais. Grafo G
vir§uniu skai¢iu zymésime raide p, o briaunu skaiciu- q. Taigip = |V|, ¢ = |E|. Jeip,q € N,
tai grafai vadinami baigtiniais. Skaic¢ius p vadinamas grafo eile, o ¢— grafo didumu. Jei
p = 0, tai grafas vadinamas tusciu, o kai tarp visu virstuniu egzistuoja briaunos, tai toks
grafas vadinamas pilnuoju, beje tada ¢ = C’g. Bendrai paémus, paprasto grafo briaunu
skaicius turi savybe: ¢ < C’g.

1 Teorema Tarkime, kad n € N. Egzistuoja

n(n—1)

27 3

n— eilés numeruotu grafu.

S

Grafu dydziai priklauso aibei {0, 1,2, ..., N}, kurios galia yra C2. Nubrézkime i dydzio
grafa. Tada yra C' galimybiu pasirinkti ¢ briaunu is visos briauny aibés. Tada visu galimu
dydziu skaiciu gauname tokiu budu:
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Sakysime, kad grafai G(Vi, Ey) ir G(Va, E3) yra izomorfiski, jeigu egzistuoja bijekcija
h : Vi — Vs tokia, kad Vay € E, yra tenkinama salyga:

xy € B1 < h(z)h(y) € Es.

Digrafo atveju bijekcija h turi islaikyti ir orientacija (krypti).

Nagrinésime grafus izomorfizmo tikslumu, t.y. bus nagrinéjamos grafu ekvivalentumo
klasés. Paprasciau kalbant, nesvarbu kaip bus grafai vaizduojami, bet svarbu tai, kad
ekvivalentumo klasei priklausantys grafai turés ta pati vir§uniu ir ta pati briaunu skaiciu
bei atitinkamos virstinés bus siejamos briaunomis. Skaitinés charakteristikos, vienodos
izomorfiniams grafams bus vadinamos grafo invariantais. Taigi, p, ¢ (virSuniu ir briaunu)
skaicius yra grafo invariatai.

Grafas G'(V', E') vadinamas grafo G(V, E) pografiu (zymésime G’ C G,) jeigu V! C V
ir B/ C E. Jeigu V' =V, tai G’ vadinamas pagrindiniu grafo G pografiu.

Pografi G’ vadinsime tikriniu grafo G pografiu, jeigu V' #V ir E' # E

Pografi G'(V', E’) vadinsime taisyklingu grafo G(V, E) pografiu, jeigu grafui G' prik-
lauso visos G briaunos: Y(u,v) € V', (u,v) € E = (u,v) € E'.

Virsunés v laipsniu (valentingumu)d(v) vadinsime §iai virSunei incidenc¢iu briaunu
skaiciu:

d(v) =|I'(v)|, Yve V,0<d(v) <p-1.
Kai d(v) = 0, virsuné v bus vadinama izoliuotaja.

Simboliu §(G) zymeésime minimaly grafo G vir§uniu laipsni, o simboliu A(G) zZymésime

maksimaly grafo G virsuneés laipsni:

(G):=0(G(V,E)) := iréi‘r/ld(v), A(G) = A(G(V,E)) := I&a‘;{d(v).

Grafa G vadinsime reguliariu, jeigu visos grafo virsuneés turi ta pati laipsni, tarkime

3(G) = A(G) = k.

k vadinamas grafo reguliarumo laipsniu ir zymésime r(G). Jei grafas nereguliarus, tai
reguliarumo laipsnis yra neapibréztas.

Tarkime, kad grafas G yra orientuotas. Tada i§ virStinés v iSeinanciu lanku skai¢ius
bus zymimas d*(v) ir vadinamas iséjimo laipsniu, o i vir$une v jeinanciu lanku skai¢ius
bus zymimas d~ (v) ir vadinamas jéjimo laipsniu.

Jeigu orientuoto grafo virsuneés skaicius d*(v) = 0 tai tokia virsuné vadinama Saltiniu,
jei d=(v) = 0, tai virSuné vadinama santaka. Orientuotas grafas, kuriame yra vienas
Saltinis ir viena santaka vadinamas tinklu.

2 Teorema Grafo virsiniy laipsniu suma visada lygi dvigubam briaunu skaiciui:

Y dv)=2q, Y (d*(v)+d (v) =2¢.

veV veV
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S

Skaic¢iuojant virsunés laipsnius, kiekviena briauna (lankas) skai¢iuojama du kartus.

SY
Grafa charakterizuosime pagal tai, kokiu budu yra jungiamos virsunés.
Vir§uniu ir briaunu seka grafe vg, e1,v1, €2, . .., €, Uk, kai bet kokia virstneés ir briaunos

pora yra incidentiskos, vadinsime keliu. Kelias, kurio visos virsunés skirtingos vadinamas
trasa. Jei trasos visos briaunos skirtingos, tai trasa vadinama grandine. Jei trasos vi-
sos virsuneés (tuo paciu ir briaunos) yra skirtingos, tai trasa vadinsime paprasta grandine.
Uzdara grandine vy = v, kai k > 2, vadinsime ciklu. Paprasta uzdara grandiné yra vadi-
nama paprastu ciklu. Simboliu z(G) zZymeésime ciklu skai¢iu grafe G. Jei grafe egzistuoja
grandiné, sudaryta i§ visu jo briaunu, tai Sis grafas vadinamas Fulerio vardu. Jei grafe
egzistuoja ciklas, apimantis visas virsunes, tai Sis grafas vadinamas Hamiltono vardu. Jei
grafas orientuotas, tai kelias paprastai vadinamas taku, o ciklas- konturu. Tarkime, kad
kelias apibréztas tokiu budu:

M Vo,€1,V1,€2,...,€L, V.

Tada briaunu, esanciu kelyje, skai¢iu vadinsime kelio M ilgiu. Zymésime: |M| = k.

Atstumu tarp dvieju virsuniu u, v, Zymésime p(u, v), vadinsime trumpiausia grandine
jungianéia virstines u,v. Sia grandine vadinsime geodezine grandine. Jei virsuniu wu,v
nejungia grandiné, tai p(u,v) = +o0.

Grafo G skersmeniu (zymésime D(G)) vadinsime ilgiausia geodezine grandine.

Sakysime, kad dvi grafo virStunés yra jungios, jei egzistuoja Sias virSunes jungianti
grandiné. Grafas vadinamas jungiu, jei visos Sio grafo virsuneés yra jungios.

Virsiiniu jungumo sarysis yra ekvivalentumo sarysis. Sios ekvivalentumo klasés vadi-
namos jungumo komponentémis. Beje, jungumo komponentés yra grafo pografiai. Pazy-
mékime k(G)— grafo G jungumo komponenciu skai¢iu. Tada, jei k(G) = 1, tai G— susijes
grafas. Jei k(G) > 1, tai grafas nesusijes. Jei grafas sudarytas tik i3 izoliuotu virsuniu, tai
grafa vadinsime visiskai nesusijusiu. Siuo atveju k(G) = p(G).

7.2 Grafy tipai

Grafa vadinsime trivialiu, jei ji sudaro viena virsuné. Grafa, kuri sudaro k virsuniu ir
kurias jungia paprastas ciklas Zzymésime simboliu Cj. Pavyzdziui kvadratas yra Cj.

Grafa, kurio bet kokia vir§uniu pora yra gretimos (jungiamos briauna), vadinsime
pilnu grafu. Pilna grafa, turinti p virSuniu zymeésime simboliu K. Sio grafo maksimalus
briaunu skaicius yra

(i) = P2,

Grafo G bet koks pilnas pografis vadinamas klika. Grafa G(V, E) vadinsime dvidaliu
grafu, jei egzistuoja nesikertancios aibés Vi, V5 ir V; UV, = V ir be to bet kokia briauna
e € E yra incidentiska virgtnei i§ v} € V; ir Uj2~ € V5. Kitaip tariant, kiekviena briauna
jungia skirtingu poaibiu virstunes. Aibés V; ir V5 vadinamos grafo dalimis. Jei dvidalis
grafas apima visas briaunas, jungiancias aibiu V; ir V5 elementus, tai Sis grafas vadinamas
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pilnu dvidaliu grafu. Jei |V1| = m ir |V2| = n, tai pilnaji dvidali grafa zymesime K,, , =
G(V1, Vo, E).

3 Teorema Grafas yra dvidalus tada ir tik tada, kai grafo paprasti ciklai turi lyginj

ilgi.
S)
Butinimas. Tarkime priesingai. T.y. egzistuoja dvidalus grafas G(Vp, Va; E) ir be
to v1,...,v95+1,v1— paprastas, nelyginio ilgio ciklas. Tarkime be to, kad v; € Vi, tada
vo € Vo, v3 € Vs, ... vop41 € Vi. Vadinasi vy, v2541 € E— bet tai prieStarauja tam, kad

grafas dvidalus. Taigi, prielaida buvo klaidinga.

Pakankamumas. Tarkime, kad grafas G yra susijes, kadangi prieSingu atveju kiek-
viena komponente galétume nagrinéti atskirai. Naudodami Zemiau pateikta algoritma
suskaidykime aibe V' i dvieju nesikertanciu aibiu V; ir V5 sajunga:

Iv: grafas G(V, E).

ISv: grafo G dalys V; ir V5

select v € V (laisvai pasirenkama virsuneé)
V1 := vy (priskiriame virsune pirmam poaibiui)
Vo =1

for u e V' \ {v} do

if d(v,u) lyginis, then

Vi=Vu {U}

else

Vo i=Vo U {u}

end if

end for

Naudodami priestaros metoda. Tegu u,w € V3, (u,w) € E, t.y. egzistuoja dvi
vir§tneés dalyje V5 sujungtos briauna. Tegu v yra pradiné vir§uneé, pasirinkta algoritmo
pradzioje, o (v,u) ir (v, w) yra dvi geodezinés grandinés. Tada ilgiai |(v,u)| ir |(v, w)| yra
nelyginiai skaic¢iai. Be to, Sios grandinés turi bendra virstine. Tegu v’ yra virsuné, kuri
labiausiai nutolusi nuo v, jei matuosime atstuma geodezinémis grandinémis. Turime, kad
geodeziniu grandiniu ilgiu suma:

(0" u)| + [ (v w)| = [ (v, w)| + [(v, w)] = 2[(v, )]

yra lyginis skai¢ius, o tada v’,...,u,w,...,v" yra paprastas nelyginio ilgio ciklas. Bet
pastarasis tvirtinimas priestarauja pradinéms salygoms. Jeigu u,w € Vi, tai ilgiai |(v,u)]
ir |(v, w)| lyginiai ir gauname, kad v, ..., u,w,...,v'— paprastas nelyginio ilgio ciklas.

S¥

Jei grafas yra pilnas ir orientuotas, tai toks grafas paprastai vadinamas turnyru. ( Sio
pavadinimo geneze yra tokia: tarkime vyksta varzybos tarp zaidéju poru, kai lygiuju biiti
negali. Besivarzanciu poras sujunkime lanku, rodykle nukreipdami laimétojo link. Tokiu
budu sudarytas grafas reprezentuoja turnyro, vieno rato, rezultatus.)
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7.3 Grafy veiksmai. Grafy vaizdavimas

Pazymékime Gy := G(V1, E4), G ::_G(V, E) ir Gy := G(Va, E»).
1. Grafo Gy papildiniu (zymésime (1) vadinsime grafa Go, kai

Vo = Vl, Ey = Fl = {6 eV x Vl;e g_ﬁ El}

2. Apibrézkime veiksmus, kuriu déka i§ grafo bus pasalinamos virsunés ir briaunos.
Tarkime, kad V' C V ir zy € E’ C E. Tada grafo ir virsuniu ir briaunu aibiu skirtumu,
atitinkamai, vadinsime tokius grafus:

G-V :=Guw\V'], it G-FE :=(V,E\E).

Grafas G — v = G — {v} gaunamas i$ grafo G pastarajame paSalinus vir§ine v bei jai
incidencias briaunas, o grafas G — vu = G — {vu}— iSmetant tik briauna vu. Tada, kai i3
grafo G atimama briauna vu, o virsuneés v ir u sutapatinamos, tai sis veiksmas vadinamas
grafo sutraukimu.

3. Tarkime, kad V7 N V50 ir Ey N Ey = (. Tada grafu Gy ir Gy sajunga vadinsime
grafa G(V,E), kai V =V, UV, ir E = Ey U Ej. Si veiksma zymeésime G := G U Gs.

4. Tarkime, kad Vi N V50 ir E1 N Ey = (). Tada grafu G, ir Go suma vadinsime grafa
GV,E), kaiV =ViuUVyir E = E; U EyU{e = (v1,v2);v; € V;}. Si veiksma Zymeésime
G := G + Gs.

Pateiksime keleta veiksmu pavyzdziu.

5. Virsunés v prijungimu prie grafo G; (Zymésime G7 + v), v ¢ Vi, vadinsime tokia
operacija:

Gi+v:=Gy, Vo:=ViU{v} ir Ey:= Ej.

6. Briaunos e prijungimu prie grafo Gy (zymésime G + e), e ¢ Ey, vadinsime tokia
operacija:
Gi+e=:Gsy, Vo:=V] ir Ey:= FE; U{e}.

Pateiksime keturis pagrindinius grafu vaizdavimo budus. Vaizdavimo budai prik-
lauso nuo konkreciu uzduociu ir daznai jvairuis vaizdavimo btidai yra kombinuojami. Tegu
n(p, q)— yra atminties dydzio parametras, priklausantis nuo virsuniu bei briaunu skaic¢iaus.

Pateiksime keleta pavyzdziu.

1. Grafu vaizdavimas naudojant matricas. Tarkime duota matrica

M :array[l...p,1...plof 0...1.
Sia matrica vadinsime sasaju matrica, kai

M[i, j] = {é vi gretima v,
, U; negretima vj,
Kai duota sasaju matrica n(p, q) = O(p?).
2. Grafo vaizdavimas naudojant incidentiskumo matrica H : array[l-p,1-qlof0-1 (jei
grafas orientuotas, tai H : array|[l -p,1-¢lof —1-1). Sia matrica vaizduojamas virstiniu
ir briaunu incidentiskumas. Jei grafas neorientuotas tai
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o 1, v; incidenti e;,
Hli, j] = {0, v; neincidenti e;,

jei orientuotas, tai

1, v; incidenti e;, e; yra jo pab.
HJi,j] = ¢ 0, v; neincidenti e;,
—1, v; incidenti e;, ir e; jo prad.

Siai matricai n(p, ¢) = O(pq).

3. Sasaju sarasai. Reprezentuosime grafa naudodami sarasa, kuriame bus nurodamos
rodyklés pateikiamos masyve: I' : array|[l-plof T N ir sarasas gretimu virsuniu, pateikiamu
sarasu: N :recordv:1...p;n :T Nendrecord.

Jei grafas neorientuotas, tai n(p,q) = O(p + 2q), o jei grafas orientuotas n(p,q) =
O(p +q).

4. Lanku masyvas. Grafas gali buiti vaizduojamas masyvu

E : array[l...p|of recordb,e: 1...pendrecord. Siame sarase pateikiamos gretimu
vir§iniu poros, kurios paprastai vadinamos briaunu masyvu. Siuo atveju n(p,q) = O(2q).

7.4 Klajojimas grafais

Klajojimu grafe vadinsime nuoseklu grafo virsuniu (briaunu) iSvardinima. Vienas
i§ svarbesniu iSvardinimu yra toks, kada yra pateikiamos gretimos virsuneés. IS ivairiu
klajojimo algoritmu skiriami algoritmai, kurie atlieka klajojima i ploti ir i gylj.
Pateiksime viena toki algoritma.

Iv.: Grafas G(V, E) pateikiamas sarasu I'.
ISv.: klajojimu seka.

for v e V do
x[v] := 0 (pradzioje visos virsunés nepazymetos)
end for

select v € V (pradiné vir§une)

v — T (patalpiname v i duomenu struktura 7")

z[v] := 1 (pazymime virstune v)

repeat

u <« T (pasirenka virsune i§ duomenu aibés T)
yield u (grazina virsune fiksavus kad ji jau praeita)
for weI'(u) do

if x[w] = 0 then

w — T (patalpina w i duomenu struktura 7")

z[w] := 1 pazymi virstne w
end if

end for

until 7 = 0.

Jei T' - LIFO (last in first out), tai klaidziojimas vadinamas paieska | gylj, FIFI (first
in first out), tai klaidziojimas vadinamas paieska | ploti.
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4 Teorema Jei grafas GG baigtinis ir susijes, tai klaidziojant i ploti ir i gyli bus
aplankomos visos vir§unés po viena karta.

S

Vienatinumas. Remiantis apraSytu algoritmu, klaidziojama tik virSunémis, kurios
priklauso 7. Be to i T' patenka tik nepazymeétos virsunes. Patekusios i T, virsunes yra
pazymimos. Taigi, visos virSunés bus aplankomos tik po karta.

Algoritmo baigtinumas. Aibéje T gali buti ne daugiau negu p virsuniu. Kiekviename
zingsnyje, viena vir§iné yra pasalinama. Taigi, algoritmas tesis ne daugiau negu p zingsniu.

Klaidziojant aplankomos visos virSunés. Tarkime priesingai. Tarkime, kad algoritmas
baige darba, o virsiné w nebuvo aplankyta. Taigi, w nepateko i T'. Tada §i virsiné nebuvo
pazyméta. Vadinasi, visos virstinés gretimos Siai vir§unei nebuvo aplankytos ir pazymetos.
Analogiskai samprotaudami gauname, kad bet kokia vir§uné, gretima nepazymeétai, taip
pat nepazyméta. Taigi, jei G susijes gauname, kad T' = ().

S

1. Isvada Tegu (uy,...,up)- koks nors klaidziojimas i plotj. Tada

Vi > 4, d(ui, u;) < d(ur,uy).

Matome, kad funkcija d(uq,u),u € V yra monotoniskai didéjanti funkcija, klaidziojant
i ploti.
2. Isvada Tegu (ui,...,up)- koks nors klaidziojimas | gyli. Tada

Vi>1, dlu,u;) <i<p.

Kitaip tariant, bet kokios virsunés paieskos laikas ne mazesnis uz atstuma tarp pra-
dinés virsunes ir ieSkomosios, bet tuo pac¢iu metu nedidesnis negu virsuniu skaicius.

3. Isvada Tegu (uq,...u;,...,up)- koks nors klaidziojimas i ploti, o

(v1,...,0),...,0p)- koks nors klaidziojimas i gyli, kai u; = v;. Tada i = 2j.

Kitaip tariant, klaidziojimas i gyli yra du kartus greitesnis negu klaidziojimas i ploti.

7.5 Grafy jungumas

5 Teorema Grafas yra jungus tada ir tik tada, kai Sio grafo negalima uzraSyti dvieju
grafu sajunga.

S

Butinumas. Tarkime priesingai, t.y k(G) = 1, bet G = G1 U G3. Tegu v; € Vi ir
v € Vi, Tada egzistuoja grandiné [vq,ve] ir v; € V;. Sioje grandinéje egzistuoja briauna
e=(a,b),ac Vi, beVo. Bet tadae ¢ Fq, e ¢ Fr. Tada e ¢ E.

Pakankamumas. Tarkime, kad k(G) > 1. Tada egzistuoja virsunés u, v, kuriu nesieja
jokia grandiné. Vadinasi u,v priklauso skirtingoms komponentéems. Pazymékime G;—
jungumo komponente, kuriai priklauso u, o Go— likusios virsunés. Tada G = G U Gs.

Grafo virsune vadinsime salycio tasku , jei pasalinus Sia vir§tne padidéja grafo jungu-
mo komponenciy skaicius.
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1 Lema Kiekviename netrivialiame grafe egzistuoja bent dvi virsiunés, kurios néra
salycio taskai.

6. Teorema Teisinga nelygybe:
(p—Fk)p—-k+1)
2 Y

¢ia p— virsuniu skaicius, ¢— briaunu skaicius, k— grafo jungumo komponenciu skaicius.

p—k<g<

Sios teoremos neirodysime.

4 IsvadaJeigu

¢>@-1)p-2)

2
, tai grafas yra susijes.
S
Panagrinékime nelygybe
—1)(p—2 —k)p—k+1
2 2
Jei k=1, tai
(p-1p-2) (- 1)(19)7 Hosa,
2 2
Jei k =2, tai
—1\(p— _ _
p=Dp=-2) (-1 2)’ netiesa,
2 2
Jei k = 3, tai
p-Dp=-2 @=3)Pp-2) ..
2 2
ir t.t.
)

Briauna, kuria pasalinus padidéja grafo jungumo komponenciu skaic¢ius, vadinsime
tiltu. Susijes grafas, neturintis salycio tasku, vadinamas bloku. Jeigu grafe K,, n > 2
egzistuoja tiltas, tai egzistuoja ir salycio taskas. Kiekvieno tilto galiniai taskai tuo paciu
ir salycio taskai. Bet ne atvirksciai.

7 Teorema Tarkime, kad G susijes grafas ir v € V. Tada Sie tvirtinimai ekvivalentiis:
1) v yra salycio taskas;

2) Ju,w € V,u # w ir kiekvienai grafo G grandinei [u,w|, v € [u, w;

3)IUW, UNW =0ir UUW =V \{v} irVu e U ir Vw € W visoms grandinéms
[u,w], v € [u, w].

S
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1 = 3. Nagrinékime grafa G — v. Sis grafas néra susijes, kadangi k(G — v) > 1, taigi
Sis grafas turi bent dvi jungumo komponentes,

V\{v} =UUW,

¢ia U— viena jungumo komponentés aibé, o W — likusios virsunés.

Tarkime, kad v € U, w € W. Tada neegzistuoja grandinés, siejancios virstnes u, w,
priklausancias aibei G — v. Bet k(G) = 1. Tada, egzistuoja grafo G grandiné [u,w] ir
kiekvienai grandinei [u, w], v € [u, w].

3 = 2. Akivaizdziai.

2 = 1. Nagrinésime aibe G — v. Turime, kad Siame grafe neegzistuoja grandinés
siejancios virsunes u,w. Vadinasi k(G — v) > 1, taigi v— salycio taskas.

S

8 Teorema Tarkime, kad G susijes grafas ir x € FE. Tada sie tvirtinimai ekvivalentiis:
1) x yra tiltas;

2) = nepriklauso jokiam paprastam ciklui;

3) Ju,w €V, ir V[u,w] € G, z € [u,w]; v € [u,w].

4) U W,UNW =0irUUW =V irVu € U ir Vw € W ir visoms grandinéms
[u,w], x € [u,w] € G.

Irodymas analogiskas paskutinés teroemos irodymui.

Grafo G virSuniniu jungumu (x(G)) vadinsime maziausia virsuniu skaiciu, kurias
pasalinus i§ pradinio grafo gausime nejungy arba trivialy grafa. Grafa vadinsime k— jungiu,
jei x(k) = k.

Jei grafas nejungus, tai x(G) = 0; jei turi viena salycio taska, tai x(G) = 1; x(G) =
p — 1 jei grafas pilnas.

Grafo G briauniniu jungumu (A(G)) vadinsime maziausia briauny skaiciu, kurias
pasalinus i§ pradinio grafo gausime nejungu arba trivialu grafa.

Jei grafas nejungus, tai A(G) = 0; jei egzistuoja tiltas, tai A\(G) = 1; A(G) = p — 1 jei
grafas pilnas.

9 Teorema 'Teisingos nelygybeés:

X(G) < AG) <4(G).

S

Parodysime, kad x < A. Jei A = 0, tai x = 0. Jei A = 1, tai nagrinéjame grafe yra
tiltas, taigi arba yra salycio taskas, arba G = K,. Bet kokiu atveju x = 1. Tarkime,
kad A > 2. Tada paSaline A — 1 briauna gausime grafa G’ turinti tilta (u,v.) Kiekvienai
pasalinamai A — 1 briaunai, paSalinkime incidentine virsiine, jei ji néra u arba v. Po Sio
veiksmo likes grafas nesusijes, taigi x < A—1 < A. Jei susijes, tai pasalinsime viena i$ tilto
galu u arba v. Taigi x < A.

Tarkime, kad A < 4. Jei 6 = 0, tai A = 0. Tarkime, kad virsuné v turi maziausia
laipsni: d(v) = 0. Pasalinkime visas briaunas, incidentines v. Turésime A < 6.
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7.6 Skiriancios aibés ir nepersikertancios grandinés.

Tarkime, kad w,v yra dvi grafo G negretimos virsunés. Dvi grandines [u,v], jun-
giancias taskus u, v vadinsime virsiinémis nesikertanciomis, jei Siu grandiniu bendri taskai
tik w,v. Dvi grandines [u, v] vadinsime briaunomis nesikertanc¢iomis, jei sios grandinés ne-
turi bendru briaunu. Jei dvi grandinés yra virsunémis nesikertancios, tai Sios grandines
ir briaunomis nesikertancios. Grafo G virsiinémis nesikertanciy grandiniu aibe Zymésime
simboliu P(u,v):

P(u,v) = {[u,v]; [u,v]1 € PA[u,v]s € P = [u,v]; Ulu,v]2 = {u,v}}.

Grafo G virsuniuy (briaunu) aibé S skiria dvi virstunes u, v, jei Sios virsunés priklauso
skirtingoms grafo G — S jungumo komponentéms. Skirianti briaunuy aibé vadinama pjuviu.
Sia aibe zymeésime simboliu S(u, v):

S(u,v) ={weV;G—-8 =G UGy, veG,ue Gy}

Jeigu u ir v priklauso skirtingoms jungumo komponentéms, tai |P(u,v)] = 0 ir

|S(u,v)| = 0.

10 Teorema (Mengerio) Tarkime, kad u,v yra negretimos grafo G virsunés. Min-
imalus virsuniu skaicius aibéje, skiriancioje u ir v lygus didziausiam, virsiinémis nesiker-
tanciomis, paprastu grandiniu [u,v] skai¢iui:

max | P(u,v)| = min |S(u, v)|.

S¥

Sios teoremos irodymo nepateiksime.

Tarkime, kad G yra susijes grafas, o virsunés u, v yra negretimos. Matome, kad
|P| < |S|. I8 tiesu, grandiné [u,v] eina per S. Jeigu |P| > |S], tai S butu virsune, kuriai
priklausytu daugiau negu viena virsune i§ P. Tokiu biidu, visiems S ir visiems P turime, kad
|P| <|S|. Vadinasi, max |P(u,v)| = min |S(u,v)|. Teoremos esmé tame, kad bet kokiame
grafe egzistuoja aibés P ir S tokios, kad teisinga lygybeé: |P| = |S5].

Pateiksime be irodymu keleta teoremu, kurios susije su Mengerio teorema.

11 Teorema Tarkime, kad u ir v dvi, laisvai pasirinktos, grafo G negretimos virsinés.
Tada maksimalus briaunomis nesikertanc¢iu grandiniu [u,v] skai¢ius lygus maziausiam
briauny skaic¢iui esanc¢iam gradiniu [u,v] pjavyje.

12 Teorema Tam, kad grafas G butu k— susijes buitina ir pakankama, kad bet kokios
dvi negretimos virsiinés buity sujungtos ne maziau negu k virSunémis nesikertanciomis
paprastomis grandinémis.

Kitaip tariant, koks bebtutu grafas G, bet kokios dvi negretimos virsuneés sujungtos ne
mazesniu negu x(G) virsunémis nesikertan¢iomis paprastomis grandinémis.
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Tarkime, kad S = {S1,...,S,}- aibés E poaibiu Seima. Poaibiai S; gali kirstis. Tada
aibés S skirtingu reiskimu sistema vadinsime aibés F, m elementu poaibi C' = {c1,...,¢m},
kai ¢; € S;, i =1,..., m. Pastebésime, kad aibés C' visi elementai yra skirtingi.

Suporavimu ( nepriklausoma briaunu aibe) vadinsime briaunu aibe, kurioje néra dvieju
gretimu briaunu. Nepriklausoma briaunu aibe (NBA) vadinsime maksimalia, jei bet koks
Sios aibés virSaibis néra NBA.

Tarkime, kad G(V7, Vs, E)— dvidalis grafas. Idealia NBA is V; i V5 vadinsime NBA,
kuri apima (dengia) visas virgunes V;. Pastebésime, kad ideali NBA tuo paciu ir maksimali.
Atsakysime i klausima, kada egzistuoja ideali NBA.

Panagrinékime toki uzdavini. Tarkime, kad V; yra vaikinu aibé ir vaikinai yra pazista-
mi su kai kuriomis merginomis i§ merginu aibés V5. Kiek yra galimybiu suporuoti vaikinus
su merginomis taip, kad visose porose butu tik pazistami asmenys? Taigi, V; ir V5 yra dvi
aibés, o briaunos Siuo atveju reiskia, kad vaikinas pazistamas su mergina. Tada idealus
NBA yra minétas visu suporavimas, kai visose porose pazistami asmenys.

Pasirodo, kad norint rasti aibés S skirtingu reiskimu sistema, pakanka rasti idealu
NBAis S'i E.

13 TeoremaTarkime, kad G(Vy, Vs, E) yra dvidalis grafas. Idealus NBA is Vi | Vs
egzistuoja tada ir tik tada, kai bet koks poaibis A C Vi, turi savybe |A| < |T'(A)|.

S

Butinumas. Tarkime, kad egzistuoja idealus NBA i§ V; i V5. Tada aibei I'(A) priklauso
|A| vir§uniu i8 V5, kurios suporuotos su aibés A virsunémis. Taigi, |A] < |[T'(A4)|.

Pakankamumas. Prie grafo GG prijunkime dvi vir$unes u,v taip, kad v butu gretima
visoms Vj virSunéms, o v— gretima visoms V5 virsunéms. Ideali NBA is V; i V5 egzis-
tuoja tada ir tik tada, kai egzistuoja |V;| virsunémis nesikertanc¢iu paprastu grandiniu
[u,v]. Aisku, kad |P(u,v)| < |V4|, kadangi V7 skiria u ir v. Remiantis Mengerio teorema
turime, kad max |P(u,v)| = min|P(u,v)| = |S|, S yra maziausia aibé skirianti virsunes
u,v. Turime, kad |S| < |V4|. Parodykime, kad |S| > |V1|. Tegu S = AUB, A C Vi, B C V.
Tada I'(V1\ A) C B. I8 tiesu, jei I'(V1 \ A) ¢, B tai egzistuotu kelias [u, vy, vo, v] ir S nebutu
aibé aibé, skirianti virsunes u,v. Taigi, |V \ A] < |I'(V1 \ A)| < |B|. Turime, kad

S| = 1Al +|B] = [A[ + [Vi \ A] = [W].

2]

7.7 Srautai. Maksimalaus srauto paiesSkos algoritmas

Siame skyrelyje orentuoto grafo savoka tapatinsime su tinklo savoka.

Tarkime, kad G(V, E) yra tinklas, o s ir ¢ yra tinklo Saltinis ir santaka. Tinklo lankus
susiesime su realiais neneigiamais skaiciais, kuriuos vadinsime lanko kruviais ¢, ¢ : F —
[0, +00). Skai¢iu c(u,v) vadinsime lanko (u,v) praleidziamaja geba (PG). Jei lanko PG
lygi nuliui (c¢(u,v) = 0), tai sio lanko tinkle néra.

Matrica C :array [1...p,1...p|of real vadinsime PG matrica.
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Tarkime, kad f : E — R yra funkcija. Funkcijos f divergencija vir§inéje v vadinamas

toks skaicius:
div(fiu)= Y flwo)— D fluw).
{v;(u,v)EE} {v;(v,u)EE}
(Tai kas i8éjo, minus tai kas atéjo.)

Funkcija f : E — R vadinsime srautu tinkle G, jei §i funkcija tenkina tokius sarysius:

1. Y(u,v) € E, 0 < f(u,v) < c(u,v);

2. Yu e V\ {s,t}, div(f,u) = 0;

Divergencija Saltinio taske vadinsime srauto dydziu: w(f) := div (f, s).

Tegu P yra lanko (s,t) pjuvis, P C E. Kiekvienas pjuvis suskaido virsuniu aibe V' i
du poaibius: S, T, SCV, T CV,SUT=V,SNP=(,seS,teT ir aibei P priklauso
visi lankai jungiantys S ir T. Tada P = PT U P~, ¢ia P sudaro visi lankai is S i T, o
P~ sudaro lankai i T' i S. Simboliu F(P) zymésime pjuvio P lanku srautu suma. Aibés
P visu lanku PG-u suma vadinsime pjuvio PG ir zymésime simboliu C'(P). Trumpai:

F(P)=) f(e), C(P)=)_cle).

eeP eeP

2 Lema Teisinga lygybé:

w(f) =F(PT)—F(P").

©
Pazymeékime: W = > div(f,v), kai lankas (u,v) € E. Jeigu u,v € S, tai paskutinéje
vEeS
sumoje yra du lanka (u,v) atitinkantys démenys: div(f,u) ir div(f,v). Ju suma lygi 0.
Jeigu u € S, v € T, tai i Sia suma patenka vienas démuo div(f, ) ir §iu démenu suma lygi
F(PT).Jeiu e T, v €S, tai i §ia suma patenka vienas démuo div(f, v) ir §iu démenu suma
lygi F(P~). Taigi w(f) = F(P*) — F(P~). Antra vertus W = Y div(f,v) = div(f,s) =

veES
w(f).
S¥

3 Lema Teisinga lygybé:

div(f,s) = —div(f,1).

S/
Pazymeékime:

P:=(5,T), S:=V\{t}, T:={t}.
Tada

div(f,s) = w(f) = F(P*) = F(P7) = F(P*) =) _ f(v,t) = —div(f,v).
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S
4 Lema Teisinga nelygybeé:

w(f) < F(P).
©

w(f) = F(P*) - F(P~) < F(P¥) < F(P).

©®

5 Lema Teisinga nelygybé:

m}gxw(f) < m]:i)nC’(P).

S

Kadangi w(f) < F(P), tai maxs w(f) < minp F(P). Remiantis apibrézimu F(P) <
C(P). Vadinasi minp F(P) < minp C(P). Naudodamiesi pastarosiomis nelygybémis gau-
name, kad max; w(f) < minp C(P).

S

14 Teorema(Fordo Falkersono)Maksimalus srautas tinkle lygus minimaliai pjuvio
PG. T.y. egzistuoja srautas f* toks, kad

w(f*) = m}ixw(f) = m}inC’(P).

©

Parodysime, kad jei f yra maksimalus srautas, tai egzistuoja pjuvis P toks, kad
w(f) = C(P). Tegu G’ yra grafas, gautas i§ srauto GG, pastarajame pakeitus visu briaunu
orientacija. Apibrézkime virsuniu aibe S tokiu budu:

S={ueV; J[s,u] € G;V(ui, uit1) € [s,ul, (ui, uip1 € E) = f(uisuit1) <

C(ui, wip1) A (ug, uip1 € E) = f(ug, uir1) > 0},

kitaip tariant isilgai grandinés [s,u| srautas néra maksimalus, o lankai pries krypti turi
teigiama srauta. Grandiné turinti minéta savybe vadinama augmentalia. Taigi S # (.
Tegu T := V' \ S. Parodysime, kad ¢ € T. Tarkime priesingai, t.y ¢t € S. Tada, egzistuoja
grandiné [s, t] =: R. Be to egzistuoja skaiius 0 :

0 :=minA(e), Ale):=

{ c(e) — f(e), e orientuotas R kryptimi,
eeR

f(e) >0, e orientuotas kita negu R kryptimi.

Is aibés S apibrézimo isplaukia, kad s € S. Padidinkime augmentaliosios grandinés
srauta dydziu ¢ :
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Fle) = f(e) + 6, e orientuotas R kryptimi,
" | f(e) — 0, e orientuotas kita negu R kryptimi.

Sis srautas tenkina salyga: 0 < f(e) < C(e), div(v) = 0. Taigi, jei t € S, tai sukon-
stravome srauta didesni uz maksimalu. Bet tai prieStarauja pradinei prielaidai, kad f
maksimalus. Vadinasi ¢t € T ir T # (. Taigi, S ir T skiria pjavi P. Siame pjivyje visi
lankai e™ pakrauti (f(e™) = C(e+)) o visi lankai e~ be kruvio (f(e”) = 0), kadangi
priesingu atveju aibe S butu galima isplésti. Tad turime, kad

w(f) =F(P") - F(P~)=C(P"),
o tai reigkia, kad PT yra ieskomas kriivis.
Maksimalaus srauto paiesSkos algoritmas

Zemiau pateiktas algoritmas apibréziamas naudojant lanku PG-u matrica. Siame
algoritme yra naudojamos paskutiniosios teoremos irodymo idéjos, kuomet sukonstruotos
aibés S virStnes yra jungiamos augmentaliomis grandinémis su Saltiniu s. Tikriname ar
t € S. Jei taip, tai srautas néra maksimalus ir ji didiname dydziu §. Tam, kad apibréztume
augmentaliasias grandines ir tuo paciu nustatytume dydi ¢ algoritme naudojama tokia
pagalbiné duomenu struktura:

P :array [1...p| of record

s :enum(—, +) (zenklas nustato lanko krypi)

n: 1...p (busimoji augmentaliosios grandinés virsuneé)

 : real (dydis kuriuo bus didinams srautas)

end record

Maksimalaus srauto algoritmas

Iv: tinklas G(V, F) su Saltiniu s ir santaka t, ir PG matrica C : array [1...p,1...p]
of real .

ISv: maksimalaus srauto matrica F': array [1...p,1...p| of real

for u,v € V do

Flu,v]:=0

end for

M : (srauto didinimo iteracija)

for veV do

Sv] := 0; N[v] := 0; P[v] := (,,)

end for

S[s] :=1; P[s] := (+, s,00) (kadangi s € S)

reapeat

a =0 (S isplétimo pozymis)

for veV do

if S[v] =1A N[v] =0 then

for uweTI'(v) do

if S[v] =0A Flv,u] < C[v,u] then
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Slu] := 1; Plu] := (4+,v,min (P[v] - 6, C[v,u] — Flv,u]));a:=1

end if

end for

for ueI'"!(v) do

if S[v] =0A Flv,u] > 0 then

Slu] := 1; Plu] := (—,v,min (P[v] - 6, Flu,v]));a =1

end if

end for

Nlv] =1

end if

end for

if S[t] then

x:=t;0:=PJt]- 6

while z # s do

if P[z]-s =+ then

F[P[z] - n,z] := F[P[x] -n,z] + 6

else

F[P[x]-n,z] := F[P[z] -n,x] — 9§

end if

x:= Plz]-n

end while

goto M

end if

until a =0

Pradzioje imamas nulinis srautas. Pagrindiniame cikle, kurio pradzia zymima M yra
didinamas srautas. Dél Sios priezasties cikle repeat yra ple¢iama virsuniu aibe S, kuri
yra pasiekiama iS vir§iinés s augmentaliomis grandinémis. Ir jei i aibe S patenka virstneé ¢
tai srautas augmentaliosios grandinés [s, t] kryptimi yra didinamas dydziu ¢ ir pradedama
nauja iteracija didinat srauta. Aibés S plétimo procesas yra baigtinis, kadangi vir§tuniu
aibé yra baigtiné, o pazymeétos virsunes masyve N pakartotinai néra nagrinéjamos. Jei
aibés S plétimo procesas baigiasi, ir ¢ nepriklauso aibei S, tai remiantis Fordo-Falkersono
teorema F' yra maksimalus srautas.

7.8 Trumpiausi keliai. Trumpiausiuy keliu paieSkos algoritmai

Siame skyrelyje nagrinésime keleta algoritmu, kuriu déka galima rasti trumpiausia
trajektorija, jungiancia bet kokias dvi grafo virsunes. Zinome, kad ne visuomet egzistuoja
kelias jungiantis dvi virStines. Tad daznai tenka is karto spresti dvi problemas: ar egzistuoja
kelias jungiantis dvi virStines ir jei taip, tai rasti §i kelia, o be to ir trumpiausia.

Tarkime, kad duotas digrafas G(V, E), kuriame lankai pazyméti skaiciais (svoriais arba
ilgiais). Tada Si grafa galime susieti su ilgiu (svoriu) matrica C :

0, 1=y
Cli, jl = {cij, svoris lanko tarp i ir j .
oo, jei kelio nera
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Kelio ilgiu vadinsime suma visu lankuy ilgiu, sudaranciu nagrinéjama kelia. Kaip jau
minéjome vienas svarbiausiu uzdaviniu- rasti trumpiausia kelia.

Sia problema spresti praktiskai galime naudodami Floido algoritma. Naudodami i
algoritma galime rasti trumpiausia atstuma tarp dvieju grafo virsuniu. Informacija apie
kelia bus saugoma matricoje H[1 - p,1 - p], kai

il ={

¢ia HJi, j| yra priskiriama reiksmeé lygi k, jei k yra pirmoji vir§uné esanti trumpiausiame
kelyje, jungianc¢iame virsunes i ir j ir H|[i, j] yra priskiriama reiksmeé 0, jei tokio kelio néra.

Matricos H eilé yra O(p?) ir be to yra O(p) virsiniu. Taigi, saugant visus kelius sie-
jancius virstines gali prireikti O(p?) atminties. Ta¢iau naudojant Zemiau pateikta algoritma
nereikia atmintyje saugoti visu keliu.

Bet koks konkretus kelias [u, v] parenkamas i§ matricos naudojant algoritma:

w := u; yield w (pirmoji virsuneé)

while w # v do

w := H[w,v|; yield w (kita virsuné)

end while

Floido algoritmas

Iv: matrica C[1...p,1...p| (lanky ilgiu matrica)

ISv: matrica T[1...p,1...p| (keliy ilgiu matrica) ir matrica H[1...p,1...p]
for 7 from 1 to p do

for j from 1 to p do

T'li, j] := Cli, j]

if C'[i, j] = oo then

Hli,j] == 0 (i8 ¢ i j keliu néra)

else

Hli,j] :=j (i8 i i j kelias egzistuoja)

end if

end for

end for

for i from 1 to p do

for j from 1 to p do

for k£ from 1 to p do

ifi £ jAT[j,i]| #ocoNi# kNT[i,k] # oo AN(T[j, k] =00V T, k] >Tj,i + T[i, k])
then

H[j,k := HJ[j,i]] (isimenamas naujas kelias)

T[j, k]:=TJj, i]+ T[i, k] (isimenamas paskutinio kelio ilgis)
end if

end for

end for

for j from 1 to p do

if T'[j,7] < 0 then
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stop (néra sprendiniu: virsuné j patenka i neigiamo ilgio cikla)

end if

end for

end for

Jei grafe egzistuoja ciklas su neigiamu svoriu, tai sprendinys neegzistuoja.

Keletas pastabu. Pastebésime, kad algoritmas ne visada pateikia sprendini, kadangi
ne visada egzistuoja trumpiausias atstumas. Papildomas ciklas j atzvilgiu atlieka apsaugos
funkcija, t.y. jei atsiranda neigiamas ilgis - darbas nutraukiamas.

Dekstry algoritmas

Naudodami zemiau pateikta algoritma galime rasti trumpiausia atstuma tarp virstiniu,
jei lanku ilgiai néra neigiami.

Iv: digrafas G[V, E], lanku ilgiu matrica C :array [1...p,1...p] of real virsunés
v, 1

ISv: matrica T : array|[l...p] of real , H : array [1...p,] of 0...p Jei virsuné v
yra trumpiausiame kelyje nuo s prie t, tai T'[v]|— trumpiausio kelio nuo s iki ¢ ilgis; H[v]—
virstiné esanti pries pat virStine v trumpiausiame kelyje.

for v from 1 to p do

T'[v] := oco(trumpiausias kelias nezinomas)
X[v] := 0 (visos virsunés nepazymeétos)
end for

H{[s] := 0 (s neina pries néviena virsune)
T'[s] := 0 (trumpiausio kelio ilgis lygus 0)
X[s]:=1

v := s (sekanti virsuneé)

M : (atnaujinimas zymés)

for uweI'(v) do

if X[u] =0AT[u| > T[v]+ C[v,u] then

T[u] = Tv] + C[v, u] (rastas trumpesnis kelias i3 s i u per v)
H[u] := v (isimename kelia)

endif

endfor

t:=o00; v:=0

(ieskosime trumpiausio kelio )

forufrom 1 to p do

if X[u] =0AT[u] <t then

v:=w; t:=T[u] (virsuné v yra trumpiausio kelio aibéje S pabaiga.
endif

endfor

if v =0 then

stop (néra trumpiausio kelio i§ s i t)

endif

if v =t then
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stop (rastas trumpiausias kelias i§ s i ¢.)
endif

X[v] :==1 (rastas trumpiausias kelias i§ s i v)
go M

Pastebésime, kad paskutinysis algoritmas visada duoda atsakyma, jei lanku svoriai
yra neneigiami. Tam pakankama salyga, kad visoms virsinéms biitu tenkinama trikampio
nelygybe.

Yu,v,w;  d(u,v) < d(u, w) + d(w,v).

Kiek trumpai apie algoritma. Kiekvienas algoritmo Zingsnis prasideda nuo zymes M.
Pradedama nuo virsiines v, kuriai zinomas trumpiausias kelias nuo s. Kitaip tariant, jei
X[v] =1, tai T[v] = d(s,v) ir visos virsunés esancios kelyje [s, v] apibréziamos vektoriumi
H tenkina savybe:

Vu, Tl =1 = Tu| =d(s,u) NT[H[u]] = 1.

Pastebékime, kad pirmame zingsnyje virstinés v vietoje yra naudojama virsunée s, kuriai
trumpiausias kelias lygus nuliui. Tegu T'[u] = d(s,u), visoms pazymétoms virsunéms u.
Nagrinékime pazyméta virstine v, kuri parenkama, jei tenkinama salyga:

Tv] = min T[ul.
X [u]=0
Aisku, kad jei zinomas kelias, einantis per pazymétas virSunes, tai tuo paciu zinomas ir
trumpiausias kelias, kadangi priesingu atveju tai priestarauty virsunés v parinkimui. (Tare,
kad T'[v] > d(s,v), t.y. tare, kad kelias einantis per s i v néra trumpiausias, turime kelyje
sutikti nepazymétu virsuniu. Tarkime $i nepazyméta virsuné yra w, T[w| = 0. Tada,
Tw] = d(s,w) < d(s,v) < T[v], bet tai priestarauja v parinkimui.)

7.9 Medziai. Medziu savybés

Grafas, kuriame néra ciklu yra vadinamas misku. Susijes miSkas vadinamas medziu
(laisvuoju medziu). Jei grafas G yra miskas, tai z(G) = 0. Tarkime, kad u,v ne gretimos
grafo G virsunés ir v # (u,v) ¢ E. Jei grafas G + x turi tik viena paprasta cikla, tai
2(G + x) =1 ir toks grafas vadinamas subcikliniu.

Susijusiame grafe G yra tenkinama nelygybé: q(G) > p(G) — 1. Jei ¢(G) = p(G) — 1,
tai grafas vadinamas panasiu | medj.

Nurodysime, kokias savybes turi tenkinti grafas, kad jis butu medis.

15 Teorema Tarkime, kad G(V, E) yra grafas su p virsunémis, q briaunomis, k
jungumo komponentémis ir z paprastais ciklais. Be to tarkime, kad x yra briauna, jungianti
bet kokia pora negretimy virsiiniy. Tada tokie tvirtinimai yra ekvivalentis:

1. G yra medis, k(G) =1 A z(G) = 0;

2. Bet kokios dvi grafo virsinés sujungtos paprasta grandine, Yu, v, 3[u, v|;

3. G yra susijes grafas ir kiekviena briauna yra tiltas;

k(G)=1AVe€ E, k(G —e) > 1;
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4. G yra susijes grafas ir panasus | medj;

k(G) =1Aq(G) =p(G) - 1;
5. GG yra aciklinis grafas ir panasus | medj;

2(G) = 0N q(G) = p(G) — 1;
6. G yra aciklinis ir subciklinis grafas;

2(G) =0N2(G+x)=1;
7. G yra susijes, subciklinis ir nepilnas;
E(G)=1NG# K, ANp>3Nz(G+z)=1;

8. G yra panasus | medj ir subciklinis;

g G)=p(G)—1NG#K I UK3NG# KoUKz AN z(G+x)=1.

Sio teiginio irodymo nepateiksime.

Lapu vadinsime virsune, i§ kurios neiseina briauna. Kelias is Saknies i lapa vadinamas
Saka. Sutvarkyto medzio ilgiausia Saka vadinama medzio auksc¢iu. Mazgo lygiu vadinsime
atstuma nuo Saknies iki lapo. Si terminologija siejama su grafu praktiniais taikymais.

Isvada Kiekviename netrivialiame medyje egzistuoja bent du lapai.

©

Tarkime, kad G(V, F) yra medis. Kadangi medis susijes grafas, tai

Vu; € Vid(v;) > 1.

Tarkime priesingai. T.y. Yv; € {1,...,p},d(v) > 1. Tada

P
2q:Zd(v¢) >2(p—-1)+1>2p—1.
i=1
Bet g =p — 1, t.y. 2q=2p-2. Gauname priestaravima.
S

7.10 Orientuoti, sutvarkyti ir binariniai medziai. Medziu vaizdavimas

Orientuotu medziu vadinsime digrafa tenkinanti savybes:

1. BEgzistuoja vienintelé virsune (mazgas), kurio iéjimo laipsnis yra 0. Si virsine
vadinama saknimi;

2. Visu virstuniu iéjimo laipsniai lygu 1.

3. Ttarp Saknies ir bet kokios virstuneés egzistuoja kelias.
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16 Teorema Jei medis sutvarkytas, tai:
1.g=p—1;

2. jei sutvarkytame medyje briaunas paliksime neorientuotas, tai gausime laisvaji
medj;

3. sutvarkytame medyje néra ciklu;
4. egzistuoja vienintelis kelias jungiantis Saknj su bet kokia virsiine;

5. pografis, kurj sudaro virsiinés, pasiekiamos keliais iS virsiinés v yra sutvarkytas
medis su Saknimi v;

6. Jeigu laisvame medyje, bet kokia virsiine fiksuoti ir laikyti ja Saknimi, tai gausime
sutvarkyta med].

S

1. Kiekviena briauna jeina i kokia nors virSune. Bet tada

Vo e V\ {u},d"(v) =1,

Bet tada g =p — 1.

2. Tarkime, kad G sutvarkytas medis ir G’ gautas i§ G panaikinus pastarajame briaunu
orientacija, u— Saknis.

Tada Yvi,vy € V, J[v1,u]l € G’ A Ju,v3] € G'. Turime Yoy, vo vy, vo], taigi grafas G’
yra susijes. Bet remiantis paskutiniaja teorema- Sis grafas yra medis.

3. Sis atvejis isplaukia is 2.

4. Tarkime priesingai. T.y. grafe G tarp virSuniu u, v egzistuoja du keliai. Bet tada

grafe G’ egzistuoja ciklas. Priestaravimas.

5. Tarkime, kad G,— taisyklingas pografis, apibréztas vir§unémis, pasiekiamomis
keliais is v. Tada da (v) = 0, priesingu atveju mazgas v biitu pasiekiamas i§ mazgo v’ € G,.
Bet tada grafe GG, o tuo paciu ir G egzistuotu kontiiras. Bet tai priestarauja 3. Turime,
kad Vo' € G, \ {v}, dT(v') =1, kadangi G, C G. Visos G, vir§unés yra pasiekiamos is v.
Bet tai reiskia, kad GG, yra medis.

6. Tarkime, kad vir§tiné u yra Saknis ir lankai orientuoti nuo Saknies. Tada d*(u) = 0;
ir Vo € V' \ {u}, d*(v) = 1. Taigi grafas yra orientuotas medis.

2]

131



Binariniu medziu vadinsime aibe virsuniu, kurios arba tuscios arba kurios yra Saknys
su dvi susikertanciais binariniais medziais- kairiojo ir deSiniojo. Binarinis medis néra sut-
varkytas.

Kiekviena medi galima orientuoti parinkus viena virSune Saknimi. T.y. kiekviena
sutvarkyta medi galime sutvarkyti ivairiai. Be to, bet koki sutvarkyta medij galima iSreiksti
binariniu medziu, nurodant desiniji ir kairiji rysius. Beje, zemiau pateiktame pav. kairéje
puséje pateikiamas sutvarkytas medis, o desinéje jam atitinkantis binarinis medis.

Pangrinékime binariniu medziu reprezentavimo problema. Tarkime, kad n(p) at-
minties apimtis, reikalinga binariniam medziui vizualizuoti.
1. Kiekvienas mazgas aprasomas dydziu N([,r) apimanciu desSini ir kairi mazgus
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ir parametru ¢ reikalingu saugoti informacijai apie mazga. Medis charakterizuojamas
Saknimi. Charakteristika N apibréziama tokiu budu: N =records i : info;l,r,:T N
end record. Siai reprezentacijai reikalinga atpitis su apimtimi n(p) = 3p.

2. Visos virsuneés patalpinamos masyve ir visos pomedzio, kurio Saknis v, virStunes
saugomos iS karto po jos. Kartu su kiekviena virStine saugomas virsiinés indeksas. Medis
T apibréziamas tokiu budu: T : array [1...plJofrecord i : info;k : 1...p endrecord.
Siai reprezentacijai reikialinga atmintis lygi n(p) = 2p.

3. Vietoje sarysiu fiksuosime virsuniu specialius zymenis, pavyzdziui, tegu 0 reiskia
lapa, 1 reiSkia kad virStuné susieta kairiuoju rysiu, bet néra desSiniojo rysSio, 2 zymi, kad
yra deSinysis rysSys, bet néra kairiojo, o 3 yra abu rysSiai t.y. kairysis ir deSinysis. Medi
apibrézkime tokiu bidu: T : array [1...plof record i:info;d:0...3 endrecord. Siai
reprezentacijai reikalinga n(p) = 2p atmintis. Jei gu papildomai virsunés laipsnis zinomas i3
informacijos, kuri saugoma virsinéje, tai galima laipsnio taipogi nesaugoti atmintyje. Siuo
atveju medziu reiskimas gana kompaktiskas- reiskimui reikalinga atmintis yra n(p) = p.

Paprastai algoritmai, kuriuose nagriné¢jami medziai, negali apsieiti be klaidziojimo
medziuose. Visada medziuose galime klaidzioti rekursyviai, taciau toks paieskos biidas yra
neefektyvus. Zemiau pateikiame dazniausiai naudojamus klaidziojimus medziuose:

1. kairysis klaidziojimas-

a) patenkama i Sakni,

b) aplankomas kairysis pomedis,

c¢) aplankomas desinysis pomedis;

2. simetrinis (atvirkstinis) klaidziojimas -

a) aplankomas kairysis pomedis,

b) patenkama i Sakni,

c¢) aplankomas desinysis pomedis;

3. desSinysis klaidziojimas-

a) aplankomas kairysis pomedis,

b) aplankomas desinysis pomedis,

c) patenkama i Saknj.

Pateiksime simetrinio klaidziojimo, binariniame medyje, algoritma.

Iv: binarinis medis, r— Saknies nuoroda.

IS: simetrini klaidziojima atitinkanti virstiniu seka.

T =: 0; p:=r (pradzioje stekas tuscias, o p parodo medzio Sakni)
M : (virsuneés, kuria nurodo p analizé)

p = nil then

T = () then

stop(klaidziojimas baigtas )

end if

p < T (kairysis pomedis aplankytas)

yield p (eiliné virsuné )

p := p.r (pradedama klaidzioti deSiniajame pomedyje)
else

p — T (prisimenama virsuneé)

p := p.l (pradedamas klaidziojimas kairiajame pomedyje)
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e if
go — M

7.11 RusSiavimo medziai

Duomenu saugojimo bei ju paieskos mechanizmas paprastai vadinamas asociatyviaja
atmintimi (AA). Naudojant AA duomenys paprastai yra skirstomi i dalis (irasus), kurie
gali buti bet kokios prigimties ir bet kokio ilgio. Kiekvienas irasas susiejamas su raktu.
Raktas, tai kazkoks elementas i§ visiskai sutvarkytos aibés. Jis paprastai biina paprastas,
kompaktiskas ir patogus naudoti. Irasas yra pasiekiamas naudojantis raktu.

Pateiksime keleta AA pavyzdziu.

1. Zodynas arba enciklopedija paprastai yra skirstomi i irasus (stripsnius), o raktai,
tai straipsniu pavadinimai.

2. Adresu knyga: raktas yra abonento vardas, o irasas- informacija (tel numeris,
adresas).

3. Banku saskaita: raktas yra saskaitos numeris, o irasas- finansiné informacija.

Dirbant su AA turi buti galimybé atlikti tokius veiksmus:

1) prijungti papidoma irasa (rakta);

2) rasti irasa (rakta);

3) pasalinti jrasa (rakta)

Siu operaciju efektyvumas priklauso nuo duomenu, naudojamu AA struktiiros.

Aptarsime AA realizavimo metodika. Tiksliau kalbant, kaip yra panaudojamos duo-
menu strukturos AA isreiksti.

Yra naudojami:

1. Nesutvarkyti masyvai;

2. sutvarkyti masyvai;

3. rusiavimo medziai- binariniai medziai, kuriu kiekviena virsuné turi individualu
rakta, be to raktu reikSmes kairiajame pomedyje yra mazesnés uz virstiniu raktu reikSmes
desiniajame pomedyje.

4. Sef-lentelés.

Naudojant nesutvarkytus masyvus, algoritmai kuriu pagalba realizuojama asociatyvi
atmintis yra tokie:

1. operacija "prijungti” (irasa, rakta) realizuojama atliekant irasa masyvo pabaigoje;

2. operacija ”paieska ” (rakto, iraso) realizuojama tikrinant visus irasus (raktus).

3. operacija "pasalinti ” (rakta, irasa) realizuojama perziurint visus irasus, o po to,
pasalinus irasa visus likusius perstumiame per viena pozicija i prieki.

Panagrinésime algoritmus, kuriuose realizuojama riisiavimo medzio operacija.

Naudojant sutvarkytus masyvus, kuriais reiSkiama AA iraSo paieskos operacija turint
sio jraso rakta vidutiniskai trunka O(log, n), n irasu kiekis.

Binarinis algoritmas

Iv: Sutvarkytas masyvas A : array [1...n|ofrecord k : key;i : info endrecord,;
raktas a : key.

ISv: iraso indeksas kai zinomas raktas a masyve A arba iSvedamas 0, jei iraso su tokiu
raktu neéra.

b:=1 (masyvo dalies pradinis indeksas, kai atlickama paieska)
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e := n (masyvo dalies pabaigos indeksas, kai atlickama paieska))
while b < e do

c:= @ (tikrinamo elemento indeksas)
if Alc].k < a then

e :=c— 1 (tesiame paieska pirmoje puséje)
else if A[c|.k < a then

b:=c+ 1 (tesiame paieska antroje puséje)
else

return c (rado ieskoma rakta)

end while

return 0 (ieskomo rakto néra masyve)

Pateiksime algoritma, kuriuo realizuojama virsinés su nurodytu raktu, paieska rusia-
vimo medyje.

Virsunés paieska riusiavimo medyje

Iv: rusiavimo medis 7', virSuneés raktas a.

ISv: rastos virsunés rodiklis (nuoroda) p arba nil, jei néra rakto a.

p:=T (nuoroda i tikrinama virsune)

while p # nil do

ifa < p.i then

p = p.l (tesiama paieska is kairés)

else if a > p.i then

p := p.r (tesiama paieska i$ desinés)

else

return p (virsuné rasta )

end if

end while

Aptarsime algoritma, kurio déka atliekami iraSymai i rusiavimo medi. Jeigu virsuné
su nurodytu raktu jau yra, tai irasas neaklickamas.

Pradzioje aprasykime virsunés kurimo funkcija ” NewNode.”

Iv: raktas a.

ISv: nuoroda p i sukurta virstune.

new(p); p.i = a;p.l ;= nil; p.r := nil

return p

Iv: rusiavimo medis T, su nuoroda i virstune; raktas a.
ISv: modifikuotas rusiavimo medis.

if T' = nil then

T := NewNode(a) (pirma virsuné medyje)

return’’

end if

p :=T (nuoroda i dabartine virsune)

M : (analizé dabartinés virsunes)

if a < p.i then
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if p.l =nil then

q := NewNode(a) (sukuriame nauja virsune)
p.l ;= q (prijungiame ja prie p i3 kairés)
return’’

else

p = p.l(ieskome vietos jrasams i kaires)
goto M

end if

end if

if a > p.i then

if p.l = nil then

q := NewNode(a) (sukuriame nauja virsune)
p.r:= q (prijungiame ja prie p i§ desinés)
return’’

else

p := p.r(ieskome vietos irasams i kairés)
goto M

end if

end if

return 7T’

Paskutinysis iraSymo algoritmas analogiskas paieskos algoritmui: medyje yra ieSkoma
tokia virsune, kuri turi laisva rysi ir prie pastarojo jungiame nauja virsune taip, kad butu
islaikyta rusiavimo medzio struktura. T.y. jei naujas raktas mazesnis negu nagrinéjamas,
tai nauja virSine galime prijungti iS kairés arba reikia rasti kita tinkama vieta is kaires.
Analogiskai daroma i$§ deSinés, jei raktas didesnis.

Nagrinésime virsunés pasalinimo (iStrynimo) algoritma. Pries tai aprasykime dvi pa-
pildomas proceduras.

Procediira Find

Iv: rusiavimo medis 7', su nuoroda i virsune; raktas a.

ISv: p— nuododa i rasta virStune arba nil- jei medyje néra tokio rakto; ¢ nuoroda i
virgunés "téva” p, s— budas virsunei ¢ prijungti prie virsunés p(s = —1, jei p i§ kairés nuo
q; s = +1, jei p i8 desinés nuo ¢, s = 0, jei p Saknis.)

p:=T;q:=nil;s:=0

while p #nil do

ifp.i = athen

returnp, q, s

end if

q := p (iSsaugoma reiksmé p)

if a < p.i then

p = p.l;s := —1(paieska i3 kaires)

else

p = p.r;s := +1(paieska i§ desineés)

end if
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p3—

end while

Procediira Delete
Iv: pl— paSalinamos virsunés nuoroda, p2— virSunés prie kurios jungiama nuoroda;
jungiamos vir§unés nuoroda; s— jungimo budas

ISv: pertvarkytas medis

if s = —1then

p2.0 := p3 (prijungiame i3 kairés)
end if

if s = +1then

p2.r := p3 (prijungiame is kairés)
end if

dispose(pl) (pasalina mazga)

Aptarsime virsuniu pasalinimo (trinimo), i§ rusiavimo medzio, algoritma.
Iv: rusiavimo medis T, nuoroda i Sakni, raktas a.
Isv: modifikuotas rusiavimo medis.

Find(T, a, p, q, s) (paieska Salinamos virsunés )
if p = nil then

returnT (néra tokios virsuneés, veiksmas neatliekamas)
end if

if p.r = nil then

Delete(p, q,p.l,s) (zr pav. a)

else

u:i=p.r

if u.l =nil then

u.l =p.l

Delete(p, q, u, s) (zr pav. b)

else

wi=u;v = u.l

while v.l #bf nil do

w = uyv = u.l

end while

p.i := v.i (prijungiame ja prie p i$ kairés)
Delete(v, w,v.r,—1)(zr pav. c)

end if

end if

returnT
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Virstune paSalinant yra pertvarkomas visas rusiavimo medis. Aptarkime visus tris
galimus atvejus.

1. Desinioji Salinamos virsunés p Saka yra tuscia (911a. ) Siuo atveju kairysis virstuneés
p pomedis 1 prijungiamas prie giminingos virstinés ¢ i§ tos pacios puseés, iS kurios buvo
pajungta virsune p.

2. desinioji Salinamos virsuneés Saka yra netusé¢ia ir jungiasi su virsune u, kurios kairioji
pusé yra tuscia (911b). Siuo atveju virsuneés p kairysis pomedis 1 prijungiamas prie virsuneés
u i$ kairés, o pati virSuné u pajungiama prie giminingos vir§unés ¢ iS tos pusés i kurios
buvo pajungta virsuné p.

3. Desinioji virsunes p Saka netuscia ir jungiasi su virStine u, kurios kairioji Saka taip
pat netuscia. Kadangi medis baigtinis, tai tai i virSunés u galima nusileisti iki virstunes
v, kurios kairoji 8aka tuscia (zr. pav.). Siuo atveju atliekamos dvi medzio transformacijos.
I8 pradziu, informacija virsunéje p kei¢iama virsunés v informacija. Kadangi virsuné v yra
desiniajame virstinés p pomedyje ir virstunes u kairiajame pomedyje, be to p.i < v.i < u.i.
Taigi, rusiavimo medzio savybeés yra tenkinamos. Pastebésime, kad desSinysis v virStines 4
pomedis prijungiamas i$ kairés prie virsunés w, o pati vir§uné v yra pasSalinama. Kadangi
4pomedis priklausé virSunés w kairiajam pomedziui, tai rusiavimo medzio savybés yra
tenkinamos.

Pazymeékime trumpiniais operacija:
vy s — ..

J— 7prijungimo” operacija

P— 7paieskos” operacija

S— pasalinimo operacija

NSM-nesutvarkytas masyvas; SM- sutvarkytas masyvas; RM- rusiavimo medis.
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operacija | NSM | SM RM

J o1) | o) O(log, ) ... O(n)
P On) | O(logyn) | O(logyn)...O0(n)
S On) | Om) O(logy n) ... O(n)

Operaciju efektyvumas yra apribotas medzio auksciu.

7.12 Islyginti ir subalansuoti medziai

Sutvarkytas medis vadinamas islygintu medziu jei visos vir§uneés, kuriu laipsnis mazes-
nis negu 2 issidéste tame paciame arba dviejuose paskutiniuose lygiuose. Tarkime, kad p
yra virSuniu skaicius. Tada islygintam medziui egzistuoja aukscio h minimali reikSmeé,
salygota virstiniu skaiciaus.

16 Teorema Jei medis islygintas, tai

logo(p+1) — 1 < h <logy(p+1).

S/
Tarkime, kad medzio lygis yra ¢. Tada Siame lygis maksimalus virsuniu skaic¢ius yra

2t Vadinasi
h-1 hoo
Y 2<p<y 2
i=0 i=0

I$ paskutiniuju nelygybiu isplaukia, kad 2" — 1 < p < 2"+ — 1 arba 2" < p+1 < 21,
Logaritmuodami gauname

h <logy(p+1) ANh+1>logy(p+1).

Taigi, log,(p+ 1) < h < logy(p + 1).
D

Binarini medi vadinsime subalansuotu medziu jei bet kokio, to paties lygio kairiojo ir
desiniojo pomedziu virsuniu auksciai skiriasi ne daugiau negu vienetu. Zemiau pateikiamas
grafinis subalansuoto medzio pavyzdys.
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17 Teorema Jei medis subalansuotas, tai h < 2logs p.

©

Panagrinékime medi, kurio bet kokio kairiojo pomedzio aukstis vienetu didesnis negu
desiniojo aukstis. Jei fiksuosime virsuniu skai¢iu, tai tarp visu subalansuotu medziu,
turinciu ta pati virstiniu skaiciu, tokie medziai turés didziausia auksti. Pazymeékime sim-
boliu P, — virsuniu skaiciu tokiame medyje, kai aukstis h. Tada P, = P,_1+ P,_s+ 1, be
to Ph =1, P, =2, P, =4. Parodykime, kad P, > \/§h. Naudosime indukcijos metoda.
Turime, kad Py =1 > \/50. Taigi, aibé tu h kuriems nagrinéjama nelygybé teisinga yra
netuscia. Pazymeékime siu h aibe T. Tegu h € T. Tada P, > ﬂh. Parodykime, kad ir
h+1eT.

Posi =Py +DPhy +1>(V2)"+ (V2)" T+ 1= (V2)"(1+

<[
(\»)
—~
S
SN—

>

1
V2" (1 +—) > (V2)"V2 = (V2)" .
V2
h
Taigi, visiems h € Ny, P, > V2 .
h
Turime, kad v/2 < Py, vadinasi h/2 <log, Pp arba h < 2log, p, kadangi P, = p, ¢ia
p yra virsuniu skaicius.
S
Pastebésime, kad subalansuotuose medziuose paieska atliekama lé¢iau negu iSlygin-
tuose medziuose. Taciau praktikoje daznai rtusiavimo medzius geriau reiksti subalansuo-
tais medziais, kadangi yra zinoma daug algoritmu, kuriuos naudojant virsuniu trinimui
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arba iraSymui yra islaikomas medzio subalansuotumas ir kas svarbu transformuojant medi
transformuoti reikia ne visas virsunes.

7.13 Ciklai

Tarkime, kad grafas yra jungus. Tada grafo pjuviu vadinsime briaunu aibe, kurias
pasalinus i§ grafo gaunamas nejungus grafas. Pjuvis bus vadinamas paprastu, jei neegzis-
tuoja Sios aibés poaibio, kuris yra pjuvis. Kuo daugiau grafe ciklu, tuo sunkiau grafa
iSskaidyti i dvi nesusijusias dalis. Tuo tarpu medzio bet kokia briauna yra pjuvis.

Jungu grafa vadinsime Filerio grafu, jei egzistuoja siame grafe ciklas, kuriam priklauso
visos grafo briaunos tik po viena karta (kelis kartu briauna néra aplankoma apeinant cikla).
Pati cikla vadinsime FEilerio ciklu. Aisku, kad Eilerio ciklui priklauso ne tik visos briaunos
bet ir visos virsunés. Jei grafe egzistuoja grandiné, kuriai priklauso visos skirtingos grafo
virsuneés, tai tokia grandiné vadinama Filerio grandine.

18 Teorema Jei grafas G yra netrivialus ir jungus, tai zemiau pateikti tvirtinimai
yra ekvivalentus:

1) G yra Eilerio grafas;

2) kiekviena grafo G virsuné turi lyginj laipsni;

3) ciklo G briaunu aibe galima iSskaidyti i paprastus ciklus.

©

1 = 2 Tarkime, kad Z yra Eilerio ciklas. Judédami Siuo ciklu skaiciuosime virstniu
laipsnius. Nesunku suprasti, kad aplanke virSune, jos laipsni padidiname 2. Tad kiek
bebiitu briaunu aibéje Z aplankius jas visas ir sudéje visu virsuniu laipsnius gausime, kad
Siu laipsniu suma- lyginis skaicius.

2 = 3 G yra netrivialus ir jungus, taigi Vv,d(v) > 0. Vir§uniu laipsniai yra lyginiai,
vadinasi Vv, d(v) > 2. Vadinasi:

2= d(v)>2p=qg>p=>qg>p—1

Matome, kad grafas G yra ne medis, vadinasi egzistuoja bent vienas paprastas ciklas Z;.
Tada aibé G — Z; yra pografis, kuriame vél visos vir§unés turi lygini laipsni. Pasalinkime
izoliuotas virstnes. Tokiu budu aibée G—Z; tenkina salyga 2. Vadinasi egzistuoja paprastas
ciklas Zo C G — Z;. Toliau isskiriame cikla Z;, tol, kol grafas bus netuscias. Turime:
E=0ZirnZ; =0.

3 = 1 Imkime koki nors skaidini Z; i§ auksciau sudaryto skaidinio. Jei Z; = FE, tai
teorema irodyta. Priesingu atveju egzistuoja ciklas Z; toks, kad

Elvi(vi € Z; Nv; € Zj),

nes grafas susijes. Kelias Z; U Z,yra ciklas ir jam priklauso visos briaunos po viena
karta. Jei Z1 U Zy = F, tai teorema irodyta. Jei ne, tai egzistuoja ciklas Zj toks, kad
Jvg, (vj € Z; U Z; Avg € Z3). Toliau mes didinsime Eilerio cikla, kol neapims viso skaidinio.
S
Pateiksime algoritma, kurio déka galima nustatyti Eilerio cikla, jei zinoma, kad grafas
- Eilerio.

142



Iv. Eilerio grafas G(V, '), apibréztas sarasu virsuniuy I'(v), nurodant Vv su $ia virsune
visas gretimas virsunes.

ISv. Eilerio ciklo virsuniu seka.

S := () (virstiniu saugojimo aibé (stekas))

select v € V (laisvai pasirenkame virsune)

v — S (priskiriame virsune aibei 5)

while S # () do

ve—S;v— 8

if I'(v) = (fthen

v+ S yield v

else

select u € I'(v) (pasirenkame pirma virsune i$ gretimu virsuniu aibeés)

u — S(padedame virsune i aibe)

[(v) :=T() \ {u};T(u) :=T\ {v} (pasaliname briauna (u,v))

end if

end while

Pastaba. Pradedame nuo bet kokios virstines konstruojame kelia, pasalindami briau-
nas ir isimindami vir§tines aibéje S iki tol, kol eilinés virstuneés gretimu virstuniu aibé bus
tuscia, o tai reiks, kad kelio testi negalime. Pastebésime, kad taip elgdamiesi mes butinai
pasieksime virstine nuo kurios pradéjome, kadangi prieSingu atveju gautume, kad virsuné
v turi nelygini laipsni. Tad i§ grafo buvo Salinamos briaunos, o virsunés buvo saugomos
aibéje S.

Be irodymo pateiksime idomu rezultata.

19 Teorema Tarkime, kad G(p) yra visu grafu, turin¢iu p virsuniu, aibé, o E(p) C
G(p) yra Eilerio grafai. Tada

i [E®)

=0.
p—oe |G(p)]

Grafa vadinsime Hamiltono grafu, jei egzistuoja grandiné, kuriai priklauso visos grafo
vir§tines po viena karta. Hamiltono grandinei priklauso nebiitinai visos briaunos. Jei
grandiné yra ciklas, tai Sis ciklas vadinamas Hamiltono ciklu.

20 Teorema Tarkime, kad Yv € V,d(v) > p/2. Tada grafas G(V, E) yra Hamiltono
grafas.

©

Tarkime prieSingai. T.y. 8§i savybeé tenkinama, bet grafas néra Hamiltono grafas.
Prijunkime prie grafo G minimalu virsuniu skai¢iu ug, . ..u, tokiu, kad grafas G’ := G +
u1+...+u, butu Hamiltono grafas. Tegu v, uq,w, ..., v yra Hamiltono ciklas grafe G’ uy ¢
G,v € G. Tokia pora u,v butinai egzistuoja, kadangi priesingu atveju G butu Hamiltono
grafas. Tada w € G,w ¢ {uq,...,u,} kadangi priesingu atveju u; biitu nereikalinga. Be
to virstune v gretima virstunei w, kitu atveju u; btitu nereikalinga.

Jeigu cikle v, uy,w, ..., v, u’,... v egzistuoja virsuné w’ gretima virstunei w, tai virsuné
v’ negretima su virsune v, kadangi prieSingu atveju galima butu sudaryti Hamiltono cikla
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v,u,w,...,v,u, ... v be virSinés uy, paémus virsunes w,...,v" atvirkscia tvarka. Tad
gauname, kad grafo G’ vir§tniu, negretimu virgtnei v skai¢ius ne mazesnis negu skaic¢ius
vir§uniu, gretimu virsunei w. Bet kiekvienai grafo virsunei w € G turime, kad d(w) >
p/2+nir d(v) > p/2 + n.

Bendras virstuniu, gretimu ir negretimu virstiniu skaicius, virsunei v yra lygus n+p—1.
Taigi:

n+p—1=d)+dV)>dw)+dwv) > g+n+g+n:2n+p.
Kadangi nelygybé 0 > n + 1 yra klaidinga, tai prielaida taip pat klaidinga.

S¥
21 Teorema Tarkime, kad G(p) yra visu grafu, turinc¢iu p virguniu, aibé, o H(p) C
G(p) yra Hamiltono grafai. Tada

i @)

= 1.
oo |G(p)|

Taigi, asimptotiskai beveik visi grafai yra Hamiltono grafai.
Uzdaviniai

1. Naudodami grafu teorijos savokas aprasykite ekvivalentumo sarysi kokioje nors
baigtinéje aibéje.
. Irodykite, kad jei grafas netrivialus, tai egzistuoja to paties laipsnio vir§unés.
3. Irodykite, kad jei f yra netiesinés tvarkos sarysis, tai grafas neturi kontiru.
4. Trodykite, kad jei 6(G) > @ tai grafas susijes.
5. Nupieskite visu medziu, turin¢iu 7 virStnes, diagramas.

[\)
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