
VIII. INTEGRALAI

8.1 Apibrėžtinio integralo apibrėžimas

Tarkime, kad funkcija y = f(x) yra tolydi intervale [a, b].
Padalinkime intervala

‘
[a, b], n taškais, kurie tenkina sa

‘
ryšius:

a = x0 < x1 < . . . xn−1 < xn = b.

Šia
‘

tašku
‘

aibe
‘

vadinsime intervalo [a, b] skaidiniu. Kitaip tariant, jei duotas intervalo [a, b]
skaidinys, tai apibrėžiamas ir intervalo suskaidymas i

‘
poaibius, kuriu

‘
sa

‘
junga yra lygi visam

intervalui. Atkreipsime dėmesi
‘

i
‘

tai, kad intervalu
‘

ilgiai nebūtinai vienodi.
Pažymėkime

x1 − x0 = ∆x1, x2 − x1 = ∆x2, . . . , xn − xn−1 = ∆xn.

Be to, Ij = [xj−1, xj), j = 1, . . . , n− 1, ir In = [xn−1, xn].
Tarkime, kad funkcija yra tolydi. Tegu Mj,mj yra funkcijos y = f(x) didžiausia ir mažiausia

reikšmės intervaluose Ij, j = 1, . . . , n, mj = minx∈Ij f(x), Mj = maxx∈Ij f(x).
Sudarykime sumas

Sn =
n∑
i=1

Mi∆xi

ir

sn =
n∑
i=1

mi∆xi.

Šias sumas vadinsime funkcijos y = f(x) viršutine ir apatine integralinėmis sumomis, atitinka-
mai.

Akivaizdu, kad mi ≤ Mi, i = 1, . . . , n. Bet tada ir sn ≤ Sn. Pastebėkime, kad m ≤
mi, ir Mi ≤M, i = 1, . . . , n. Tada

sn ≥ m∆x1 +m∆x2 + · · ·+m∆xn = m(b− a)

ir
Sn ≤M∆x1 +M∆x2 + · · ·+M∆xn = M(b− a).

Iš paskutiniu
‘
ju

‘
dvieju

‘
nelygybiu

‘
ǐsplaukia nelygybė:

m(b− a) ≤ sn ≤ Sn ≤M(b− a).

Tarkime, kad taškai ξi ∈ Ii, i = 1, . . . , n. Sudarykime suma
‘

Σn = f(ξ1)∆x1 + · · ·+ f(ξn)∆xn =
n∑
i=1

f(ξi)∆xi. (1)

(1) suma yra vadinama funkcijos y = f(x) integraline suma, intervale [a, b]. Pastebėsime, kad
teisingos nelygybės:

mi∆xi ≤ f(ξi)∆xi ≤Mi∆xi.

Iš paskutiniu
‘
ju

‘
nelygybiu

‘
ǐsplaukia, kad

n∑
i=1

mi∆xi ≤
n∑
i=1

f(ξi)∆xi ≤
n∑
i=1

Mi∆xi

arba
sn ≤ Σn ≤ Sn. (2)
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Nesunku suprasti, kad integralinė suma In priklauso nuo intervalo skaidinio ir tašku
‘
ξi, i =

1, . . . , n parinkimo. Pati
‘

didžiausia
‘

skaidinio intervala
‘

pažymėkime simboliu ∆. T.y. ∆ =
∆(n) = max

1≤i≤n
∆i.

Aǐsku, kad bet kokiam intervalo skaidiniui ir laisvai pasirinktiems taškams ξi ∈ Ii mes galime
sudaryti integraline

‘
suma

‘

Σn =
n∑
i=1

f(ξi)∆xi.

Tarkime, kad mes nagrinėjame kokia
‘

nors intervalo [a, b] skaidiniu
‘

seka
‘
, kurios ∆ → 0, kai

n→∞. Beje, kaip ir anksčiau ξi ∈ Ii. Tarkime, kad taip sudarytai skaidiniu
‘
sekai, ja

‘
atitinkanti

integraliniu
‘

sumu
‘

seka turi riba
‘
, t.y.

lim
∆→0

n∑
i=1

f(ξi)∆xi = S.

Jeigu šios sekos riba egzistuoja ir nepriklauso nei nuo intervalo [a, b] skaidiniu
‘

sudarymo
(skaidinio tašku

‘
parinkimo), nei tašku

‘
ξi ∈ Ii parinkimo, tai šia

‘
riba

‘
vadinsime funkcijos y =

f(x) apibrėžtiniu integralu, intervale [a, b] ir žymėsime simboliu

b∫
a

f(x)dx.

Taigi

lim
∆→0

n∑
i=1

f(ξi)∆xi =

∫ b

a

f(x)dx. (3)

Vadinasi apibrėžtinis integralas, intervale [a, b], yra sumos apibendrinimas. Jeigu funkcijai
y = f(x) teisinga (3) lygybė, tai funkcija bus vadinama integruojama intervale [a, b].

Pavyzdys Iš integralo apibrėžimo ǐsplaukia akivaizdi integralo geometrinė interpretaci-
ja. Funkcijos f(x) = y integralas, intervale [a, b] yra plotas srities, kuria

‘
riboja Ox ašis ir

nagrinėjamos funkcijos grafikas. Beje, atkreipsime dėmesi
‘
, kad šiuo atveju plotas gali i

‘
gyti ir

neigiama
‘

skaitine
‘

reikšme
‘
!

Panagrinėkime du atvejus.
a) Tarkime, kad funkcija i

‘
gyja tik teigiamas reikšmes intervale [a, b]. Tada šios funkcijos

integralas intervale [a, b] sutampa su plotu srities, kuria
‘

riboja funkcijos grafikas ir Ox ašis 1
pav.

b∫
a

f(x)dx = S.

1 pav.
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b) Jei funkcija integruojamame intervale i
‘
gyja skirtingu

‘
ženklu

‘
reikšmes, tai šiuo atveju

integralo reikšmė sutampa su plotu
‘
, skirtingus ženklus i

‘
gyjančiose dalyse skirtumu, 2 pav.

b∫
a

f(x)dx = S1− S2.

2 pav.

Žinome, kad jei riba egzistuoja, tai ir bet kokio posekio riba yra ta pati. Remdamiesi šia
ribos savybe gauname, kad

lim
∆→0

n∑
i=1

mi∆xi =

b∫
a

f(x)dx

ir

lim
∆→0

n∑
i=1

M∆xi =

b∫
a

f(x)dx.

Pasirodo, kad

Teorema 1. Jeigu funkcija y = f(x) yra tolydi intervale [a, b], tai tada šiame intervale funkcija
yra integruojama.

Pastaba Tarkime, kad duotas integralas

b∫
a

f(x)dx.

Susitarkime žymėti
b∫

a

f(x)dx = −
a∫
b

f(x)dx.

Be to laikysime, kad
a∫
a

f(x)dx = 0.

Pastaba Atkreipsime skaitytojo dėmesi
‘

i
‘

tai, kad jei funkcija turi trūkio taškus intervale,
kuriame skaičiuojame integrala

‘
, tai šiuo atveju integralas skaičiuojamas truputi

‘
kitaip. Šia

‘

situacija
‘

nagrinėsime kiek vėliau.
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8.2 Apibrėžtinio integralo savybės

1. Savybė

b∫
a

kf(x)dx = k

b∫
a

f(x)dx.

Šios savybės i
‘
rodymas ǐsplaukia ǐs ribu

‘
savybiu

‘
(konstanta

‘
galima ǐskelti prieš ribos ženkla

‘
).

2. Savybė

	

b∫
a

(
f(x) + g(x)

)
dx =

b∫
a

f(x)dx+

b∫
a

g(x)dx.

Remdamiesi ribu
‘

savybėmis gauname, kad

b∫
a

(
f(x) + g(x)

)
dx = lim

∆→0

n∑
i=1

(
f(ξi) + g(ξi)

)
∆xi =

lim
∆→0

n∑
i=1

f(ξi)∆xi + lim
∆→0

n∑
i=1

g(ξi)∆xi =

b∫
a

f(x)dx+

b∫
a

g(x)dx.

⊕
3. Savybė Tarkime, kad visiems x ∈ [a, b], f(x) ≤ ϕ(x). Tada

b∫
a

f(x)dx ≤
b∫

a

ϕ(x)dx.

	
Nagrinėsime skirtuma

‘
:

b∫
a

ϕ(x)dx−
b∫

a

f(x)dx =

b∫
a

(
ϕ(x)− f(x)

)
dx =

lim
∆→0

n∑
i=1

(
ϕ(ξi)− f(ξ)i)

)
∆xi. (5)

Pastebėsime, kad skirtumai ϕ(ξi) − f(ξi) ≥ 0 ir be to ∆xi ≥ 0, i = 1 . . . , n. Tada ir (5)
riba turi šia

‘
savybe

‘
, t.y.

0 ≤
b∫

a

(
ϕ(x)− f(x)

)
=

b∫
a

ϕ(x)dx−
b∫

a

f(x)dx.

Iš paskutiniu
‘
ju

‘
nelygybiu

‘
ǐsplaukia teoremos i

‘
rodymas.

⊕
4. Savybė Tarkime, kad y = f(x) yra tolydi funkcija intervale [a, b]. Tada

m(a− b) ≤
b∫

a

f(x)dx ≤M(b− a),
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m,M yra funkcijos mažiausia ir didžiausia reikšmės, intervale [a, b].

	
Turime, kad m ≤ f(x) ≤M, visiems x ∈ [a, b]. Remdamiesi 3. savybe gauname, kad

b∫
a

mdx ≤
b∫

a

f(x)dx ≤
b∫

a

Mdx. (6)

Bet
b∫
a

mdx = m(b − a) ir
b∫
a

Mdx = M(b − a). I
‘
raše

‘
paskutiniasias lygybes i

‘
(6) nelygybe

‘

gauname teoremos i
‘
rodyma

‘
.

⊕

5. Savybė Tarkime, kad funkcija y = f(x) yra tolydi intervale [a, b]. Tada egzistuoja
taškas ξ ∈ [a, b], toks, kad

b∫
a

f(x)dx = (b− a)f(ξ).

	
Kaip paprastai tarkime, kad m ir M yra funkcijos mažiausia ir didžiausia reikšmės intervale

[a, b]. Remdamiesi 4. savybe gauname, kad

m ≤ 1

b− a

b∫
a

f(x)dx ≤M.

Pažymėkime

1

b− a

b∫
a

f(x)dx = µ, m ≤ µ ≤M.

Funkcija y = f(x) yra tolydi intervale [a, b], taigi, ši funkcija i
‘
gyja visas reikšmes ǐs intervalo

[m,M ]. Vadinasi, egzistuoja ξ ∈ [a, b] toks, kad f(ξ) = µ. Taigi

b∫
a

f(x)dx = f(ξ)(b− a).

⊕
Pavyzdys Funkcijos y = f(x) vidurkiu f, intervale [a, b], vadinsime toki

‘
skaičiu

‘
:

1

b− a

b∫
a

f(x)dx = f.

5. Savybė Tarkime, kad a ≤ c ≤ b. Tada teisinga lygybė:

b∫
a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dx,

jeigu pastarieji integralai egzistuoja.
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Pastebėsime, kad 6. savybės formuluotėje nebūtina reikalauti, kad būtu
‘

teisingi sa
‘
ryšiai

a < c < b, t.y. galime šia
‘

savybe
‘

formuluoti bet kokiems trims taškams a, b, c. Tikimės, kad
skaitytojas pats tuo i

‘
sitikins.

Remdamiesi pateiktu intergralo apibrėžimu apskaičiuokime integrala
‘
:

3∫
0

(x− 5)dx.

Suskaidome intervala
‘

[0, 3] n vienodo ilgio ∆x = 3
n
, intervalais. Šiu

‘
intervalu

‘
galiniai taškai

0, 3
n
, 2 · 3

n
, 3 · 3

n
, . . . , (n− 1) · 3

n
, 3. Matome, kad minėtame intervale funkcija i

‘
gyja neigiamas

reikšmes. Sudarome integraline
‘

suma
‘
:

Sn =
3

n
f
( 3

n

)
+

3

n
f
(

2 · 3

n

)
+ · · ·+ 3

n
f
(
n · 3

n

)
.

Kadangi funkcija yra neigiama, tai gausime neigiama
‘
šio integralo reikšme

‘
. Užraše

‘
integraline

‘

suma
‘

funkcija
‘

ǐsreikštine forma, t.y f(u) = u− 5 gauname

Sn =
3

n

(( 3

n
− 5
)

+
(
2 · 3

n
− 5
)

+ · · ·+
(
n · 3

n
− 5
))

=

3

n

(
− 5n+

3

n
(1 + 2 + · · ·+ n)

)
=

3

n

(
− 5n+

3

n

n(1 + n)

2

)
= −15 +

9

2
(1 +

1

n
).

Vadinasi
lim
n→∞

Sn = −10, 5.

Pastarasis skaičius yra integralo reikšmė.
Matome, kad netgi labai paprastos funkcijos apibrėžtinis integralas, remiantis apibrėžimu,

skaičiuojamas gana sudėtingai. Nesunku suprasti, kad norint suskaičiuoti sudėtingesnės funkci-
jos apibrėžtini

‘
integrala

‘
, remiantis apibrėžimu, tektu

‘
gerokai pavargti, o dažnai skaičiavimas

būtu
‘

labai sudėtingas. Kitame skyrelyje aptarsime metoda
‘
, kuriuo remdamiesi skaičiuosime

apibrėžtini
‘

integrala
‘

naudodamiesi ne ribos sa
‘
voka, bet ǐsvestine.

8.3 Pirmykštė funkcija. Niutono Leibnico formulė

Apibrėžimas Funkcija
‘
F (x) vadinsime funkcijos f(x) pirmykšte funkcija, jeigu teisinga

lygybė
F ′(x) = f(x).

Tarkime žinome funkcijos f(x) kokia
‘

nors pirmykšte
‘

funkcija
‘
F (x). Tada funkcija F (x) +

1 taip pat yra pirmykštė funkcija funkcijai f(x). Dar daugiau, jei prie pirmykštės funkcijos
pridėsime bet kokia

‘
konstanta

‘
, tai gautoji funkcija F (x) + c irgi bus pirmykštė funkcijai f(x),

kadangi F ′(x) + c′ = f(x).
Teisinga tokia

Teorema 2. Jeigu F1(x) ir F2(x) yra dvi funkcijos f(x) pirmykštės funkcijos intervale (a, b),
tai šios funkcijos skiriasi konstanta, t.y.

F1(x)− F2(x) = c.

	
Remdamiesi pirmykštės funkcijos apibrėžimu gauname, kad esant teoremos prielaidoms

teisingos lygybės: {
F ′1(x) = f(x),

F ′2(x) = f(x),
x ∈ [a, b]. (7)
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Pažymėje
‘
ϕ(x) = F1(x)− F2(x), ǐs (7) lygybės gauname, kad

ϕ′(x) =
(
F1(x)− F2(x)

)
≡ 0, x ∈ [a, b].

Remdamiesi funkcijos pastovumo požymiu gauname, kad paskutinysis skirtumas yra lygus
konstantai, visiems x ∈ [a, b].

⊕
Iš paskutiniosios teoremos ǐsplaukia, kad jei žinoma kokia nors funkcijos f(x) pirmykštė

funkcija F (x), tai bet kokia kita funkcijos F (x) pirmykštė funkcija G(x) = F (x) + c, čia c yra
konstanta.

Nagrinėsime integrala
‘

Φ(x) =

∫ x

a

f(t)dt, x ∈ [a, b]. (8)

Kitaip tariant, nagrinėjamas integralas yra kintamo ploto (arba kintamu
‘

plotu
‘

skirtumo prik-
lausomai nuo funkcijos ženklo) funkcija. Kadangi funkcija y = f(x) yra tolydi, tai ir funkcija
Φ(x) taip pat yra tolydi (i

‘
rodykite). Teisinga tokia teorema

Teorema 3. Tarkime, kad funkcija y = f(x) yra tolydi intervale [a, b]. Tada (8) lygybe apibrėžtos
funkcijos Φ(x) ǐsvestinė yra lygi funkcijai f(x).

	
Suskaičiuokime funkcijos Φ(x) ǐsvestine

‘
. Turime, kad

Φ′(x) = lim
∆→0

Φ(x+ ∆x)− Φ(x)

∆x
=

lim
∆→0

∫ x
a
f(t)dt+

∫ x+∆x

x
f(t)dt−

∫ x
a
f(t)dt

∆x
= lim

∆→0

∫ x+∆x

x
f(t)dt

∆x
. (9)

Pasinaudoje
‘

5. savybe gauname, kad egzistuoja taškas µ toks, kad teisinga lygybė;∫ x+∆x

x

f(t)dt = f(µ)∆x, µ ∈ [x, x+ ∆x].

Pastebėsime, kad jei ∆x→ 0, tai µ→ x. Kadangi funkcija f(x) yra tolydi intervale [a, b], tai

lim
∆x→0

f(µ) = lim
µ→x

f(µ) = f(x).

Remdamiesi paskutiniaisias sa
‘
ryšiais, ǐs (9) gauname

Φ′(x) = lim
∆x→0

∆Φ(x)

∆x
= lim

∆x→0

f(µ)∆x

∆x
= f(x).

⊕
Iš paskutiniosios teoremos ǐsplaukia, kad funkcija Φ(x) yra viena ǐs funkcijos f(x) pirmykščiu

‘

funkciju
‘
. Kadangi funkcijos f(x) visos pirmykštės tesiskiria konstanta, tai tada pažymėje

‘

funkcijos f(x) pirmykšte
‘

funkcija
‘
F (x), gauname F (x) = Φ(x) + c.

Teorema 4. Teorema (Niutono-Leibnico formulė) Tarkime, kad F (x) yra funkcijos f(x) pirmykštė
funkcija, beje, f(x) yra tolydi apibrėžimo srityje. Tada

b∫
a

f(x)dx = F (b)− F (a).
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Tarkime, kad funkcija y = F (x) yra kokia nors funkcijos y = f(x) pirmykštė funkcija.

Žinome (2 Teorema), kad funkcija Φ(x) taip pat yra funkcijos y = f(x) pirmykštė funkcija.
Kadangi dvi pirmykštės funkcijos tesiskiria konstanta, tai teisinga lygybė:∫ x

a

f(t)dt = F (x) + c.

Tarkime, kad x = a. Tada gauname, kad Φ(a) + c = 0 arba c = −Φ(a). Taigi∫ x

a

f(t)dt = F (x)− F (a).

Parinke
‘
x = b gauname, ∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a).

⊕
Toliau žymėsime: ∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a) = F (x)|ba.

Niutono-Leibnico formulė sudaro galimybes apskaičiuoti apibrėžtini
‘

integrala
‘
, žinant duo-

tosios funkcijos bet kokia
‘

pirmykšte
‘

funkcija
‘
.

8.4 Neapibrėžtinis integralas

Praeitame skyrelyje, nagrinėdami apibrėžtini
‘

integrala
‘

pastebėjome, kad pastara
‘
ji
‘

galima
skaičiuoti naudojant pirmines funkcijas. Tai labai supaprastina apibrėžtinio integralo skaičiavima

‘
.

Tiksliau kalbant,
x∫

x1

f(x)dx = F (x)− F (x1) = F (x) + C,

čia C = −F (x1) yra fiksuotas skaičius, o x− kintamas dydis. Taigi, funkcijos f(x) pirmykštė
funkcija, yra šios funkcijos apibrėžtinis integralas su kintamu viršutiniu rėžiu. Tad gana
natūralu, funkcijos f(x) bet kokios pirmykštės funkcijos žymėjimui naudoti integralo simbolika

‘
,

nenurodant rėžiu
‘
.

Tegu c ∈ R yra konstanta.
Apibrėžimas Tarkime, kad F (x) yra funkcijos f(x) pirmykštė funkcija. Reǐskini

‘
F (x) + c

vadinsime funkcijos f(x) neapibrėžtiniu integralu ir žymėsime simboliu∫
f(x)dx.

Remdamiesi apibrėžimu galime rašyti:∫
f(x)dx = F (x) + c, jeigu F ′(x) = f(x).

Kitaip tariant, funkcijos f(x) neapibrėžtinis integralas yra šios funkcijos pirmykščiu
‘

funkciju
‘

aibė.
Funkcija

‘
f(x) vadinsime pointegrine funkcija, f(x)dx− pointegriniu reǐskiniu, o simboli

‘

∫
−

integralo simboliu.
Ar bet kokia funkcija turi pirmykšte

‘
funkcija

‘
? Teisinga tokia teorema:

Pastaba Jeigu funkcija y = f(x) yra tolydi intervale [a, b], tai egzistuoja šios funkcijos
neapibrėžtinis integralas.
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Ši pastaba yra Teoremos 3 tiesioginė ǐsvada.
Aptarsime metodus, kuriu

‘
dėka galėsime rasti kai kuriu

‘
elementariu

‘
ju

‘
funkciju

‘
neapibrėž-

tinius integralus. Procesa
‘
, kurio metu rasime funkcijos neapibrėžtini

‘
integrala

‘
, vadinsime

integravimu. Atkreipsime skaitytojo dėmesi
‘

i
‘

tai, kad elementariu
‘
ju

‘
funkciju

‘
ǐsvestinės yra

elementariosios funkcijos, tačiau elementariu
‘
ju

‘
funkciju

‘
integralai, nebūtinai elementariosios

funkcijos. Plačiau apie tai kiek vėliau.
1) Neapibrėžtinio integralo ǐsvestinė yra lygi pointegrinei funkcijai, t.y.( ∫

f(x)dx
)′

=
(
F (x) + c

)′
= f(x).

Pastaroji savybė yra tiesioginė apibrėžimo ǐsvada.
2) Neapibrėžtinio integralo diferencialas yra lygus pointegriniam reǐskiniui:

d
( ∫

f(x)dx
)

= f(x)dx.

Pastaroji savybė ǐsplaukia ǐs 1) savybės.
3) Bet kokios funkcijos diferencialo neapibrėžtinis integralas yra lygus tos pačios funkcijos

ir bet kokios konstantos sumai, t.y. ∫
dg(x) = g(x) + c.

Perraše
‘

paskutinia
‘
ja
‘

lygybe
‘ ∫

g′(x)dx = g(x) + c (10)

ir skaičiuodami abieju
‘

pusiu
‘

ǐsvestines (taikydami 1) savybe
‘
) gauname lygybe

‘

g′(x) = g′(x).

Taigi, (10) lygybės kairėje ir dešinėje pusėje yra reǐskiniai, besiskiriantys tik, gal būt, kon-
stanta.

4) Dvieju
‘

funkciju
‘

sumos integralas yra lygus šiu
‘

funkciju
‘

integralu
‘

sumai, t.y.∫ (
f(x) + g(x)

)
dx =

∫
f(x)dx+

∫
g(x)dx.

Siūlome šia
‘

savybe
‘

i
‘
rodyti skaitytojui.

5) Pastovu
‘

daugikli
‘
, esanti

‘
po integalo simboliu, galima ǐskelti prieš integralo simboli

‘
, t.y.∫

af(x)dx = a

∫
f(x)dx.

Šios savybės i
‘
rodyma

‘
taip pat paliekame skaitytojui. Siūlome suskaičiuoti abiejose lygybės

pusėse esančiu
‘

reǐskiniu
‘

ǐsvestines ir jas palyginti.

8.5 Elementariu
‘
ju

‘
funkciju

‘
integralu

‘
lentelė. Integravimo metodai

Pateiksime elementariu
‘
ju

‘
funkciju

‘
integralu

‘
lentele

‘
.

1.

∫
0dx = c;

2.

∫
xαdx =

xα+1

α + 1
+ c, α 6= −1;

3.

∫
1

x
dx = ln |x|+ c;
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4.

∫
sinxdx = − cosx+ c;

5.

∫
cosxdx = sinx+ c;

6.

∫
1

cos2 x
dx = tgx+ c;

7.

∫
1

sin2 x
dx = −ctgx+ c;

8.

∫
tgxdx = − ln | cosx|+ c;

9.

∫
ctgxdx = ln | sinx|+ c;

10.

∫
axdx =

ax

ln a
+ c;

11.

∫
exdx = ex + c;

12.

∫
1

1 + x2
dx =

{
arctgx+ c,

−arcctgx+ c;

13.

∫
1√

1− x2
dx =

{
arcsinx+ c,

−arccosx+ c;

14.

∫
1

1− x2
dx =

1

2
ln |1 + x

1− x
|+ c.

Skaitytojui siūlome i
‘
sitikinti, nurodytu

‘
lygybiu

‘
teisingumu.

Kintamu
‘
ju

‘
keitimo metodas

Tarkime, kad mums reikia suskaičiuoti integrala
‘∫

f(x)dx,

tuo tarpu ǐs karto nustatyti funkcijos y = f(x) pirmykštės negalime, nors ir žinome, kad
pastaroji egzistuoja. Tarkime, kad laisvasis kintamasis x = ϕ(t), čia ϕ(t) yra diferencijuojama
ir monotoninė funkcija, t ∈ [α, β]. Aǐsku, kad dx = ϕ′(t)dt. Parodysime, kad šiuo atveju teisinga
lygybė ∫

f(x)dx =

∫
f
(
ϕ(t)

)
ϕ′(t)dt. (11)

Paskutinia
‘
ja
‘

lygybe
‘

i
‘
rodysime, jeigu parodysime, kad abiejose lygybės pusėse esančiu

‘
reǐskiniu

‘

ǐsvestinės, x atžvilgiu, sutampa.
Randame (11) lygybės kairiosios funkcijos ǐsvestine

‘
. Remdamiesi (11) savybe gauname, kad( ∫

f(x)dx
)′
x

= f(x).

Panagrinėkime (11) reǐskinio dešinia
‘
ja
‘

puse
‘
. Turime, kad x = ϕ(t) ir t = ϕ−1(x). Tada turime,

kad
dt

dx
=

1
dx
dt

=
1

ϕ′(t)
.
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Remdamiesi paskutinia
‘
ja pastaba gauname, kad(∫
f
(
ϕ(t)

)
ϕ′(t)dt

)′
x

=
(∫

f
(
ϕ(t)

)
ϕ′(t)dt

)′
t

dt

dx
=

f
(
ϕ(t)

)
ϕ′(t)

1

ϕ′(t)
= f

(
ϕ(t)

)
= f(x).

Matome, kad (11) reǐskinio, abieju
‘

lygybės pusiu
‘

ǐsvestinės sutampa. Vadinasi ir (11) lygybės
abu neapibrėžtiniai integralai sutampa.

Pastebėsime, kad integruodami, paprastai, atliekame keitini
‘
t = g(x). Tada, perskaičiave

‘

visa
‘

pointegrini
‘

reǐskini
‘
, naujojo kintamojo atžvilgiu, gauname integrala

‘
, kurio laisvasis kin-

tamasis t. T.y. pakeite
‘

kintama
‘
ji
‘

gauname (11) reǐskinio dešinia
‘
ja
‘

puse
‘
. Mes i

‘
rodėme, kad

dešinioji ir kairioji pusės sutampa. Auksčiau aprašytas integravimo metodas yra vadinamas
kintamu

‘
ju

‘
keitimo metodu.

Atkreipiame skaitytojo dėmesi
‘
, kad kintamu

‘
ju

‘
keitimo metodas yra vienas ǐs dažniausiai

taikomu
‘

metodu
‘
, integruojant, todėl labai svarbu ši

‘
metoda

‘
suprasti ǐs esmės.

Tarkime, kad žinome kokios nors funkcijos pirmykšte
‘

funkcija
‘
. T.y.∫

f(x)dx = F (x) + c.

Tada pastebėje
‘
, kad dx = 1

a
d(ax), gauname

1) I =

∫
f(ax)dx =

∫
f(ax)

d(ax)

a
=

1

a

∫
f(ax)d(ax).

Pažymėje
‘
t = ax gauname, kad

I =
1

a

∫
f(t)dt =

1

a
F (t) + c =

1

a
F (ax) + c.

Pavyzdys ∫
e4xdx =

1

4

∫
e4xd4x =

1

4
e4x + c.

2) Remdamiesi diferencialo apibrėžimu gauname d(a+ x) = dx.
Tada

I =

∫
f(a+ x)dx =

∫
f(a+ x)d(a+ x).

Pažymėje
‘
t = a+ x gauname, kad

I =

∫
f(t)dt = F (t) + c = F (a+ x) + c.

Pavyzdys∫
sin(5x+ 2)dx =

1

5

∫
sin(5x+ 2)d(5x+ 2) = −1

5
cos(5x+ 2) + c.

3) Apibendrindami galime tvirtinti, kad jei (11) lygybė yra teisinga, tai∫
f(g(x))d(g(x)) = F (g(x)) + c.

Remdamiesi 1), 2), 3) pastabomis, galime perrašyti apibendrinta
‘

integralu
‘

lentele
‘
, t.y.

1.

∫
fα(x)df(x) =

fα+1(x)

α + 1
+ c, α 6= −1;
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2.

∫
1

f(x)
df(x) = ln |f(x)|+ c;

3.

∫
sin f(x)df(x) = − cos f(x) + c;

4.

∫
cos f(x)df(x) = sin f(x) + c;

5.

∫
1

cos2 f(x)
df(x) = tgf(x) + c;

6.

∫
1

sin2 f(x)
df(x) = −ctgf(x) + c;

7.

∫
tgf(x)df(x) = − ln | cos f(x)|+ c;

8.

∫
ctgf(x)df(x) = ln | sin f(x)|+ c;

9.

∫
af(x)df(x) =

af(x)

ln a
+ c;

10.

∫
ef(x)df(x) = ef(x) + c;

11.

∫
1

1 + f(x)2 df(x) =

{
arctgf(x) + c,

−arcctgf(x) + c;

12.

∫
1√

1− f(x)2
df(x) =

{
arcsinf(x) + c,

−arccosf(x) + c;

13.

∫
1

1− f(x)2 df(x) =
1

2
ln |1 + f(x)

1− f(x)
|+ c;

Suskaičiuokime keleta
‘

integralu
‘

remiantis kintamojo keitimo teorema bei savybėmis 1)-3).
Pavyzdys ∫

dx

1 + 3x
=

1

3

∫
d(1 + 3x)

1 + 3x
= ln |1 + 3x|+ c.

Pavyzdys ∫
sin2 x cosxdx =

∫
sin3 xd sinx.

Pažymėje
‘
, t = sinx gauname, kad∫

sin3 xd sinx =

∫
t3dt =

t4

4
+ c =

sin4 x

4
+ c.

Pavyzdys Raskime integrala
‘

I =

∫
dx

1 + ex
.

Pažymėkime t = ex. Kai atliekame kintamojo keitima
‘
(pažymime), tai keisdami ši

‘
kintama

‘
ji
‘

integrale turime pointegriniame reǐskinyje visus senus kintamuosius keisti naujaisiais. Turime
x = ln t ir dx = d(ln t) = dt

t
. Tada

I =

∫
dt

t(1 + t)
.
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Pastebėsime, kad
1

t(1 + t)
=

1

t
− 1

1 + t
.

Remdamiesi šia lygybe gauname, kad∫
dt

t(1 + t)
=

∫
dt

t
−
∫

dt

1 + t
= ln |t| − ln |1 + t|.

Gauname, kad

I = ln | t

1 + t
| = ln | ex

1 + ex
|+ c.

Integravimas dalimis

Panagrinėsime dar viena
‘
integravimo metoda

‘
, kuris vadinamas dalinio integravimo metodu.

Tarkime, kad u, v diferencijuojamos funkcijos. Tada teisinga lygybė

d(uv) = udv + vdu, arba udv = uv − vdu.

Integruodami paskutinia
‘
ja
‘

lygybe
‘

gauname tokia
‘

lygybe
‘∫

udv = uv −
∫
vdu = uv −

∫
vu′dx.

Pastara
‘
ja
‘
formule

‘
dažniausiai tenka naudoti, kai pointegrini

‘
reǐskini

‘
galime perrašyti kokios

nors funkcijos u ir kitos funkcijos diferencialu. Minėti du reǐskiniai paprastai parenkami inte-
gravimo metu, priklausomai nuo pointegrinės funkcijos. Aptarsime keleta

‘
specifiniu

‘
atveju

‘
.

Tarkime, kad pointegrinė funkcija yra funkciju
‘
xα ir vienos ǐs funkciju

‘
ex arba sinx arba

cosx sandauga. Sutarkime tokio pobūdžio integrala
‘

trumpai žymėti žemiau aprašytu būdu.
Tada funkcijos u ir v parenkamos tokiu būdu,

∫
xα


eax

cos ax

sin ax

dx =
1

a

∫
xαd


eax

sin ax

− cos ax,

atitinkamai.
Pavyzdys Suintegruokime toki

‘
integrala

‘

I =

∫
x cos(2x)dx =

1

2

∫
xd sin(2x).

Integruodami dalimis gauname, kad

I =
1

2
(x sin(2x)−

∫
sin(2x)dx) =

1

2
(x sin(2x) +

1

2
cos(2x)) + c.

Jei pointerginis reǐskinys yra funkcijos xα ir vienos ǐs funkciju
‘

f
(
arcsinx

)
, f
(
arccosx

)
,

f
(
arctgx

)
, f
(
arcctgx

)
arba f

(
lnx
)

sandauga, tai funkcijos u ir v paprastai parenkamos
tokiu būdu:

∫
xα



f
(
arcsinx

)
f
(
arccosx

)
f
(
arctgx

)
f
(
arcctgx

)
f
(

lnx
)

dx =

∫


f
(
arcsinx

)
f
(
arccosx

)
f
(
arctgx

)
f
(
arcctgx

)
f
(

lnx
)

d
xα+1

α + 1
.
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Pavyzdys Suintegruokime:

I =

∫
xarctgxdx.

Remdamiesi aukščiau paminėta taisykle keičiame xdx = 1
2
d(x2). Turime, kad

I =
1

2

∫
arctg xdx2 =

1

2
(x2arctg x−

∫
x2

1 + x2
dx) =

1

2
(x2arctg x−

∫
x2 + 1− 1

1 + x2
dx) =

1

2
(x2arctg x−

∫
dx+

∫
dx

1 + x2
) =

1

2
(x2arctg x− x+ arctgx) + c.

Jei pointegrinis reǐskinys yra eksponentinės ir trigonometrinės funkcijos sandauga, tai∫
ebx

{
cos ax

sin ax
dx =

1

a

∫
ebxd

{
sin ax

− cos ax.

Pavyzdys Suintegruokime reǐskini
‘
:

I =

∫
e2x sinxdx = −

∫
e2xd sinx = −e2x cosx+ 2

∫
e2x cosxdx =

−e2x cosx+ 2

∫
e2xd sinx = −e2x cosx+ 2e2x sinx− 4

∫
e2x sinxdx.

Turime, kad

I = −e2x(cosx+ 2 sinx)− 4I, arba 5I = −e2x(cosx+ 2 sinx).

Iš paskutiniojo sa
‘
ryšio ǐsplaukia, kad∫

e2x sinxdx = −e2x

5
(cosx+ 2 sinx) + c.

8.6 Racionaliu
‘

reǐskiniu
‘

integravimo metodai

Apibrėžimas Funkcija
‘
, Qn(x)/Rm(x) vadinsime racionaliuoju reǐskiniu, jeigu Qn ir

Rm yra polinomai. Racionalu
‘
ji
‘

reǐskini
‘

vadinsime taisyklingu, jeigu n < m. Priešingu atveju
reǐskinys yra netaisyklingas.

Pavyzdys Reǐskinys
x3 + 2x+ 1

3x5 + 2x+ 1

yra taisyklingas, o reǐskinys
x2 + 2x+ 4

2x+ 3
−

netaisyklingas.
Tarkime, kad racionalusis reǐskinys yra netaisyklingas t.y. n > m. Dalindami polinoma

‘
Qn

ǐs Rm gausime polinomo ir taisyklingo racionalaus reǐskinio suma
‘
:

Qn

Rm

= Pn−m +
Q0
l

Rm

, l < m.

Apibrėžimas Racionalu
‘

reǐskini
‘

x4 + 4x3 + 5x− 4

2x+ 1
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užrašykime polinomo ir taisyklingo racionalaus reǐskinio suma:
x4 + 4x3 + 5x− 4| x+2

x3+2x2−4x+13

x4 + 2x3

2x3 + 5x− 4
2x3 + 4x2

−4x2 + 5x− 4
−4x2 − 8x

13x− 4
13x− 26

22
Gauname, kad

x4 + 4x3 + 5x− 4

2x+ 1
= x3 + 2x2 − 4x+ 13 +

22

x+ 2
.

Apibrėžimas Racionalius reǐskinius

1.
a

x− a
, 2.

A

(x− a)k
(k ∈ N , k ≥ 2), 3.

Ax+B

x2 + px+ q

4.
Ax+B

(x2 + px+ q)k
k ∈ N , k ≥ 2.

vadinsime paprasčiausiais racionaliaisias reǐskiniais.
Pasirodo (to nenagrinėsime, tik skaitytojui besidominčiam šia problematika pasiūlysime

pvz. V. Kabailos ”Matematinė analizė” vadovėli
‘
), kad bet koks racionalusis reǐskinys gali

būti pertvarkytas i
‘

paprasčiausiu
‘

racionaliu
‘
ju

‘
reǐskiniu

‘
ir polinomu

‘
suma

‘
. Suformuluokime ši

‘

rezultata
‘
.

Lema Tarkime, kad Qm/Rn yra taisyklingas racionalusis reškinys. Be to

Rn(x) = (x− a1)α1 · · · (x− ak)αk(x2 + p1x+ q1)β1 · · · (x2 + psx+ qs)
βs ,

čia α1 + · · ·αk + 2β1 + · · · 2βs = n. Tada racionalu
‘
ji
‘
reǐskini

‘
Qm/Rn galime ǐsreikšti tokiu būdu:

Qm

Rn

=
A

(1)
1

(x− a1)α1
+

A
(1)
2

(x− a1)α1−1
+ · · · A

(1)
α1

(x− a1)
+ · · ·

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

A
(k)
1

(x− ak)αk
+

A
(k)
2

(x− ak)αk−1
+ · · · A

(k)
k

(x− ak)
+ · · ·+

M1
1x+N1

1

(x2 + p1x+ q1)β1
+

M1
2x+N1

2

(x2 + p1x+ q1)β1−1
+ . . .

M1
β1
x+N1

β1

(x2 + p1x+ q1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

M s
1x+N s

1

(x2 + psx+ qs)βs
+

M s
2x+N s

2

(x2 + psx+ qs)βs−1
+

M s
βs
x+N s

βs

(x2 + psx+ qs)
.

Šiu
‘
reǐskiniu

‘
koeficientus galime apskaičiuoti, lygindami kairiosios ir dešiniosios pusiu

‘
koefi-

cientus, prie atitinkamu
‘
x laipsniu

‘
. Gausime lygčiu

‘
sistemas, kurias ǐssprende

‘
rasime ieškomuosius

koeficientus. Šis metodas vadinamas neapibrėžtiniu
‘

koeficientu
‘

metodu.
Suintegruokime auksčiau pateiktus paprasčiausius racionaliuosius reǐskinius.
1. ∫

A

x− a
dx = A

∫
1

x− a
d(x− a) = A ln |x− a|+ c.
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2. ∫
A

(x− a)k
dx = A

∫
(x− a)−kd(x− a) =

A

(1− k)(x− a)k−1
+ c.

3. Tarkime, kad p2/4− q < 0. Tada∫
Ax+B

x2 + px+ q
dx =

∫
A/2(2x+ p) + (B − Ap/2)

x2 + px+ q
dx =

A

2

∫
1

x2 + px+ q
d(x2 + px+ p) +

(
B − pA

2

) ∫ 1

x2 + px+ q
dx =

A

2
ln |x2 + px+ q|+

(
B − pA

2

) ∫ 1

(x+ p
2
)2 + (q − p2

4
)
dx =

A

2
ln |x2 + px+ q|+ 2B − Ap√

4q − p2
arctg

( 2x+ p√
4q − p2

)
.

Nagrinėsime atveji
‘
p2/4 − q > 0. Pastaroji nelygybė reǐskia, kad 3. integralo, pointegrinio

reǐskinio vardiklis turi dvi (arba viena
‘

kartotine
‘
) šaknis, tarkime x1, x2. Tada∫

Ax+B

x2 + px+ q
dx =

∫
Ax+B

(x− x1)(x− x2)
dx.

Remdamiesi auksčiau suformuluota lema gauname, kad egzistuoja konstantos a ir b tokios,
kad teisinga lygybė:

Ax+B

x2 + px+ q
=

a

x− x1

+
b

x− x1

.

Tada, remdamiesi 1. integralu gauname, kad∫
Ax+B

x2 + px+ q
dx = a ln |x− x1|+ b ln |x− x2|.

Apskaičiuokime 4. integrala
‘
. Turime, kad∫

Ax+B

(x2 + px+ q)k
dx =

A

2

∫
1

(x2 + px+ q)k
d(x2 + px+ q)+

(
B − pA

2

) ∫ 1

(x2 + px+ q)k
dx =

A

2
I1 +

(
B − Ap

2

)
I2(k).

Nagrinėsime integrala
‘
I1. Pažymėkime t = x2 +px+q. Tada, dt = (2x+p)dx. Skaičiuojame:

I1 =

∫
dt

tk
=
t−k+1

1− k
+ c.

Pažymėkime: x + p
2

= t. Tada dx = dt. Beto, 0 < q − p2

4
= m2. Naudodami šiuos žymėjimus,

I2(k) integrala
‘

perrašome taip:

I2(k) =

∫
1

(x2 + px+ q)k
dx =

∫
1

((x+ p/2)2 + (q − p2/4))k
dx =

∫
1

(t2 +m2)k
dt.

Paskutini
‘
ji
‘

reǐskini
‘

integruojame tokiu būdu:

I2(k) =
1

m2

∫
(t2 +m2)− t2

(t2 +m2)k
dt =
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1

m2

∫
1

(t2 +m2)k−1
dt− 1

m2

∫
t2

(t2 +m2)k
dt =

1

m2
I2(k − 1)− 1

m2

∫
t · t

(t2 +m2)k
dt =

1

m2
I2(k − 1)− 1

2(k − 1)

∫
td
( 1

(t2 +m2)k−1

)
=

1

m2
I2(k − 1) +

1

2(k − 1)

( t

(t2 +m2)k−1
−
∫

dt

(t2 +m2)k−1
) =

1

m2
I2(k − 1) +

1

2(k − 1)

( t

(t2 +m2)k−1
− I2(k − 1)

)
.

Taigi, gavome rekurentine
‘

formule
‘

integralui I2(k) skaičiuoti. Suprantama, kad prate
‘
se
‘

ši
‘

procesa
‘

gausime, kad bet kokiam k, I2(k) galėsime ǐsreikšti per I2(1), o pastara
‘
ji
‘

mokame
skaičiuoti. Tuo ir baigiame 4. integralo nagrinėjima

‘
.

Pateiksime keleta
‘

pavyzdžiu
‘
, kaip yra taikomas neapibrėžtiniu

‘
koeficientu

‘
metodas.

Pavyzdys Suintegruokime

I =

∫
2x4 − 3x3 − 4x2 − 17x− 6

x3 − 2x2 − 3x
dx.

Pastebėkime, kad pointegrinis reǐskinys yra netaisyklingas. Padaline
‘

skaitikli
‘

ǐs vardiklio gau-
name, kad

2x4 − 3x3 − 4x2 − 17x− 6

x3 − 2x2 − 3x
= 2x+ 1 +

4x2 − 14x− 6

x3 − 2x2 − 3x
.

Tada ∫
2x4 − 3x3 − 4x2 − 17x− 6

x3 − 2x2 − 3x
dx =

∫
2x+ 1 +

4x2 − 14x− 6

x3 − 2x2 − 3x
=

x2 + x+

∫
4x2 − 14x− 6

x3 − 2x2 − 3x
dx =:

x2 + x+ I1.

Pastebėje
‘
, kad x3 − 2x2 − 3x = x(x2 − 2x− 3) = x(x+ 1)(x− 3) gauname,

I1 =

∫
4x2 − 14x− 6

x(x+ 1)(x− 3)
dx.

Remdamiesi aukščiau pateiktais samprotavimais pointegrini
‘

reǐskini
‘

perrašome tokiu būdu:

4x2 − 14x− 6

x(x+ 1)(x− 3)
=
A

x
+

B

x+ 1
+

C

x− 3
.

Subendravardikline
‘

dešinia
‘
ja
‘

puse
‘

bei sugrupave
‘

narius prie kintamojo x laipniu
‘

gauname,kad

4x2 − 14x− 6

x(x+ 1)(x− 3)
=
A(x− 3)(x+ 1) +Bx(x− 3) + Cx(x+ 1)

x(x+ 1)(x− 3)
=

(A+B + C)x2 + (−2A− 3B + C)x− 3A

x(x+ 1)(x− 3)
.

Turime du racionalius reǐskinius, kuriu
‘
vardikliai vienodi. Tada šie racionalūs reǐskiniai bus

vienodi, jei skaitikliai sutaps. Kitaip tariant, lyginame koeficientus prie atitinkamu
‘
x laipsniu

‘
.

Gauname, kad: 
4 = A+B + C,

−14 = −2A− 3B + C,

−6 = −3A.
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Išsprende
‘

šia
‘

sistema
‘

nustatome, kad A = 2, B = 3, C = −1. Taigi,

I1 =

∫
(
2

x
+

3

x+ 1
+
−1

x− 3
)dx =

∫
2

x
dx+

∫
3

x+ 1
dx−

∫
1

x− 3
)dx.

Suintegrave
‘

gauname, kad

I1 = 2 ln |x|+ 3 ln |x+ 1| − ln |x− 3|+ c.

Tada

I = x2 + x+ ln |x
2(x+ 1)3

x− 3
|.

Pavyzdys Suintegruokime naudodami neapibrėžtiniu
‘

koeficientu
‘

metoda
‘
:

I =

∫
6x2 + 13x+ 6

(x+ 2)(x+ 1)2
dx.

Ieškome koeficientu
‘
, kuriu

‘
dėka pointegrini

‘
reǐskini

‘
būtu

‘
galima užrašyti trupmenu

‘
suma:

6x2 + 13x+ 6

(x+ 2)(x+ 1)2
=

A

x+ 2
+

B

x+ 1
+

C

(x+ 1)2
.

Subendravardikline
‘
dešine

‘
puse

‘
ir sugrupave

‘
koeficientus gauname, kad tam, kad du racionalūs

reǐskiniai būtu
‘

lygūs, turi sutapti skaitikliai:

6x2 + 13x+ 6 = (A+B)x2 + (2A+ 3B + C)x+ A+ 2B + 2C.

Lygindami koeficientus prie atitinkamu
‘
x laipsniu

‘
gauname, kad:

6 = A+B,

13 = 2A+ 3B + C,

6 = A+ 2B + 2C.

Išsprende
‘

šia
‘

sistema
‘

gauname, kad A = 4, B = 2, C = −1. Taigi∫
6x2 + 13x+ 6

(x+ 2)(x+ 1)2
dx =

∫
4

x+ 2
dx+

∫
2

x+ 1
dx−

∫
1

(x+ 1)2
dx.

Arba ∫
6x2 + 13x+ 6

(x+ 2)(x+ 1)2
dx = ln((x+ 2)4(x+ 1)2) +

1

x+ 1
+ c.

Pavyzdys Suintegruokime

I =

∫
x5

(x2 + 4)2
dx.

Matome, kad racionalus reǐskinys yra netaisyklingas. Padaline
‘

skaitikli
‘

ǐs vardiklio gauname,
kad

x5

(x2 + 4)2
= x− 8x3 + 16x

(x2 + 4)2
.

Tada,

I =
x2

2
−
∫

16x+ 8x3

(x2 + 4)2
dx =:

x2

2
+ I1.
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Užrašykime integralo I1 pointergini
‘

reǐskini
‘

dvieju
‘

racionaliu
‘

reǐskiniu
‘

suma:

16x− 8x3

(x2 + 4)2
=
Ax+B

(x2 + 4)
+

Cx+D

(x2 + 4)2
.

Subendarvardikline
‘

dešine
‘

puse
‘

ir sulygine
‘

skaitiklius gauname, kad

8x3 + 0x2 + 16x+ 0 = Ax3 +Bx2 + (4A+ C)x+ 4B +D.

Iš pastarosios lygybės ǐsplaukia, kad skaitikliai bus lygūs, jei koeficientai prie vienodu
‘
x laipsniu

‘

sutampa. Gauname 
8 = A,

0 = B,

16 = 4A+ C,

0 = 4B +D.

Išsprende
‘

šia
‘

sistema
‘

nustatome, kad A = 8, B = 0, C = −16, D = 0. Tada

I1 =

∫
−8x

(x2 + 4)
dx+

∫
16x

(x2 + 4)2dx
= −4

∫
d(x2 + 4)

x2 + 4
+ 8

∫
d(x2 + 4)

(x2 + 4)2

arba

I1 = −4 ln(x2 + 4)− 8

x2 + 4
.

Tada

I =
x2

2
− 4 ln(x2 + 4)− 8

x2 + 4
+ c.

8.7 Paprastesniu
‘

iracionaliu
‘
ju

‘
reǐskiniu

‘
integravimas

Panagrinėkime viena
‘

ǐs paprasčiausiu
‘

iracionaliu
‘
ju

‘
integralu

‘
, būtent∫

Ax+B√
x2 + px+ q

k
dx.

Tarkime, kad p2/4−q > 0. T.y. po šaknies ženklu esantis kvadratinis trinaris turi dvi šaknis.
Taigi, pažymėje

‘
t = x+ p/2 ir m2 = p2/4− q paskutini

‘
ji
‘
integrala

‘
galime perrašyti tokiu būdu:∫

Ax+B√
x2 + px+ q

dx =

∫
Ax+B√

(x+ p
2
)2 −m2

dx =∫
A(t− p/2) +B√

t2 −m2
dt =

A

2

∫
d(t2 −m2)√
t2 −m2

+

(B − Ap

2
)

∫
dt√

t2 −m2
=
A

4

√
t2 −m2 + (B − Ap

2
)

∫
dt√

t2 −m2
=

A
√
t2 −m2 + (B − Ap

2
)I1.

Paskutini
‘
ji
‘
integrala

‘
suintegruosime kiek vėliau. Dabar panagrinėkime atveji

‘
, kai p2/4− q < 0.

Pažymėje
‘
u = x+ p/2 ir n = p2/4− q gauname, kad∫

Ax+B√
x2 + px+ q

dx =

∫
A(u− p/2) +B√

u2 + n2
du =

A

2

∫
d(u2 + n2)√
u2 + n2

+ (B − Ap

2
)

∫
du√
u2 + n2

=
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A
√
u2 + n2 + (B − Ap

2
)I2.

Integralams I1, I2 integruoti yra naudojamas specialus būdas, vadinamas Eulerio meto-du.
Aptarsime ši

‘
metoda

‘
. Nagrinėsime integrala

‘∫
R
(
x,
√
ax2 + px+ q

)
dx, a ∈ R, a 6= 0.

Simboliu R(, ) žymėsime racionalu
‘
ji
‘

reǐskini
‘
, priklausanti

‘
nuo skliaustuose esančiu

‘
dydžiu

‘
.

Pastarasis integralas visada yra racionalizuojamas t.y. yra pakeičiamas dvieju
‘

polinomu
‘

santykiu, atlikus keitini
‘ √

ax2 + px+ q = ±x
√
a+ t, jei a > 0 (12)

ir √
ax2 + px+ q = xt+

√
q, jei q > 0.

Integruokime (12) reǐskini
‘
. Pastebėsime, kad ženklas ± prieš skaičiu

‘

√
q pasirenkamas lais-

vai. (12) lygybės abi puses pakėle
‘
kvadratu ir ǐsreǐske

‘
kintama

‘
ji
‘
x ǐs gautosios lygybės, gauname

x =
t2 − q

b− 2
√
at
.

Tada

dx =
−2
√
at2 + 2tb− 2q

√
a

(b− 2
√
at)2

dt.

Matome, kad
√
ax2 + bx+ q, atlikus minėta

‘
keitini

‘
, tampa racionaliu reǐskiniu. Be to dx

taip pat yra racionali t funkcija. Taigi ir visas pointegrinis reǐskinys yra racionalus reǐskinys.
Dabar integruodami jau taikome nagrinėtus, racionaliu

‘
ju

‘
funkciju

‘
, integravimo metodus.

Suintegruokime reǐskini
‘

I(a) =

∫
1√

x2 + a2
dx.

Atlike
‘

keitima
‘

√
x2 + a2 = −x+ t2 gauname, kad

x2 + a2 = x2 − 2xt+ t2.

Tada

x =
t2 − a2

2t
.

Suskaičiave
‘

diferenciala
‘

turime,

dx =
t2 + a2

2t2
dt,
√
x2 + a2 = −t

2 − a2

2t
+ t =

t2 + a2

2t
.

Taigi,

I(a) =

∫ t2+a2

2t2

t2+a2

2t

dt =

∫
dt

t
=

ln |t|+ c1 = ln |x+
√
x2 + a2|+ c.

8.8 Trigonometriniu
‘

reǐskiniu
‘

integravimas

Šiame skyrelyje nagrinėsime trigonometriniu
‘

funkciju
‘

integravimo metodus, ju
‘

raciona-
lizavimo (naudojant keitinius trigonometrinius reǐskinius pakeičiame racionaliais reǐskiniais)
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galimybes. Be abejo, mes aptarsime tik tam tikru
‘

trigonometriniu
‘

funkciju
‘

klasiu
‘

integravimo
galimybes.

Nagrinėsime toki
‘

integrala
‘ ∫

R(sinx, cosx)dx. (13)

Parodysime, kad naudodami keitini
‘

tgx
2

= t, (13) integrala
‘

galime racionalizuoti visada.
Nesunku suprasti, kad

sinx = 2 sin
x

2
cos

x

2
=

2 sin x
2

cos x
2

sin2 x
2

+ cos2 x
2

=

2tgx
2

1 + tgx
2

=
2t

1 + t2
,

cosx =
cos2 x

2
− sin2 x

2

cos2 x
2

+ sin2 x
2

= 1− tg2x

2
= 1 + tg2x

2
=

1− t2

1 + t2
.

Beje

x = 2arctgt, dx =
2dt

1 + t2
.

Grižkime prie (13) reǐskinio. Turime, kad∫
R(sinx, cosx)dx =

∫
R
( 2t

1 + t2
,
1− t2

1 + t2
) 2dt

1 + t2
.

Matome, kad paskutinysis reǐskinys yra racionalus.
Pastebėsime, kad racionalizavus (13) integrala

‘
dažnai gautoji racionalioji pointegrinė funkcija

yra gana griozdǐska, todėl ja
‘

integruoti būna gana sunku. Dėl šios priežasties, užuot naudo-
jus ši

‘
”universalu

‘
” keitini

‘
, kai kuriais atvejais (13) integrala

‘
galima integruoti ir paprasčiau.

Panagrinėkime šiuos atskirus atvejus.
1) Tarkime duotas integralas∫

R(sinx) cosxdx =

∫
R(sinx)d sinx.

Nesunku suprasti, kad atlikus keitima
‘
t = sinx gauname racionalu

‘
ji
‘

reǐskini
‘
:∫

R(t)dt.

2) Analogǐskai racionalizuojamas ir integralas∫
R(cosx) sinxdx.

Šiuo atveju naudojame keitini
‘
t = cosx.

3) Jeigu pointegrinis reǐskinys yra tik tgx arba tik ctgx funkcija, tai šiuo atveju pointegrini
‘

reǐskini
‘

racionlizuojame tokiu būdu t = tgx arba t = ctgx. Beje, nesunku suprasti, kad abiem
šiais atvejais galime naudoti ta

‘
pati

‘
keitini

‘
. Tad šiuo atveju turime, kad

x = arctgt, dx =
dt

1 + t2
.

Arba ∫
R(tgx)dx =

∫
R(t)

dt

1 + t2
.
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4) Nagrinėkime integrala
‘ ∫

R(sinx, cosx)dx.

a) Tarkime, kad reǐskinyje R(, ) funkcijos sinx ir cosx yra lyginiais laipsnias. Tada naudo-
jamas keitinys t = tgx, kuriuo pointegrinis reǐskinys yra racionalizuojamas. Šiuo atveju

cos2 x =
1

1 + tg2x
=

1

1 + t2
, sin2 x =

tg2x

1 + tg2x
=

t2

1 + t2

ir

dx =
dt

1 + t2
.

Nagrinėkime funkcija
‘

R(sinx, cosx) = sinm x cosn x.

b) Tarkime, kad n = 2p+ 1. Tada integrala
‘

pertvarkome taip:

I1 =

∫
sinm x cos2p+1 xdx =

∫
sinm x(1− sin2 x)d sinx.

Naudodami keitini
‘
t = sinx gauname,

I1 =

∫
tm(1− t2)pdt.

Matome, kad paskutinysis reǐskinys integruojamas labai nesudėtingai.
c) Tarkime, kad m = 2p, n = 2q. Šiuo atveju naudosime ”laipsniu

‘
pažeminimo metoda

‘
.”

Prisiminkime formules

sin2 x =
1

2
− 1

2
cos 2x, cos2 x =

1

2
+

1

2
cos 2x.

Naudodamiesi šiomis tapatybėmis gauname∫
sin2p x cos2q xdx =

∫ (1

2
− 1

2
cos 2x

)p(1

2
+

1

2
cos 2x

)q
dx

Keldami pointegrini
‘
reǐskini

‘
p, q laipsniais ir grupuodami daugiklius gausime arba b) atveji

‘
,

arba jau nagrinėjama
‘
situacija

‘
, tik su dvigubai mažesniais laipsniais. Te

‘
sdami ši

‘
procesa

‘
pasku-

tiniame žingsnyje gausime integrala
‘ ∫

cos(lx)dx,

kuris integruojamas žinomu būdu.

Pateiksime keleta
‘

taikomojo pobūdžio pavyzdžiu
‘
.

Pavyzdys Tarkime, kad produkcijos poreikiu
‘

funkcija apibėžta tokiu būdu: f(q) = 100−
0, 05q, čia p yra vieneto kaina, q vienetams. Tarkime, kad pasiūlos funkcija p = g(q) = 10+0, 1q.
Apskaičiuokite vartojimo pertekliu

‘
ir gamybos pertekliu

‘
, kai buvo pasiektas rinkos pusiausvyros

taškas.
Išsprende

‘
šiu

‘
funkciju

‘
sistema

‘
randame susikirtimo taška

‘
, kuris ir bus pusiausvyros taškas

q0 = 600. Tada p0 = 70.
Tada vartojimo perteklius CS bus lygus
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CS =

q0∫
0

f(q)− p0dq =

600∫
0

(100− 0, 05q − 70)dq =
(
30q − 0, 05

q2

2

)
|600
0 = 900.

Analogǐskai, gamybos perteklius PS bus lygus

PS =

q0∫
0

p0 − g(q)dq =

600∫
0

(70− 10− 0, 1q)dq =
(
60q − 0, 1

q2

2

)
|600
0 = 18000.

Čia randame bendra
‘

vartojimo (gamybos) pertekliu
‘
, kai žinomas pusiausvyros taškas.

8.9 Netiesioginis integralas.

Tarkime, kad funkcija y = f(x) apibrėžta ir tolydi intervale [a,+∞). Tarkime, kad b > a.
Tada integralas

b∫
a

f(x)dx

egzistuoja. Nagrinėsime atveji
‘
, kai b→∞.

Apibrėžimas Riba
‘
,

lim
b→+∞

∫ b

a

f(x)dx = lim
b→+∞

F (b)− F (a),

jeigu ji egzistuoja, vadinsime funkcijos f(x) netiesioginiu integralu intervale [a,+∞) ir žymėsime

∫ +∞

a

f(x)dx.

Trumpai žymėsime ∫ +∞

a

f(x)dx = lim
b→+∞

∫ b

a

f(x)dx.

Pastebėsime, kad jeigu minėtoji riba neegzistuoja, tai sakysime, kad integralas diverguoja.
Visǐskai analogǐskai yra apibrėžiamas netiesioginis integralas neigiamu

‘
realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
in-

tervale arba visoje realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibėje, atitinkamai∫ a

−∞
f(x)dx = lim

b→−∞

∫ a

b

f(x)dx = lim
b→−∞

(F (a)− F (b))

ir ∫ +∞

−∞
f(x)dx =

∫ a

−∞
f(x)dx+

∫ +∞

a

f(x)dx, a ∈ R.

Pateiksime keleta
‘

pavyzdžiu
‘
, kuriuose panagrinėsime integralu

‘
-konvergavimo problema

‘
.

Pavyzdys
∞∫

1

1

x3
dx = lim

r→∞
F (r)− F (1),

kai

F (x) =

∫
1

x3
dx = −x

−2

2
.
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∞∫
1

1

x3
dx = lim

r→∞
− 1

2r2
+

1

2
= −0 +

1

2
=

1

2
.

Integralas konverguoja.

Pavyzdys
∞∫

1

1√
x

dx = lim
r→∞

F (r)− F (1),

kai

F (x) =

∫
1√
x

dx = 2(
√
x).

Tada
∞∫

1

1√
x

dx = lim
r→∞

(2
√
r − 2) =∞.

Šis integralas diverguoja.
Pavyzdys

∞∫
−∞

exdx = lim
r→∞,
t→−∞

F (r)− F (t),

kai

F (x) =

∫
exdx = ex.

lim
t→−∞

et = 0, lim
r→∞

et =∞,

taigi integralas diverguoja.

Teorema 5. Tarkime, kad 0 ≤ ϕ(x) ≤ f(x), visiems x ≥ a.
1. Jeigu integralas ∫ +∞

a

ϕ(x)dx

diverguoja, tai diverguoja ir integralas ∫ +∞

a

f(x)dx

2. Jeigu integralas ∫ +∞

a

f(x)dx

konverguoja, tai konverguoja ir integralas∫ +∞

a

ϕ(x)dx

ir be to ∫ +∞

a

f(x)dx ≤
∫ +∞

a

ϕ(x)dx.

Šios teoremos i
‘
rodyma

‘
paliekame skaitytojui, pastebėje

‘
, kad reikia naudotis ribu

‘
savybėmis,

nelygybėse.
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Teorema 6. Tarkime, kad integralas ∫ +∞

a

|f(x)|dx (14)

konverguoja, tada konverguoja ir integralas∫ +∞

a

f(x)dx. (15)

Beje, jeigu (14) integralas konverguoja, tai sakysime, kad integralas (15) konverguoja ab-
soliučiai.

	
Pastebėsime, kad |f(x)| = f+(x)+f−(x), čia f−(x) = max {−f(x), 0} ir f+(x) = max {f(x), 0}.
Tada, (14) integrala

‘
galime perrašyti tokiu būdu:∫ +∞

a

|f(x)|dx =

∫
D1

f+(x)dx+

∫
D2

f−(x)dx, (16)

čia D1 = {x ∈ R; f(x) > 0}, D2 = {x ∈ R; f(x) < 0}. Kadangi funkcija y = f(x) yra tolydi,
tai sritys D1, ir D2 yra intervalai, arba ju

‘
sa

‘
jungos.

Matome, kad jei (14) integralas konverguoja, tai konverguoja ir (16) integralo dešinės pusės
abu integralai. Iš pastaru

‘
ju

‘
integralu

‘
konvergavimo ǐsplaukia, kad konverguoja (15) integralas.

⊕
Nagrinėsime kiek kitokio pobūdžio netiesioginius integralus. Šio skyrelio pradžioje mes

nagrinėjome funkcijas, kurios yra tolydžios integruojamoje srityje, tačiau bent vienas ǐs rėžiu
‘

yra begalinis. Sa
‘
voka ’netiesioginis’ vartojama dėl to, kad toks integralas yra skaičiuojamas ne

ǐs karto, bet naudojant tarpini
‘

žingsni
‘
.

Tarkime, kad integruojamos srities kokiame nors taške, tarkime b, funkcija yra trūki. Supran-
tama, kad šiuo atveju negalime skaičiuoti integralo

b∫
a

f(x)dx,

kadangi sudarytoji integralinė suma taške b bus neapibrėžta. Tada šiuo atveju elgsimės panašiai
kaip ir pirmoje šio skyrelio dalyje, t.y. suskaičiuosime tarpini

‘
integrala

‘
.

Apibrėžimas Funkcijos y = f(x) integralu intervale [a, b] (funkcija y = f(x) yra trūki
taške b) vadinsime tokia

‘
riba

‘

b∫
a

f(x)dx = lim
x→b−0

∫ x

a

f(x)dx = lim
ε→0

b−ε∫
a

f(x)dx,

jeigu ji egzistuoja. Jei riba neegzistuoja, tai ši
‘

integrala
‘

vadinsime diverguojančiu.
Pastebėsime, kad jeigu funkcija y = f(x) intervalo [a, b] viduje turi trūkio taška

‘
x0, tai šios

funkcijos integrala
‘

intervale [a, b] užrašome dvieju
‘

netiesioginiu
‘

integralu
‘

suma, intervaluose
[a, x0] ir [x0, b].

Pavyzdys Apskaičiuokime integrala
‘

I =

2∫
0

1√
|x− 1|

dx = lim
ε→0

1−ε∫
0

1√
1− x

dx+ lim
ε→0

2∫
1+ε

1√
x− 1

dx =

lim
ε→0

(
G(1− ε)−G(0) + F (2)− F (1 + ε)

)
.
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Randame nagrinėjamu
‘

integralu
‘

neapibrėžtinius integralus (pirmines funkcijas):

G(x) =

∫
1√

1− x
dx = −2

√
1− x, ir F (x) =

∫
1√
x− 1

dx = 2
√
x− 1.

Nesunkiai gauname, kad I = −2(0− 1) + 2(1− 0) = 4.

Teoriniai klausimai

1. Apibrėžtinio integralo apibrėžimas
2. Apibrėžtinio integralo savybės
3. Neapibrėžtinio integralo apibrėžimas ir jo savybės
4. Niutono Leibnico formulė
5. Integravimo metodai
6. Netiesioginiai integralai ir ju

‘
skaičiavimas. Ploto skaičiavimas.

Uždaviniai savarankǐskam darbui

1. Naudodamiesi integralu
‘

lentele apskaičiuokite nurodytus integralus:

1)

∫
x2 − 3x+

√
xdx; 2)

∫ 3
√
x2 + 2
4
√
x

dx; 3)

∫
(1 +

1√
x

)

√√
x3dx;

4)

∫
x2

1 + x2
dx; 5)

∫ √
1− sin 2xdx; 6)

∫
tg2xdx;

7)

∫
(23 + 7x)2dx; 8)

∫
1

x+ 5
dx; 9)

√
2− 3xdx;

10)

∫
1√

4− 6x
dx; 11)

∫
1

2 + 3x2
dx; 12)

∫
1√

3− 5x2
dx;

13)

∫
1

1 + cos x
dx; 14)

∫
e−3xdx; 15)

∫
1√

x2 − 2
dx.

Ats: 1) x3

3
− 3x2

2
+ 2

3
x

3
2 + c; 2) 12

17
x

17
12 + 8

3
x

3
4 ; 3) 4

7
x

7
4 + 4

5
x

5
4 + c;

4) x− arctg x+ c; 5) | cosx− sinx|+ c; 6) tgx− x+ c;

7) 64x+ 16
ln 7

7x + 172x

2 ln 7
+ c; 8) ln |x+ 5|+ c; 9) − 2

9
(2− 3x)

3
2 + c;

10) − 1
6

√
4− 6x+ c; 11) 1√

6
arctg (x

√
3
2
) + c; 12) 12

17
x

17
12 + 8

3
x

3
4 + c;

13) tg (x
2
) + c; 14) − 1

3
e−3x + c; 15) ln |x+

√
x2 − 2|+ c;

2. Remdamiesi diferencialo savybėmis apskaičiuokite nurodytus integralus:

1)

∫
x2

√
1− x3

dx; 2)

∫
x

3− 5x2
dx; 3)

∫
ex

ex + 1
dx;

4)

∫
1√

x(1 + x)
dx; 5)

∫
1

x
√
x2 + 1

dx; 6)

∫
sin

1

x
· dx

x2

7)

∫
1

ex + e−x
dx; 8)

∫
cosx√
sinx

dx; 9)

∫
1

sinx
dx

10)

∫
x4

(x5 + 1)4
dx; 11)

∫
cosx√

2 + cos 2x
dx; 12)

∫
3x

9x − 1
dx.

Ats: 1) − 2
3

√
1− x3 + c; 2) − 1

10
ln |3− 5x2|+ c; 3) ln(ex + 1) + c;

4) 2arctg
√
x+ c; 5) − ln | 1

x
+
√

1 + 1
x2
|+ c; 6) cos 1

x
+ c;
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7) arctg(ex + 1) + c; 8) 2
√

sinx+ c; 9) 1
2

ln |1+cosx
1−cosx

|+ c;

10) 1
15

1
(x5+1)3

+ c; 11) 1√
2

ln
√

2 cosx+
√

1 + 2 cos2 x+ c; 1) − 1
2 ln 3

ln |1+3x

1−3x
|+ c;

3. Naudodami polinomu
‘

dalybos taisykle, bei neapibrėžtiniu
‘

koeficientu
‘

metoda
‘

suinte-
gruokite:

1)

∫
2x3 + 3x2 + x+ 1

1 + 2x
dx; 2);

∫
x+ 3

x+ 6
dx; 3)

∫
2x4 − 8x3 − 6x2 + 4

x3
dx;

4)

∫
3 + 2x

(x− 2)(x+ 5)
dx; 5)

∫
x3 + 1

x3 − 5x2 + 60x
dx;

6)

∫
x

x3 − 3x+ 2
dx; 7)

∫
x

x3 − 1
dx; 8)

∫
dx

(x+ 1)(x2 + 1)
.

Ats: 1) x3

3
+ x2

2
+ 1

2
ln |2x+1|+c; 2) x−3 ln(x+ 6)+c; 3) x2−8x−6 ln |x|− 2

x2
+c;

4) ln |x−2
x+5
|+ c; 5) x+ 1

6
ln |x| − 9

2
ln |x− 2|+ 28

3
ln |x− 3|+ c;

6) − 1
3(x−1)

+ 2
9

ln |x−1
x+2
|+c; 7) 1

6
ln (x−1)2

x2+x+1
+ 1√

3
arctg 2x+1√

3
c; 8) 1

4
ln (x+1)2

x2+1
+ 1

2
arcctg x+c.

4. Kvadratini
‘

trinari
‘

pakeite
‘

dvieju
‘

kvadratu
‘

suma arba skirtumu bei tinkamai pažymėje
‘

suintegruokite pateiktuosius integralus:

1)

∫
1

x2 + x− 2
dx; 2)

∫
x

x4 + 3x2 + 2
dx; 3)

∫
dx

3x2 − 2x− 1
;

4)

∫
xdx

x4 − 2x2 − 1
; 5)

∫
x+ 1dx

x2 + x+ 1
; 6)

∫
xdx√

5 + x− x2
;

7)

∫
xdx√

1− 3x2 − 2x4
; 8)

∫
dx

(x− 1)
√
x2 − 2

dx; 9)

∫
dx

sinx+ 2 cosx+ 3
;

Ats: 1) 1
3

ln |x−1
x+2
|+ c; 2) 1

2
ln |x2+1

x2+2
|+ c; 3) 1

4
ln | x−1

3x+1
|+ c;

4) 1
4
√

2
ln |x2−1−

√
2

x2+
√

2−1
|+ c; 5) 1

2
ln |x2 + x+ 1|+ + 1√

3
arctg 2x+1√

3
c; 6) −

√
5 + x− x2 +

1
2
arcsin 2x−1√

21
|+ c;

7) 1
2
√

2
arcsin 4x2+3√

17
+ c; 8) 1

2
arcsin x−2

|x−1|
√

2
|+ c; 9) arctg

tg( x
2

)+1

2
+ c.

5. Atlike
‘

tinkama
‘

keitini
‘

suintegruokite iracionalius reǐskinius:

1)

∫
xdx

3
√

1− 3x
; 2)

∫ √
2 + x

2− x
dx; 3)

∫
x

√
x

3− x
dx; 4)

∫
dx

1 +
√
x

;

Ats: 1) − 1+2x
10

(1− 3x)
2
3 + c; 2) −

√
4− x2 + 2 arcsin x

2
+ c; 3) − 3+x

2

√
x(2− x) +

3 arcsin
√

x
2

+ c; 4) 2
√
x− 2 ln 1 +

√
x+ c;

6. Naudodamiesi integravimo dalimis formule suintegruokite:

1)

∫
arctgxdx; 2)

∫
x2e−2xdx 3)

∫
x2 sin(2x)dx; 4)

∫
x2 lnxdx;

5)

∫
arcctg(

√
x)dx; 6)

∫ √
x2 + 3dx; 7)

∫
sin(2x)e3xdx; 8)

∫
cos lnxdx;
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9)

∫
x2
√

4 + x2dx 10)

∫
arcsin(

√
x)

x2
dx; 11)

∫
x2 ln

1− x
1 + x

dx; 12)

∫
e
√
xdx.

Ats: 1) xarctg x− 1
2

ln(1 + x2) + c; 2) − e−2x

2
(x2 + x+ 1

2
) + c;

3) − 2x2−1
4

cos(2x) + x
2

sin(2x)
√

x
2

+ c; 4) x3

3
· (lnx− 1

3
) + c;

5) −
√
x+ (x+ 1)arctg

√
x 6) x

2

√
x2 + 3 + 3

2
ln |x+

√
x2 + 3|+ c;

7) e3x
(
−2 cos(2x)+3 sin(2x)

13

)
+ c; 8) x

2
· (sin(lnx) + cos(ln x)) + c;

9) x(2x2+4)
8

√
4 + x2 − 1

2
ln(x+

√
4 + x2) + c; 10) − arcsinx

x
− ln |1+

√
1−x2
x
|+ c;

11) − x2

3
− 1

3
ln |1− x2|+ x3

3
ln |1−x

1+x
|+ c; 12) 2(

√
x− 1) · e

√
2 + c.

7. Suintegruokite pateiktus trigonometrinius reǐskinius

1)

∫
sin6 xdx; 2)

∫
sin2 x cos4 xdx; 3)

∫
dx

sin3 x

4)

∫
dx

sinx cos4 x
; 5)

∫
dx√
tgx

.

6)

∫
sin4 x cos5 xdx 7)

∫
sin3 dx

cos4 x
8)

∫
dx

sin4 x cos4 x
.

Ats: 1) 5x
16
− 1

4
sin(2x)+ 3

64
sin(4x)+ 1

48
sin3(2x)+c; 2) x

16
− 1

64
sin(4x)+ 1

48
sin3(2x)+c;

3) − cosx
2 sin2 x

+ 1
2

ln |tg (x
2
)|+ c; 4) − 1

cosx
+ 1

3 cos3 x
+ ln |tg (x

2
)|+ c;

5) 1
2
√

2
ln | t2+t

√
2+1

t2−t
√

2+1
| − 1√

2
arctg t

√
2

t2−1
+ c, t =

√
tg x; 6) sin5 x

5
− 2

7
sin7 x+ 1

9
sin9 x+ c;

7) 1
3 cos3 x

− 1
cosx

+ c; 8) − 8ctg (2x)− 8
3
ctg3 (2x) + c.

8. Naudodami Niutono-Leibnico formule
‘

apskaičiuokite pateiktus integralus:

1)

3∫
−1

(3x2 + x+ 6)dx; 2)

1∫
0

x3

√
1 + x4

dx; 3)

2∫
0

x2ex
3

dx;

4)

∫ 1

−1

xdx

x2 + x + 1
)

∫ 2

0

|1− x|dx 6)

∫ e

1
e

| ln x|dx.

7)

∫ √3

0

xarctgxdx 8)

∫ 0.75

0.5

dx

(x + 1)
√

x2 + 1
17)

∫ ln 2

0

xe−xdx.

Ats: 1) 48; 2)
√

2−1
2

; 3) e8−1
3

; 4) ln 3−π/
√

3
2

; 5) 1;

6) 2(1− 1
e
); 7) 2π

3
−
√

3
2

; 8) 1√
2

ln
(

9+4
√

2
7

)
; 9) 1

2
(1− ln 2).

9. Raskite plokštumos srities plota
‘
, kuria

‘
riboja kreivės:

1) y = x2 + 2x+ 2, y = 0, x = −2.

2) y = x2 − x− 2, y = 0, x = −2, x = 2.

3)

f(x) =

{
3x2, jei 0 ≤ x < 2,

16− 2x, jei x ≥ 2,
, y = 0, x = 3.

4) y2 = 4x, y = 3, = x = 0.

5) y = | lg x|, y = 0, x = 0.1, x = 10.
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6) y = −x2 + 4x+ 8, y = x2 − 2x.

7) y = 8− x2, y = x2, x = −1, x = 1.

8) y = e−x| sinx|, y = 0, x ≥ 0.

Ats: 1) 6; 2) 19
3

; 3) 19; 4) 9
4
; 5) 9.9− 8.1 lg e; 6) 125

3
; 7) 44

3
; 8) ≈ 0.546.

10. Apskaičiuokite netiesioginius integralus:

1)

∞∫
1

1

x3
dx 2)

∞∫
−∞

exdx 3)

1∫
0

1

x
dx

4)

∫ 1

0

dx√
1− x

5)

∫ ∞
−∞

xex
2

dx 6)

∫ −2

−∞

dx

(x + 1)3
;

7)

∫ 3

0

xdx√
9− x2

8)

∫ +∞

0

dx

x2 − 3x + 2
9)

∫ 1

−1

dx√
1− x2

10)

∫ 1

0

lnxdx 11)

∫ 1

0

dx

(2− x)
√

1− x
12)

∫ +∞

0

dx

1 + x3
.

Ats: 1) 1
2
; 2) diverguoja; 3) diverguoja; 4) 2; 5) 0; 6) −0.5;

7) 3; 8) ln 0.5; 9) π; 10) − 1; 11) π
2
; 12) 2π

3
√

3
.

11) Kokia turi būti parametro k reikšmė, kad būtu
‘

teisinga lygybė:

∞∫
800

f(x)dx = 1, jei f(x) =

{
k
x2
, jei x ≥ 800,

0, jei x < 800.

Ats: 800.
12. Remiantis apibrėžtinio integralo apibrėžimu suskaičiuokite
3∫
1

(3x− 1)dx.

Privalomos savarankǐsko darbo užduotys

1. Naudodamiesi integralu
‘

lentele apskaičiuokite nurodytus integralus:

1)

∫
x2 − x+

√
xdx; 2)

∫ 3
√
x2 + 5
4
√
x

dx; 3)

∫
(1 +

1√
x

)

√√
x3dx.

2. Remdamiesi diferencialo savybėmis apskaičiuokite nurodytus integralus:

1)

∫
x2

√
3− 2x3

dx; 2)

∫
x

4− 6x2
dx; 3)

∫
e2x

e2x + 4
dx;

4)

∫
1√

x(1 + x)
dx; 5)

∫
1

x
√
x2 + 1

dx; 6)

∫
sin

1

x
· dx

x2
.

3. Naudodami polinomu
‘

dalybos taisykle, bei neapibrėžtiniu
‘

koeficientu
‘

metoda
‘

suinte-
gruokite:

1)

∫
2x3 + x2 + x+ 1

1 + 2x
dx; 2)

∫
2x+ 3

x+ 6
dx; 3)

∫
x4 − 8x3 − 6x2 + 4

x2
dx.
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4. Kvadratini
‘

trinari
‘

pakeite
‘

dvieju
‘

kvadratu
‘

suma arba skirtumu bei tinkamai pažymėje
‘

suintegruokite pateiktuosius integralus:

1)

∫
1

x2 + 2x− 2
dx; 2)

∫
x

x4 + x2 + 2
dx; 3)

∫
dx

3x2 − x− 4
.

5. Naudodamiesi integravimo dalimis formule suintegruokite:

1)

∫
arctgxdx; 2)

∫
x2e−2xdx; 3)

∫
x2 sin(2x)dx; 4)

∫
x2 lnxdx;

5)

∫
arcctg(

√
x)dx; 6)

∫ √
x2 + 3dx; 7)

∫
sin(2x)e3xdx; 8)

∫
cos lnxdx.

6. Naudodami Niutono-Leibnico formule
‘

apskaičiuokite pateiktus integralus:

1)

3∫
−1

(3x2 + x+ 6)dx; 2)

1∫
0

x3

√
1 + x4

dx; 3)

2∫
0

x2ex
3

dx;

4)

∫ 1

−1

xdx

x2 + x+ 1
; 5)

∫ 2

0

|1− x|dx; 6)

∫ e

1
e

| lnx|dx.

7. Raskite plokštumos srities plota
‘
, kuria

‘
riboja kreivės:

1) y = x2 + x+ 2, y = 0, x = −2.

2) y = x2 − 2x− 2, y = 0, x = −2, x = 2.

3)

f(x) =

{
3x2 + 2, jei 0 ≤ x < 2,

16− 2x, jei x ≥ 2,
, y = 0, x = 3.

8. Apskaičiuokite netiesioginius integralus:

1)

∞∫
1

1

x3
dx; 2)

∞∫
−∞

exdx; 3)

1∫
0

1

x
dx;

4)

∫ 1

0

dx√
1− x

; 5)

∫ ∞
−∞

xex
2

dx; 6)

∫ −2

−∞

dx

(x+ 1)3
;

7)

∫ 3

0

xdx√
9− x2

; 8)

∫ +∞

0

dx

x2 − 3x+ 2
; 9)

∫ 1

−1

dx√
1− x2

;

10)

∫ 1

0

lnxdx; 11)

∫ 1

0

dx

(2− x)
√

1− x
; 12)

∫ +∞

0

dx

1 + x3
.

164


