VIII. INTEGRALAI

8.1 Apibréztinio integralo apibrézimas
Tarkime, kad funkcija y = f(x) yra tolydi intervale [a, b].
Padalinkime intervala [a, b], n taskais, kurie tenkina sarysius:

a=20 <21 <...Tp_1<x,="0.

Sia tasku aibe vadinsime intervalo [a,b] skaidiniu. Kitaip tariant, jei duotas intervalo [a, D]
skaidinys, tai apibréziamas ir intervalo suskaidymas i poaibius, kuriu sajunga yra lygi visam
intervalui. Atkreipsime démesi i tai, kad intervaly ilgiai nebtutinai vienodi.

Pazymeékime
1 —xg=Ax1, 00 —x1 = Axg, ..., 2, — Tp_1 = Ax,.
Be to, I; = [zj_1,2;),j=1,...,n—1, ir I, = [x,_1,2,].
Tarkime, kad funkcija yra tolydi. Tegu M;, m; yra funkcijos y = f(x) didziausia ir maziausia
reiksmés intervaluose I, j = 1,...,n, m; = mingey, f(x), M; = max,er; f(2).

Sudarykime sumas

=1

n
i=1

Sias sumas vadinsime funkcijos y = f(z) virsutine ir apatine integralinémis sumomis, atitinka-
mai.

Akivaizdu, kad m; < M;, ¢ = 1,...,n. Bet tada ir s, < §,. Pastebékime, kad m <
m;, ivr M; <M, 1=1,... n. Tada

ir

Sp > mAzxy + mAzy + -+ -+ mAz, =m(b—a)
ir
Sp < MAzy + MAzy + -+ -+ MAx,, = M(b — a).
Is paskutiniyju dvieju nelygybiu isplaukia nelygybe:
m(b—a)<s,<S,<M(b-a).

Tarkime, kad taskai & € I;, i = 1,...,n. Sudarykime suma

(1) suma yra vadinama funkcijos y = f(z) integraline suma, intervale [a, b]. Pastebésime, kad
teisingos nelygybeés:

Is paskutiniuju nelygybiu isplaukia, kad

Zn: m;Azx; < z": f(&)Ax; < 2": M;Ax;
i—1 i—1 i—1

arba
sp <X, <S,. (2)
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Nesunku suprasti, kad integraliné suma I,, priklauso nuo intervalo skaidinio ir tasku &;,i =

1,...,n parinkimo. Pati didziausia skaidinio intervala pazymeékime simboliu A. T.y. A =
A(n) = max A,

Aisku, kad bet kokiam intervalo skaidiniui ir laisvai pasirinktiems taskams &; € I; mes galime
sudaryti integraline suma

Xy = Zl f(&)Az;.

Tarkime, kad mes nagrinéjame kokia nors intervalo [a,b] skaidiniu seka, kurios A — 0, kai
n — oco. Beje, kaip ir anksciau &; € I;. Tarkime, kad taip sudarytai skaidiniu sekai, ja atitinkanti
integraliniy sumuy seka turi riba, t.y.

n

ggz f(&)Az; = S.

Jeigu Sios sekos riba egzistuoja ir nepriklauso nei nuo intervalo [a,b] skaidiniu sudarymo
(skaidinio tasku parinkimo), nei tasku & € I; parinkimo, tai Sia riba vadinsime funkcijos y =
f(z) apibréztiniu integralu, intervale [a, b] ir Zymeésime simboliu

/ F(w)da.

a

Taigi

A—0 4

lim > 7(€)A0 = [ fla)d 8

Vadinasi apibréztinis integralas, intervale [a,b], yra sumos apibendrinimas. Jeigu funkcijai
y = f(z) teisinga (3) lygybé, tai funkcija bus vadinama integruojama intervale [a, b].

Pavyzdys IS integralo apibrézimo isplaukia akivaizdi integralo geometriné interpretaci-
ja. Funkcijos f(z) = y integralas, intervale [a,b] yra plotas srities, kuria riboja Oz asis ir
nagrinéjamos funkcijos grafikas. Beje, atkreipsime démesi, kad siuo atveju plotas gali igyti ir
neigiama skaitine reiksme!

Panagrinékime du atvejus.

a) Tarkime, kad funkcija igyja tik teigiamas reikSmes intervale [a,b]. Tada Sios funkcijos
integralas intervale [a,b] sutampa su plotu srities, kuria riboja funkcijos grafikas ir Ox asis 1
pav.

1 pav.
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b) Jei funkcija integruojamame intervale igyja skirtingu zenklu reiksmes, tai Siuo atveju
integralo reiksmé sutampa su ploty, skirtingus zenklus igyjanciose dalyse skirtumu, 2 pav.

b

/f(x)dx =S51—-52.

a

$1

S2

2 pav.
Zinome, kad jei riba egzistuoja, tai ir bet kokio posekio riba yra ta pati. Remdamiesi sia

ribos savybe gauname, kad

ir

A—0 4

b
lim » " MAx; = / f(x)dz.
=1 a

Pasirodo, kad

Teorema 1. Jeigu funkcija y = f(x) yra tolydi intervale |a, b, tai tada Siame intervale funkcija

yra integruojama.

Pastaba Tarkime, kad duotas integralas

Susitarkime zymeéti

Be to laikysime, kad

/af(a:)da: = 0.

Pastaba Atkreipsime skaitytojo démesi i tai, kad jei funkcija turi trukio taskus intervale,
kuriame skai¢iuojame integrala, tai Siuo atveju integralas skai¢iuojamas truputi kitaip. Sia

situacija nagrinésime kiek véliau.
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8.2 Apibréztinio integralo savybés
1. Savybé

/bkf(x)dm = k/bf(x)dx.

Sios savybes irodymas isplaukia i$ ribu savybiu (konstanta galima iskelti pries ribos zenkla).
2. Savybé

S

b b

/me+mmmx:/#mmm+jg@mx

a a

Remdamiesi ribu savybémis gauname, kad
b
/(f(x) x—hmz (&) +9(&)) Az =

b

b
lim Zf (&)Ax; + hm Zg (&)Ax; = /f(x)dm + /g(m)dx.

A—0
a

¥
3. Savybé Tarkime, kad visiems z € [a,b], f(x) < ¢(x). Tada
b

/}mesjqum

a

S/
Nagrinésime skirtuma:

/bw(x)dx—/bf(x)dx :/b(¢(x) — f(x))da =

n

ilglo ( (&) — f(£>i>)Axi~ (5)

Pastebésime, kad skirtumai ¢(§;) — f(fz) > 0ir be to Az; >0, i=1...,n. Tada ir (5)
riba turi Sia savybe, t.y.

b b b

0< [ (pla) = 1@) = [ plaide ~ [ fayte

a a a

Is paskutiniyju nelygybiu iSplaukia teoremos irodymas.
@

4. Savybé Tarkime, kad y = f(x) yra tolydi funkcija intervale [a, b]. Tada

b

m(a —b) < /f(x)dx < M(b—a),

a
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m, M yra funkcijos maziausia ir didziausia reiksmeés, intervale [a, b].

S
Turime, kad m < f(x) < M, visiems x € [a, b]. Remdamiesi 3. savybe gauname, kad

/bmdx < /bf(x)dx < /bde. (6)

b b
Bet [mdz = m(b—a) ir [ Mdx = M(b — a). Irase paskutiniasias lygybes i (6) nelygybe

gauname teoremos irodyma.
S

5. Savybé Tarkime, kad funkcija y = f(z) yra tolydi intervale [a,b]. Tada egzistuoja
taskas & € [a, ], toks, kad
b

/f@ﬂxzw—av&)

a

S
Kaip paprastai tarkime, kad m ir M yra funkcijos maziausia ir didziausia reikSmeés intervale
[a, b]. Remdamiesi 4. savybe gauname, kad

Pazymeékime
b
1
— /f(x)dx:u, m<pu <M.
—a

Funkcija y = f(x) yra tolydi intervale [a, b], taigi, $i funkcija igyja visas reiksmes i3 intervalo
[m, M. Vadinasi, egzistuoja ¢ € [a, ] toks, kad f(§) = p. Taigi

b
/ﬂmmzf@w—@.

%
Pavyzdys Funkcijos y = f(x) vidurkiu f, intervale [a, b], vadinsime tokj skaiciu:

b
1 _
i [ fwe =7

5. Savybé Tarkime, kad a < ¢ < b. Tada teisinga lygybe:

jﬂmmzlﬁmm+[?mm,

jeigu pastarieji integralai egzistuoja.

S
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Pastebésime, kad 6. savybés formuluotéje nebtutina reikalauti, kad butu teisingi sarysiai
a < ¢ < b, t.y. galime §ia savybe formuluoti bet kokiems trims taskams a, b, c. Tikimeés, kad
skaitytojas pats tuo isitikins.

Remdamiesi pateiktu intergralo apibrézimu apskaic¢iuokime integrala:

/3 (x — 5)dx.

Suskaidome intervala [0, 3] n vienodo ilgio Az = %, intervalais. Siu intervalu galiniai taskai

0,2,2.23.2 . (n—1)-2 3 Matome, kad minétame intervale funkcija jgyja neigiamas

')

reiksmes. Sudarome integraline suma:

3./3 3 3 3 3
So=2f(2)+2£(2-2) o+ 21 (n D),
n’ \n n n n n
Kadangi funkcija yra neigiama, tai gausime neigiama sio integralo reikSme. UzrasSe integraline
suma funkcija isreikstine forma, t.y f(u) = u — 5 gauname

Sn:§<(§—5)—|—(2-§—5)+---+(n-%—5)>:

n\‘n n
3 3 3 3n(l 9
S( =4 (1424 +n)) :—(—&H—M) — 154+ -(1+—)
n n n 2 2
Vadinasi
lim S, = —10,5.
n—oo

Pastarasis skaicius yra integralo reiksme.

Matome, kad netgi labai paprastos funkcijos apibréztinis integralas, remiantis apibrézimu,
skai¢iuojamas gana sudétingai. Nesunku suprasti, kad norint suskaic¢iuoti sudétingesnés funkci-
jos apibréztini integrala, remiantis apibrézimu, tektu gerokai pavargti, o daznai skaiciavimas
buty labai sudétingas. Kitame skyrelyje aptarsime metoda, kuriuo remdamiesi skaiciuosime
apibréztini integrala naudodamiesi ne ribos savoka, bet iSvestine.

8.3 Pirmyksté funkcija. Niutono Leibnico formulé

Apibrézimas Funkcija F(x) vadinsime funkcijos f(x) pirmykste funkcija, jeigu teisinga

lygybeé
F'(z) = f(x).

Tarkime zinome funkcijos f(z) kokia nors pirmykste funkcija F(z). Tada funkcija F'(z) 4
1 taip pat yra pirmyksté funkcija funkcijai f(z). Dar daugiau, jei prie pirmykstés funkcijos
pridésime bet kokia konstanta, tai gautoji funkcija F'(z) + ¢ irgi bus pirmyksté funkcijai f(x),
kadangi F'(z) + ¢ = f(x).

Teisinga tokia

Teorema 2. Jeigu Fi(x) ir Fy(x) yra dvi funkcijos f(x) pirmykstés funkcijos intervale (a,b),

tai Sios funkcijos skiriasi konstanta, t.y.

Fi(x) — Fy(x) = c.

S
Remdamiesi pirmykstés funkcijos apibrézimu gauname, kad esant teoremos prielaidoms
teisingos lygybes:

{F{("B) AR TI)] (7)

Fy(x) = f(x),



Pazymeéje p(z) = Fi(x) — Fy(x), i8 (7) lygybés gauname, kad
¢,(I) = (Fl(x) - F2(x)) = 07 LS [CL7 b}

Remdamiesi funkcijos pastovumo pozymiu gauname, kad paskutinysis skirtumas yra lygus
konstantai, visiems z € [a, b].

S

I$ paskutiniosios teoremos isplaukia, kad jei zinoma kokia nors funkcijos f(z) pirmykste
funkcija F(z), tai bet kokia kita funkcijos F'(z) pirmyksté funkcija G(z) = F(z) + ¢, ¢ia ¢ yra
konstanta.

Nagrinésime integrala

O(z) = /1‘ ft)dt, x € [a,b]. (8)

Kitaip tariant, nagrinéjamas integralas yra kintamo ploto (arba kintamu plotu skirtumo prik-
lausomai nuo funkcijos zenklo) funkcija. Kadangi funkcija y = f(z) yra tolydi, tai ir funkcija
®(x) taip pat yra tolydi (irodykite). Teisinga tokia teorema

Teorema 3. Tarkime, kad funkcijay = f(x) yra tolydi intervale |a, b]. Tada (8) lygybe apibréztos
funkcijos ®(x) isvestiné yra lygi funkcijai f(x).

S/
Suskaiciuokime funkcijos ®(x) isvestine. Turime, kad

, o Olr+Az) - O(z
q)(x):ili%( Aa>: (z) _

F@at [T pde - [ fwde [T f (e
lim =2 z & = lim &+——~~
A—0 Az A—0 Ax
Pasinaudoje 5. savybe gauname, kad egzistuoja taskas p toks, kad teisinga lygybeé;

z+Azx
/ FOE = F()Az, i€ [z,7+ Adl.

Pastebesime, kad jei Az — 0, tai p — x. Kadangi funkcija f(z) yra tolydi intervale [a, b], tai

lim f(u) = lim f() = f(a).

Az—0 n—x
Remdamiesi paskutiniaisias sarysiais, i$ (9) gauname

Vle) = Jim = = dm T = @)

Axz—0

@

I$ paskutiniosios teoremos iSplaukia, kad funkcija ®(z) yra viena is funkcijos f(x) pirmyksciu
funkciju. Kadangi funkcijos f(z) visos pirmykstés tesiskiria konstanta, tai tada pazyméje
funkcijos f(x) pirmykste funkcija F'(x), gauname F(x) = ®(z) + c.

Teorema 4. Teorema (Niutono-Leibnico formulé) Tarkime, kad F(x) yra funkcijos f(x) pirmyksté
funkcija, beje, f(x) yra tolydi apibrézimo srityje. Tada
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S

Tarkime, kad funkcija y = F(z) yra kokia nors funkcijos y = f(x) pirmyksté funkcija.
Zinome (2 Teorema), kad funkcija ®(z) taip pat yra funkcijos y = f(x) pirmyksté funkcija.
Kadangi dvi pirmykstés funkcijos tesiskiria konstanta, tai teisinga lygybeé:

/1 ft)dt = F(x) + c.

Tarkime, kad x = a. Tada gauname, kad ®(a) + ¢ = 0 arba ¢ = —®(a). Taigi

/ F(O)dt = F(z) — Fla).
Parinke x = b gauname,

b
/ f(x)dz = F(b) — F(a).

D
Toliau zymeésime:

| #a)da = F6) - Fla) = F@)

Niutono-Leibnico formulé sudaro galimybes apskaic¢iuoti apibréztini integrala, zinant duo-
tosios funkcijos bet kokia pirmykste funkcija.

8.4 Neapibréztinis integralas

Praeitame skyrelyje, nagrinedami apibreztini integrala pastebéjome, kad pastaraji galima
skai¢iuoti naudojant pirmines funkcijas. Tai labai supaprastina apibréztinio integralo skai¢iavima.
Tiksliau kalbant,

/ﬂwm:F@—Fun:ﬂm+a

¢ia C' = —F(x1) yra fiksuotas skaicius, o — kintamas dydis. Taigi, funkcijos f(z) pirmyksteé
funkcija, yra Sios funkcijos apibréztinis integralas su kintamu virSutiniu réziu. Tad gana
natiralu, funkcijos f(z) bet kokios pirmykstés funkcijos Zymeéjimui naudoti integralo simbolika,
nenurodant réziy.

Tegu ¢ € R yra konstanta.

Apibrézimas Tarkime, kad F(x) yra funkcijos f(z) pirmyksté funkcija. Reiskini F'(z)+c
vadinsime funkcijos f(x) neapibréztiniu integralu ir Zymeésime simboliu

/ f(x)d.

Remdamiesi apibrézimu galime rasSyti:

/f(:l:)d$ = F(z)+c¢, jeigu F'(z) = f(x).

Kitaip tariant, funkcijos f(z) neapibréztinis integralas yra Sios funkcijos pirmykséiu funkciju
aibe.

Funkcija f(z) vadinsime pointegrine funkcija, f(z)dz— pointegriniu reiskiniu, o simboli [ —
integralo simboliu.

Ar bet kokia funkcija turi pirmykste funkcija? Teisinga tokia teorema:

Pastaba Jeigu funkcija y = f(z) yra tolydi intervale [a,b], tai egzistuoja Sios funkcijos
neapibréztinis integralas.
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Si pastaba yra Teoremos 3 tiesioginé isvada.

Aptarsime metodus, kuriu déka galésime rasti kai kuriu elementariuju funkciju neapibréz-
tinius integralus. Procesa, kurio metu rasime funkcijos neapibréztini integrala, vadinsime
integravimu. Atkreipsime skaitytojo démesi i tai, kad elementariyju funkciju isvestinés yra
elementariosios funkcijos, taciau elementariyju funkciju integralai, nebiitinai elementariosios
funkcijos. Placiau apie tai kiek véliau.

1) Neapibréztinio integralo isvestiné yra lygi pointegrinei funkcijai, t.y.

(/f(x)dx)/ = (F(x) —f-c)/ = f(x).

Pastaroji savybé yra tiesioginé apibrézimo isvada.
2) Neapibréztinio integralo diferencialas yra lygus pointegriniam reiskiniui:

d(/f(x)dx) = f(z)dz.

Pastaroji savybé isplaukia i§ 1) savybeés.
3) Bet kokios funkcijos diferencialo neapibréztinis integralas yra lygus tos pacios funkcijos
ir bet kokios konstantos sumai, t.y.

[ dt) = gta) + e

Perrase paskutiniaja lygybe

ir skai¢iuodami abieju pusiu isvestines (taikydami 1) savybe) gauname lygybe
g'(z) = g'(z).

Taigi, (10) lygybés kairéje ir desinéje puséje yra reiskiniai, besiskiriantys tik, gal but, kon-
stanta.
4) Dvieju funkciju sumos integralas yra lygus siu funkciju integralu sumai, t.y.

/(f(:r)+g(:c))dx=/f(x)dx+/g(x)dx.

Siulome sia savybe irodyti skaitytojui.
5) Pastovu daugikli, esanti po integalo simboliu, galima iskelti pries integralo simboli, t.y.

/ of(2)dz = a / f(@)da.

Sios savybeés irodyma taip pat palickame skaitytojui. Sitilome suskai¢iuoti abiejose lygybés
pusese esanciu reiskiniy iSvestines ir jas palyginti.

8.5 Elementariyju funkciju integralu lentelé. Integravimo metodai

Pateiksime elementariyju funkciju integraly lentele.

1./0dx:c;

xa—i—l
2. “dr = —1;
/;E x T +c, a#—1;

1
3./—dx =In|z| + ¢
T
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4./sinxdx = —cosz + ¢

5./cosxdx =sinz + ¢

1
6./ s—da = tgx + ¢
cos?

1
7./ ——dr = —ctgr + ¢;
sin” x

8./tgxdx = —1In|cosz| + ¢

9./ctgxdx = In|sinz| + ¢

10./azdx: A + ¢;
Ina

11./e”dm =e" 4 ¢

19 / 1 Qo — arctgr + ¢,
1+ 22 —arcctgr + ¢;
arcsinz + c,

1
13. | ——dzx =
/ V1—a2 {—arccos:l: + ¢

1 1. 1+x
14. dr =<1
/1—3:2‘” Rl re

Skaitytojui sitilome isitikinti, nurodytu lygybiy teisingumu.

Kintamuju keitimo metodas

Tarkime, kad mums reikia suskai¢iuoti integrala

[ .

tuo tarpu i$ karto nustatyti funkcijos y = f(z) pirmykstés negalime, nors ir zinome, kad
pastaroji egzistuoja. Tarkime, kad laisvasis kintamasis = = ¢(t), ¢ia ¢(t) yra diferencijuojama
ir monotoniné funkcija, t € [, 8]. Aisku, kad dz = ¢'(t)dt. Parodysime, kad Siuo atveju teisinga
lygybeé

/}@szjfwwnwww. (11)

Paskutiniaja lygybe irodysime, jeigu parodysime, kad abiejose lygybés pusése esanciuy reiskiniu
iSvestines, x atzvilgiu, sutampa.
Randame (11) lygybés kairiosios funkcijos isvestine. Remdamiesi (11) savybe gauname, kad

(/f@ﬂ@;=ﬂ@-

Panagrinekime (11) reigkinio deginiaja puse. Turime, kad z = () ir t = p~!(z). Tada turime,
kad

a1 1
de 9z /(1)



Remdamiesi paskutiniaja pastaba gauname, kad

rdt

([ remyea) = ( [ remyean) g -

Fe0)¢ (O = F(6l0) = fla).

Matome, kad (11) reiskinio, abieju lygybés pusiu isvestinés sutampa. Vadinasi ir (11) lygybeés
abu neapibréztiniai integralai sutampa.

Pastebésime, kad integruodami, paprastai, atlickame keitini ¢ = g(x). Tada, perskaiciave
visa pointegrini reiskini, naujojo kintamojo atzvilgiu, gauname integrala, kurio laisvasis kin-
tamasis t. T.y. pakeite kintamaji gauname (11) reiskinio desiniaja puse. Mes irodéme, kad
desinioji ir kairioji pusés sutampa. Aukséiau aprasytas integravimo metodas yra vadinamas
kintamuju keitimo metodu.

Atkreipiame skaitytojo démesi, kad kintamuju keitimo metodas yra vienas iS dazniausiai
taikomu metody, integruojant, todeél labai svarbu §i metoda suprasti is esmes.

Tarkime, kad zinome kokios nors funkcijos pirmykste funkcija. T.y.

/f(x)dx =F(z)+c.

Tada pastebéje, kad da = 2d(ax), gauname

d(

1) I:/f(aa:)dx:/f(aa:) Zx) :%/f(ax)d(aa:).

Pazyméje t = ax gauname, kad

I— %/f(t)dt _ %F(t) fe= éF(ax) te.

1 1
/e4xdx = Z/e4xd4x = Ze‘” + c.

2) Remdamiesi diferencialo apibrézimu gauname d(a + x) = dzx.
Tada

Pavyzdys

[—/f(a+x)dx—/f(a+x)d(a+x).

Pazymeéje t = a + = gauname, kad
[—/f(t)dt—F(t)—l—c—F(a+x)—|—c.
Pavyzdys
: 1 _ 1
/3111(5:1; +2)dz = B / sin(bz + 2)d(bx + 2) = 5 cos(bx +2) + c.
3) Apibendrindami galime tvirtinti, kad jei (11) lygybé yra teisinga, tai
[ Ho@)ls@) = Flote) +c

Remdamiesi 1), 2), 3) pastabomis, galime perrasyti apibendrinta integralu lentele, t.y.

B fa+1(x)
a4l

+ec, a#—1;

L[ f@af
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/ @ =)+ e
Sl/ﬁnﬂfo@):—c%f@ﬁ+a
4l/cwjhwdfu):smf@0+c;
5./F1f<$>df(:c) =tgf(z)+c

1
6. / mdf(m) = —ctgf(z) +c

7./tgf(x)df(x) = —In|cos f(x)] + ¢

8. /ctgf(m)df(x) = In|sin f(x)| + ¢

f(x)
9./af(x)df(x) = ? + ¢
na

0 [t e+
1 ~ Jarctgf(x) +c,
11'/?(90)2@0@) B {—al”cctgf(:v) +c

9. / arcsinf(x) + ¢,
/1 _ —arccosf(x) + ¢
1 1+ f(x)
13, / af(@) = 5|20 4
1— f(z)? 21— f(x)
Suskaiciuokime keleta integralu remiantis kintamojo keitimo teorema bei savybémis 1)-3).

Pavyzdys
dz 1 [d(1+ 3x)
=— [ ——==In[1+43 .
/1+3x 3/ 1+ 3z n L+ 3e]+c

/ sin? z cos zdx = / sin® zd sin z.

Pazymeéje, t = sinx gauname, kad
tt sin? x
/singa:dsin:v:/t3dt:—+c: +c.

Pavyzdys Raskime integrala
/ dx
I = .
1+e®

Pazymékime ¢ = e”. Kai atlickame kintamojo keitima (pazymime), tai keisdami §i kintamaji
integrale turime pointegriniame reiskinyje visus senus kintamuosius keisti naujaisiais. Turime

z=Intir dz = d(Int) = ¢. Tada
/ dt
I = .
t(1+1)
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Pastebésime, kad

t(l+t) t 1+t

Remdamiesi sia lygybe gauname, kad

dt dt dt
= [ = [ —— =t -In[l+¢.
t(1+1) t 1+t

xT

Gauname, kad
e

1+e”

t
I=Ih|—I|=1 :
nl gl = Il + e

Integravimas dalimis

Panagrinésime dar viena integravimo metoda, kuris vadinamas dalinio integravimo metodu.
Tarkime, kad u, v diferencijuojamos funkcijos. Tada teisinga lygybe

d(uv) = udv + vdu, arba udv = uwv — vdu.

Integruodami paskutiniaja lygybe gauname tokia lygybe

/udv—uv—/vdu—uv—/vu’dx.

Pastaraja formule dazniausiai tenka naudoti, kai pointegrini reiskinj galime perrasyti kokios
nors funkcijos w ir kitos funkcijos diferencialu. Minéti du reiskiniai paprastai parenkami inte-
gravimo metu, priklausomai nuo pointegrinés funkcijos. Aptarsime keleta specifiniy atveju.

Tarkime, kad pointegriné funkcija yra funkciju z® ir vienos is funkciju e* arba sinz arba
cosx sandauga. Sutarkime tokio pobudzio integrala trumpai zymeéti zemiau aprasytu budu.
Tada funkcijos u ir v parenkamos tokiu budu,

axr ax

e e
(0% 1 (0% :
x*Ccosar drxr=— [ 2% ¢ sinax
a
sin ax —cosaxz,

atitinkamai.
Pavyzdys Suintegruokime toki integrala

1
I= /xcos(Qx)dx = é/a:dsin(Z:c).
Integruodami dalimis gauname, kad
L, . . 1, . 1
I= 5(3: sin(2zx) — /sm(Qx)da:) = 5(:1) sin(2x) + 5 cos(2x)) + c.

Jei pointerginis reiskinys yra funkcijos z® ir vienos is funkciju =~ f (arcsinx), f (arccos:c),

f (arctgx), f (arcctgx) arba f (ln x) sandauga, tai funkcijos u ir v paprastai parenkamos
tokiu budu:
( f (arcsinx) f (arcsinx)
f (arccosa:) f (arccosm) ol
/a:o‘ f(arctgw) dr = / { f(arctg:v) d ‘ )
a+1
f (arcctga;) f (arcctgx)
\f(lnx) \f(lnx)
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Pavyzdys Suintegruokime:
1= /xarctgxdx.

1d(z?). Turime, kad

Remdamiesi auksciau paminéta taisykle keiciame rdr = 5

T

1 1-1 1
§(x2arctgx—/x i dz) = - (z arctgx—/dx+/

1+ a2

I 1/ tgxda? = (a2arct / v dz)
= — arc Xdr- = —(x arc X — xr) =
2 & 2 & 1+ 22

I+ a:2
L
5(95 arctg x — x + arctgx) + c.

Jei pointegrinis reiskinys yra eksponentineés ir trigonometrinés funkcijos sandauga, tai

COS ax 1 sin ax
/ebz _ der = — /ebxd
sin ax a —cosazx.

Pavyzdys Suintegruokime reiskini:

I = /ezzp sin zdx = —/e%dsinx = —e*®cosx + 2/629” coszdr =

—e* cosx + 2 / e?dsine = —e** cosx + 2e*sinz — 4 / e gin xdz.
Turime, kad
I = —e*(cosw + 2sinx) — 41, arba 51 = —e*(cosz + 2sinx).

Is paskutiniojo sarysio isplaukia, kad

2x
/ezx sin zdx = —%(cosx + 2sinx) + c.

8.6 Racionaliu reiskiniu integravimo metodai
Apibrézimas  Funkcija, Q,(x)/R(x) vadinsime racionaliuoju  reiskiniu, jeigu @, ir
R,, yra polinomai. Racionaluji reiskini vadinsime taisyklingu, jeigu n < m. PrieSingu atveju
reiskinys yra netaisyklingas.
Pavyzdys Reiskinys
3+ 22 +1
3x5+2x+1
yra taisyklingas, o reiskinys
22+ 2z +4
2v + 3
netaisyklingas.
Tarkime, kad racionalusis reiskinys yra netaisyklingas t.y. n > m. Dalindami polinoma @),
i§ R,, gausime polinomo ir taisyklingo racionalaus reiskinio suma:

Qn Q7
R nm—i—Rm I <m.

Apibrézimas Racionalu reiskinj

xt+42° + 5 — 4
20+ 1
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uzrasykime polinomo ir taisyklingo racionalaus reiskinio suma:

ot +42° + 57 — 4| 555
xt + 223
223 + 5z — 4
227 + 42°
—42? +5x — 4
—4x* — 8z
13z — 4
13z — 26
22
Gauname, kad
4 3
x*+4x° + 5 —4 0P 92? — Ap 413+ 22 .
2 + 1 x+ 2
Apibrézimas Racionalius reiskinius
Lo A penkso 3 ATt B
r—a (x —a)k 2?2 +pr+q
Az+ B ke N, k>2.

(2% + pz + q)*
vadinsime paprasciausiais racionaliaisias reiskiniais.

Pasirodo (to nenagrinésime, tik skaitytojui besidomin¢iam Sia problematika pasiulysime
pvz. V. Kabailos "Matematiné analizé” vadovéli), kad bet koks racionalusis reiskinys gali
biuti pertvarkytas i paprasciausiu racionaliuju reiskiniu ir polinomu suma. Suformuluokime §i
rezultata.

Lema Tarkime, kad Q,,/R,, yra taisyklingas racionalusis reskinys. Be to

Ro(z) = (x —a1)™ -+ (x — ag)* (2 + prz + @) - (2% + psa + ¢5)™,

¢ia ag + -+ 20 + - - - 285 = n. Tada racionaluji reiskinj Q. / R, galime isreiksti tokiu budu:

- AW AW AS
Q_ = 1 + 2 — ke ST
R, (r—a)* (x—a)™ (x —ay)
A® AP A}({k)

)™ a1 gy T
Mipa N Mg Mie+N)
(@ +pr+q)  (@+prt+q)t (@4 pr+q)
Mix + Ny M3z + N3 M.z + Ns,

(22 + por + q5)P (22 4+ pex + q5)P 1 (22 + pex + qs)

Siy reiskiniy koeficientus galime apskai¢iuoti, lygindami kairiosios ir desiniosios pusiu koefi-
cientus, prie atitinkamu x laipsniu. Gausime lygciu sistemas, kurias iSsprende rasime ieSkomuosius
koeficientus. Sis metodas vadinamas neapibréztiniy koeficienty metodu.

Suintegruokime auksciau pateiktus paprasciausius racionaliuosius reiskinius.

1.
A 1
/ dx:A/ dlzx —a) =Aln|z —a| +c

Tr—a r—a

149



Lx: r—a) Mz —a) = A c
J ot f ot - o = e e

3. Tarkime, kad p?/4 — g < 0. Tada
/ Az + B dx:/A/2(2x+p>+(B_Ap/Q)dx:

2+ pr+q 2+ pr+q
A 1 pA 1
— [ ——d(=»*? B —— —dz =
2/x2+px+q (z* + pr+p) + ( 2)/x2—|—px+qx
A A 1
—1n|x2+px+q|+(3—p—)/ —dx =
2 2] e %)

—In|z* + pr + q| + —=arctg(—).
2 Vg —p? Viq —p?
Nagrinésime atveji p?/4 — ¢ > 0. Pastaroji nelygybé reiskia, kad 3. integralo, pointegrinio
reiskinio vardiklis turi dvi (arba viena kartotine) Saknis, tarkime 1, x5. Tada

/ Ax+ B / Ax + B
i dz.
2+ pr+q (x —x1)(x — 9)

Remdamiesi aukséiau suformuluota lema gauname, kad egzistuoja konstantos a ir b tokios,

kad teisinga lygybe:
Ar+ B a N b

x2+px+q:x—x1 T —x

Tada, remdamiesi 1. integralu gauname, kad

Ax + B
/Lda: =aln|z — x|+ bln |z — x4

2+ pr+q
Apskaic¢iuokime 4. integrala. Turime, kad
Az + B A / 1 9
de = — d(z® +px + q)+
/($2+p$+Q)k 2 ) (@+pr+q)f @+t
pA A Ap

1
B—— de = —1I B — —) (k).
B~ | Grperarts = 3t (= 580
Nagrinésime integrala ;. Pazymékime ¢ = 2?4+ pz+q. Tada, dt = (22 +p)dx. Skai¢iuojame:

dt t*kJrl
=+

I = [ =
! tk 1k

Pazymékime: x + & = t. Tada dz = dt. Beto, 0 < ¢ — ”ZQ = m?. Naudodami §iuos zZyméjimus,

I,(k) integrala perrasome taip:

1 1
I(k) = / Erprtar / G+ P2+ (= FAF "

1
/ @+ mptt

Paskutinijji reiskinj integruojame tokiu budu:

1 2 2\ 42
/(t—l—m) £

m2 ) (2 4+ m?)k

b(k) =
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1 / 1 &t 1 / 12 e
m2 (t2+m2)k—1 m2 (t2_|_m2>k T

1 1 t dt
a2~ iy [ (2 m2)T)

1 1 t
Taigi, gavome rekurentine formule integralui I5(k) skai¢iuoti. Suprantama, kad pratese §i
procesa gausime, kad bet kokiam k, Iy(k) galésime isreiksti per I(1), o pastaraji mokame
skaic¢iuoti. Tuo ir baigiame 4. integralo nagrinéjima.
Pateiksime keleta pavyzdziu, kaip yra taikomas neapibréztiniu koeficientu metodas.
Pavyzdys Suintegruokime

/2x4—3m3—4x2—17$—6
I —
3 — 212 — 3x

— Ik —1)).

dzx.

Pastebékime, kad pointegrinis reiskinys yra netaisyklingas. Padaline skaitiklj is vardiklio gau-
name, kad

2x4—3x3—4x2—17x—6:2x+1+4x2—14x—6
3 — 222 — 3w 23 — 222 — 3z
Tada
/2x4—3x3—4x2—17x—6dxz/2x+1+4x2—14x—6:
3 — 222 — 3x x3 — 222 — 3x

2 +/4x2—14x—6d
Tt 4+ — dx =:
3 — 222 — 3x

o+ 2+ I1.
Pastebéje, kad 2 — 222 — 3z = z(2* — 2z — 3) = z(z + 1)(z — 3) gauname,
2 _ _
1= / 4o* — 142 — 6 da
z(x+1)(z —3)

Remdamiesi auksciau pateiktais samprotavimais pointegrini reiskini perrasome tokiu budu:

472 — 142 — 6 A B C

z(x+1)(x —3) _;+x+1+x—3'

Subendravardikline deSiniaja puse bei sugrupave narius prie kintamojo x laipniu gauname,kad

4o =14z —6  A(lx—3)(x+ 1)+ Bx(zx—3)+Cx(z+1)
r(z+1)(z—3) z(z+1)(z — 3)
(A+ B+ C)x?+ (—2A—-3B+C)z — 34
z(x+1)(x —3) '
Turime du racionalius reiskinius, kuriy vardikliai vienodi. Tada Sie racionaliis reiskiniai bus
vienodi, jei skaitikliai sutaps. Kitaip tariant, lyginame koeficientus prie atitinkamu z laipsniu.
Gauname, kad:

4= A+ B+C,
—14=-24-3B+C,
—6=—3A.
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Issprende §ia sistema nustatome, kad A =2, B = 3, C = —1. Taigi,

2 3 -1 2 3 1
11 = — dr= [ —d dr — dzx.
/(x+x+l+x—3)$ /xx—i_/ac%—lglj /ac—?))x

Suintegrave gauname, kad

I1=2In|z|+3ln|z+ 1] —In|z — 3] +c.

Tada
2}z +1)3

I=2"+2+1n]
r—3

Pavyzdys Suintegruokime naudodami neapibréztiniu koeficientu metoda:

/ 622+ 13z +6
= x
(x+2)(z+1)2

Ieskome koeficienty, kuriu déka pointegrini reiskinj buty galima uzrasyti trupmenuy suma:

622+ 132 + 6 A B C

Gt 2@ r1)? 142zl @r?

Subendravardikline desine puse ir sugrupave koeficientus gauname, kad tam, kad du racionalus
reiskiniai butu lygts, turi sutapti skaitikliai:

622 + 137 +6 = (A+ B)r* + 24+ 3B+ C)x + A+ 2B +2C.
Lygindami koeficientus prie atitinkamu x laipsniy gauname, kad:

6=A+DB,
13=2A+3B+C,
6=A+2B+2C.

Issprende §ia sistema gauname, kad A =4, B =2, C' = —1. Taigi
241 4 2 1
/ Or” + 150 40 dx:/—der/—dx—/—dx.
(x4+2)(x+1)2 x4+ 2 x+1 (x+1)2

622 + 132+ 6 1
dz =1 2z + 1))+ ——+e
/(m+2)(x+1)2 r=In((z+2)"(x+ ))—l—x+1+c

Arba

Pavyzdys Suintegruokime

5
x
I = | ———dx.
/ @42
Matome, kad racionalus reiskinys yra netaisyklingas. Padaline skaitikli i§ vardiklio gauname,
kad

x° 8x3 + 162
Sy
@A @Ay
Tada,
x? 162 + 823 x?
R e i . L U}
2 /(ﬁ+@2$ >t



Uzrasykime integralo I1 pointergini reiskini dvieju racionaliu reiskiniy suma:

162 — 823 Az + B N Cx+ D
(x2 + 4)? - (22 +4) (22 +4)%

Subendarvardikline desine puse ir sulygine skaitiklius gauname, kad
82 + 02 + 162 + 0 = Az® + Ba® + (4A+ C)x + 4B + D.

Is pastarosios lygybés isplaukia, kad skaitikliai bus lygts, jei koeficientai prie vienodu x laipsniu
sutampa. Gauname

8 = A,
0=B,
16 = 44 + C,
0=4B+ D.

[ssprende sia sistema nustatome, kad A =8, B=0, C' = —16, D = 0. Tada

—8x 16z d(z? + 4) d(2? +4)
n= [ g R N e ar Ty
/(w2+4> “/(w2+4)2da: / PR +8/<x2+4)2

arba g
I1=—4In(z®>+4) — .
n(z” +4) P
Tada
2
I=2 —4ln(a?+4) - te
2 2 +4 '

8.7 Paprastesniu iracionaliyju reiskiniu integravimas

Panagrinékime viena i§ paprasciausiy iracionaliyju integraly, butent
Ax + B

%
V2 +pr+q
Tarkime, kad p?/4—q > 0. T.y. po Saknies Zenklu esantis kvadratinis trinaris turi dvi Saknis.
Taigi, pazyméje t = x + p/2 ir m? = p?/4 — q paskutiniji integrala galime perrasyti tokiu buidu:

dz.

A:c—i—B A:L'—l—B
\/xQ—i—px—f— (v + 5 —m2
/ A(t—p/2)+ B A d(t2 — m2)+

2 — m2 dt:_ Vi —m?

B——/— 4\/7+B——/_

AVt2 —m? + (B — %)11.

Paskutiniji integrala suintegruosime kiek véliau. Dabar panagrinékime atveji, kai p?/4 —q < 0.
Pazyméje u = x + p/2 ir n = p?/4 — ¢ gauname, kad

du =

Az + B dx_/A(u—p/2)+B
A [ d(u®*+n?)

Ap /
+(B-75) | ——=
2 u? + n? 2 ) Vu? + n?
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A
AvVu? +n?+ (B — TP)]Q.

Integralams I, I, integruoti yra naudojamas specialus budas, vadinamas Fulerio meto-du.
Aptarsime §i metoda. Nagrinésime integrala

/R(m, Vaz? +pz + q)dz,a € R,a # 0.

Simboliu R(,) zZymésime racionaluji reiskini, priklausanti nuo skliaustuose esanciu dydziu.
Pastarasis integralas visada yra racionalizuojamas t.y. yra pakei¢iamas dvieju polinomu
santykiu, atlikus keitini

Var?+pr+q=txva+t, jei a>0 (12)

ir

Var? +pr+q=at+./q, jei ¢>0.

Integruokime (12) reiskini. Pastebésime, kad zenklas £ prie§ skaiciu ,/q pasirenkamas lais-
vai. (12) lygybés abi puses pakéle kvadratu ir isreiske kintamaji z i§ gautosios lygybés, gauname
_ g
- b—2yat’

X

Tada

_ 2 _
do — 2\/at? + 2tb 2q\/5dt
(b — 2y/at)?

Matome, kad /ax? + bx + ¢, atlikus minéta keitini, tampa racionaliu reigkiniu. Be to dx
taip pat yra racionali ¢ funkcija. Taigi ir visas pointegrinis reiskinys yra racionalus reiskinys.
Dabar integruodami jau taikome nagrinétus, racionaliyjuy funkciju, integravimo metodus.

Suintegruokime reiskini

1
I(a) = / —duz.
=) Ve
Atlike keitima V22 + a2 = —x + t? gauname, kad
22 4 a® = 2? — 2t + 2.

Tada

t? — a?

T Ty

Suskaiciave diferenciala turime,

t2 4+ a? 2 — g2 t2 4 a?
dz = dt, Va2 +a2=— t = .
T=op A vt ta ST 2t

t?+a?
dt
I(a>:/ tfjledt: -

2t t

Inft|+ ¢ =Injzr+ Va2 +a?| +c.

Taigi,

8.8 Trigonometriniu reiskiniu integravimas

Siame skyrelyje nagrinésime trigonometriniy funkciju integravimo metodus, juy raciona-
lizavimo (naudojant keitinius trigonometrinius reiskinius pakei¢iame racionaliais reiskiniais)
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galimybes. Be abejo, mes aptarsime tik tam tikru trigonometriniuy funkciju klasiuy integravimo
galimybes.
Nagrinesime toki integrala

/ R(sinz, cos z)dx. (13)

Parodysime, kad naudodami keitini tg$ = ¢, (13) integrala galime racionalizuoti visada.
Nesunku suprasti, kad

) o T 2sin § cos 5
sinx = 28in - cos - = —— =
2 2  sin g—c—i—cosZ%
2tg; 2t
1+tgl 1+t
cos?Z —gin? & T T 1—¢2
2 2 2 2
CosSx = =1—-tg"==1+tg"°= = .
COSQ§+sin2§ & 2 & 2 1+
Beje
2dt
= 2arctgt, dz = .
T arctgt, dx P

Grizkime prie (13) reiskinio. Turime, kad

. ot 1 —1t2, 2dt
/R(smx,cosw)dfﬂ:/R(Ht?’1+t2)1+t2'

Matome, kad paskutinysis reiskinys yra racionalus.

Pastebésime, kad racionalizavus (13) integrala daznai gautoji racionalioji pointegriné funkcija
yra gana griozdisSka, todél ja integruoti biina gana sunku. Dél Sios priezasties, uzuot naudo-
jus 8§ "universalu” keitini, kai kuriais atvejais (13) integrala galima integruoti ir paprasciau.
Panagrinékime Siuos atskirus atvejus.

1) Tarkime duotas integralas

/R(sinx) cosxdx = /R(sinx)dsinx.

Nesunku suprasti, kad atlikus keitima ¢ = sin z gauname racionalyji reiskini:

/ R(t)dt.

2) Analogiskai racionalizuojamas ir integralas

/ R(cosz) sin zdz.

Siuo atveju naudojame keitini t = cos x.

3) Jeigu pointegrinis reiskinys yra tik tgx arba tik ctgz funkcija, tai siuo atveju pointegrini
reiskinj racionlizuojame tokiu budu t = tgx arba t = ctgx. Beje, nesunku suprasti, kad abiem
Siais atvejais galime naudoti ta patj keitini. Tad Siuo atveju turime, kad

dt
1+t

/ R(tgz)ds = / R(t)litt2.
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4) Nagrinékime integrala
/ R(sinz, cos x)dz.
a) Tarkime, kad reiskinyje R(,) funkcijos sinz ir cosz yra lyginiais laipsnias. Tada naudo-

jamas keitinys ¢ = tgz, kuriuo pointegrinis reiskinys yra racionalizuojamas. Siuo atveju

1 1 .y tg?z t?
= , SIn“x = =
1+tg2z  1+1¢2 1+tg2x  1+1¢2

COS2 T =

ir
dt

do = .
T e

Nagrinékime funkcija
R(sinz, cosx) = sin™ x cos” .

b) Tarkime, kad n = 2p + 1. Tada integrala pertvarkome taip:
I = /sinm zcos™ apdx = /sinm 2(1 — sin® x)d sin .
Naudodami keitinj ¢ = sin z gauname,

I = /tm(l — t*)Pdt.

Matome, kad paskutinysis reiskinys integruojamas labai nesudétingai.
c¢) Tarkime, kad m = 2p, n = 2q. Siuo atveju naudosime ”laipsniu pazeminimo metoda.”
Prisiminkime formules

, 11

sinz = - — = cos 2z, cos’zr = — + — cos2x.
2 2 2 2

Naudodamiesi Siomis tapatybémis gauname

/ sin?? z cos®? xdx =

1 1 1 1
/ (5 — 508 2x)p(§ + 5 Cos Qx)qu
Keldami pointegrini reiskini p, ¢ laipsniais ir grupuodami daugiklius gausime arba b) atveji,
arba jau nagrinéjama situacija, tik su dvigubai mazesniais laipsniais. Tesdami §j procesa pasku-
tiniame zingsnyje gausime integrala
/ cos(lz)dx,

Pateiksime keleta taikomojo pobudzio pavyzdziu.

Pavyzdys Tarkime, kad produkcijos poreikiu funkcija apibézta tokiu budu: f(¢) = 100 —
0, 05¢, ¢ia p yra vieneto kaina, ¢ vienetams. Tarkime, kad pasiulos funkcija p = g(q) = 10+0, 1q.
Apskaiciuokite vartojimo pertekliy ir gamybos pertekliy, kai buvo pasiektas rinkos pusiausvyros
taskas.

[ssprende siu funkciju sistema randame susikirtimo taska, kuris ir bus pusiausvyros taskas
qo = 600. Tada py = 70.

Tada vartojimo perteklius C'S bus lygus

kuris integruojamas zinomu budu.
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q0 600
2

CS = /f(q) — podg = / (100 — 0,05¢ — 70)dg = (30¢ — 0, 05%) 899 = 900.

0 0

Analogiskai, gamybos perteklius PSS bus lygus

q0 600

2
PS = /po —g(q)dg = / (70 — 10 — 0, 1¢)dg = (60g — 0, 1%) 890 = 18000.
0 0

Cia randame bendra vartojimo (gamybos) pertekliu, kai zinomas pusiausvyros taskas.

8.9 Netiesioginis integralas.

Tarkime, kad funkcija y = f(z) apibrézta ir tolydi intervale [a, +00). Tarkime, kad b > a.

Tada integralas
b

/ F@)da

a
egzistuoja. Nagrinésime atveji, kai b — oo.
Apibrézimas Riba,

b——+o0

b
bginoo/a f(z)de = lim F(b) — F(a),

jeigu ji egzistuoja, vadinsime funkcijos f(x) netiesioginiu integralu intervale [a, +00) ir Zymésime

“+o00

f(x)dz.

a

Trumpai zymesime
+oo

f(x)dz = bli)rgloo /ab f(x)dz.

Pastebeésime, kad jeigu minétoji riba neegzistuoja, tai sakysime, kad integralas diverguoja.
Visiskai analogiskai yra apibréziamas netiesioginis integralas neigiamu realiuju skaiciu in-
tervale arba visoje realiuju skaic¢iuy aibéje, atitinkamai

a

/_a f(z)dz = lim /ba f(z)dz = lim (F(a)— F(b))

b——o0 b——o0

ir
+oo

+o0 a
f(x)dz = / f(x)dz + (x)dz, a € R.

Pateiksime keleta pavyzdziu, kuriuose panagrinésime integraluy-konvergavimo problema.
Pavyzdys

[e's) 1 .
de = rlggo F(r)—F(1),
1
kai . )
-
F(zx) = Edm =——
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Integralas konverguoja.

Pavyzdys
1 .
/—mdx — lim F(r) ~ F(1),
1
kai )
Flx)= [ —=dz =2
(@) = [ o =2(v)
Tada

Sis integralas diverguoja.

Pavyzdys
/exdx = lim F(r) — F(t),

kai
F(zx) = /exdx =e”.

lim e =0, lim e’ = oo,
t——00 T—00
taigi integralas diverguoja.

Teorema 5. Tarkime, kad 0 < p(z) < f(x), visiems z > a.

1. Jeigu integralas
+o0
JACOE

+o0

f(x)dz

diverguoja, tai diverguoja ir integralas

2. Jeigu integralas
+00

f(x)dz

a

konverguoja, tai konverguoja ir integralas

/:OO o(x)dz

(x)dz < /a+oo o(x)dx.

1w be to
—+oc0o

a

Sios teoremos irodyma palickame skaitytojui, pastebéje, kad reikia naudotis riby savybémis,
nelygybeése.
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Teorema 6. Tarkime, kad integralas

+o00
[ 1rwlas (14)

konverguoja, tada konverguoja ir integralas

+oo
f(x)dz. (15)
Beje, jeigu (14) integralas konverguoja, tai sakysime, kad integralas (15) konverguoja ab-
soliuciai.
S}
Pastebésime, kad |f(z)| = fT(x)+f (2), ¢ia f~(x) = max {—f(z),0} ir f*(2) = max {f(z),0}.
Tada, (14) integrala galime perrasyti tokiu budu:

[ @i = [ o [ (16

¢ia Dy = {x € R; f(z) > 0}, Dy = {z € R; f(x) < 0}. Kadangi funkcija y = f(z) yra tolydi,
tai sritys Dy, ir Dy yra intervalai, arba ju sajungos.

Matome, kad jei (14) integralas konverguoja, tai konverguoja ir (16) integralo desinés puses
abu integralai. I$ pastaruju integralu konvergavimo isplaukia, kad konverguoja (15) integralas.

S

Nagrinésime kiek kitokio pobtidzio netiesioginius integralus. Sio skyrelio pradzioje mes
nagrinéjome funkcijas, kurios yra tolydzios integruojamoje srityje, taciau bent vienas is réziu
yra begalinis. Savoka 'netiesioginis’ vartojama dél to, kad toks integralas yra skai¢iuojamas ne
is karto, bet naudojant tarpini zingsni.

Tarkime, kad integruojamos srities kokiame nors taske, tarkime b, funkcija yra triki. Supran-
tama, kad Siuo atveju negalime skaiciuoti integralo

/bf(l“)dw,

kadangi sudarytoji integraliné suma taske b bus neapibrézta. Tada Siuo atveju elgsimés panasiai
kaip ir pirmoje Sio skyrelio dalyje, t.y. suskai¢iuosime tarpini integrala.

Apibrézimas  Funkcijos y = f(z) integralu intervale [a,b] (funkcija y = f(x) yra truki
taske b) vadinsime tokia riba

b b—e
[ o = tim, / flayde = liny [ fa)d
jeigu ji egzistuoja. Jei riba neegzistuoja, tai Si integrala vadinsime diverguojanciu.
Pastebésime, kad jeigu funkcija y = f(z) intervalo [a, b] viduje turi trukio taska xg, tai Sios
funkcijos integrala intervale [a,b] uzrasome dvieju netiesioginiu integralu suma, intervaluose
la, zo] ir [z0, b].
Pavyzdys Apskaic¢iuokime integrala

I =

1—e 2
1 1 1
—————dx =lim da:—i—l'm/ dr =
/|I—1| 61—>0/,/1—gj 61—>0 v —1
0

1+€

o\w

lim (G(1 - €) = G(0) + F(2) - F(1+ e)).
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Randame nagrinéjamu integralu neapibréztinius integralus (pirmines funkcijas):

de =—-2v1—z, ir F(x dx:2\/:v—1.

1
vVii—xz VT
Nesunkiai gauname, kad I = —2(0 — 1) +2(1 — 0) = 4.

Teoriniai klausimai

Apibréztinio integralo apibrézimas
Apibréztinio integralo savybés
Neapibreéztinio integralo apibrézimas ir jo savybes
Niutono Leibnico formulé
Integravimo metodai
Netiesioginiai integralai ir ju skai¢iavimas. Ploto skaiciavimas.

A S

Uzdaviniai savarankiskam darbui

1. Naudodamiesi integraly lentele apskaic¢iuokite nurodytus integralus:

1) /:L’2 — 3z + zdx; 2) /%dx; 3) /(1+ %)mdx;

2
4) /1;13_ sdx; 5) /\/1 — sin 2zdx; 6) /tg2xdx;
x
1
7) /(23+7I)2dx; 8) /x+5dx; 9) V2 — 3zdx;

1 1 1
10) [ ———da; 11 dz; 12) | ———dz;
)/MI )/2+32“’ /mx
1 1
1 —dux; 14 “32dg: 1 ——d
3>/1+Cosx x; )/e x; 15) /mx
3

Ats: 1) %_%+§$%+C; 2) }—?ﬂfl?Jr 81, 3) %x£+%x%+c;
4) x —arctgx + ¢ 5) |cosz —sinz| +¢; 6) tgx—x+ ¢

7) 64r+ 27T 4 21n7—|— 8) Injz+5/+¢ 9) —2(2—3x)§
10) — V4 —6x+¢ 11) \/Léarctg(x\/g)—l—c; 12) }?3:12—{— 808 + ¢

13) tg(%)+c¢ 14) —ze™4¢ 15) Info+ Va2 —2|+¢

2. Remdamiesi diferencialo savybémis apskaic¢iuokite nurodytus integralus:

T

/ﬁdx 2) / sl 3) /efﬂdx,

. dx
sin

1
———dx; 5 ————=dx; 6 I —
/\/x(l—l—x) )/x\/xQ—i—l )/ r  a?
1 cosT 1
7 ——dx; 8 ———dxz:; 9 d
) /er-l-e_m 7 8) vVsin x 7 9) /sinx v
x? COS T 3

10) | —"da: 11 da.
) /(335—1—1)4 7 11) \/2—|—COSQ$ 12) /95’3—1 *

Ats: 1) —2/T—a8+¢ 2) —+l[3-52%+¢ 3) In(e"+1)+c
4) 2arctgyr +¢; 5) _1n|%+\/1+x—12|+0; 6) COS%—{—C;
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7) arctg(el"+1)+c; 8) 2 /Sinx+c; 9) %ln|1+cow|+c

1—cosx

10) %m—kc; 11) \/Liln\/icosx—k\/l+2(:os2 r+cl)

131n|}f§z|+c;

3. Naudodami polinomu dalybos taisykle, bei neapibréztiniu koeficientu metoda suinte-
gruokite:

23 + 322 1 3 204 — 823 — 622 + 4
1) / e A dz; 2); /m+ dz; 3) / x * T dax;
14+ 22 z+6 3

3+ 2z 3+ 1
4 dx; 5 dx;
) /(:E—Q)(:E+5) z; 5) /x3—5$2+60:v v
x dx
6) /x3—3x+2dx’ ) /x?’ 1dx 8) /(x+1)(m2+1)'

Ats: 1) —3—1— 2%—%ln|2x—i-1|+c; 2) v—3In(z+6)+¢ 3) 2°—8r—6In|z|—Z+c¢
4) 1n|r+5|—|—c 5) x+gh|z|—JIn|z —2[+ 2|z — 3|+ ¢

x—1 x x+1
6) 3(30 1)—1— In|&]+¢; 7) §ln x(uxjrl—l—farctg 2\;51 8) iln (QLJJ +1arcctg z-+c.

4. Kvadratini trinari pakeite dvieju kvadraty suma arba skirtumu bei tinkamai pazymeéje
suintegruokite pateiktuosius integralus:

1 x dx
1>/x2+x—2d‘”’ 2) /x4+3x2+2dx’ 3) /3902—295—1’

4)/ zdx . 5) / z + 1dz 6)/ zdz '
=222 — 1 224z+1 VE+ 1 — 22

/ rdx ) / dx dz: 9) / dz
; x; : ;
/1 — 322 — 24 (x —1)vVa2 -2 sinx 4+ 2cosx + 3

.',EQ .
Ats: 1) 1ln|9ﬁ+2|—|—c 2) %ln|zgi;|—|—c, 3) 11n|3w+1|+c
4) ﬁil |§2;1/§{1|+c, 5) %ln|x2+x+1|++7§ar0tg2$§l, 6) —Vbt+az—x2+

sarcsin 2= 2| + ¢

tg(Z)+1
—4— +fc

7) 2faurcsm 4f/i3 +c¢ 8) 3 parcsin - 1\f| +c; 9) arctg

5. Atlike tinkama keitinj suintegruokite iracionalius reiskinius:
xdx 2+ x dx
— 2 dx; 3 dz; 4 T
/\3/1—33:’ ) / 7 3) /x g 4 /1+\/5’

Ats: 1) —IJ{gm(l—?)x)%—i-c; 2) —+V4—a22+42arcsin £+¢ 3) -3\ /z(2—-1)+
3arcsin /T +¢; 4) 2y —2Inl+/z +¢

6. Naudodamiesi integravimo dalimis formule suintegruokite:
1) /arctg:cd:r:; 2) /:1:262‘”dx 3) /x2 sin(2z)dz; 4) /SL‘2 In zdz;
5) /arcctg(\/f)dx; 6) /\/x2 +3dz; 7) /Sin(Qx)e?’xdx; 8) /coslnmdx;
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2

1—
/x2x/4+x2dx 10) /de 11) /x21n1+xdx; 12) /eﬁdx.
T

Ats: 1) zarctgz — 3In(1+2?) +¢; 2) o — (@ +a+3)+¢
3) — 2l Tt cos(2x) + £sin(2z) /E 4 ¢; 4) x (ln:v -3+
5) f—l—(m—i—l)arctg\/f 6) Sva?+ + Snlz+ Va? + 3] + ¢
7) e <_2605(2$1);35m(2x)> +¢ 8) £ (sin(Inz)+cos(lnz)) + ¢
9) T 2x2+4)\/m 1 ln(a: + \/m) + ¢ ) __ arcsinz ln]HVl x2 ‘ + ¢

11) —?——ln\l—x2|+x In|i=2| +¢; 12) 2(ﬁ—1) eV? +c.

7. Suintegruokite pateiktus trigonometrinius reiskinius
. 6 .2 4 dx
1) sin® xdz; 2) [ sinxcos® zdx; 3) —
sin® x

dx dx
4 —F—; b
) / sin z cos* x ) Vigr’

.3
» . sin® dx da
6) /sm zcos’ xdx 7) / cost 1 8) /W'

Ats: 1) 2 —ZIsin(22)+ 2 sin(4x) + g sin®(22) +¢; 2) & — & sin(4e) + 5 sin® (22) +-¢
3) —gas T 1hlltg()\JrC 4) —$+3ms +nftg (5)] + ¢
5) ﬁl ]i*iﬁﬁ] arctgtf +¢, t=+/tgz; 6) %—%sm?x—l—%singx—l—c;
D 5oz — ozt G 8) — 8ctg (2x) — Sctg? (2x) + ¢

8. Naudodami Niutono-Leibnico formule apskaic¢iuokite pateiktus integralus:
3
(32% + x4+ 6)d / 3 /ergﬂde;
/ V14 x4 ) )
~1

! xdx N

V3 0.75 dx In2
7 / zarctgrdx & / 17 / ze Tdx.
) 0 & ) 05 (x4 1)\/m ) 0

Ats: 1) 48; 2) —‘/52_1; 3) 983_1; 4) —1n3727r/\/§; 5) 1;

6) 21— 1); 7) T - ¥ 8) Ll (22); 0) L(1-n2).
9. Raskite plokstumos srities plota, kuria riboja kreiveés:

1) y=2*+2x+2, y=0, z=-2.

2) y=a’—z—-2, y=0, v=-2, =2,
3)

322, jei 0 < x <2
fay=3 0 Py =0, 2=
16 — 2z, jei x > 2,

4 y? =4z, y=3, =x=0.
5) y=|lgz|, y=0,2 =0.1, x = 10.
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6)y=—2>+4r+8, y=2a°-2r.
NN y=8—a* y=2* v=-1, =1
8) y=e"|sinz|, y=0,2 > 0.
Ats: 1) 6; 2) 2 3)19; 4) 2, 5) 99-8.1lge; 6) £ 7) %; 8) ~0.546.
10. Apskaic¢iuokite netiesioginius integralus:

o0 oo 1

1 i 1
1) de 2) /e dx 3) /de

1 —00 0
bdx & 2 2 dx
4 5) dx 6 —_—
) o V1I—x )/—ooxe * )/—oo (x+1)3
3 +o0o d 1 d
7) / zdx ) / : X 9) / X
0 \/9—X2 0 x4 —3x+ 2 ,1\/1—)(2

1 1 dx +oo dx
10 Inxdx 11 12 —.
)/0 e )/0 (2—x)V1—x )/0 1+4x3

Ats: 1) 3;  2) diverguoja; 3) diverguoja; 4) 2; 5) 0; 6) —0.5;

7) 3 8) 05 9) m 10) -1 11) 55 12) 2%

11) Kokia turi buti parametro k reikdmeé, kad butu teisinga lygybe:

o0

k' o .
.. -, jei z > 800,
r)dx =1, jei f(z)=<7%

/f() jei J() {O,jeix<800.

800
Ats:  800.
12. Remiantis apibréztinio integralo apibrézimu suskaic¢iuokite
3
[ (3z — 1)dx.

1

Privalomos savarankisko darbo uzduotys

1. Naudodamiesi integraly lentele apskaic¢iuokite nurodytus integralus:
Va2 +5 I
1) /a;2 — x4 Vxdz; 2) /\/{T;dx; 3) /(1+ ﬁ) Vride.

2. Remdamiesi diferencialo savybémis apskaic¢iuokite nurodytus integralus:

2x

x? x e
1 —dx; 2 ———dz; 3 —dx;
) /\/3—2;53 = 2) /4—6902 @ 3) /62w+4 .
1 1 1 dx
4 ———dx; 5 /—dx; 6 /sin— - —.
) /\/l'(l—i-:c) ) Va2 +1 ) r a?
3. Naudodami polinomu dalybos taisykle, bei neapibréztiniu koeficienty metoda suinte-
gruokite:

203 2 1 2 3 48y —6x2+4
1) / 2+ +x+ dz: 2) / T+ dz: 3) /:L‘ x T+ de.
14 2x r+6 z2
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4. Kvadratini trinarj pakeite dvieju kvadraty suma arba skirtumu bei tinkamai pazyméje
suintegruokite pateiktuosius integralus:

1 T dzx
1)/x2+2x—2dx’ 2) /x4—|—$2+2d$’ 3) /3:32—95—4'

5. Naudodamiesi integravimo dalimis formule suintegruokite:

1) /arctgmdx; 2) /xge_%dx; 3) /$2sin(2$)dx; 4) /xQIdex;

5) /arcctg(\/f)dm; 6) /\/1:27—1-3dx; 7) /sin(2x)e3xdx; 8) /coslnxdx.

6. Naudodami Niutono-Leibnico formule apskaic¢iuokite pateiktus integralus:

2

3
1) /(3x +a46)d / 3) /mzexsdx;
/ 7d
s, I+x

0

1
4 /_1x2+;z:+1 /’1_$|dl’ 6)/!lnwldx.

7. Raskite plokstumos srities plota, kuria riboja kreives:
1) y=2*+2+2, y=0, x=-2.
2) y=a?—-2x-2, y=0, v=-2, 2 =2

3)
322 +2, jei 0 < x <2,
fay=qor TR NETSS s, 2=
16 — 2x, jei x > 2,
8. Apskaiciuokite netiesioginius integralus:
00 e’} 1
1)/1d 2>/wd 3)/1d
—dx; e’dux; —dx;
xS Y Y x )
1 —0o0 0

L de & 2 2 dz
4 . 5 l’d. 6 .
V=0 [ e e [ o
3 +00 d
7)/\/9 2 8)/ 2_3 /\/ o
0 - 0 :U+2 aV1—=z

! ! dz T dx
10) [ nadz; 11 L 12 .
)/0 e )/0 2—x)V1—2 )/0 1+ 23
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