II AIBES. FUNKCIJOS

2.1 Aibiu algebros pradmenys

Aibe vadinsime bet kokiu objektu rinkini. Objektus sudarancius aibe vadinsime aibés ele-
mentais. Aibes zymésime didziosiomis lotyniskosios abécélés raidémis, o elementus- mazosiomis.
Suteikdami aibei varda (Zymeni) naudosime lygybeés zenkla, elementus nurodydami tarp riestiniu
skliausty. Pavyzdziui, jei aibe A sudaro elementai 1,m,7,b, tai $ia priklausomybe Zymeésime
taip: A = {1,m,7,b}. Simboliu A = {z; P(z)} zymésime aibe, kuria sudaro elementai z,
tenkinantys savybe P(z). Jeigu elementas a yra aibéje A, tai simboliskai $ia priklausomybe
zymeésime a € A ir jei elemento b néra aibéje A, tai zymeésime b ¢ A.

Pavyzdys Tegu A= {-3,a,b,4}. Tada a € A, bet 2 ¢ A.

Simboliniu sakiniu Vo € A... trumpinsime toki sakini: ”visi aibés A elementai tenkina
savybe nurodyta daugtaskio vietoje”, o simbolinis sakinys dx € A --- — yra sakinio ”yra aibéje
A bent vienas elementas tenkinantis savybe nurodyta daugtaskio vietoje”, trumpinys. Beje, Sie
sakiniai, kitaip tariant teiginiai, gali buti tik teisingi arba klaidingi.

Pavyzdys Sakiniu "Vz € [0, 1], sinz > 0” teigiama, kad visiems intervalo [0, 1] skai¢iams
(kampams isreikstiems radianais) sinuso reikimeé yra teigiama. Zinome, kad tai teisingas tvir-
tinimas. Tuo tarpu sakinys "3z € {0,1,2,3}, 22 + 1 = 0 yra klaidingas teiginys.

Jei aibés A elementai a ir b yra identiski, tik zymimi kitaip, tai norédami pabrézti si fakta
rasysime a = b. Be to, jei elementai sutampa, tai i aibés A elementuy sarasa itrauksime tik viena
is ju. Kitaip tariant laikome, kad tarp iSvardinty aibés elementu néra pasikartojanciy.

Prisiminkime skai¢iu aibiu zZymeéjimus. Simboliu N zZymime naturaliuju skaic¢iu aibe, Ny—
sveikuju neneigiamuy skaic¢iu aibe, N— naturaliuju skaiciu aibe, Z— sveikuju skaiciu aibe, Q—
racionaliyju skaiciu aibe, [— iracionaliyjy skai¢iu aibe ir R— realiyju skaiciu aibe.

Aibes patogu vaizduoti plokstumos sritimis, iSskiriant jas uzdarais konturais, o kartais ir
nurodant Siose srityse aibés elementus. Toks aibiu vaizdavimo budas yra vadinamas Veno
diagramomis.

Aibeé, kuriai priklauso visos tuo metu nagrinéjamoms aibés yra vadinama universaliaja aibe.
Universaliosios aibés parinkimas priklauso nuo sprendziamos problemos. Jei mes nagrinéjame
aibes, kuriy elementai yra sveiki skaiciai, tai Siuo atveju universaliaja aibe laikysime sveikyju
skaiciy aibe, jei teks susidurti tik su racionaliaisiais skaiciais, tai universaliaja aibe laikysime
aibe Q ir t.t.

Pateiktame 1 pav. universaliaja aibe vaizduojame zalia spalva, o Siai universaliajai aibei
priklausancias aibes A, B, C, D isskiriame juodu konturu.

1 pav.

Naudodamiesi auksciau pateiktais Zyméjimais aibe galime uzrasyti tokiu budu: A = {z;z €
A}. Pavyzdziui, aibé {n;n € N} yra naturaliuju skaiciu aibé, {2n — 1;n € N} yra nelyginiu
naturaliyju skaiciu aibé. Aibe turincia viena elementa, tarkime a, remdamiesi pateiktais zyméjimais
uzrasome taip: A = {a}. Atkreipsime démesi, kad tarp aibés {a} ir elemento a negalima
déti lygybeés zenklo, nes tai skirtingi objektai. Aibe {z € A;x # z} vadinsime tuscia. Ja
zymeésime simboliu (). Pastebésime, kad tuscia aibe galima uzraSyti labai ivairiai. Pavyzdziui,
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aibé {z € R;|z| < 0} = (), kadangi néra tokiu realiuju skaic¢iu, kurie tenkintu nurodyta salyga.
Kitaip tariant aibe laikome tuscia, jeigu Sioje aibéje néra elementy.

Apibrézimas Sakysime, kad aibé A yra aibés B poaibis (Zymésime A C B), jeigu Vx € A
iSplaukia, kad x© € B.

Kitaip tariant, aibé A yra aibés B poaibis jei visi aibés A elementai yra aibéje B.

Tarkime, kad A = {1,2,a,¢,0}, o B = {a,0}. Tada aibé B C A. Aigku, kad aibé A yra
aibés A poaibis. Sutarsime laikyti, kad tuscia aibé yra bet kokios aibés poaibis. Tarkime, kad
aibé A yra fiksuota. Tada aibé A ir () yra vadinamos netiesioginiais aibés A poaibiais. Jeigu
aibéje yra n elementu (tokias aibes vadiname baigtinémis), tai i$ Sios aibés elementu galime
sudaryti 2" §ios aibés poaibiu. (Pasvarstykite kodél?) Aisku, kad jei aibé begaliné, tai i$ Sios
aibés elementy galima sudaryti begalini poaibiu skaiciy.

Pavyzdys  Atkreipsime démesi, kad dvieju netusciy aibiu galima trejopa tarpusavio

padeétis:

1) aibés neturi bendru elementu;

2) aibés turi bendrus elementus;

3) viena aibé yra kitos poaibis.

Sios trys padeétys iliustruojamos 2 paveikslélyje.

Apibrézimas Sakysime, kad aibés A, B lygios (A =B ), jeigu A C B ir B C A.

Pavyzdys Aibés A= {1} ir B = {x;2—1 = 0} yra lygios, nes Sias aibes sudaro tie patys
elementai.

Taigi, aibiy lygybé priklauso ne nuo aibés uzrasymo biido, bet nuo elementy, sudaranciy
Sias aibes.

Apibrézimas Aibiu A ir B sankirta (Zymésime AN B) vadinsime aibe {x,x € Airz € B}.
Kitaip tariant, dvieju aibiu sankirta yra aibeé, kuriai priklauso $iu aibiy bendri elementai.
Pavyzdys Aibiu A = {1,2,3,4,5,6} ir B = {z;2 > 5, B C N} sankirta yra aibé
A = {6}. Sakysime, kad aibés nesikerta, jeigu ju sankirta sutampa su tuscia aibe.
Veno diagramomis (2 pav.) iliustruojame aibiu sankirtos veiksma. b) ir ¢) atvejais sankirta
iliustruojama mélyna sritimi. a) atveju turime nesikertancias aibes, taigi rezultatas tuscia aibé.

o

&)

b)

c)

2 pav.

Apibrézimas Aibe D = {x;x € A arba x € B} vadinsime aibiu sajunga, kuria Zymésime
AUB.

Kitaip tariant aibiy A ir B sajunga yra aibeé, kuria sudaro elementai priklausantys bent vienai
i§ §iu aibiu A arba B. Iliustruojame sajungos veiksma Veno diagramomis 3 pav. Aibé A yra
vaizduojama plokstumos staciakampiu, o aibé B— ovalu. Operacijos rezultatas iliustruojamas
raudona spalva.
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3 pav.
Pavyzdys Tarkime, kad A = {1,2,3,4,5,6} ir B = {z;z > 5}, B C N. Tada
AUuB=N.
Apibendrinkime Siuos veiksmus, bet kokiam aibiy skaiciui. Tarkime, kad I C N kokia
nors indeksu aibé ir be to, bet koki numerj ¢ galime susieti su aibe A; (tai yra aibes galime
sunumeruoti). Tada $iu visu aibiu sajunga ir sankirta zymésime tokiu budu:

UA,- ={x;diel,xze A}, ﬂAi ={x;Viel xze A}
i€l iel

Pavyzdys Tarkime, kad [ = {1,2,3,...,10}. Apibrézkime A; = {1,2,3,...,i}. Tada

U Az = AlO, ﬂ Az = AQ .

2<i<10 2<i<10
Apibrézimas Aibiu A ir B skirtumu (zymésime A\ B), vadinsime aibe A\ B = {z;z €
Airz ¢ B}.
Kitaip tariant, aibiu A ir B skirtuma sudaro pirmojo skirtumo nario (nagrinéjamu atveju
aibés A) elementai, kuriu néra aibéje B. 4 pav. iliustruojame aibiu A ir B skirtumo operacija
(rezultatas geltona sritis) naudodami Veno diagramas:

a)

k)

4 pav.

Pavyzdys Tegu A={n, n=2k, ke N} TadaN\A={n, n=2k—-1, ke N.}
Apibrézimas Aibés A papildiniu, kuri zymésime A, vadinsime aibe A = {z € U,z & A}.
Kalbant apie aibées papildini, svarbu zinoti universaliaja aibe, kuriai priklauso nagrinéjamoji

aibé, kadangi aibés papildinys yra universaliosios aibés elementy visuma, neturinti bendruy ele-
menty su pradine aibe.

14



Pateiksime keleta svarbiausiu, aibiy veiksmu, savybiuy.
Tarkime, kad A, B, C' bet kokios aibés. Teisingos tokios aibiu veiksmu savybeés:

1. B\ (B\ 4)=AnB;

2. A= A;

3. ANB=BnNAir AUB=BUA;

4. AU(BUC)=(AUB)UC, An(BNC)=(AnB)NC,
5. AN(BUC)=(ANnB)U(ANC(C);

6. AUBNC)=(AUB)N(AUCQO);

7. ANB =AU B;

8. AUB=ANB;

9. A\B=ANB.

7. ir 8. formulés vadinamos de Morgano désniais.

Patikrinkite Sias aibiu savybes naudodami Veno diagramas bei taikydami logikos désnius.

Apibrézimas Tarkime, kad a,b du realiis skaiciai. Tada uzdaru intervalu vadinsime aibe
[a;0] = {zr € R,a <z < b}.
Atviru, pusiau atviru bel pusiau uzdaru intervalais, atitinkamai, vadinsime tokias aibes:

(a;0) ={x € Rya <z < b}, (a;0] = {r € R,a < x < b},

[a;0) = {z € R,a <z < b}.

Pastaba Intervalo pradzia ir pabaiga nurodancius skaicius skirsime simboliais ; arba dirbant
su sveikaisiais skaiciais daznai naudosime simboli ,. Taigi, [2;3] = [2, 3].

Pavyzdys Tarkime, kad intervalai:
A=[-5;7], B=10;10], C = [8;15]

yra universaliosios aibés I = [—10;20] C R, poaibiai. Atlikime veiksmus su nurodytomis
aibémis. Turime

A=1[-10;-5)U(7;20; AN B =[0;7]; B\C =0;8).

Pastaba Kalbant apie realiuosius skaic¢ius labai svarbu pamineéti, kad kokie bebutu du
skirtingi realieji skaiciai, visada egzistuoja treciasis skaicius, nesutampantis su dviem minetais,
kuris yra tarp Siu skai¢iu. Skaicius esantis tarp dvieju pirmuju gali buti gaunamas kaip §iu
skaiciy aritmetinis vidurkis.

Pastaraja realiuju skaiciy savybe daznai remiamasi pagrindziant teiginius, apibréziant savokas.

Apibrézimas Realaus skaic¢iaus a moduliu (Zymésime |a|) vadinsime neneigiama realuji

skaiciy
a; a >0,
la| =
—a; a < 0.

Modulio savoka naudojama apibréziant atstuma tarp bet kokiu dvieju tasku (skaiciu) realiuju
skaiciy tieséje. Be to atstumo savoka ypatingai svarbi sprendziant matematinés analizés prob-
lemas.

Pavyzdys

Duota funkcija
Fla) = e+ 2 — 2.
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Naudojant modulio apibrézima Sia funkcija galime perrasyti tokiu budu:

_ [P 4+e—2 2 e (—o0 -2 U [1500),
flz) = {—12—x—|—2; e (=2;1).

2.2 Aibiu reéziai

Apibrézimas Sakysime, kad aibé A C R yra aprézta is virsaus, jeigu egzistuoja p € R
toks, kad visiems a € A, a < p. Skaiciu p vadinsime aibés A virsutiniu réziu. Patj maziausia
virsutinj rézj vadinsime aibés A tiksliuoju virsutiniu réziu, kurj Zymésime simboliu sup A.

Apibrézimas Sakysime, kad aibé A C R yra aprézta is apacios, jeigu egzistuoja q € R
toks, kad visiems a € A, a > q. Skai¢iy q vadinsime aibés A apatiniu réziu. Pati didziausia
aibés A apatinj rézi vadinsime tiksliuoju aibés A apatiniu réziu ir zymeésime inf A.

Apibrézimas Sakysime, kad aibé A C R yra aprézta, jeigu dr € R toks, kad YVa € A
teisingos nelygybés: |a] < 7.

Pastaba Tikslieji aibés A réziai gali priklausyti aibei A bet gali ir nepriklausyti siai aibei.

Pavyzdys Duota aibé A = (3,7]. Tada supA = 7 ir inf A = 3. Matome, kad sup A
priklauso aibei, o inf A priklauso Sios aibés papildiniui.

Pastaba Sakysime, kad aibé A C R yra neaprézta is apacios (is virsaus), jeigu neegzistuoja
Sios aibés tikslusis apatinis (virsutinio) rézis. Kitaip tariant Sis teiginys yra priesingas aukscéiau
aprasytiems.

Siuo atveju sakysime, kad aibés tikslus apatinis rézis lygus —oo, arba inf A = —oo (o0,
arba sup A = co. ) Sakysime, kad aibé A C R yra neaprézta, jeigu neegzistuoja Sios aibés
tikslusis virSutinis reézis arba tikslusis apatinis rezis.

Naudodamiesi intervalo bei tikslaus rézio savokomis realiyjy skaic¢iy aibe galime pazyméti
tokiu budu: R = (—o0, 00).

Pavyzdys Tarkime, kad duotos aibés:
A=(0,3]U{5;7}, B=(—00,-2], C={0,4,8} U (12,+00).

Raskime §iu aibiu tikslu virSutini bei tikslu apatini rezius.

Remiantis apibrézimu gauname, kad inf A = 0, supA =7, inf B = —oc0, supB = —2,
infC' =0, supC = +o0.

Pastebésime, kad sup A arba inf A nebttinai yra aibés A elementai.

Pavyzdys Tegu A = {z, |[v+1| <2}, B={z, 2*+5z > 0}. Raskime $iu aibiu tikslius
virsutinius bei tikslius apatinius rézius. Be to atlikime tokius aibiy veiksmus:

AUB, ANB, A°NB,A\ B

Nesunku suprasti, kad A = (—3;1) ir B = (—o00; —5)U(0; +00). Tada sup A = 1,inf A = —3
ir sup B = 400, inf B = —oo. Remdamiesi aibiy apibrézimais gauname, kad

AUB = (—o0; =5)U(=3;+0); ANB = (0;1); A°NB = (—o0; =5)U(1;4+00); A\B°=(0;1).

2.3 Aibiu Dekarto sandauga

Tegu A yra kokia nors netuséia aibé. Reiskini (ay, as, as, ..., a,) vadinsime n ilgio (kartais
n— elemenciu) rinkiniu, elementai a; nebutinai skirtingi.  Simboliai a4, ..., a, yra vadinami
rinkinio elementais. Du vienodo ilgio rinkinius (as,...,a,) ir (by,...,b,) vadinsime lygiais,
jeigu atitinkami rinkiniu elementai sutampa, t.y. a; = by,as = bs,..., a, = b,. Remdamiesi
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pastaruoju lygybeés apibrézimu galime tvirtinti, kad elemento padétis rinkinyje yra svarbi, kai
tuo tarpu aibés elementy isdéstymas, apibréziant aibe, néra svarbus.

Pavyzdys Aibés A = {a,b,2} ir B = {2,a,b} yra lygios, o tuo tarpu rinkiniai (a, b, 2) ir
(2,a,b) yra skirtingi.

Aibiy A ir B Dekarto sandauga vadinsime tokia poru aibe:

Ax B={(a,b);a € A bec B}.

Kitaip tariant, aibiu A ir B Dekarto sandauga vadiname visus dvielemencius rinkinius, kuri-
uos galime sudaryti i§ nurodytu aibiu elementu, kai pirmoje vietoje rasome bet kurij, pirmojo
dauginamojo elementa, o antroje, bet kuri antrojo dauginamojo elementa. Tuo atveju kai
dauginamieji vienodi, tai sandauga A x A = A? vadiname Dekarto kvadratu. Jei bent vienas
dauginamasis yra tuscia aibe, tai sandauga taip pat tuscia.

Pavyzdys Tarkime, kad A =[1,2], B =[2,4]U{5}, A, B CR. Tada
Ax B={(x,y), € A, ye B}.
Tegu A= {-1,0,1}, B={3,0}. Tada
Ax B ={(=1,3);(=1,0);(0,3); (0,0); (1,3); (1,0)}.

Pastebésime, kad Dekarto sandauga galime apibrézti ir tarp bet kokio aibiy skai¢iaus.

Apibrézkime aibiy, turinc¢iu baigtini elementy skaiciy, Dekarto sandauga. Tarkime, kad
duotos aibés Aj, A, ..., A,. Tada 8iy aibiu Dekarto sandauga vadinsime tokia, n elemenciy
rinkiniy aibe:

Ay X Ag X - x Ay = {(ay,a9,...a,);a1 € Ay a9 € Ag, ... a, € Ant

Pastebésime, kad bendrai paémus, A x B # B x A.
Nurodysime aibiuy Dekarto sandaugos savybes:

1. (AUB)xC=(AxC)U (B xC);
2. C'x (AUB) = (C x A)U(C x B);
3. Ax(BNC)=(AxB)N(AxC);
4. (BNC)x A= (BxA)N(C x A);
5. (Ax B)N(Cx D)= (ANC) x (BN D).

2.4 Funkcijos savoka. ReiSkimo budai

Praktikoje mes susiduriame su ivairias dydziais, pavyzdziui- temperatiira, ilgiu, plotu,
greiciu, slegiu ir t.t. Matematikos mokslas, nagrinédamas jvairius dydzius, paprastai nesidomi
ju prigimtimi. Ivairiuose procesuose, dydziu skaitinés charakteristikos gali kisti (paprastai kin-
tant salygoms arba laikui), bet gali islikti ir nekintan¢iomis. Priklausomai nuo Siu savybiu,
dydziai skirstomi i kintamuosius ir pastoviuosius.

Dydi vadinsime kintamuoju, jeigu pastarasis gali igyti ivairias skaitines reikSmes. Pavyzdziui,
laikas yra kintamas dydis. Dydi vadinsime pastoviu arba konstanta, esant tam tikroms sa-
lygoms, jeigu dydzio skaitiné reikSmeé esant minétoms salygoms, islieka pastovi. Pavyzdziui
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vanduo islaiko pastovu ledo buvi, jei temperatiira ne aukstesné negu nulis laipsniu Celsi-
jaus. Dydis vadinamas absoliucia konstanta, jeigu jis pastovus nepriklausomai nuo salygu
(parametru). Pavyzdziui tokiu konstantu pavyzdziai - fizikinés konstantos. Kintamojo dydzio
igyjamu reikSmiy aibé yra vadinama kintamojo dydzio kitimo sritimi. Kintamuosius dydzius
zymésime simboliais x, ¥y, z, u, v, o pastovius a, b, ¢, d, e.

Tarkime, kad A, B dvi aibés, nebutinai skirtingos.

Apibrézimas Taisykle f, kuria aibés A kai kuriems elementams (a € A) priskiriame po
kokj nors viena aibés b € B elementa, vadinsime funkcija (Zymésime $i priskyrima f(a) = b),
apibrézta aibéje A ir jgyjancia reiksmes aibéje B (arba f : A— B ). Aibé A, vadinama funkcijos
f apibrézimo aibe, o aibé B, funkcijos reiksmiy aibe.

Aibe D(f) = {a € A; 3b € B, f(a) = b}, vadinsime funkcijos f apibrézimo sritimi, o
aibe E(f) = {b € B;3a € D(f), f(a) = b} vadinsime funkcijos f reikSmiu sritimi. Elementai
b € E(f) vadinami funkcijos reiksmeémis (kartais vaizdais), o elementai a € D(f)— Sios funkcijos
argumentais arba kintamaisiais (kartais pirmvaizdziais). Pastebésime, kad D(f) C A, E(f) C
B.

Pastaba Zemiau, jei nebus atskirai paminéta laikysime, kad jei f : A — B, tai A = D(f).

Pastaba Jeigu funkcijos apibrézimo bei reikSmiu aibeés yra realiuju skaiciu aibés poaibiai,
tai §i funkcija vadinama realaus argumento bei realiyjy reiksmiu funkcija.

I$ apibrézimo isplaukia, kad minétoji taisyklée (funkcija) gali buti nusakyta formule f, kuria
nurodome kokiu biidu kintamajam z € D(f), priskiriamas elementas y € E(f). Sis funkci-
jos uzrasymo budas vadinamas analiziniu. Skaitytojui minétas funkcijos uzrasymo budas yra
zinomas.

Pavyzdys Tarkime, kad
A={-1,0,1,2,3,4,5,6}, B=1{2,3,4,6,9}

ir funkcija f : A — B apibrézta tokiu budu: aibés A elementui a priskiriame aibés B elementa

b, jei a— b= 1. Taigi, f(3) =2, f(4) =3, f(5) = 4. Tada D(f) = {3,4,5}, E(f) = {2,3,4}.

Pavyzdys Tarkime, kad P yra pradinis kapitalas, o p metiné paprastuju palukanu norma,
kuri perskai¢iuojama bet kokiu laiko momentu ¢. Tada taisykle f(t) = (1 + tp)P apibrézia
formule biisimajai vertei skai¢iuoti, bet kokiu ateities laiko momentu ¢. Si taisyklé yra funkcija,
nes vienam laiko momentui priskiria viena verte.

5 pav. yra pateikta taisyklé, kuri néra funkcija. Si taisyklé vienetui priskiria balses, o
dvejetui priebalses. Matome, kad vienam aibés A elementui yra priskiriama daugiau negu
vienas aibés B elementas. Tuo tarpu 6 pav. pateikta taisyklé yra funkcija.

5 pav.
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6 pav.

Pavyzdys Funkcija f : R — R, apibrézta formule y = f(x) = 2? + 1 realiyju skaiciu
aibés elementams priskiria intervalo [1, 00) elementus. Taigi, Sios funkcijos D(f) =R, E(f) =
[1,00).

Norétume dar karta atkreipti démesj i tai, kad f yra taisyklé, kuria nurodome kintamojo x
veikimo buda. Aukséiau apibrézta funkcija, arba taisyklé f argumenta ”veikia” tokiu budu: x
pakelia kvadratu ir prie jo prideda 1.

Panagrinékime funkcija

Sios funkcijos grafiko eskizas pateiktas 7 pav.

v

-2,25

N

7 pav.

Pastaroji funkcija apibrézta aibéje D(f) = R, o Sios funkcijos reiksmiy sritis yra aibé E(f) =
(—o0, —4) U [—3, 00).

Pavyzdys Imonés bendruju sanaudu (kastu) funkcija CT'(z) = 2V + F, ¢ia V— vieno
gaminio kintamosios sanaudos (kintamieji kastai), F'— pastoviosios sanaudos (pastovieji kastai),
o x gaminiu skaicius. Jei R(x) yra pajamos gautos uz x gaminiu, o p yra gaminio kaina, tai
pelno funkcija, pardavus x gaminiu yra tokia: P(z) = R(z) — CT(z) = (p — V)x — F.

Nesunku suprasti, kad §ios funkcijos apibrézimo sritis yra intervalas D(f) = [0,00), o
reiksmiu sritis formaliai yra visi realieji skaiciai.

Pavyzdys Tarkime, kad pelno funkcija R(p) apibrézta tokia formule: R = 700p — 7p?,
¢ia p € [0,00) yra kaina. Matome, kad sios funkcijos apibrézimo sritis D(R) = [0, 00) (kaina
negali buti neigiama), o reikSmiu sritis yra intervalas (—oo, 17500).

Jei pelno funkcijai kelsime papildomus apribojimus, t.y. nuostoliai (neigiamas pelnas) ne-
galimi, tada D(R) = [0;100], o reiksmiu sritis yra intervalas [0, 17500].

Labai daznai funkcija yra reiskiama grafiniu budu, kuomet rysys tarp funkcijos argumento ir
reiksmés nurodomas grafiku, paprastai ortogonalioje Dekarto koordinaciu sistemoje. Pavyzdziui,
ekonominio augimo (nuosmiikio) grafikas, nurodantis priklausomybe tarp laiko ir BVP dydzio.
Temperatiiros kitimo grafikas, tarkime, paros begyje. Siuo atveju argumentas yra paros laiko
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vienetas, o temperaturos dydis yra reiksSmé. Dauguma fizikiniy bei ekonominiy reiskiniu yra
iliustruojami grafiniu budu.
Tarkime, kad duota funkcija y = f(z). Tada plokstumos tasku aibe

Gy ={(z, f(x));z € D(f), f(z) € E(f)},
vadinsime Sios funkcijos grafiku.

Pastaba Grafiku vadiname poru aibe, kai kiekviena pora sudaro argumento ir sia argumento
reik§me atitinkanti funkcijos reikSmeé. Sia pora pazyméje plokstumoje ir Sios pazymeétus taskus
nuosekliai (argumento didéjimo kryptimi) sujunge gausime kreive, kuria taip pat vadinsime
funkcijos grafiku.

Realiuju skai¢iu aibéje apibrézkime funkcija f(x) tokiu budu:

1,z >0,
f(z) =sgnz =< 0,2 =0,
-1,z <0.

Sios funkcijos grafikas pateikiamas Zemiau:

8 pav.

Nesunku matyti, kad tarp funkcijos ir plokstumos tasky aibés, kuria vadiname grafiku, egzis-
tuoja abipus vienareiksmiska atitiktis. Kitaip tariant, jei turime grafika, tai jis reprezentuoja
funkcija ir atvirkséiai, jei turime funkcija apibrézta formule y = f(x), tai galime nurodyti $ios
funkcijos grafika. Zemiau pateiktame 9 pav. iliustruojama paklausos kreive, kuri interpretuoja
tokia situacija: kaip nuo suvartoty prastesnés kokybes produktu kiekio priklauso vartotoju pa-
jamos. I§ grafiko matyti, kad labai maza prastesnés kokybés produktu kieki panasiai vartoja ir
nedideles ir dideles pajamas gaunantys vartotojai. Beje, §i taisyklé néra funkcija.

P

9 pav.

Praktinéje veikloje, gana daznai funkcijos apibréziamos lentele. Siuo atveju, pateikiama
atskiry argumento reikSmiuy ir jas atitinkanciu funkcijos reikSmiu lentelé. Tuo tarpu tarpines,
lenteléje nenurodytas funkcijos reikSmes, atitinkancias tarpines argumento reikSmes, galime
nurodyti apytiksliai. Zemiau pateiktoje lenteléje pateikiamas funkeinis rysys tarp argumento =
ir reiksmes y :
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Matome, kad f(1) =0, f(2) =3 ir t.t.

Pastaba Procesa, kai turima duomenu aibe aprasome kokia nors funkcine lygtimi paprastai
vadiname modeliavimu. Kitaip tariant modeliuoti realiaja situacija- reiskia ja aprasyti funkciniu
sarySiu (sarysiais).

2.5 Funkciju klasifikavimas

Apibrézimas Funkcija f : A — B vadinsime injekcija aibéje A, jei visiems x,y € A, © # y
isplaukia, kad f(x) # f(y).

INJEK LA,

10 pav.

Kitaip tariant, funkcija yra injekcija tarp aibiu A ir B jei skirtingus aibés A elementus
priskiria skirtingiems aibés B elementams (zr. 10 pav).
Pavyzdys Funkcija r = pq, ¢ia r yra bendrosios pajamos, p— produkto kaina, o ¢
parduotu produktu kiekis. Tarkime, kad yra zinoma, kad produkto kaina su kiekiu (pavyzdziui
meénesio poreikis) siejama tokiu budu: p = 1000 — 2¢. Tada

r = f(g) = (1000 — 2g)q.

Matome, kad tai kvadratiné funkcija, kurios grafikas parabolé. Sios parabolés virsiné yra taske
(250, 125000). Vadinasi Sios funkcijos apibrézimo sritis visa realiyju skai¢iu aibé, bet prasminga
sritis tik tada, kai ¢ > 0, o reikSmiu aibé E(f) = (—o00,125000). Aisku, kad §i funkcija bus
injekcija, jei ¢ € (0,250) arba (250, 00). Tuo tarpu visoje apibrézimo srityje $i funkcija néra
injekcija.

Apibrézimas Funkcija f : A — B vadinsime siurjekcija aibéje A, jei Vx € A dy €
B, f(zr) =y irVu € B,3v € A, f(v) = u. Jei funkcija yra siurjekcija tarp aibiu A ir B, tai
D(f)=Air E(f) =B.

Jei funkcija f : A — B yra siurjekcija, tai Sis funkcinis rySys daznai Zzymimas tokiu simboliu
f(A) = B. Grafinis siurjekcijos pavyzdys pateikiamas 11 pav. Atkreipsime démesi i tai, kad
brézinyje rodykle nurodome funkcijos reiksmes.

SIURJEKCLIA

11 pav.

Pastebésime, kad aibiu A ir B siurjekcija galima tik tuo atveju, kai aibéje A elementu
skaic¢ius ne mazesnis negu aibéje B.

Apibrézimas Funkcija f : A — B vadinsime bijekcija, jei §i funkcija yra injekcija ir
siurjekcija kartu (12 pav.).
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o
I
Ty
Q2
»
F+3
LR
?
®

12 pav.

Apibrézimas Sakysime, kad dvi aibés A, B yra ekvivalencios, jeigu galime nurodyti
bijekcija, siejancia siu aibiy elementus.

Pavyzdziui, natiraliyju skaiciy aibé yra ekvivalenti sveikyju skaic¢iy aibei. Nurodykime
bijekcija, siejancia Siu aibiu elementus. Bijekcija apibrézkime tokiu budu: bet kokiam neigia-
mam sveikam skaic¢iui m < 0, priskirkime nattraluji skai¢iu —2m, o bet kokiam teigiamam
sveikajam skaic¢iui k priskirkime naturaluji skaiciu 2k + 1. Sveikam skaic¢iui 0 priskiriame
naturaluyji skaic¢iu 1, trumpai

—2 jei <0
flmy =3¢ "M A8 TS m e Z.
2m+1, jei m >0,

Skaitytojui situlome rasti atvirkstini sarysi. Pastebékime, kad §i nusakytoji taisyklé yra bijek-
cija, kadangi skirtingiems sveikiems skai¢iams priskiriame skirtingus naturaliuosius skaicius ir
atvirksciai, bet kokie du skirtingi naturalieji skai¢iai susieti su skirtingais sveikaisiais skaiciais
vieninteliu buidu, be to visi vaizdai turi pirmvaizdzius.

Apibrézimas Aibes, kurios ekvivalencios naturaliyju skaiciy aibei, vadinsime skaiciomis.

Pastaba Bijekcija, kuria aibés elementams priskiriame nattiraliuosius skaicius, vadinsime
numeravimau.

Taigi, sveikyju skaic¢iu aibé yra skaiti. Beje, racionaliujuy skaiciy aibé taip pat yra skaiti
(kodeél?). To paties negalime pasakyti apie realiuju skai¢iu aibe. Apie tai daugiau skaitytojas
galétu suzinoti, pvz ”V. Kabaila, Matematine analize , I d.”

Apibrézimas Sakysime, kad funkcija y = f(x) yra nemazéjanti (nedidéjanti) aibéje A,
jeigu, bet kokiems skaiciams x; < o, x1,xs € A teisinga nelygybé:

f(@r) < f(22)(f (1) = f(22)).

Nedidéjancios ir nemazéjancios funkcijos vadinamos monotoninémis.

Apibrézimas Sakysime, kad funkcija y = f(x) yra didéjanti  (mazéjanti) aibéje A, jeigu
bet kokiems skaiciams x, < xo priklausantiems aibei A, teisinga nelygybeé:

f(z1) < f(z2) (f(z1) > f(22)).

Didéjancios ir mazéjancios funkcijos vadinamos grieztai monotoninémis.
Zemiau pateiktame pav. a) pateikiamas mazéjancios, o b)- didéjancios funkciju grafikai.
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VY ,

13 pav.

Pavyzdys Funkcija f(x) = 2® yra didéjanti aibéje R, o funkcija f(x) = L yra mazéjanti
aibéje (0, 00).

Irodykime, kad f(z) = 2 yra didéjanti funkcija. Tegu a < b bet kokie du realiis skaiciai.
Norint parodyti, kad funkcija yra didéjanti pakanka parodyti, kad Siems skaic¢iams teisinga
nelygybe: f(b)—f(a) > 0, (mazéjanti f(a)—f(b) > 0). Turime, kad b*—a® = (b—a)(a*+ab+b?).
Jei a, b yra vienodu zenkly skaiciai, tai nesunku suprasti, kad teisingos nelygybés: b —a > 0 ir
a?+ab+b* > 0, o tuo paciu ir b3 — a® > 0 arba b® > a3. Tuo atveju, kai ab < 0, t.y. argumento
reikimes priesingy zenkly, tai b—a > 0. Siuo atveju gali biiti, kad |a| > b arba |a| < b. Tarkime,
kad |a] < b. Tada a®+ab+b* > a* —b*+b? = a®> > 0. Vadinasi, b* —a® = (b—a)(a® + ab+b*) >
(b — a)a®. Analogiskai nagrin¢jamas ir likes atvejis. Taigi, funkcija yra didéjanti.

1

Sitlome skaitytojui irodyti, kad funkcija f(x) = ; yra mazéjanti aibéje (0, 00).

Pastaba. Jei funkcija grieztai monotoniné apibrézimo aibéje, tai sioje aibéje, funkcija yra
bijekcija. Siulome skaitytojui tuo isitikinti savarankiskai.
Apibrézimas Tarkime, kad funkcija f : A — B yra bijekcija. Apibrézkime funkcija,

f1:B— A,

tenkinancia sarysj: visiems b € B Ja € A toks, kad f~1(b) = a tada ir tik tada, kai f(a) = b.
Taip apibrézta funkcija f~', vadinsime funkcijai f atvirkstine funkcija. Be to, D(f™!) =
B, E(f~') = A. Siuo atveju sakysime, kad funkcija f turi atvirkstine funkcija srityje A. Jei
funkcija f : A — B yra bijekcija, tai ji turi atvirkstine srityje A. Tada visiems a € A irb € B
teisingos lygybeés:

Zemiau pateiktame 14 pav. yra iliustruojama funkcija ir jos atvirkstine.

A B ) =a f2)=b f3) = f4) =
Flia)={ f1®) =2, fl) =3 fl) =4
I e
L
.
14 pav.

Teisinga tokia teorema:
Teorema  Jei intervale [a,b] funkcija y = f(x) yra grieztai monotoniné, tai egzistuoja
giai funkcijai atvirkstiné funkcija, apibrézta intervale [f(a), f(b)] arba ([f(b), f(a)] ), kuri taip
pat grieZtai monotonine.

Pastaba Sakykime, kad f : A — B. Jei aibés A kokiame nors poaibyje C' C A funkcija
yra injekcija, tai Siame poaibyje funkcija yra grieztai monotonine, o tuo paciu tai reiskia, kad
egzistuoja funkcijai f atvirkstiné funkcija.
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Pastaba Atkreipsime skaitytojo démesi i tai, kad jei funkcija y = f(z) yra bijekcija
aibéje A, tai sioje aibéje atvirkstiné funkcija yra randama issprendus kintamaji x, kintamojo y
atzvilgiu, t.y. radus funkcija z = g(y) = f~!(y). Paprastai, norint atvirkstine funkcija nagrinéti
toje pacioje koordinaciu sistemoje ir atsieta nuo tiesioginés funkcijos y = f(x) pervardiname
kintamuosius keisdami x su y vietomis. Ateityje funkcija su tokiu budu perzymétais kinta-
maisiais y = f~!(z) taip pat vadinsime funkcijos y = f(z) atvirkstine funkcija. Tad norint
nustatyti ar funkcijos y = f(x) ir y = g(x) yra viena kitai atvirstinés kokioje nors aibéje,
pakanka patikrinti ar

fg(z)) =z arba g(f(y)) =y
Zinoma, kad jei funkcija turi atvirkstine kokioje nors srityje, tai §i atvirkstiné yra vienintelé.
Pavyzdys Raskime funkcijos

flo) = 22123

atvirkstine srityse, kuriose ji egzistuoja.

Nesunku suprasti, kad Sios funkcijos apibrézimo sriti sudaro visi skaiciai, iSskyrus —%, t.y.
D(f) = (=00, —3) U (=2,00) =: D1(f) U D2(f). Sios funkcijos grafiko eskizas pateikiamas
Zemiau.

1
|
?

e = G

15 pav.

Matome, kad srityse D1(f) ir D2(f)— funkcija yra mazéjanti. Taciau visoje apibrézimo
srityje i funkcija nei didéjanti nei mazéjanti, kadangi pavyzdziui f(—2) =0 < f(—1) = 1. I8
sios nelygybeés isplaukia, kad funkcija néra mazéjanti (nagrinéjant ja visoje apibrézimo srityje).
Raskime sios funkcijos atvirkstines funkcijas srityse D1 ir D2. Issprende x atzvilgiu gauname,

2 — 3y

2=y(2 3 b = .

T+ y(2zx +3), arba x 21

C 1. . C e e .. 242 T _ 2-3
Taigi, kiekvienoje is sriciu D1 arba D2 funkcijos f(z) = 525 atvirkstine yraz = f~'(y) = 23/—_31’
Perzymeje kintamuosius gauname, kad
2 -3z
1 .

15 pav. pateiktas Sios funkcijos grafikas perzymeéjus kintamuosius (iprastinéje koordinaciu sis-
temoje).

Priminsime, kad jei f~!(y) = z yra atvirkstiné funkcija, funkcijai y = f(z), tai f(f~'(y)) =
yir f71(f(z)) =z

Patikrinkime §i sarysi su auks¢iau nagrinéta funkcija. Nesunkiai gauname, kad

2—3
o1 T2 (2-3y+4y—2)

TU W) = s = (4—6y—3+6y) 7

2y—1
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Pastaba Norint rasti duotosios funkcijos y = f(z) atvirkstine toje srityje, kur ji egzistuoja
reikia iSspresti kintamaji x, kintamojo y atzvilgiu, t.y. z = g(y) = f~'(y).

Pavyzdys Raskime funkcijos y = f(x) = x?+62+5 atvirkstine srityse, kuriose ji egzistuoja.

Visu pirma pastebésime, kad §i funkcija (jos grafikas parabolé) néra grieztai monotoniska
apibrézimo srityje. Taigi, apibrézimo srityje funkcija atvirkstinés neturi. Sudare parabolés,
virsuneés lygti gauname:

flx) = (z+3)° - 4.

Si funkcija grieztai monotoniska srityse: Dy (f) = (—o0, —3], Dy(f) = (=3, 00). Pirmoje srityje
funkcija yra mazéjanti (isskyrus taska -3), o antroje srityje- didéjanti. Siose srityse funkcijos
reikSmiu sritys yra By (f) = [—4, 00), ir Ex(f) = (—4, 00), atitinkamai. Pastebésime, kad taskas
—3 priklausantis apibrézimo sri¢iai néra nei didéjimo nei mazéjimo taskas, o funkcijos reiksme
Siame taske yra lygi —4.

[ssprende reiskini kintamojo x atzvilgiu gauname

r==+\/y+4-3.
Tada, nagrinéjamos funkcijos atvirkstine, srityje Di(f) yra

fi'y)=2=—y+4-3,

o srityje Da(f) yra

) =z=\y+4-3.
Be to funkcijos

ity =v=—Vy+4-3

apibrézimo sritis yra D(f;!) = [~4,00) ir reikdmiu sritis yra aibé E(f;!) = (—o0, —3]. Tuo

tarpu funkcijos
fiy)=z=\y+4-3,

apibrézimo sritis yra D(f, ') = (—4, 00) ir reik§miy sritis yra aibeé E(f; ') = (=3, 00).

Apibrézimas Tarkime, A, B,C C R. Be to, tarkime, kad f : B — C, g : A — B. Tada
funkcija h : A — C, kuri apibréziama lygybe h(x) = f(g(z)), visiems = € A, yra vadinama
sudétine funkcija. Daznai funkcija h(z) yra vadinama funkciju f ir g kompozicija. Be to
D(h) C D(g) ir E(h) C E(f).

Pavyzdys Funkcija h(z) = e t! yra sudétiné funkcija (funkciju y = f(z) = ¢ ir 2z =
g(z) = x* + 1 kompozicija f(g(z)) = h(x) = y), apibrézta visoje realiu skaiciu aibéje, su
reiksmeémis intervale (0, 400). Atkreipsime skaitytojo démesi i tai, kad D(h) = R.

Pastaba Nesunku matyti, kad

flg(x)) # g(f ().

Skaitytojui sitlome tuo isitikinti.

Apibrézimas Funkcija y = f(z) vadinsime lygine, aibéje A, jeigu visiems x € A teisinga
Iygybé: f(—x) = f(x).

Pavyzdys  Funkcija f(z) = 3% + 377 yra lyginé visoje realiuju skai¢iu aibéje, kadangi
f(=x)=3"7"4+3"=3"4+3"" = f(x).

Pastaba Jei funkcija lyginé, tai Sios funkcijos grafikas yra simetriskas koordinatinés asies
Oy atzvilgiu.

Apibrézimas Funkcija y = f(x) vadinsime nelygine, jeigu visiems x € D(f) teisinga

Iygybé: f(—z) = —f(x).
Jei funkcija nelyginé, tai jos grafikas simetriskas kordinaciu pradzios tasko atzvilgiu.
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Kitu atveju funkcija vadinama nei lygine nei nelygine.
Pastaba Jei funkcija nelyginé, tai Sios funkcijos grafikas yra simetriskas koordinaciy
pradzios tasko atzvilgiu.
Pavyzdys Funkcija f(z) = 3" — 37" yra nelyginé, kadangi

fl—a) =87 = 8" = —(3" = 37%) = — ().

Apibrézimas Funkcija y = f(x) vadinsime periodine aibéje A, jeigu egzistuoja skaicius
T > 0 toks, kad visiems © € A teisinga lygybé: f(x + T) = f(x). Pati maziausia skaiciu T,
tenkinantj minétajj sarysi, vadinsime funkcijos periodu.
Pavyzdys Pavyzdziui, funkcija f : R — [0, 1] apibrézta tokiu budu:
f<x)_{:c—2k,xe[2k:,2k+1]; ez
w20k 4 1), (2k+ 1,2k +2)

yra periodine, kurios periodas T' = 2.
16 pav. pateikta Sios funkcijos grafiko eskizo dalis.

16 pav.
Pastaba Jei funkcija periodiné, tai jos apibrézimo sritis turi sutapti su realiyju skaiciu
aibe.

2.6 Klasikinés funkcijos ir ju grafikai

Priminsime pagrindiniy elementariyju funkciju apibrézimus bei ju grafikus.
1. Funkcija f(x) =[z] =k, k <x < k+1, k € Z. vadinsime sveikaja dalimi. Jos grafikas
pateiktas 17 pav.

17 pav.
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Sios funkcijos D(f) = R ir E(f) = Z. Si funkcija néra grieztai monotoniska, taigi negalima
nurodyti intervalo, kuriame funkcija turétu atvirkstine. Si funkcija néra nei lyginé nei nelyginé
ir neperiodineé.

2. Funkcija

f(z) = apz™ + ap_12" +- -+ axr+ay, n€N

vadinsime n— ojo laipsnio polinomu ir zymésime Q,(z) arba P,(x). Si funkcija priklauso nuo
koeficientu a;, tad savaime aisku, kad nubreézti Sios funkcijos grafika bus imanoma, jeigu zinosime
siu koeficientu skaitines reiksmes. Beje, sios funkcijos apibrézimo aibé D(f) = R. Apibrézimo
srities taskus x1, . .., zy, kuriems teisinga lygybe f(z;) = 0,7 = 1,..., k vadinsime Sios funkcijos
(polinomo) nuliais, kartais Saknimis. Funkcijos, priklausomai nuo koeficientu reiksmiu, gali
biiti ir lyginés ir nelyginés ir monotoniskos, bet niekada nebus periodinés. Kitaip tariant, Siu
funkciju savybeés priklauso nuo koeficientu reiksmiy parinkimo.

Skaitytojui gerai zinomi atskiri polinomines funkcijos atvejai, t.y.

f(x)=ax* +bx+c, f(x)=az®+b, arba f(z)=ax+b.
Beje, jeigu skaiciai z;, + = 1, ...,k yra n—ojo laipsnio polinomo Saknys, tai §i polinoma galime
uzrasyti taip:
P,(x) = ap(x — z1)(x — 22) ... (x — 21) Qi ().

Tarkime, kad duoti taskai (z1;91),. ., (Zks1; Yer1). Tada k—ojo laipsnio polinomo, kuriam
priklauso sie taskai lygtis yra tokia:

k+1 k+1 z T
— J
plz) = y||x —
i=1 =1, J

J#i

3. Funkcija apibrézta tokiu budu:

A" + Ay 12"+ -+ aw + ag ~ Qu(z)

x) = =
f< ) bmxm + bm—lxm_1 + 4+ blx + bO Qm(‘r)
vadinsime racionaliaja funkcija. Tarkime zi,...,x; yra polinomo @,,(x) nuliai. Tada Sios
funkcijos apibrézimo sritis D(f) = R\{z1, ...,z }. Nesunku suprasti, kad ios funkcijos savybés

priklauso nuo koeficienty parinkimo.
Sios funkcijos atskiras atvejis,

f(x):%, a €R, a#0,

yra vadinamas atvirksciu proporcingumu.

4. Taisykle f(z) = 2%, a # 0, x > 0, vadinsime laipsnine funkcija. D(f) = (0,00), E(f) =
(0, 00). Si funkcija yra grieztai monotoniné apibrézimo srityje, taigi egzistuoja siai funkcijai
atvirkstiné, kuria zymeésime x = y*/®. Pastebésime, kad jei tiesioginés funkcijos laipsnis |a| > 1,
tai atvirkstinés funkcijos laipsnis |1/ < 1 ir atvirksciai. 18 pav. pateikiame Siu funkciju
grafikus. Susitarkime, kad 0% =0, a > 0.

18 pav.
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Pastaba Sakykime, kad f(z) = z%, 0 < a € Q yra laipsniné funkcija, o g(z) = Q. (z)
polinominé. Tada funkcijas ha,(z) = f(g(z)) arba to,(x) = g(f(x)) vadinsime iracionaliomis
an laipsnio funkcijomis. Iracionaliu funkciju suma, skirtumas ir sandauga bus vadinamos ira-
cionaliomis funkcijomis.

5. Taisykle y = a®, a > 0, a # 1, vadinsime rodikline funkcija. Sios funkcijos apibrézimo
sritis D(f) = R, o reiksmiu sritis E(f) = (0,00). Rodikliné funkcija yra grieztai monotoniné
apibrézimo srityje. (Funkcijos grafikas pateiktas 19 pav.) Matome, kad §i funkcija nei lyginé
nei nelygine, be to neperiodine.

19 pav.

Taigi, egzistuoja Sios funkcijos atvirkstine funkcija, kuria zymime x = log, y, kuri taip pat
monotoniné, be to D(y) = (0,00), E(y) = R. Funkcijos grafikas pateiktas 20 pav..

20 pav.

Plokstumos Dekarto koordinaciu sistemoje nubrézkime apskritima, kurio centras koordinaciu
pradzios taske, o spindulys lygus vienetui. Tarkime, kad z yra kampas isreikstas radianais (zr

21 pav ).
!

21 pav.
6. Skaic¢iaus x sinusu vadinsime tasko M, kuriame kampa apibréziantis spindulys kerta
apskritima, ordinate, t.y. y = sinx, o kampo kosinusu vadinsime Sio tasko M, abscise, t.y.

t{cos x, sin x]

o VP
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y = cosx. Funkcija y = sinz yra nelyginé, o y = cosz- lyginé. Funkcijos yra periodinés, ju
periodai sutampa ir lygus 27. Matome, kad Sios funkcijos néra grieztai monotoniskos apibrézimo
srityje. Siy funkciju grafikai pateikti 22 pav.

22 pav.

23 pav.
7. Skai¢iaus « tangentu vadinamas Sio skaic¢iaus sinuso ir kosinuso santykis

Abi paskutiniosios funkcijos yra nelyginés. Grafikai pateikti 23 pav. Funkcijos y = tgz ir
y = ctgr yra periodinés. Ju periodai sutampa ir lygis skaiciui 7. Sios funkcijos néra grieztai
monotoniskos apibrézimo srityse.

8. Sinuso ir kosinuso apibrézimo ir reiksmiu aibés yra tokios pat, t.y. D(y) = R, E(y) =
[—1, 1]. Beje, visoje apibrézimo srityje Sios funkcijos néra griztai monotonineés, taigi, apibrézimo
srityse Sioms funkcijoms atvirkstiniu funkciju apibrézti negalime. Pastebékime, kad funkcija
y = sinz, intervale  [—7/2,7/2], yra grieztai monotoniné, taigi siame intervale funkcija yra
injekcija. Susiaurine Sios funkcijos apibrézimo sriti iki minétojo intervalo gauname, kad intervale
[—1, 1] galime apibrézti funkcijai y = sinx atvirkstine funkcija, kuria Zymésime x = arcsiny.
Sios funkcijos apibrézimo aibé yra D(arcsin) = [—1, 1], o reikémiy aibé E(arcsin) = [—m/2, 7/2].

Kadangi funkcija y = cos z, grieztai monotoniné intervale [0, 7], taigi Siame intervale funkcija
yra injekcija, vadinasi intervale [—1, 1] galime apibrézti iai funkcijai atvirkstine funkcija, kuria
Zymésime z = arccosy. Sios funkcijos apibrézimo sritis yra intervalas [—1, 1], o reiksmiy aibe-
intervalas [0, r|. Arksinuso ir arkkosinuso grafikai pateikti 24 pav., atitinkama tvarka, grafikai
perbraizyti toje pat koordinaciu sistemoje, kaip ir pradinés funkcijos. Kitaip tariant Sias
atvirkstines funkcijas laikome savarankiskomis funkcijomis.
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24 pav.

9. Analogiskai samprotaudami galime apibrézti atvirkstines funkcijas ir likusioms dviems
trigonometrinéms funkcijoms.

Funkcija y = tgx yra apibrézta aibéje R\ {n/2+ 7wk, k € N} ir igyja reikdmes visoje realiuju
skaiciu aibéje. Funkcija y = ctgx yra apibrézta aibéje R\ {rk, k € N} ir igyja reiksmes visoje
realiyju skaiciu aibéje.

Pastebésime, kad funkcija y = tgx yra neapibrézta taskuose 7/2 + 7k, k € N, o funkcija
y = ctgr neapibrézta taskuose wk, k € N. Apibrézimo srityje Sios funkcijos néra bijekcijos,
taigi, apibrézti atitinkamu atvirkstiniu funkciju, realiyju skaiciu aibéje, negalime. Pastebésime,
kad funkcija y = tgz yra grieztai monotoniné (—m/2,7/2). Taigi, intervale (—oo, 00) galime
apibrézti funkcijai y = tgz atvirkstine, kuria zZymeésime x = arctgy. Sios funkcijos apibrézimo
aibé sutampa su visa realiuju skai¢iu aibe, o reikSmiu aibé yra intervalas (—m /2, 7/2). Matome,
kad funkcija y = ctgz yra grieztai monotoniné intervale (0, 7), taigi intervale (—oo, 00) galime
apibreézti funkcijai y = ctgz atvirkstine, kuria Zymeésime = = arcctgy. Sios funkcijos apibrézimo
aibé sutampa su visa realiuju skaiciu aibe, o reikdmiu aibé yra intervalas (0, 7). Arktangento ir
arkkotangento grafikai pateikti 25 pav., atitinkama tvarka.

25 pav.

Pavyzdys Raskime funkcijos

v = f(z) = tg (COS (earcsin(k}a)))

atvirkstine, kai z € (0;1).
Pastebésime, kad Sioje srityje 0 < arcsin(l —x?) < T < 1 ir & funkcija yra mazéjanti,

4
arcsin ( 1—x2 )

taigi eksponenté e taip pat mazéjanti, funkcija cos (earcsm(l_xz)> sioje srityje didéja,

tad ir paskutinioji funkcija y = f(x) taip pat didéjanti. Taigi sudétinés funkcijos atvirkstiné
egzistuoja. Skaiciuojame abieju lygybeés pusiu funkcijos arctg reiksme. Gauname

arctgy = <COS <earcsin(1—x2)>>

Funkcijos cos x atvirkstiné yra arccosy, tada

arccos (arctgy) = garesin(1—7)
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Eksponentés atvirkstiné yra naturinio logaritmo funkcija, taigi
In (arccos (arctgy)) = arcsin (1 — x°)
Arcsinuso funkcijos atvirkstiné yra sinuso funkcija, tada

sin (In (arccos (arctgy))) = (1 — z?)

Is paskutiniojo sarysio iSsprende x gauname:

z = f~Hy) = /1 —sin (In (arccos (arctgy))).

2.7 Grafiku trasformavimas

Aptarsime, kaip nubraizyti funkcijos y = f(x—m)+n grafika, kai zinomas funkcijos y = f(z)
grafikas.

1) Tarkime, kad duota funkcija y = f(x) + n. Be to, tegu taskas (a,b) priklauso funkcijos
y = f(z) grafikui, t.y. b = f(a). Tada taskas (a,b + n) priklauso funkcijos y = f(z) + n
grafikui. Kitaip tariant, jeigu zinome (ir mokame nubraizyti) funkcijos y = f(z) grafika, tai
braizant funkcijos y = f(x) 4+ n grafika, tereikia zinomo y = f(x) grafiko visus taskus perkelti
aukstyn (lygiagreciai Oy asies atzvilgiu), jei n > 0 ir perkelti zemyn, jei n < 0, per |n| vienetu,
lygiagreciai Oy asiai.

2) Kaip nubraizyti y = f(x — m) grafika, kai zinome y = f(x) grafika? Tarkime, kad (a, b)
priklauso y = f(x) grafikui, b = f(a). Nesunku suprasti, kad taskas (a + m,b) yra funkcijos
y = f(xr —m), kadangi b = f(a+m —m) = f(a). Ka reiskia pastarosios lygybeés. Jeigu taska a
pakeiciame tasku a +m, m > 0 tai funkcijos y = f(z) grafika perkeliame lygiagreciai Oz asiai
m vienetu i desine, jeigu m < 0, tai per |m| vienetu i kaire.

Dabar apjunkime abu atvejus, t.y. panagrinékime funkcijos y = f(x — m) + n grafiko
braizyma, kai zZinome y = f(x) grafika. Taigi, Siuo atveju, paprastai elgiamasi taip: visu pirma
gauname funkcijos y = f(z — m) grafika, o po to braizome y = f(x — m) + n grafika.

¥

y=fx)

26 pav.
Jeigu zinome funkcijos y = f(x) grafika ir tarkime (a, b) yra grafiko taskas, tai tada funkcijos
y = kf(x) grafikas gaunamas pradinés funkcijos grafiko, atitinkamas grafiko reiksmes dauginant
is skaiciaus k, t,y. taskas (a, kb) priklauso y = kf(x) grafikui. Brézinyje tai pasireiskia tokiu
budu: jei k > 1, tai grafikas iStempiamas, jei 0 < k£ < 1, tai grafikas suspaudziamas, jei k > —1,
tai grafikas atvaizduojamas simetriskai Ox asies atzvilgiu ir iStempiamas, jei —1 < k < 0, tai
atvaizduojamas simetriskai Oz asies atzvilgiu ir suspaudziamas.
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Pateikime kita grafiku braizymo algoritma. Tarkime, koordinaciy sistemoje mokame nubraizyti

funkcijos y = f(z) grafika. Tada funkcijos y = f(z —m) 4+ n grafikas gali buti braizomas tokiu
budu:

1) punktyrinémis linijomis koordinaciu sistemoje nubraizome pagalbine koordinaéiu sistema,
kurios pradzios taskas yra taske (m,n);

2) i naujaja koordinaciu sistema ”perkeliame” funkcijos y = f(z) grafika lyg tai butu pradiné
koordinaciy sistema;

3) "pasaliname” pagalbine koordinaciu sistema.

"Perkeltasis” funkcijos grafikas ir bus ieskomasis.

Teoriniai klausimai

1. Zinoti aibiy veiksmus bei ju savybes. Mokéti jas patikrinti naudojant Veno diagramas.
Aibiy Dekarto sandauga ir jos savybés. Mokéti aibiu veiksmus atlikti su diskreciomis aibémis
bei skai¢iu intervalais. Aibiu réziai.

2. Funkcijos samprata. Reiskimo budai. Funkciju savybés (monotoniskumas, lygiskumas,
periodiskumas.)

3. Bijekcijos samprata. Atvirkstinés egzistavimo salygos.

Klasikiniu f-ju grafikai ir ju transformacijos. D(f), E(f).

Nustatyti funkciju atvirkstines funkcijas, nurodant ju egzistavimo sritis.
Specialios funkcijos y=sgn(x), y=[x].

Nagrinéti funkcijas apibréztas atskirais atvejai.

8. Mokéti sudaryti polinomine n—ojo laipsnio polinomine funkcija, kai zinomi n 4 1 taskai,
kurie priklauso Sios funkcijos grafikui.

N Ot

Uzdaviniai savarankiskam darbui

1. Tarkime, kad A yra a) nelygybés, B yra b) nelygybés, C'— c) nelygybés ir D— d)
nelygybeés sprendiniu aibés. Atlikite tokius aibiuy veiksmus

ANB, BUD, D\ (AUQC),(DNC)N(A\C); A°\ (B\ D°).

a) |r—1] =2z —3| > |3z — 1] = 5,
b) 2z +5|— |z +7 <x+2—|dz — 1],

x —5x—|—4
) 2a: 4 < 0

d) 22462 —7>0.

o

2. Raskite funkciju apibrézimo sritis:

In —1—
b) y=—""L ) y =22+ 2z — 2 arctg(z — 1).

22+ax—2

x
a) y= arctg1 m—p

3. Nustatykite duotu funkciju apibrézimo sritis D(f) bei reikdmiu sritis F(f). Raskite
siu funkciju atvirkstines funkcijas intervaluose, kur atvirkstiné egzistuoja. Nubraizykite Siu

funkciju grafikuy eskizus remdamiesi klasikiniuy funkciju grafikais bei grafikuy transformacijomis.
1) y=3x—-1, 2) y=3Jz| -1, 3) y=322-1,

4) y=5/r—1, 5) y=.%, 6) y=21"+2r+3,
N y=223, 8) ¥=

_ 5
9) f$)_$2+z+3

4. Nustatykite, kurios i§ pateikty funkciju yra lyginés, kurios nelyginés ir kurios nei lyginés
nei nelygines:
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2)y=2"42"" 3)y = tg2z.

a2t
1 v o sin 2z
4)y:ﬁ Dly=2"-27" 6 y=——.
CoS T

)y = || —2* +cosx 8)y=sinz+ Ny=|z+1]+]1— =z

Ats: Lyginés funkcijos: 2), 6), 7), 9); nelyginés 5), 8); nei lyginés nei nelyginés- likusios.

5. Nustatykite ar duotos funkcijos yra periodinés. Jei taip, tai raskite Sios funkcijos perioda:

1 2x
)Y - )y = 5cos 3 )y = tg2z,

4)y:cos§+sin2:c, 5)y:(3082:c—g, 6)y:x2+660s§

Ats: 1) 2m; 2) 3m; 3) §;4) 6m; 5) m; 7) neperiodiné.

1) f(9(x)) = =, glz) = 22
3) g(f(z) =22, 0 g(x) =
Ats: 1) f(x) =2+ 1 f(f(x)) =
3) fla)=2—-2; f(f(z))=u—4;

7. Raskite f(x), kai f(%“) — 2?42, w1

Ats: L+ L+
T\2 x
(33—2) +2(9§—2>

8. Raskite g(—1), kai f(z) =2z ir f(g(x)) = —x.

9. Raskite sudétines funkcijas f(g(x)) ir g(f(x)), kai
a) f(x)=xz*+2x, g(x)=sin(3z —5).

b) flz) =25 gla) =¢*, 2 # 1L

¢) f(z) =In(2z) g(x)= e+,

10. Sudarykite funkcija z(«), jei duota lygtis
ar+4r —1=2(z+3).

Raskite a reiksme, su kuria lygtis neturi saknu.

Ats:
7

a+2

v(a) =
11. Tarkime, kad funkcijos apibréztos tokiu budu:

1 1
(2® = 1) f(z) — f(—z) =2*(2—2°) ir Tg(z) —g(=) =Tz —=—0.
x x
Apskaiciuokite f(3) ir g(3).
12. Tarkime, kad imonés ménesio pajamos R apibréziamos tokiu biidu: R = 800p — 7p?, ¢ia
p yra produkto kaina. Nustatykite kokia turi buti produkto kaina, kad imonés pajamos bty
10000, jei zinoma, kad produkto kaina turi buti didesné negu 507
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Ats: 100 .

13. Nubraizykite funkciju

a) y=[sinz]; b) y=sgn(cos(x+2); ¢) y=In((x+3)—1); ) dy =1+ arcsin(3z — 2);

e) y=vVr+3—-2; d) y=3—arcsin(l —2z); e) y=a>+5r—1; f) y=5"1

q, Jel —1SQ<07
9) y=3—cos(2x +5); h) h(qg) =3 —q,jei 0<q<3,
2¢%, jei 3<q¢<5

grafiky eskizus.
14. Tarkime, ¢ = f(z) yra pasto siuntu ikainiu funkcija, apibrézta tokiu budu:

2, jei 0 <z <1,

o,jel 1 <x <3,

10, jei 3 <z < 10,

70, jei 10 <z < 100.

fx) =

¢ia x yra siuntinio svoris. Nubrézkite Sios funkcijos grafika.

15. Medinius samcius gaminancios imonés Saukstu fiksuoti gamybos kastai sudaro 95000 ,
o kintamieji vieno Sauksto kastai yra 2.20 . Kiek samciu turi parduoti jmoné, kad jos pelnas
sudarytu 50000 . Zinoma, kad saukstas parduodamas uz 3.

Ats: 181 250

16. Tarkime, kad vartotojas isigydamas ¢ produktu, uz kiekviena produkta moka tokia

kaina
80—
6, g > 56.

Nustatykite, kiek produktu (vienu kartu) turi buti parduota, kad pardavimo pelnas butu lygus
400 7

Ats: 40 vnt.

17. Atlikus imoneés produkcijos finansine analize buvo nustatyta, kad pagaminus ir pardavus
q vienety vieno artikulo produkcijos, bendros pajamos nuo produkcijos kiekio priklauso tokiu
budu:
r(q) = 100+/g.

Zinoma, kad kintamieji produkcijos vieneto kastai sudaro 2, o fiksuoti kastai sudaro 1200.
Nustatykite kiek produkcijos vienetu turi buiti pagaminta, kad bedrosios pajamos butu lygios
kintamuy ir fiksuoty kasty sumai, kitaip tariant, pelnas buty lygus nuliui.

18. Imoné gamina A ir B rusies produktus. A produkto gamyba kainuoja 2Lt brangiau negu
B. Zinoma, kad A ir B produktu kastai sudaro 1500 ir 1000 atitinkamai. Be to A produktu
pagaminta 25 vienetais daugiau negu B. Nustatykite kiek kiekvienos rusies produktu buvo
pagaminta.

Ats: (125,100); arba (150,125).

19. Tarkime, kad vartotojas gali isigyti « produktu, o vieno produkto kaina sudaro f(x) =
14 % . Nustatykite, koki minimalu produkty skaic¢iy turi isigyti vartotojas, kad jo bendrosios
islaidos buitu didesnés uz 50007 Nustatykite funkcini rysi tarp kainos ir produktu skaic¢iaus
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(raskite funkcijos f(z) atvirkstine funkcija). Nubreézkite tiesioginés ir atvirkstinés funkciju
grafikus.

20. Draudimo kompanija nustaté, kad apdraustu asmenu sergamumas (procentais nuo visu)
nuo laiko per metus priklauso tokiu budu:

ft)=1- (30?)0275)3'

Nubrézkite Sios funkcijos grafiko eskiza. Nustatykite kiek turi praeiti laiko, kad sergamumas
virgytu 70%.

21. Zinoma, kad asmens statusas (padétis) priklauso nuo metiniy pajamu tokiu budu:
S = f(I) = 0.45(I — 1000)*3,

¢ia S statuso skaitine charakteristika, I- metines pajamos. Zinoma, kad pajamos I priklauso
nuo studiju laikotarpio ¢ tokiu budu: I = g(t) = 7202 + 0.29¢3%. Raskite funkcija f(g(t)).
Kokia jos prasmeé?

Funkcijos. Privalomos savarankisko darbo uzduotys

1. Tarkime, kad jmonés pajamos f, priklausomai nuo darbuotoju skaic¢iaus n, apibréztos
tokia funkcija
f(n) = —n?* 4 200n — 1000, n € N.

Nustatykite ar egzistuoja abipus vienareiksmiska atitiktis tarp darbuotoju skaiciaus ir pajamuy,
jei laikysime, kad f(n) > 0. Jei ne, nurodykite darbuotoju skai¢iaus intervalus kuriuose §i bi-
jekcija apibrézta ir raskite atvirkstine funkcija Sioje srityje. Sudarykite funkcija, kuri apibréztu
darbuotoju skaiciaus priklausomybe nuo pajamu dydzio, kai n > 0. Nubrezkite Sios funkcijos
grafika.

2. Tarkime, kad busimoji kapitalo verte S yra skai¢iuojama tokiu budu:
S(k) = (14 7)"P,

¢ia P pagrindinis kapitalas, k— perskaic¢iavimo laikotarpiu skaicius r— periodo palikany norma.
Nustatykite ar funkcija S(k),k € NU {0} yra abipus vienareikdmiska apibrézimo srityje. Jei
taip raskite atvirkstine funkcija ir nurodykite jos apibrézimo bei reiksmiu sriti (laikome, kad P
ir r yra fiksuoti dydziai).

3. Tarkime, kad A yra a) nelygybés, B yra b) nelygybés, C— c) nelygybés ir D— d)
nelygybeés sprendiniu aibés:

a) 2%+ 10z > 0,

b) 22 +6|—|z+7 <x+2,

22 —5x+4

o) 5 <0,

d) 22 4+2-12>0.

Atlikite tokius aibiy veiksmus

ANB, BUD, D\ (AuUCQ),(DNC)N(A\C); A\ (B\ D).

e) Grafiskai pavaizduokite aibes

Ax B, BxC.
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4. Raskite aibiy A, B, B,(D N C),D \ A tiksliuosius virsutinius bei tiksliuosius apatinius
rézius. Nustatykite kurie i§ réziy priklauso nurodytoms aibéms, o kurie nepriklauso. Aibés
A, B,C, D yra apibréztos 3 uzduotyje.

5. Nustatykite duotuju funkciju apibrézimo bei reikSmiu sritis. Raskite Sios funkcijos at-
virkstine intervaluose, kuriuose ji egzistuoja. Nubraizykite §iy funkciju grafiku eskizus rem-
damiesi grafiky transformacijomis. Nurodykite funkciju reikSmiuy sritis.

1) y=3z—1, 2) y=3Jz| -1, 3) y=32*—-1,

4) y=5J/x -1, 5) y=-%4, 6) y=2cos2x—1, 7) y= 3;;21.

8) Raskite funkcijos

y =1In® (arctg(sin(\/ .7:4)))
atvirkstine, kai z € (0;1). Ar egzistuoja atvirkstiné srityje x € (—1;1)?

6. Nustatykite, kurios i§ pateiktu funkciju yra lyginés, kurios nelygineés ir kurios nei lyginés
nei nelygines:

1
Dy=——\ 2)y=2"7"42"7" 3)y=rtg2
)y FOSE )y +27%, 3) y = tg2z,
1 v aw sin 2z
1)y = Sly=4"—-47" 6)y= ,

Ny=lz[—2* 8 y=|z+1+[1-af

7. Raskite funkcija f(z), bei f(f(z)) kai

1) flg(x) =z +1, g(z) =2 -2

2) 9(f(x) =15, 09(x) =1+ 15

8. Raskite sudétines funkcijas f(g(x)) ir g(f(x)), kai
1) f(z) =22+ 2z, g(x)=-sin(3x —5).

2) flo) =2, gla) = a#1.

9. Tarkime, kad funkcijos apibréztos tokiu buidu:

(22 = 1) f(x) — f(—2) = 2*(2 — 2?) ir Tg(x) — g(é) =Tr — é -0.

Apskaic¢iuokite f(3) ir g(3).
10. Tarkime, ¢ = f(x) yra pasto siuntu ikainiu funkcija, apibrézta tokiu budu:

2, jei 0 <z <1,
442z, jei 1 <z < 3;
104+ —3, jei 3<2<T;
15, if 7 <z < 100.

fz) =

¢ia x yra siuntinio svoris. Nubrézkite sios funkcijos grafika. Nurodykite apibrézimo srityje
intervalus kur egzistuoja atvirkstine, bei raskite Sias atvirkstines.

11. Tmoné gamina dviracius, kuriu (vieneto) kintami gamybos kastai yra 200. Tuo tarpu
fiksuoti kastai sudaro 600000. Uz pagaminta ir parduota dvirati gaunamos 700 pajamos. Nus-
tatykite, kiek reikia pagaminti ir parduoti dvira¢iu (minimaliai), kad imoné turétu pelna.

Pastaba Pelnas = Bendrosios pajamos - bendrieji kastai, trumpai P = RT — CT ir CT =
C + CV, ¢ia C yra pastovus kastai, C'V yra kintami kastai.
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12. Atlikus imonés produkcijos finansine analize buvo nustatyta, kad pagaminus ir pardavus
q vienetu vieno artikulo produkcijos, bendros pajamos nuo produkcijos kiekio priklauso tokiu
budu:
r(q) = 100,/g.

Zinoma, kad kintamieji produkcijos vieneto kastai sudaro 2, o fiksuoti kastai sudaro 1200.
Nustatykite kiek produkcijos vienety turi buiti pagaminta, kad bendrosios pajamos biitu lygios
kintamu ir fiksuotu kasty sumai, kitaip tariant, pelnas butu lygus nuliui.

13. Draudimo kompanija nustaté, kad apdraustu asmenu sergamumas (procentais nuo visu)
nuo laiko per metus priklauso tokiu budu:

300
300 + ¢

f(t)zl—( )3, t € [0,365].

Nubreézkite Sios funkcijos grafiko eskiza. Nustatykite kiek turi praeiti laiko, kad sergamumas
virgytu 0, 52 arba kitaip tariant 52%.

III. SEKOS. EILUTES
3.1 Skaiciu sekos savoka. Nykstamos sekos bei ju savybeés
Apibrézimas Funkcija f : N—R, kuria kiekvienam n € N, priskiriame realyji skaiciy,
vadinsime skaiciy seka. Kitaip tariant, sunumeruota realiyju skaiciuy aibe

{xp,n € N} ={z1,29,...,2,,...}

vadinsime skaiciu seka. Taisykle x,, = f(n) vadinsime sekos bendruoju sekos nariu.
Pastaba Seka visiskai apibrézta, jei zinomas Sios sekos bendrasis narys.

Apibrézimas Tarkime, kad duota seka {x,, n € N} =: {z,,}. Tada bet koks sios begalinés
aibés sutvarkytas poaibis vadinamas sekos posekiu.

Pavyzdys Tarkime, kad seka apibréezta tokiu budu:
{,} ={n*+1, ne N} ={2,510,17,26,37,...,}.
Sudarykime Sios aibés poaibi, kai jis sudaromas iSrenkant kas antraji Sios sekos nari:
{wo1} = {2k —1)?+1, k€ N} ={2,10,26,50,...}.

Sis poaibis yra pradinés sekos posekis.
Beje, posekis gali buti traktuojamas kaip savarankiska seka.

Pavyzdys Tarkime, kad sekos bendrasis narys yra x,, = n?+n— 2. Tada Sios sekos nariai
yra kvadratinés funkcijos f(n) = n® + n — 2, apibréztos nattraliujy skai¢iuy aibéje, reiksmes.

Bet kokia seka trumpai zymésime {z,}. Sios aibés elementus vadinsime sekos nariais arba
sekos elementais.

Tad remiantis apibrézimu, simbolis {(—1)"} Zymi aibe

(~1,1,-1,1,-1,1,...},
o simboliai {1/n?} ir {2} zymi aibes

1

1
— 1,0,1,0,1,...
797 167 }7{07 707 707 ) }7

AN,

{1,

atitinkamai.
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Tarkime, kad duotos dvi sekos {x,}, {y,}. Tada Siu seku suma, skirtumu, sandauga bei
dalmeniu vadinsime tokias sekas

{0 +ynd; {20 = Ynds {70 unts {2n/Yn},

atitinkamai. Dalmuo yra apibréztas, jeigu visi sekos {y,} nariai nelygus 0.

Pastebésime, kad seka yra begaliné skaiciy aibé. Tad aibés savokos sup A, inf A naudojamos
ir sekoms charakterizuoti. Sekos tiksluji virsutini, bei tiksluji apatini rézius zymeésime sup x,, ir
inf z,,.

Pavyzdys Sekos {z,} = {5} visi nariai ne didesni uz 1 ir kadangi visi nariai teigiami, tai
nemazesni uz 0. Nesunku suprasti, kad supx, = 1 ir inf z,, = 0, atitinkamai. Sekos elementai
susieti su naturaliaisiais skai¢iais, todél naturalu, savokas, kurios buvo formuluotos bet kokioms
aibéms, perrasyti siejant su natiiraliaisiais skaiciais.

Apibrézimas Sakysime, kad seka aprézta, jeigu egzistuoja teigiamas skaicius a toks, kad
visiems n € N teisinga nelygybé, |z,| < a.

Kitais zodziais kalbant, seka aprézta, jei visu sekos nariuy absoliucios reikSmeés nevirsija
kazkokio skaiciaus, kuri paprastai reikia nustatyti.

Pavyzdys Parodysime, kad seka, kurios bendrasis narys yra

B 3n
C 4n—2

Tn

yra aprezta.
Remiantis apibrézimu, reikia parodyti, kad Vn € N egzistuoja skaic¢ius, kurio nevirsija visi

sekos nariai. Turime, kad
an 3n

"TAn -2 dn(1— L)

T

1

1 _
27 2

Remdamiesi tuo, kad 0 < % < !

n € N gauname, kad

visiems n € N, o tuo paciu ir 1 — % >1-— 0, 5, visiems

_ 3n 3n < 3 3
S dn—2 dn(l-L) T 4.0,5 2

T

visiems n € N. Taigi, minetasis skaic¢ius, kurio nevirsija visi sekos nariai a = 1, 5.
Nusakykime neapréztos sekos savoka, naudodami atstumo savoka.

Apibrézimas Sakysime, kad seka {x,} yra neaprézta, jeigu visiems a > 0 (koki beparink-
tume skaiCiu a, ) egzistuoja naturalusis skai¢ius n toks, kad sekos nariui, kurio numeris n,
teisinga nelygybé, |x,| > a.

Kitaip tariant, koki skaitini "barjera” bepastatytume, visuomet atsiras sekos nariy esanciy
kitoje "barjero” puseje.

Pavyzdys Seka, kurios bendrasis narys x,, = n yra neaprézta, kadangi koki beparinktume
skaiciy a, visuomet galésime nurodyti sekos nariy, kurie buty didesni uz nurodyta skaiciy a.
Nesunku suprasti, kad Sia savybe turi tie x,, = n nariai, kuriy numeriai didesni uz skaiciu a.

Panagrinékime dar viena pavyzdj.
Pavyzdys Parodysime, kad seka

neaprezta.
Norint parodyti, kad seka neaprézta pakanka parodyti, kad parinkus bet koki skaiciy a > 0
egzsituoja numeris n toks, kad |z,| > a. Matome, kad narinéjamos sekos nelyginis narys lygus
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nuliui, tad sprendziant §j uzdavini pakanka nagrinéti narius su lyginiais numeriais. Tad na-
grinekime Sios sekos poseki, kuris sudaromas is lyginius numerius turinc¢iu sekos nariy. Turime,

kad 5. ok
Tok =~ = k
Tegu a yra bet koks teigiamas skaic¢ius. Tada nesunku suprasti, kad zor > a, jei k£ > a.
Pavyzdziui jei a = 2000, tai paémus sekos nari su numeriu 4992 gauname, kad x40 > 2000.

Kadangi a bet koks tai irodo, kad sekos nariai, bendrai paémus yra neapreézti.

Pavyzdys Tarkime, kad draudimo imonés pelnas z,,, priklauso nuo darbuotoju skaiciaus
n tokiu budu
T, = —n®+ 50n + 51.

Neigiamas pelnas- tai nuostoliai. Nustatykime darbuotojuy skaic¢iy, kuomet imoné gaus maksimaly
pelna.

Kadangi sia priklausomybe apibrézianti funkcija yra kvadratinis trinaris, tai nesunkiai nus-
tatome, kad Sio trinario maksimali reikSmé bus pasiekiama virstinés abscisés taske n = 25.
Aisku, kad Si seka aprézta ir maksimalus pelnas bus lygus sup z,, = f(25) = 676 vienetai. IS
apacios §i funkcija néra apibrézta ir inf z,, = —oo.

Apibrézimas  Sakysime, kad seka {x,} yra neapréztai didéjanti (mazéjanti), jei bet
kokiam teigiamam skaiciui E > 0(B < 0), egzistuoja skaicius 0 < N = N(FE) (sis skaic¢ius
priklauso nuo skai¢iaus E parinkimo) toks, kad visi sekos nariai, kuriu numeriai n > N, tenkina
nelygybe: z, > E(z, < B).

Kitaip tariant, jei seka neapreztai didéjanti, tai koki beparinktume skaiciu £ > 0, visada
galima nurodyti sekos numeri, kuriuo pradedant visi sekantys sekos nariai bus didesni uz laisvai
pasirinktaji skai¢iu E. Zemiau pateiktame 27 pav. grafiskai iliustruojame apibrézima. Matome,
kad pasirinkus skaic¢iu F, sekos nariai, kuriu numeriai didesni uz 9 tenkina nelygybe: x,, > E,
kai n > 9.

1 r
—  —

d 3 1
Ty

i
L
[ ]

27 pav.
Pavyzdys Panagrinékime seka z, = n® + 2. Naudodami skai¢iavimus parodykime, kad
Si seka neapréztai didéjanti.
Pateikime klausima ir atsakykime i ji: kokiems numeriams esant sekos nariai n® + 2 > E,
¢ia F didelis, laisvai pasirinktas skaicius. ISsprende nelygybe gauname, kad

n>VE—2=N(E).

Taigi, seka i$ tiesu neapibrézta, kadangi laisvai pasirinktam, kiek norimai dideliam skaic¢iui F,
nurodome skai¢iu N(F), uz kuri turétu buti didesnis sekos narys tam, kad jis ”perzengtu”
skaiciy F. Jei parinksime E = 1002, tai matome, kad pradedant 11— uoju sekos nariu visi
sekantys bus didesnis uz skaiciu 1002. Ir t.t.
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Pastebeésime, kad ne visos nelygybés gali buti paprastai iSsprendziamos numerio n atzvilgiu.
Tuo atveju, kai norima nurodyti numeri, kuriuo pradedant sekos nariai tampa didesni uz
pasirinkta skaiciu, bet tiesiogiai Sio numerio rasti negalime, galime naudotis tokiomis skaiciu
seky savybeémis:

a) Sakykime, kad seka x,, yra neapréztai didéjanti. Jeigu egzistuoja numeris ng toks, kad
visiems n > ng iSplaukia, kad y,, > x,, tai seka y,, taip pat neapréztai didéjanti. Kitaip tariant,
jei seka, kurios visi nariai mazesni uz atitinkamus kitos sekos narius yra neapréztai didéjanti,
tai ir seka turinti didesnius narius bus neapréztai didéjanti.

b) Sakykime, kad seka z,, yra neapréztai mazéjanti. Jeigu egzistuoja numeris ng toks, kad
visiems n > ng gauname, kad y, < x,, tai seka y, taip pat neapréztai mazéjanti.

Pavyzdys Tarkime, kad duota seka y, = n® + 2n? + 1. Aisku, kad n® + 2n? + 1 > n®,
visiems n € N. Bet seka x,, = n® yra neapréztai didéjanti, kadangi VE > 0 parinkus skaiciu
N(E) = v/E gauname, kad kai n > N(E), tai x,, > E. Remdamiesi a) savybe gauname, kad ir
seka v, yra neapreztai didéjanti.

Atkreipsime skaitytojo démesi i tai, kad neapréztai didéjancios arba mazéjancios sekos yra
neapreztos.

Pavyzdys Remdamiesi apibrézimu parodykime, kad seka
{n®}, a>0

yra neapreztai didéjanti.

Parodysime, kad koki dideli skaic¢iu £ > 0 beparinktume, visuomet galima nurodyti sekos
numerj (tuo paciu ir nari) kuriuo pradedant visi sekos nariai su didesniais numeriais bus didesni
uz §i pasirinkta skaiciu E.

Tegu n® > E. Tada n > V/E = N(FE). Taigi, seka neapréztai didéjanti.

Zemiau pateiktoje lenteléje parodyta, kaip sekos numeris priklauso nuo pasirinkto skai¢iaus
E. Kitaip tariant, jei n > N(F), tai butinai =, > FE. Beje, kad demonstruojami skaic¢iai butu
"grazus” dideli skai¢iu E rinksimeés tokiu budu, kad saknis issitrauktu, t.y.:

N(E) | 200 | 3000 | 5
E 2004 | 3000% | 50

Pavyzdys Parodysime, kad seka z,, = —n3 + 10n + 100 yra neapréztai mazéjanti.
Pertvarkykime seka taip, kad galétume ja palyginti su seka, kuria nesunku iSspresti n
atzvilgiu. Nesunku matyti, kad

10 100

— 31 =
x, = —n°( R ).
Pastebésime, kad jei n > 10, tai 1 — % — % > %. Nagrinéjant sekos elgesi mus domina kaip

elgiasi seka, kai numeriai dideli. Taigi laikysime, kad n > 10. Remdamiesi paskutiniaja pastaba
gauname, kad

10 100 4n?
_ 3 —
Ty =—" (1_n2_ n3)<_ 5= o n > 10.
Seka {y,} yra neapréztai mazéjanti, nes bet kokiam E > 0 gauname, kad ——423 < —FE arba

3/5E
T

galime pazymeti [{/ %] = N(e).

n > Is pastaryju sarysiy iSplaukia, kad seka neapréztai mazéjanti. Skai¢iavimo patogumui
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Pastaba  Norétume atkreipti skaitytojo, ne per daznai ”draugaujancio” su matematika
démesi i tai, kodél taip keistai formuluojamos didé¢janciu (mazéjanciu), o véliau ir nykstamu
seky savokos. Problema yra ta, kad nagrinédami ivairias savokas susiduriame su atstumo
savoka. Mums visa laika tenka matuoti ar jvertinti atstuma tarp ivairiu dydziuy arba atstuma
iki nulio, kuris vaidina atskaitos tasko vaidmenij. Tad norédami pasakyti, kad seka didéja, turime
naudodami simbolius uzrasyti, kad Sios sekos nariai, augant numeriams, vis labiau tolsta nuo
nulio. Kitaip tariant skai¢ius E ir atlieka §i vaidmeni, t.y. Siuo skaic¢iu nurodome, kaip toli
”nutolstame” nuo 0. Zemiau pateiksime nykstamumo savoka, kurioje bus ”matuojamas” sekos
nariy artumas nuliui.

Apibrézimas Sakysime, kad seka {x,} yra nykstama, jei bet kokiam, laisvai parinktam
teigiamam skaiciui € > 0, egzistuoja skai¢ius N = N (€) toks, kad visi sekos nariai turi savybe
|z,| < e, jei tikn > N,

Pavyzdys Seka {1/n“}(a > 0), yranykstama. Parodykime, kad apibrézimo reikalavimai
yra tenkinami.

Tarkime, kad € > 0 yra bet koks laisvai pasirinktas skaicius. Parodysime, kad galima
nurodyti skai¢iu N = N(e) toki, kad visi sekos {1/n*} nariai bus mazesni uz §i skaiciu, kai tik
n > N. Issiaiskinkime, kurie sekos nariai turi savybe 1/n® < € ir ar §i nelygybé priklauso nuo
sekos numerio n. Tai padaryti galésime iSsprende paskutinaja nelygybe. Pastaraja nelygybe,
remdamiesi laipsniniu funkciju savybémis, galime perrasyti taip

1 1
n > <—)a.
€

Pazyméje N(e) = (%)é gauname, kad i$ tiesu, jei tik sekos numeriai n > N(€), tai Siuos
numerius turintys sekos nariai x, < e. Taigi, seka 1/n% (a0 > 0) yra nykstama. Naudodami
lentele parodykime, kaip nuo e dydzio priklauso sekos numeris. Kitaip tariant, parodysime,
kaip mazinant e kinta numeris, kuriuo pradedant sekos nariai tampa mazesni uz §j pasirinkta
€:

N(e) | 200 3000 510
¢ 2007 | 3000~ | 5102

Teorema 1. Tarkime, kad {x,} yra neapréitai didéjanti, neturinti nuliniu elementu, seka.
Tada seka {1/x,} yra nykstama. Teisingas ir atvirkscias teiginys. Jei visi nykstamos sekos
{yn} nariai nelygus nuliui, tai seka {1/y,} yra neapréztai didéjanti.

S
Skaitytojui sitilome paciam irodyti Sia teorema.

Teorema 2. Tarkime, kad x,, ir y, yra dvi sekos, kuriu nariai tenkina nelygybe x,, < y,, Vn €
N. Jei seka y,, yra nykstama, tai ir seka x, yra nykstama.

S

Pavyzdys Jei vairuotojas yra drausmingas, tai jo kasmetiné draudimo imoka mazéja.
Zinoma, kad draudimo kompanija negali drausdama drausminga vairuotoja, jo imokos suma-
zinti iki nulio. Tarkime, kad imokos dydis, bégant laikui n, su imokos dydziu f(n) susietas
tokiu budu:
~250n* + n + 1600

fony = =
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Parodykime, kad dydis a,, = f(n) — 250 yra nykstamas. O tai reiskia, kad laikui bégant imokos
stabilizuojasi ties 250 suma.
Nesunku suprasti, kad

n+1600 n 1600 801
n:—:_l - <_7
@ n2+1 n2( +1—|—$)_ n

visiems n € N (paskutiniaja nelygybe gavome paéme vietoje n reiksme, kuri labiausiai padidina
nagrinéjama santyki). Matome, kad seka nykstama, nes esame irode, kad bet kokia seka n%, o >
0 yra nykstama.

Teorema 3. Duvieju nykstamu seky suma yra nykstama.

S

Tarkime, kad sekos z,, ir y,, yra nykstamos. Remiantis nykstamumo apibrézimu gauname,
kad koks bebtitu € > 0, egzistuoja numeriai Ny(e) ir Na(e) tokie, kad |z,| < § jei n > Ni(e)
ir |y.| < § jei tik Nap(e). IS pastaruju samprotavimy isplaukia, kad jei tik n > N(e) =
max{Ni(€), Na(€)}, tai
€
2
Remiantis nykstamumo apibrézimu gauname, kad bet kokiam e > 0 galima rasti numeri, Siuo

atveju N (e) nuo kurio pradedant sumos nariai mazesni negu e.
S

€
|Zn + Yn| < 20| + |yn] < 3 + - =

Skaitytojui sitilome irodyti zemiau pateiktus teiginius.

Teorema 4. Nykstama seka yra aprézta.

S

Teorema 5. Apréztos ir nykstamos sekos sandauga yra nykstama.

S

Teorema 6. Jei nykstamos sekos elementai lygus vienam skaiciui, tai tuomet Sis skaicius lygus
nuliu.

S

Pastebésime, kad nykstamu seku santykis nebtitinai yra nykstama seka.
Pavyzdys Tegu {z,} = {1/n%}, o {yn} = {1/n3}. Tuomet {z,/y,} = {n}. Matome, kad
pastaroji seka yra neaprezta.

3.2 Sekos riba. Konverguojanciu seku savybés

Seka yra begaliné skaiciu aibe, todél gana nattiralus klausimas - o kaip elgiasi sekos nariai,
kai ju numeriai neapréztai didéeja? Keleta Sio klausimo aspekty esame aptare, nagrinédami
nykstamas bei neapréztai didéjancias (mazéjancias) sekas. Pirmuoju atveju turéjome, kad sekos
nariai, didéjant numeriui, tampa vis artimesni nuliui, o antruoju atveju, sekos nariai arteja i
plius begalybe (minus begalybe). Taciau liko neaiskumu tuo atveju, kai sekos apréztos arba
neapréztos. Ka galime pasakyti apie tokias sekas.

Apibrézimas Sakysime, kad skaicius a yra sekos {x,} riba, kai n artéja i begalybe, jei
bet kokiam skaiciui € > 0, egzistuoja skaic¢ius N toks, kad jei tik sekos numeriai n > N, tai

|z, —a|] <e.
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Seka, kuri turi riba, vadinsime konverguojancia. Nesunku matyti, kad paskutini apibrézima
galime perrasyti taip:

Pastaba Is konverguojancios sekos apibrézimo iSplaukia, kad jei seka konverguoja, tai seka
{x, — a} yra nykstama.

Is sekos apibrézimo isplaukia, kad bet koks baigtinis sekos nariu skaic¢ius nedaro jokios itakos
ribos egzistavimui.

Tai, kad seka konverguoja, o riba yra skaicius a, zymésime trumpai taip:

lim x, = a.
n—oo
Pastebésime, kad neapréztai mazéjancias, (neapréztai didéjancias sekas) patogu vadinti kon-
verguojanciomis prie —oo (+00). Todél norédami pabrézti, kad seka neapréztai didéja (mazéja),
zymésime simboliu

lim z, = 400 (lim z, = —00).
n—oo n—oo

Jei seka konverguoja, tai skirtumas z,, —a = «,, yra nykstama seka. Vadinasi sekos bendraji
narj galime uzrasyti taip:
Ty = a+ Q, (1)

¢ia o, yra nykstama seka, kai n — oc.
Apibrézimas Seka neturinti baigtinés ribos bus vadinama diverguojancia.

Pateiksime kelis konverguojanciu seku pavyzdzius.
Atkreipsime skaitytojo démesi i tai, kad bet kokia nykstama seka yra konverguojanti,
kadangi Sios sekos riba lygi nuliui.

Pavyzdys Seka {(n+2)/n} konverguoja. Be to jos riba yra lygi vienetui. Nesunku

matyti, kad

n—+2 2
—1=-.
n n

Remdamiesi (1) lygybe tvirtiname, kad mums pakanka nustatyti, ar seka 2/n yra nykstama.

Taciau jau esame 2.1 skyrelyje parode, kad seka % yra nykstama. Remdamiesi 5 Teorema

gauname, kad seka 2/n yra taip pat nykstama. Taigi, sekos {(n + 2)/n} riba yra lygi 1.

Pavyzdys Parodykime, kad seka {z,} = n227f2 turi riba lygia 2. Nagrinékime skirtuma

x, — 2 ir parodykime, kad §is skirtumas yra nykstama seka. Turime, kad

—4
n?+2

Ty —2=|

Tegu ¢ > 0 bet koks teigiamas skaic¢ius. Kokiems n teisinga nelygybe: < €? Issprende

4
P
gauname, kad n > ,/% — 2 := N(e). Matome, kad jei n > N (e, ) sekos nariai tokiems n tenkina

nelygybe |z, — 2| < e. Vadinasi seka {z,, — 2} yra nykstama arba lim z, = 2.

n—oo
Panagrinékime, kaip greitai sekos {z,} nariai artéja prie ribinio skaiciaus 2. Sudarome

lentele: € parodo sekos nariu atstuma iki ribinio tasko, o N(e) nurodo skai¢iu ( sekos nario
numeri), nuo kurio pradedant sekos nariai nuo ribos reikSmés bus nutole atstumu ne didesniu
negu e.

4 4 4
123 10002 1000002

N(e) 11 100 1000
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Pastaba  Ateityje, nagrinésime seku elgesi, kai n — oo. Tad kalbédami apie seku
konvergavimo-divergavimo arba apréztumo-neapreztumo klausimus kartais sarysi n — oo praleisime.

Be irodymo pateiksime keleta seku savybiu.

Teorema 7. Jei seka {x,} konverguoja, tai jos riba vienintelé.
S/

Teorema 8. Konverguojanti seka yra aprézta.

S

Teorema 9. Konverquojanciu seku {x,}, {y,} suma yra konverguojanti seka, kurios riba lygi
atitinkamu seku {x,} ir {y,} ribu sumai, trumpai

lim (z, +y,) = lim z, + lim y, =a+ 0.
n—oo n—o0o n—oo

S
Turime,

Tp, =0+ Qp, Yp = b+ By,

¢ia sekos ay, ir B, yra nykstamos. Todél seka

{(@n —yn) — (a+b)} = {an — Ba}

yra nykstama. IS pastaryju samprotavimuy iSplaukia teoremos irodymas.

D

Is paskutinés teoremos iSplaukia akivaizdi

Isvada Konverguojanciy seku skirtumas yra konverguojanti seka, kurios riba lygi atitinkamuy
riby skirtumui. Trumpai

nh_g)lo (T —yn) = a—b.

Kitos savybés irodomos remiantis analogiskais samprotavimais.
Teorema 10. Konverguojanciu seky {x,}, {yn} sandauga yra konverguojanti seka, kurios riba

lygi riby sandaugai, t.y.

nh_)rrolo (Tn +yn) =a-b.

I$ paskutiniosios teoremos isplaukia, kad sekos {cz,} riba lygi ¢ - a. Kitaip tariant, jei sekos
nariai turi kokj nors bendra daugikli, tai ji galime iskelti pries ribos zenkla.

Teorema 11. Tarkime, kad seka {x,} turi riba b # 0. Tuomet egzistuoja skaicius N > 0 toks,

kad seka
(o)

n

yra aprezta.
Teorema 12. Tarkime, kad sekos {xn}, {yn} turi ribas a ir b # 0, atitinkamai. Tada seky
{z,} ir {yn} santykio riba yra lygi siv seku, atitinkamu riby, santykiui, trumpai

I a
im — = —.
n—o0 1Y, b
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Teorema 13. Jei konverguojancios sekos {x,} elementai turi savybe: egzistuoja skaicius N >
0 toks, kad x, > b (x, < b), kai tik n > N, tai tada Sios sekos riba a tenkina nelygybe,
a>b, (a<b).

Remiantis seku savybémis suskaiciuokime seku ribas.

Pavyzdys

oo 2nd4+2n+1
S=lm —/——FF——.
n—oo 8n3 + n? + 3n
Skaiciuojant ribas, kai n — oo, svarbu atkreipti démesi i tai, kad skaitiklyje ir vardiklyje reikia
iskelti pries skliaustus grei¢iausiai augancius narius, t.y.

Suprastine skaitiklyje ir vardiklyje esanc¢ius daugiklius n® bei remdamiesi seky santykio bei
sumos savybémis gauname, kad

lim 2 + lim %—I— lim n%
n—oo

_ n—oo n—00
lim 8 + lim £ + lim =
n—oo n—o0 n n—oo n

Esame irode, kad %, ¢iaa € R, a > 0, yra nykstama seka, taigi jos riba lygi nuliui. Remdamiesi

Sia pastaba gauname, kad sekos riba S = % = }l.

Pavyzdys Apskaic¢iuokime riba:

R = lim v4n? + 6n — 2n.

n—00

Atkreipsime skaitytojo démesi i tai, kad skai¢iuojant riba, kai n — oo, svarbu gebéti palyginti
nagrinéjamus narius, Siuo atveju skirtumo narius. Palyginti bus galima, jei skirtuma sugebésime
uzrasyti santykiu. Daznai tokio pobtidzio riboms skai¢iuoti tenka naudoti gerai zinoma formule:

a—2b
a7 4 an b +a T bn 4 anb' T b

{l/_ - % = n—1
Tad remdamiesi Sia formule gauname, kad

4An? 4 6n — 4n?
R = lim v4n? +6n — 2n = lim .
n—00 n—00 \/4n? + 6n + 2n

[skele skaitiklyje ir vardiklyje grei¢iausiai auganc¢ius narius gauname

R = lim On .

Ton(\/1+ 8 4+1)

3

Suprastine ir skaiciuodami riba, kai n — co, gauname, kad R = 3.

Pastebésime, kad jei konverguojancios sekos elementai turi savybe z, > b, tai riba a gali
biiti lygi skaic¢iui b. Pavyzdziui, sekos {1/n} visi elementai didesni uz nuli, taciau sios sekos riba
lygi nuliui.

Teorema 14. Tarkime, kad seky {x,}, {y,} elementai tenkina savybe: egzistuoja skaicius N,
toks kad x,, < y,, kai tik n > N. Tada $iu seku ribos a ir b tenkina nelygybe:

lim z, < lim y,.
n—oo n—oo
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Teorema 15. (Policininku principas) Tarkime, kad sekos {x,}, {z,} turi ta pacia riba a. Be
to, sakykime, kad egzistuoja skaic¢ius N > 0 toks, kad sekos {y,} nariams yra teisingos nelygybés
Ty < Yp < 2p, kai tik n > N. Tada seka {y,} konverquoja, o jos riba yra skaicius a.

Pastaba Sis principas gali buti naudojamas siekiant irodyti, kad seka turi riba, sudetingesne
seka kei¢iant paprastesne.
Pavyzdys Irodykime, kad sekos, kurios bendrasis narys yra

3n?+n+1
Ty = ————
2n2 +5
riba lygi 0,5.
Buvo pastebeta auksciau, kad pakanka parodyti, kad seka «,, = % —0, 5 yra nykstama

seka.

Turime, kad
n+2 n+2 1(1+2)
6n>—2 6n*—2 n(6-—3)

an =

Kadangi n > 1, tai
2 2
14+ — <3, ir6——224.
n n

Remdamiesi paskutinémis nelygybémis gauname, kad

3
n S o
in
Desinéje nelygybés puséje esanti seka nykstama, t.y. jo riba lygi nuliui, o seka a,, > 0. Rem-

damiesi Teorema 15 gauname, kad lim «,, = 0.
n—o0

Taigi,
lim x, =0,5.
n—oo

Apibrézimas Seka {z,} vadinsime didéjancia (mazéjancia), jeigu visi sekos nariai turi
savybe:
Ty < Tpat1(Tn > Tpyr)-

Seka {z,} vadinsime nemazéjancia (nedidéjancia), jeigu Sios sekos elementai turi savybe:

T S anrl(xn Z anrl)-

Didéjancias bei mazéjancias sekas vadinsime grieztai monotoninémis, o nemazé¢jancias bei
nedidéjancias sekas vadinsime tiesiog monotoninémis. Monotoninés sekos yra arba apreéztos is
apacios, arba i$ virsaus.

Teisinga tokia teorema.

Teorema 16. Jei nemazéjanti (nedidéjanti) seka {x,} yra aprézta is virsaus (is apacios), tai
si seka turi riba.
Kitaip tariant, jei monotoniné seka apreézta, tar ji konverguoja.

S

Apibendrindami galime teigti, kad monotoninés sekos apréztumas yra butina ir pakankama
sekos konvergavimo salyga. Pastebésime, kad konverguojanti seka nebutinai yra monotonineé!

Paskutinioji teorema yra gana efektyvus ginklas siekiant jirodyti ar nagrinéjamoji seka yra
konverguojanti. Jei seka {x,} yra monotoniné (grieztai monotoniné) ir aprézta, tai remdamiesi
paskutiniaja teorema turime, kad seka {x,,} turi riba. Sekanc¢iuose pavyzdziuose, mes pademon-
struosime Sios teoremos ”veikima’.
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Teorema 17. Seka

konverguoja. Be to limx, =e~2,71....

S
Parodysime, kad si seka yra didéjanti ir aprézta. Tada remiantis 12 Teorema darysime
isvada, kad riba egzistuoja.
Taikydami Niutono-Leibnico formule gauname, kad
1 nn-1 1 nnh-1)n-2) 1

p=ldn -4 —— .} L+
v " n 21 n? 3! n3

+n(n—l)(n—2)...(n—(n—l)) 1

n! nn
Nesunku suprasti, kad

1 1 1 1 2
=2 —(1——) —(1——)@—~» o
v +2! n +3! n n +

(=) 0-0)- (0=

Matome, kad sekos narys x,.1 gali buiti uzrasytas tokiu buidu:

2+—1@ L )+1(1 ! )(1 2 >+
Tpy1 = —(1- —(1- —
1 2 n+1/) ' 3l n+1 n+1

+(ni1)!(1_n—1|—1><1_n—2|—1>”'<1_n:b—1>'

Taikydami nelygybe (1 — k/n) < (1 — k/(n + 1)) gauname, kad =, < z,1. Vadinasi seka {z,}
didéjanti. Parodysime, kad seka aprézta. Taikydami nelygybe

1 1 >
H < %, kai k > 2,
gauname, kad
<2+ = + ! +---+ ! 3 ! <3
xn — J— “ e — — .
2 22 on—1 gn—1

Taigi, seka {x,} yra aprézta. Apibendrine gautus rezultatus matome, kad seka grieztai
monotoniska ir aprézta, taigi seka konverguoja. Sios sekos riba zymima simboliu e. Taigi

1 n
a:mn@+—>zzn.
n

n—oo
S
Pateiksime keleta 15 teoremos isvadu.

1 Isvada Tarkime, kad lim x, = a, lim y, =b. Tada
n—o0

n—o0
. . lim y
lim z,%" = lim x,7~"" =a’
n—0o0 n—o0

2 Isvada Tarkime, kad a > 0. Tada teisingi ribiniai sarysiai

o {QO<MA<L
lim a" =

n—00 +00,a > 1;
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lim an = 1, lim nw = 1.
n—00 n—00
Skaitytojui priminsime zinomas sekas ir kai kurias ju savybes.
Apibrézimas Aritmetine progresija yra vadinama seka, kurios dviejuy gretimu nariy skir-
tumas yra pastovus.
Sekos narius, turin¢ius vienetu besiskiriancius numerius, vadiname gretimais.
Taigi, remdamiesi apibrézimu turime, kad d = x; —x;_1,1 € N, yra pastovus dydis. Skaicius
d yra vadinamas aritmetinés progresijos vardikliu. Aritmetine progresija vadinsime didéjancia,
jeigu d > 0 ir mazejancia, jeigu d < 0.
Nesunku suprasti, kad bet koki aritmetinés progresijos nari galime isreiksti tokiu budu:

Ty, =x1+d(n—1).
Irodykite tai. Nesunku parodyti, kad n pirmuju aritmetinés progresijos nariy suma yra lygi

1+ Ty 2x1 +d(n—1)

2 2 '

Siulome skaitytojui parodyti, kad seka {S,,} yra neaprézta.

Apibrézimas Skaiciu seka vadinsime geometrine progresija, jeigu dvieju gretimu sekos
nariu santykis yra pastovus, t.y. ¢ = x;/x;_1.

Skaicius ¢ yra vadinamas geometrinés progresijos vardikliu. Geometriné progresija bus didé-
janti, jeigu ¢ > 1 ir mazéjanti, jeigu 0 < ¢ < 1. Jeigu ¢ < 0, tai seka nei didé¢janti nei mazéjanti.
Remdamiesi apibrézimu galime uzrasyti formule, bet kokiam sekos nariui skaic¢iuoti, kai zinome
sekos pirmaji narj ir vardiklj:

S, = n, arba S, =

Yo = 1y1q" "

Tikimes skaitytojas pats nesunkiai galéty parodyti, kad pirmuyju n sekos nariu suma gali
biiti skai¢iuojama tokia formule:

qg—1

Kyla naturalus klausimas, ar seka .S, turi riba? Jei taip, tai kada?

3.3 Posekiai

Tarkime, kad {k,, n € N} = {ky,ko,... , kp,...} C N didéjanti, naturaliuju skai¢iu seka.
Be to, tegu, {z,} bet kokia seka. Tada seka {zy,, n € N} vadinsime sekos {z,} posekiu.
Aisku, kad {z, } C {z,}. Taigi, sekos {x,} posekis yra tam tikru budu "isretinta” seka {z,}.
”Isretinimas” nusakomas seka {k,}. Placiaja prasme, posekis irgi seka ir visos savokos, kurios
buvo taikomos sekoms bus naudojamos ir posekiams, t.y. monotoniskumas, apréztumas ir t.t.

Skaitytojui sitilome isitikinti paciam, kad jei seka konverguoja, tai ir bet koks jos posekis
konverguoja. Taciau atvirkscias teiginys yra ne visada teisingas, t.y. jei sekos posekiai konver-
guoja, tai dar negalime tvirtinti, kad ir seka turi riba. Tik tuo atveju, kai visi posekiai turi ta
pacia riba, tai §i riba sutampa su visos sekos riba. Taciau pastebésime, kad seka turi begalo
daug posekiy ir akivaizdu, kad neimanoma patikrinti, ar visi posekiai turi ribas. Taciau norint
isitikinti, kad seka ribos neturi, tereikia nurodyti bent du posekius, kurie turi skirtingas ribas.
(Kodél 7).

Tarkime, kad posekis konverguoja. Tada Sio posekio riba vadinsime pradinés sekos ribiniu
tasku.

Panagrinékime seka {z,} = {(—1)"}. Parinkti posekius galime ivairiais budais, tarkime
poseki sudarome naudodami taisykle

k, =3n,n € N. (2)
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Matome, kad 8iuo atveju seka ir poseki sudaro tie patys elementai, t.y {xy, ,n € N} = {x,,n €
N}. Beje, (2) lygybé apibreézia bijekcija tarp sekos {z,,} ir apibréztojo posekio. Sakykime, kad
l, =2n,m, =2n—1, n € N. Tada

x, ={1,1,...1,...}, xp, ={-1,—-1,...,—1,... }.

Nesunku suprasti, kad pirmojo posekio riba lygi 1, o antrojo- —1. Kadangi radome bent du
posekius, kuriu ribos yra skirtingos, tai seka ribos neturi.

Apibrézimas Didziausia (maziausia) sekos {x,} ribini taska vadinsime sekos virsutine
riba (apatine riba), kuri Zymésime simboliu limz,, (limx,).

Auksciau pateiktame pavyzdyje, sekos virsutiné riba lygi 1, o apatiné riba lygi —1.

Is paskutiniojo apibrézimo isplaukia, kad visi sekos ribiniai taskai yra tarp sekos apatineés ir
vir§utines, ribu.

Daznai skaiciuodami seku ribas mes pertvarkome nagrinéjamas sekas taip, kad jos tampa
gerai zinomu seku posekiais. Remdamiesi Sia pastaba pateiksime keleta ribu skaic¢iavimo
taisykliy.

Tarkime, kad lim f(n) = +oo. Tada seka, kurios bendrasis narys yra
n—o0

_ IRV )
S, = (1 + f(n))

yra sekos x, = (1 + %) posekis. Vadinasi lim s, =e.
n—oo

Apskaic¢iuokime ribas remdamiesi 1, 2 isvadomis bei posekiu savybémis.

Pavyzdys Tarkime, kad duota seka, kurios bendrasis narys

2 )477,
3n+17

Ty = (1 +
Pertvarke Sia seka tokiu budu

1 )(3’2“)>(3f+1)4”

xn:<(1+@

bei remdamiesi 1 iSvada ir ribiniu sarysiu

2 8
li dn = —
Jm G =3

gauname, kad lim x, = es.
n—oo
Pavyzdys Apskaiciuokime sekos
— n+1 2n

fan} = {2

riba.
Pertvarkome Sia seka i forma, kuria turé¢jo standartiné eksponentine seka:

1 10n

“07 = (=) )

Pavyzdys Peréje prie ribos, kai n — oo gauname, kad

lim z, = e'°.
n—0o0

49



Teoriniai klausimai

Skaiciy sekos samprata. Apréztos ir neapréztos sekos. Sekos sup x,,, inf z,,.
Nykstamos sekos ir ju savybés. Sias savybes mokéti irodyti.

Seky, turinéiy ribas, savybés. Sias savybes mokéti irodyti.

Neapréztai didéjancios (mazéjancios) sekos. Mokéti irodyti remiantis apibrézimu.
Monotoniskos ir apréztos sekos (”policininku” principas), skaicius e.

Seku ribu (algoritminis ir pagal apibrézima) skai¢iavimas.

Sekos posekis. Sekos virsutine ir apatiné ribos. RySys su sekos riba.

Seku ribu skaic¢iavimas.

P NS OUE WD

Uzdaviniai savarankiskam darbui

1. Irodykite, kad seka {”:{1} yra mazéjanti. Ar §i seka yra nykstama?

2. Irodykite, kad seka {n — 1/(n + 3)} yra didéjanti. Ar §i seka aprézta? Jei taip, raskite
Sios sekos tiksliuosius virsutinj ir apatini rézius.

3. Remdamiesi sekos ribos apibrézimu irodykite, kad:

1 0, a>0, a2l 3

. n

R L s e
1, a=0;

4. Apskaiciuokite seku ribas, kuomet duoti seku bendrieji nariai:

30% £+ 1
@)y = S D) @y = VAP 203 - (24 1),

Ats: a) 2. b) —31.

2
5. Remdamiesi sekos ribos apibrézimu irodykite, kad pateiktos yra nykstamos

3+vn

{5 }{\/—}{ 2

n2 +1
o sekos ,
{vn}, {n2}
yra neapreztai didéjancios.
6. Tarkime, kad duotos sekos

a) {1_|_(2_1)n+ <_;)n}; b) {1+nsin%}; c) {

n—1 27m}
CcoS ——
n+1

Raskite siuy seky inf x,,, supz,, liminfz,, limsupx,.
Ats: a) —1, 1.5, 0, 1.b) —oc0, o0; —o0, o0.c¢) —0.5, 1, —0.5, 1.

7. Raskite pateiktu seku ribas, jeigu jos egzistuoja. PrieSingu atveju nurodykite seku
tiksliuosius virsutinius bei apatinius rézius ir virsutines bei apatines ribas.

3n?+2n+1 2n — 3)20(3n + 2)3° n++/n++n
a) lim M; b) lim(n )7 (3n +2) ;) lim (\/ )
n—00 dn +1 n—00 (2n+1)50 n—o00 vn+1

d) lim ((=1)"y/n+vn —+/n); e) Jgrgon(Vn2+2n—2Vn2+n+n);

n—o0

f) lim s1nn; g) lim ((n®+ 3n%)Y3 — V/n2 —2n).

n—oo M n—o0
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™ 12n + 4 3mn

h) lim v25n2+2n+9 — (5n + 5) sin 1 i) hgn 3, — 3 %54

n—oo

Ats: a) co. b) (1.5)*. ¢) 1.
h) limz, = supzx, = oo, limz, = infz,

—4, infz, = —8V/2.
8. Zinome, kad jei seka yra aprézta ir be to monotoniné, tai tada ji turi riba. Parodykite,

=6, x=1/6+ 6, ...,xn:\/6+\/6+...\/6,...

n— asis narys turi n radikalu, turi riba, kuri lygi 3.

d) neegzistuoja. ¢) —0.25 f) 0. g) 2.
=—4.8, i) limz, =4, supz, = 4.54, limz, =

kad seka

9. Apskaiciuokite ribas:

n? —1,n=1 2\ n n+zx
: nl : 2 : "
¢ nlggo(nQﬂLl) ) nlggo(l n) 9 o, n—x) e ek

Privalomos savarankisko darbo uzduotys

1. Irodykite, kad seka {"?:{3} yra mazéejanti. Ar i seka yra nykstama?

2. Irodykite, kad seka {Z—jr?l)} yra didéjanti. Ar $i seka aprézta? Jei taip, raskite Sios sekos

tiksliuosius virSutinj ir apatini rézius.
3. Remdamiesi sekos ribos apibrézimu irodykite, kad:
3n?+1 3
im =—.
n—oo 2n2 +3 2

4. Apskaiciuokite seku ribas, kuomet duoti seky bendrieji nariai:

3n? 1
—M, b) x, = V4An?2 +2n+3 — (2n + 1).

@) Tn = ™2+ 2

5. Tarkime, kad duotos sekos

) {n(12zgr—11)n>+(_;>n}; b) {1+nsin%n}; c) {554:11(_1)”“ %}'

Raskite siy seky inf x,,, supz,, liminfx,, limsupx,.

6. Raskite pateiktu seku ribas, jeigu jos egzistuoja. PrieSingu atveju nurodykite seku

tiksliuosius virsutinius bei apatinius rézius ir virsutines bei apatines ribas.

2 4 op 41 9 — 3)20 2)30 n+/n+vn
a) lim ?m—i——n+; b) lim (2n = 3)7(3n + 2) ;c) lim (\/ );
n—o0 477, + 1 n—o00 (Zn + 1)50 n—o00 \/n + 1

d) lim (1)"/n+ v — Vi) o) lm ((n+30%)"* — Vn? = 2n).

7. Zinoma, kad imonés pelnas skai¢iuojamas tokiu badu:

20m% - 19
Prn= 5
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¢ia n metai, o pelnas yra salyginiai mln.. Nustatykite ar pelno seka p,, yra didéjanti ar mazéjanti
funkcija. Po keleriy metu pelnas nuo 10 salyginiu vienetu skirsis 0,005 salyginiais vienetais.
8. Draudimo firmos nuostoliai s,, n— firmos darbo metai, iSreiskiami tokia formule:

300n
Sy = ——.
4n?2 4+ 2

Nustatykite, kiek metu turi prabégti, kad tolimesni (vélesniu metu) metiniai nuostoliai butu ne
didesni negu 0, 1% pirmuju metu nuostoliu.
9. Tarkime, kad drausmingo vairuotojo imoka, su prabégusiais metais apibrézta seka:

B 250n2 4+ n + 2849
N n2+2 '

f(n)

Nustatykite po keleriu metu draudimo imoka bus mazesné uz 280 suma.
10. Buvo nustatyta, kad pajamu skirtumas tarp vidutines pajamas bei mazas pajamas
gaunanciy asmenu apibreéztas tokia seka:

s, = Vn?2+100n — (n +1).

Nustatykite ar laikui bégant Sis skirtumas augs, stabilizuosis ar iSnyks?
11. Sakykime, kad banko saskaitoje esanti pinigu suma kaupiama remiantis tokia formule:

0.05

S(n):(1+n+2

)ntP’

¢ia t— mety skaic¢ius, o n— perskaiciavimu skaicius metuose. Nustatykite kiek karty pasikeis
pradiné suma po 10 metu, jei zinoma, kad perskaiciavimuy skaicius metuose neapréztai didelis?

3.4 Eilutés savoka

Tarkime, kad duota skai¢iu seka {x, }. Naudodami sios sekos elementus sudarykime reigkini
(formaliai sudékime visus sekos narius)

k=1

Pastaraji reiskini vadinsime skaic¢iu eilute arba tiesiog eilute. (3) eilutés elementus z,, n €
N, vadinsime eilutés nariais.
(3) eilutés pirmuju n nariu suma vadinsime Sios eilutés n— aja daline suma ir zymésime

n
k=1

n—oji daliné sumuy seka bus vadinama daliniy sumu seka. Pastebésime, kad kiekviena eilute gali
biti susieta su daliniu sumu seka ir be to, kiekviena seka {S,,} atitinka eiluté, kurios elementus
apibrézia seka: S, — 5,1 =x,,n > 1ir x; = 5.

Apibrézimas Sakysime, kad (3) eiluté konverguoja, jeigu daliniu sumu seka {S,} turi
riba S. Sia riba vadinsime (3) eilutés suma. Zymésime:

k=1

Jeigu seka { S, } ribos neturi, tai eilute vadinsime diverguojancia.
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Pavyzdys Panagrinékime eilute:
k—1

> ()

o0
k=1
Beje, si eilute yra skaitytojui zinoma geometrinés progresijos nariy suma.
Sios eilutés daliniu sumu sekos bendrasis narys yra lygus
_ 1\ " 1\7
_o1-G) 3 ()
2 1-3

1 1
Sn:1+§+---+(§) =

Matome, kad sios eilutés daliniu sumu seka konverguoja, o jos riba lygi 3/2

Pavyzdys Parodysime, kad eiluté

i 9(k=1)
k=1

diverguoja. Suskaiciave daliniu sumuy sekos bendraji nari turime:

Sp=14+2+--- 2"t =2"_1,

Akivaizdu, kad §i daliniu sumu seka diverguoja, tuo paciu diverguoja ir eiluté.

Pavyzdys Panagrinékime eilute
> (=D
k=

1

Sios eilutés daliniu sumu seka sudaro elementai:
{S.} ={-1,0,-1,0,..., }.

Matome, kad sekos {S, } posekiu {Sa_1,k € N} ir {So, k € N} ribos yra —1 ir 0, atitinkamai.
Vadinasi eilute

Kadangi bent dvieju posekiu ribos nesutampa, tai tada seka ribos neturi.

diverguoja.
Zinome, kad sekos konvergavimui jokios itakos nepadarysime, jeigu atmesime bet koki
Ta pati galime pasakyti ir apie eiluté konvergavima, bitent,

baigtini sekos nariu skaiciy.
atmetus baigtini eilutés nariu skaic¢iu (pridéjus bet koki baigtini nariu skaic¢iu), eilutés konver-
gavimo arba divergavimo savybé nuo to nepriklauso. Zinoma, sumos reiksmé nuo to priklauso!

Pastebésime dar viena svarbia savybe, kuria turi eilutes: jei eilute
[e.9]
2@
k=1

o
konverguoja, tai seka r, = > x,— nykstamas dydis. Paskutinioji seka vadinama eilutés

k=n-+1
liekana. Skaitytojui sitilome irodyti Sia savybe.

Teorema 18. Jei (3) eiluté konverguoja, tai konverguoja ir eiluté

0o
E CT.
k=1

Sios teoremos irodymas iSplaukia i$ ribu savybiuy.
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Teorema 19. Jei eiluté > xzy konverguoja, tai x, — 0, kai n — oo. Vadinasi, jei eilutés
k=1

bendrasis narys neartéja i nuli, kai n — oo, tai eiluté diverquoja. (Priminsime, kad tiesioginé

ir priesinga atvirkstinei teoremos yra ekvivalentus teiginiai.)

©
Kadangi z, = S, — S,,_1 ir dalinés sumos turi ribas, tai

lima,=5—-5=0,

n—o0

¢la S yra eilutés suma.
S

3.5 Eiluéiu konvergavimo pozymiai

Eilutés, kuriy visi nariai neneigiami, yra vadinamos teigiamomis eilutémis. Sakysime, kad
eiluté yra grieztai teigiama, jeigu jos visi nariai yra teigiami. Nesunku suprasti, kad teigiamu
eiluciy daliniy sumu sekos yra monotoniskai didéjancios funkcijos. Teisinga tokia

Teorema 20. Teigiamoji eiluté konverquoja tada ir tik tada, kai jos daliniu sumuy seka yra
aprézta.

Sio teiginio jirodymas isplaukia is, jau nagrinétu, seku savybiu.

Teorema 21. (Kosi kriterijus) Tam kad eiluté
>
k=1

konverguotu, butina ir pakankama salyga yra tokia: laisvar parinktam € > 0 egzistuoja toks
N = N(e), su kuriuo teisinga nelygybé

|Timg1 + Tinga + -+ 2| <€

jei tik m > m > N.

O
Turime, kad

|Tmi1 + Tmaa + -+ Xn| = |Sn — Sl
Bet desinioji $ios lygybés puseé nykstamas dydis (sekoms teisingas Kosi kriterijus), vadinasi
teoremos tvirtinimas teisingas.

®
Isvada Jei eiluté

konverguoja, tai konverguoja ir eiluté > xy.
k=1
Sio teiginio irodyma paliekame skaitytojui.

Apibrézimas  Sakysime, kad eiluté »_ xj konverguoja absoliuciai, jei (4) konverguoja.

k=1
Sakysime, kad eiluté »_ xp konverguoja reliatyviai, jeigu si eiluté konverguoja, o (4) eiluté
k=1

diverguoja.
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Teorema 22. Tarkime, kad duotos dvi eilutés

Be to tarkime, kad visiems k € N teisingos nelygybés |xy| < yx. Tada, jei eiluté

Zyk, konverguoja, tai eiluté Z“
k=1 k=1

konverguoja absoliuciaz.
Jei 0 < xp <y visiems k € N ir

o0 oo
Z xk, diverguoja, tai diverguoja ir eilutée Z Y-

k=1 k=1
S/
Pazymeékime eiluciy
[e.e] oo
Z Ty Ir Z Yk
k=1 k=1

dalines sumas S,, ir ),,, atitinkamai. IS teoremos prielaidy isplaukia, kad S5, < @),,. Vadinasi,
jeigu daliniu sumu seka {Q,} aprézta, tai aprézta ir seka {S,} ir atvirksciai, jeigu daliniu
sumu seka {S,} yra neaprézta, tai neaprézta ir seka {@,}. Remdamiesi seku konvergavimo
teoremomis gauname §ios teoremos jrodyma.

%

Teorema 23. Tarkime, kad eiluté > x) yra teigiama, o eilutés > yy nariai, pradedant kokiu
k=1 k=1
nors numeriu, yra visi teigiami. Be to tarkime, kad egzistuoja baigtiné riba

lim —% = s. (5)
k—o0 Yk

Tada minétosios eilutés arba abi konverguoja arba abi diverguoja.

S
Turime, kad (5) riba egzistuoja. Vadinasi, bet kokiam teigiamam skaic¢iui € > 0, egzistuoja
skaicius N = N(e) toks, kad kai n > N, tai teisinga nelygybé:

Ty
s—e< — <s+e
Yk
Vadinasi, visiems n > N, teisinga nelygybé = < (s + €)yx. Bet jei eiluté > 7 | v, konverguoja,
tai konverguoja ir eilute > 7 (s + €)y, (konstanta galime iskelti pries ribos zenklal). Is 18
Teoremos iSplaukia paskutiniosios teoremos irodymas.
S

Pavyzdys Remdamiesi 20 teorema gauname, kad eilute

o0

1
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Pavyzdys Parodysime, kad eilute

1
n
diverguoja. Ivertinkime skirtuma
1 1 1 1 1
Son — Sy = —t -+ —>n-— = —.
2 P R R P T

Matome, kad neispildytos 21 Teoremos (Kosi kriterijaus) salygos. Vadinasi eiluté diverguoja.
Pavyzdys Eilute

1
konverguoja, jei tik £ > 1 ir diverguoja, jei tik £ < 1.
Tarkime, kad n tenkina nelygybe 2" — 1 > m. Tada

1 1 1 1
Sy < Son_ 1_1+<2k+§)+<@+'”+%>

+(1+ +1>+ +< Lt )
8k 15k (anl)k <2n _ 1)k
1 1 1 1
<+ (Gtge) (@t + )

=1 9k—1
= Z (2+-1) Zo (Qk:—l)i T2

Gauname, kad bet kokiam dldeham m, S, yra neapréztai didéjanti ir aprézta, kai k > 1.

Teorema 24. (Kosi pozymis) Tarkime, kad

1/n

Timy, o0 |2, | Y™ < 1.

Tada eiluté (3.1) konverguoja absoliuciai. Jeigu

1/n

mn—moh%l > 17

tai tada eilute diverguoja.

S
Pazymékime

q = hmn—>oo|xn|1/n
Tarkime, kad ¢ < 1. Vadinasi, egzistuoja skaicius «, ¢ < a < 1. Remdamiesi virsutinés ribos
apibrézimu ir ribu teoremomis nelygybése gauname, kad egzistuoja teigiamas skaicius N toks,
kad visiems n > N teisingos nelygybeés:

1/n

|z, " < o, arba |x,| < ™.

I$ paskutiniosios nelygybeés isplaukia, kad (3) eilutés nariai yra mazesni uz geometrinés pro-

gresijos {a"} narius. Bet Sios geometrinés progresijos vardiklis & < 1. Zinome, kad tokios
progresijos nariy suma yra baigtiné, kitaip tariant eilute
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00
D lof*
k=1

konverguoja. Bet tuomet ir (3) eiluté konverguoja ir dar daugiau, konverguoja absoliuéiai.
Tarkime, kad g > 1. Tuomet egzistuoja sekos {|z,,|'/"} posekis {|z,, |/}, kurio riba ¢ > 1.
Vadinasi egzistuoja skaicius N toks, kad visiems k > N teisingos nelygybes: |xnk\1/ "> 118
paskutiniuju sarysiu isplaukia, kad visiems k& > N, |z,,| > 1. Bet paskutinysis sarysis reiskia,
kad egzistuoja begalo daug sekos nariy, kurie didesni uz 1, taigi sekos bendrasis narys neartéja
i nuli, t.y. neispildyta butina eilutés konvergavimo salyga, todél (3) eiluté diverguoja.
@

Teorema 25. (Dalambero pozymis) Jeigu

‘xn+1|

lim < 1,
n—oo |x,|

tai (3) eiluté absoliuciai konverguoja, o jeigu
i el S

n—oo |x,|

tai (3) eiluté diverguoja.

S
Pazymeékime
]
im =

n—oo |x,|

Pastebésime, kad jei ¢ < 1, tai tada egzistuoja skaic¢ius « toks, kad ¢ < o < 1. Be to egzistuoja
skai¢ius N toks, kad visiems n > N teisingos nelygybeés |z, 11|/|2,| < a. Tada teisinga nelygybe:

|Tpi1| < a|z,|, V> N € N.

Bet tada, (4) eilutés nariai n > N yra maZesni uz geometrinés progresijos {a™ |z x|}, kurios
vardiklis yra «, narius. Pastebésime, kad eilutés pirmujuy 1,..., N nariy suma jokios itakos
konvergavimui nedaro. Kadangi geometrinés progresijos, kurios vardiklis mazesnis uz vieneta,
begaliné suma konverguoja, tai konverguoja ir (4) eiluté, o tuo paciu ir (3) eiluté.

Tarkime, kad

1,—_|xn+1| =q>1.

n—oo | z,|

Taigi, egzistuoja skaicius N € N toks, kad |x,,1| > |x,|, jei tik n > N. Isplaukia, kad seka
{lzn|,m > N} didéjanti. Todél lim z, > |any1| > 0. Kadangi neispildyta butina eilutes
n—oo

konvergavimo salyga, tai (3) eiluté diverguoja.
s>

Teorema 26. (Leibnico pozymis) Jei teigiamu skaiciu seka {x,} mazéja, ir lim x, = 0, tai
n—oo

erlutée -
- dytas—aat.o= Y (1), (6)
n=1
konverguoja.
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S
Nagrinésime (6) eiluteés daliniu sumu seka {Ss,, n € N}. Sios sckos bendraji nari perragykime
taip
Son = (T1 — @) + - + (P21 — T2n) < (¥1 — X2) + - + (T2n—1 — T2n)

+(l’2n+1 - x2n+2) = S2n+2-

Kadangi 9,11 > To,12, tai seka {Ss,} didéja. Be to
Son =11 — (T2 — 3) — -+ — (Ton—1 — Tap) — Top < 7.

Tad nagrinéjamoji seka dar ir aprézta is virSaus. Zinome, kad didéjanti ir aprézta is virsaus seka

turi riba. Pazymékime S = lim S,. Gauname, kad eilutés bendrasis narys yra nykstamas,
n—oo

todeél teisinga lygybe

lim S2n+l = lim (Sgn + @2n+1) =2S.

n—oo n—oo
Taigi, abu posekiai turi ta pacia riba S. Remdamiesi sekos ribos apibrézimu gauname, kad jei
e > 0 bet koks laisvai parinktas skaicius, tai egzistuoja skaic¢iai N; ir Ny tokie, kad

|Son, — S| < €, jei 2n > Ny ir [Sony1 — S| <€, jei 2n+1 > Ns.

Tada | Sy — S| < € visiems k > max{ Ny, N2}, o tai reiskia, kad klim S = S.
—00

Teoriniai klausimai

1. Skaiciu eilutés samprata. Eilutés suma.

2. Eiluc¢iy sumavimas naudojant daliniy sumu sekas.

3. Palyginimo (su laipsnine eilute), Dalambero, Kosi konvergavimo pozymiai, kai eilutes
nariai teigiami. Absoliutus konvergavimas.

4. Realiatyvus konvergavimas. Leibnico pozymis.

5. Konvergavimo intervalo radimas. Skaiciuoti paprasciausiu eilu¢iu sumas. Tikrinti eiluc¢iu
konvergavima.

Uzdaviniai savarankiSkam darbui

1. Raskite pateiktu eilu¢iu sumas:

¢_+¢_ fim

n=3 n=1 357
c)
T -
2:3 6-7 " nn+1)
d)
Lo 1y ! o
PR Gn-2)Bn+1) 7
e)
I 1
4 2.5 n(n + 3) ’




Ats: a) taip; b) taip; ¢) taip; d) ne; e) taip; f) taip; g) ne. h) taip; i) taip; j) n

3. Nustatykite nezinomuju x reikSmes, kurioms eilutés konverguoja:

0o o " o0 nx™
2 Z2n+3n ;Z 2

n=1

Ats: a) || <3;b) 1<z <1;¢) x € (—00,0).
Privalomos savarankisko darbo uzduotys

1. Raskite pateiktu eilu¢iu sumas:

2;6_ 2 45

n=1

c)
S S 1
2 23 6:7 " nn+1)

> 1
Z(n—z)(n+1>'

n=1

2. Naudodami eilu¢iy konvergavimo pozymius nustatykite ar duotos eilutés konverguoja

) Zmon Z n2n ’

n=1 n=1
. n? . /20 — 1\ n(n—-1) > n"t
—; d) ( ) ;e 7

> = -1y
n; n2+100’ g);Q—i—n'

3. Nustatykite nezinomuju x reikSmes, su kuriomis eilutés konverguoja:

3

(30 + 2)n<n+3>

oo :I/‘ (0.9}
2 Z PR ZI (3n+8

=1 2n + 3” n=1 n=1
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