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‘
sistemos (IAS) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .52
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‘
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Paskaitu
‘
konspektas yra skiriamas studijuojantiems gamtos specialybes, todėl i

‘
vadinėje dalyje skaitytoja

‘
supažindinsime, o kai kam priminsime, naudojamas sa

‘
vokas bei matematinius terminus.

I
‘
VADAS

1.1 Logikos bei aibiu
‘
teorijos sa

‘
vokos

Aibe vadinsime, bet koki
‘

objektu
‘

rinkini
‘
. Objektai sudarantys minėta

‘
ji
‘

rinkini
‘

vadinami aibės ele-
mentais. Ateityje aibes žymėsime didžiosiomis lotynǐskosios abėcėlės raidėmis, o jos elementus mažosiomis.
Taisykle

‘
, kuria vienos aibės elementui priskiriamas vienas kitos (arba tos pačios) aibės elementas, vadinsime

funkcija.
Matematikos tyrimo objektas - teiginiai, t.y. sakiniai, kurie yra teisingi arba klaidingi. Priminsime, kad

pradiniai, apriori (ǐs anksto) teisingi teiginiai, vadinami aksiomomis arba elementariaisiais teiginiais. Teiginiu
‘

aibėje apibrėžkime operacijas, kuriu
‘

atžvilgiu ši aibė būtu
‘

uždara. Kitaip tariant, atlikdami veiksmus su
teiginiais gausime teigini

‘
, kuri

‘
vadinsime sudėtiniu teiginiu arba logine forma.

Teiginiu
‘
veiksmai

1. Neigimo operacija. Tarkim duotas teiginys p. Tuomet sakini
‘

” ne p ” (žymėsime p ) vadinsime
duotojo teiginio neiginiu. Jo teisingumo reikšmė priešinga teiginio p reikšmei.

2. Teiginiu
‘

disjunkcija. Sakini
‘
” p arba q ” vadinsime teiginiu

‘
p, q disjunkcija, (žymėsime p ∨ q). Šis

sakinys laikomas klaidingu tuo atveju, kai abu teiginiai p, q yra klaidingi.
3. Teiginiu

‘
konjunkcija. Sakini

‘
” p ir q ” vadinsime šiu

‘
teiginiu

‘
konjunkcija (žymėsime p ∧ q ). Šis

sakinys laikomas teisingu tuo atveju, kai abu teiginiai p, q teisingi.
4. Teiginiu

‘
implikacija. Sakini

‘
”jei p, tai q ” vadinsime šiu

‘
teiginiu

‘
implikacija (žymėsime p ⇒ q ). Šis

sakinys laikomas klaidingu tik tuo atveju, kai p klaidingas, o q teisingas.
5. Teiginiu

‘
ekvivalencija. Sakini

‘
” p tada ir tik tada kai q ” vadinsime šiu

‘
teiginiu

‘
ekvivalencija (žymėsime

p ⇔ q). Šis sakinys laikomas teisingu tuo atveju, kai abieju
‘
teiginiu

‘
teisingumo reikšmės sutampa.

Sakini
‘
, ” a yra aibės A elementas ” trumpinsime tokiu būdu: a ∈ A. Jeigu elemento b nėra aibėje B, tai

pastara
‘
ji
‘
sakini

‘
trumpinsime taip: b 6∈ B. Sakini

‘
” visi aibės A elementai turi savybe

‘
nurodyta

‘
daugtaškio

vietoje ” trumpinsime ∀a ∈ A, . . . o sakini
‘
”yra aibėje A elementas, turintis savybe

‘
, nurodyta

‘
daugtaškio

vietoje ” trumpinsime taip: ∃a ∈ A, . . . . Simbolinis užrašas ∃x ∈ A . . . reǐskia sakini
‘
, kad yra aibėje A bent

vienas elementas turintis savybe
‘
, nurodyta

‘
daugtaškio vietoje. Beje, daugtaškio vietoje nurodomos sa

‘
lygos

yra sakiniai, priklausantys nuo kintamojo x, kurie tampa teiginiais, kai nurodomos konkrečios kintamu
‘
ju

‘
reikšmės. Tarkime, kad daugtaškio vietoje nurodyta kokia nors sa

‘
lyga P (x). Pažymėkime simboliu S1

teigini
‘

” ∀x ∈ A,P (x). ” Tada neS1 reǐskia toki
‘

teigini
‘

” ∃x ∈ A,neP (x) ” ir atvirkščiai, jeigu S2 yra
teiginys ” ∃x ∈ A,P (x) ”, tai ne S2 reǐskia teigini

‘
”∀x ∈ A,neP (x). ”

Naudodamiesi auksčiau pateiktais žymėjimais aibe
‘
galime užrašyti tokiu būdu: A = {x, x ∈ A}. Aibe

‘
turinčia

‘
viena

‘
elementa

‘
, tarkime a, žymime taip: A = {a}. Aibe

‘
∅ = {x, x 6= x} vadinsime tuščia.

Aibiu
‘
veiksmai

Sakysime, kad aibė A yra aibės B poaibis (žymėsime A ⊂ B), jeigu visiems x ∈ A ǐsplaukia, kad x ∈ B.
Aibiu

‘
A ir B sankirta (žymėsime A∩B) vadinsime aibe

‘
C = {x, x ∈ A∧x ∈ B}. Aibe

‘
D = {x, x ∈ A∨x ∈ B}

vadinsime aibiu
‘

sa
‘
junga, kuria

‘
žymėsime A ∪ B. Sakysime, kad aibės nesikerta, jeigu ju

‘
sankirta sutampa

su tuščia aibe. Aibiu
‘
A ir B skirtumu, kuria

‘
žymėsime A \ B, vadinsime aibe

‘
A \ B = {x, x ∈ A ∧ x /∈ B}.

Aibės A papildiniu, kuria
‘
žymėsime Ac, vadinsime aibe

‘
Ac = {x, x 6∈ A}. Tarkime, kad A kokia nors aibė.

Bet kokia
‘
aibiu

‘
šeima

‘
vadinsime klase (kodėl ne aibe?) ir žymėsime didžia

‘
ja, rašytine, lotynǐskosios abėcėlės

raide, pavyzdžiui, A.
Tarkime N− natūraliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibė. Tada, bet koki

‘
šios aibės poaibi

‘
Λ ⊂ N , vadinsime indeksu

‘
aibe.

Tarkime, kad apibrėžta funkcija f : Λ → A. Tada aibe
‘
{Xλ ∈ A, λ ∈ Λ} vadinsime klasės A elementu

‘
seka,

jeigu aibė Λ begalinė, ir elementu
‘
rinkiniu, jeigu aibė Λ baigtinė.

Apibrėžkime: ⋃
λ∈Λ

Xλ = {x;∃λ ∈ Λ ∧ x ∈ Xλ}

ir ⋂
λ∈Λ

Xλ = {x;∀λ ∈ Λ ∧ x ∈ Xλ}.
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Aibiu
‘
A ir B simetriniu skirtumu vadinsime aibe

‘
A∇B := (A \B) ∪ (B \A).

Aibiu
‘
veiksmu

‘
savybės

1. B \ (B \A) = A ∩B.
2. A∇B = (A ∪B) \ (A ∩B).
3.

(
Ac

)c = A.
4. A ∩B = B ∩A ir A ∪B = B ∪A.
5. A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C, A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C.
6. A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C).
7. A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C).
Tarkime, kad Λ indeksu

‘
aibė ir ∀λ ∈ Λ, Dλ ⊂ D, čia D kokia nors aibės D poaibiu

‘
klasė. Teisingi tokie

teiginiai:

8. D \
⋂
λ∈Λ

Dλ =
⋃
λ∈Λ

D \Dλ.

9. D \
⋃
λ∈Λ

Dλ =
⋂
λ∈Λ

D \Dλ.

Sakykime, kad {An} kokia nors klasės A elementu
‘
seka.

Apibrėžimas Elementu
‘
, kurie priklauso begaliniam aibiu

‘
An skaičiui, aibe

‘
vadinsime limit superior

arba viršutine aibiu
‘

sekos {An} riba, kuria
‘

žymėsime lim sup An. Kitaip tariant, egzistuoja aibė Λ ⊂ N
tokia, kad visiems λ ∈ Λ, x ∈ Aλ.

Apibrėžimas Elementu
‘
, kurie priklauso sankirtai ∩n>n0An, aibe

‘
, čia n0 kuris nors baigtinis skaičius,

vadinsime aibiu
‘

sekos apatine riba (limit imperior), kuria
‘

žymėsime lim inf An. Kitaip tariant, jeigu x prik-
lauso aibiu

‘
sekos apatinei ribai, tai šis elementas priklauso visoms aibėms ǐsskyrus, galbūt, baigtini

‘
ju
‘
skaičiu

‘
.

Formaliai šiuos apibrėžimus galime užrašyti taip:

lim sup An =
⋂

m≥1

( ⋃
n≥m

An

)
,

lim inf An =
⋃

m≥1

( ⋂
n≥m

An

)
.

1.2 Sa
‘
ryšiai ir atvaizdžiai.

Tarkime, kad x ∈ X, o y ∈ Y. Simboli
‘
(x, y) vadinsime aibiu

‘
X, Y elementu

‘
pora. Pastebėsime, kad

aibės X ir Y nebūtinai skirtingos.
Poru

‘
aibėje lygybės operacija

‘
apibrėžkime tokiu būdu: dvi poras (a, b) ir (x, y) laikysime lygiomis tada

ir tik tada, kai a = x ir b = y. Priešingu atveju poras laikysime skirtingomis. Poru
‘
aibe

‘
, kurioje apibrėžta

lygybės operacija, vadinsime sutvarkyta.
Tarkime A,B dvi aibės, nebūtinai skirtingos. Aibiu

‘
A,B Dekarto sandauga vadiname tokia

‘
sutvarkytu

‘
poru

‘
aibe

‘
A×B = {(a, b); a ∈ A ∧ b ∈ B}.

Sakykime, kad T yra aibės X, kokia nors, elementu
‘
poru

‘
aibė. Tada poru

‘
aibe

‘
T vadinsime sa

‘
ryšiu,

apibrėžtu aibėje X. Jeigu (x, y) ∈ T, tai patogu žymėti xTy. Tarkime, kad T yra sa
‘
ryšis apibrėžtas aibėje

X. Tada aibe
‘
{x; (x, y) ∈ T} vadinsime sa

‘
ryšio apibrėžimo aibe, o aibe

‘
{y; (x, y) ∈ T} šio sa

‘
ryšio reikšmiu

‘
aibe. Sa

‘
ryši

‘
T vadinsime tvarkos sa

‘
ryšiu, jeigu:

1) bet kokiems X elementams a, b turintiems savybe
‘
aTb ir bTa ǐsplaukia, kad šie du elementai sutampa,

(sa
‘
ryšis turintis šia

‘
savybe

‘
vadinamas simetriniu)

2) jei a, b, c ∈ X tai ǐs to, kad aTb ir bTc ǐsplaukia, jog aTc (toks sa
‘
ryšis vadinamas tranzityviu).

Jeigu visiems a, b ∈ X, a 6= b teisingas tik vienas ǐs sa
‘
ryšiu

‘
aTb arba bTa tai toki

‘
sa

‘
ryši

‘
vadinsime

tiesinės tvarkos sa
‘
ryšiu, o aibe

‘
X vadinsime tiesǐskai sutvarkyta aibe.

Pastebėsime, kad sa
‘
ryšis T aibėje X turi savybe

‘
: T ⊂ X ×X.

Sa
‘
ryši

‘
T, aibėje A, vadinsime ekvivalentumo sa

‘
ryšiu, jeigu jis 1) simetrinis, 2) tranzityvus ir 3) visiems

a ∈ A, aTa (refleksyvus).
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Aibe
‘
T−1 := {(y, x); (x, y) ∈ T} vadinsime atvirkštiniu sa

‘
ryšiui T, o aibe

‘
T ◦ S := {(x, y);∃z, (x, z) ∈

T ∧ (z, y) ∈ S} vadinsime sa
‘
ryšiu

‘
T ir S kompozicija.

Apibrėžimas Tarkime A,B bet kokios aibės. Taisykle
‘
f, kuria remiantis aibės A elementams priskiriami

aibės B elementai vadinsime atvaizdžiu, apibrėžtu aibėje A ir i
‘
gyjančiu reikšmes aibėje B. Žymėsime

f : A → B. Elementui a ∈ A priskiriama
‘

elementa
‘

b ∈ B žymėsime f(a) arba b = f(a). Sakysime, kad f(a)
yra elemento a vaizdas, o a yra elemento b = f(a) pirmvaizdis.

Atvaizdžio f pirmvaizdžiu
‘
aibė paprastai žymima D(f) ir vadinama atvaizdžio apibrėžimo aibe (sritimi).

Atvaizdžio reikšmiu
‘
aibė E(f) yra aibės B poaibis, kurios visi elementai turi pirmvaizdžius, E(f) = {f(x);x ∈

A}. Mes žymėsime šia
‘
aibe

‘
E(f).

Tarkime, kad atvaizdis f : A −→ B. Tada atvaizdi
‘
f−1 : B −→ A vadinsime atvaizdžiui f atvirkštiniu

atvaizdžiu, jeigu f−1(y) = x tada ir tik tada , kai f(x) = y. Pastebėsime, kad pirmojo skyrelio pradžioje
pateiktas funkcijos apibrėžimas tėra atskiras atvaizdžio atvejis. Aibe

‘
G(f) := {(x, y);x ∈ D(f); y ∈ E(f)}

vadinsime atvaizdžio grafiku.
Sakome, kad atvaizdis f : X → Y yra siurjekcija, jeigu D(f) = X ir E(f) = Y. Jeigu f : X → Y yra

siurjekcija, tai tada žymėsime, f(X) = Y.
Sakome, kad atvaizdis f : X → Y yra injekcija, jeigu skirtingi pirmvaizdžiai turi skirtingus vaizdus

ir atvirkščiai. Sakome, kad atvaizdis f : X → Y yra bijekcija, jeigu jis yra injekcija ir siurjekcija kartu.
Pastarasis atvaizdis dar vadinamas abipus vienareikšme atitiktimi.

Nesunku matyti, kad tarp atvaizdžiu
‘
ir ju

‘
grafiku

‘
egzistuoja abipus vienareikšmė atitiktis. T.y. skirtingi

atvaizdžiai apibrėžia skirtingus grafikus ir atvirkščiai. Dėl šios priežasties, ateityje, šias sa
‘
vokas dažnai

tapatinsime, jei tai nesudarys painiavos, kadangi skaitytojas, manome, atkreipė dėmesi
‘
i
‘
tai, kad atvaizdis ir

jo grafikas yra skirtingos sa
‘
vokos.

Atvaizdžiu
‘
savybės

1. f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B).
2. f(A ∩B) ⊂ f(A) ∩ f(B).
Jeigu atvaizdis yra bijekcija, tai
3. f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B).
4. f(

⋃
α Aα) =

⋃
α f(Aα).

1.3 Metrinės erdvės

Tarkime, kad E netuščia aibė. Jos elementus vadinsime taškais.
Tarkime, kad R realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibė.

Apibrėžimas Funkcija
‘

ρ : E × E → R, kuri su bet kokia pora (x, y) ∈ E × E tenkina reikalavimus
1) 0 ≤ ρ(x, y) < ∞,
2) ρ(x, y) = 0 ↔ x = y,
3) ρ(y, x) = ρ(x, y),
4) ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y), x, y, z ∈ X,
vadinsime metrika apibrėžta aibėje E.
Vėliau gana dažnai teks naudoti nelygybe

‘
:

|ρ(x, z)− ρ(y, z)| ≤ ρ(x, y),

kurios i
‘
rodyma

‘
paliekame skaitytojui.

Apibrėžimas Tarkime, kad aibėje E apibrėžta metrika ρ. Tada pora
‘

(E, ρ) vadinsime metrine erdve.
Metrikos reikšme

‘
, bet kokiai erdvės tašku

‘
porai, vadinsime atstumu tarp erdvės tašku

‘
. Metrikos apibrėžima

‘
,

aibėje, vadinsime metrizavimu.

Metriniu
‘
erdviu

‘
pavyzdžiai.

1. Tarkime x, y bet kokie realieji skaičiai. Apibrėžkime metrika
‘
tokiu būdu ρ1(x, y) = |x − y|. Tada

pora (R, ρ1) yra metrinė erdvė.
2. Pažymėkime Rn = {x = (x1, . . . , xn);xi ∈ R, i = 1 . . . n. Šia

‘
aibe

‘
vadinsime n− mate vektorine

erdve. Atstuma
‘
tarp šios erdvės tašku

‘
apibrėžkime tokiu būdu: ρn(x, y) =

√
(x1 − y1)2 + . . . + (xn − yn)2.

Tuomet (Rn, ρn) - metrinė erdvė.
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3. Tegu Rn− vektorinė erdvė. Apibrėžkime metrika
‘
taip: ρM (x, y) = |x1−y1|+ . . .+ |xn−yn|. Gausime

dar viena
‘
metrine

‘
erdve

‘
(Rn, ρM (x, y)). Pastarosios erdvės metrika vadinama Manhatano vardu.

4. Tolydžiu
‘
ju

‘
funkciju

‘
erdvėje C := C[0, 1] galima tokia metrika: ρc(f, g) = sup

t∈[0,1]

|f(t)− g(t)|, f, g ∈ C.

Tada (C, ρc) metrinė erdvė.
5. Funkciju

‘
, apibrėžtu

‘
intervale [0, 1], ir neturinčiu

‘
antros rūšies trūkio tašku

‘
, tolydžiu

‘
ǐs dešinės bet

kokiame intervalo taške, ǐsskyrus x = 1, kuriame funkcijos tolydžios ǐs kairės, aibe
‘
žymėsime D = D[0, 1].

Šioje erdvėje metrika gali būti nusakyta tokiu būdu:

ρd(f, g) = inf
l∈Λ

{max{ sup
t∈[0,1]

|f(l(t))− g(t)|, sup
t∈[0,1]

|l(t)− t|}},

čia Λ - tolydžiu
‘
, griežtai didėjančiu

‘
, turinčiu

‘
savybes l(0) = 0, l(1) = 1, funkciju

‘
aibė. Tada (D, ρd) metrinė

erdvė.
6. Sakykime, kad Et kokia nors aibė. Atstuma

‘
tarp bet kuriu

‘
šios aibės elementu

‘
apibrėžkime taip:

ρt(x, y) =

{ 1, x 6= y,

0, x = y.

Tada pora
‘
(Et, ρt) vadinsime diskrečia

‘
ja metrine erdve.

7. Tegu C kompleksiniu
‘
skaičiu

‘
aibė. Šia

‘
aibe

‘
galime metrizuoti naudodami pavyzdžiui, metrika

‘
ρ2, kuri

apibrėžta 2.
8. Fiksuokime N pirmu

‘
ju

‘
natūraliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
. Sudarykime begalines sekas

x = i1, i2, . . . , ik, . . . , ij ∈ {0, 1, . . . , N}.

Šiu
‘
seku

‘
aibe

‘
žymėsime simboliu ΣN . Pastaroje aibėje apibrėžkime metrika

‘
tokiu būdu:

ρΣ =
∞∑

i=1

|xi − yi|
(N + 1)i

,

čia x, y ∈ ΣN . Tada (ΣN , ρΣ) yra metrinė erdvė.

Apibrėžimas Sakykime, kad (E1, ρ1) ir (E2, ρ2) dvi metrinės erdvės. Tuomet bijekcija
‘

f : E1 −→ E2,
vadinsime erdviu

‘
izometrija (trumpumo dėlei tiesiog izometrija), jeigu bet kokiai erdvės E1 elementu

‘
porai

x, y teisinga lygybė:
ρ1(x, y) = ρ2(f(x), f(y)).

Pastebėkime, kad šiuo atveju atvirkštinis atvaizdis taip pat yra erdviu
‘
izometrija. Metrines erdves, tarp

kuriu
‘
galime apibrėžti izometrija

‘
, vadinsime izometrinėmis.

Taigi, jei erdvės izometrinės, tai erdviu
‘
elementu

‘
metrinės savybės nepriklauso nuo erdvės, kurioje jas

nagrinėjame (pradinėje ar jai izometrinėje). Dar daugiau, jeigu (E, ρ) metrinė erdvė, o f : E −→ E′, tai mes
galime ’pasigaminti’ erdve

‘
, izometrine

‘
pradinei, apibrėže

‘
atstuma

‘
tarp dvieju

‘
tašku

‘
erdvėje E′, tokiu būdu:

ρ(x′, y′) = ρ(x, y), kur x′ = f(x), y′ = f(y).
Pateiksime pavyzdi

‘
. Pažymėkime:

R = R∪ {+∞} ∪ {−∞},

čia R realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibė, o ±∞ kokie nors simboliai, kurie nėra realūs skaičiai ir turi savybe

‘
−∞ < x <

∞, x ∈ R. Aibė R vadinama ǐsplėstine realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibe, o simboliai ±∞ vadinami begaliniais ǐsplėstinės,

realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
, aibės elementais. Apibrėžkime bijekcija

‘
f realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibėje, kurios reikšmės priklausytu

‘
intervalui (−1, 1), tokiu būdu:

f(x) =
x

1 + |x|
.
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Prate
‘
skime funkcija

‘
f ǐs R i

‘
aibe

‘
R taip, kad f(+∞) = 1, f(−∞) = −1. Taigi, f : R −→ [−1, 1] yra bijekcija.

Intervalas [−1, 1] yra metrinė erdvė, kurios metrika yra ρ1(x, y). Beje, erdve
‘
R galime metrizuoti tokia

metrika: ρ(x, y) = |f(x)− f(y)|. Pora
‘
(R, ρ) vadinsime ǐsplėstine realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
, metrine erdve. Skaitytojui

priminsime, kad šioje erdvėje laikoma, kad x′ ≤ y′ tada ir tik tada, kai x ≤ y, čia x′ = f(x), y′ = f(y).
Realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibės A ⊂ R viršutiniu (apatiniu) rėžiu vadinsime skaičiu

‘
x′(x′′) toki

‘
, kad visiems x ∈

A, x ≤ x′(x > x′′). Pats mažiausias (didžiausias) viršutinis (apatinis) rėžis vadinamas tiksliuoju viršutiniu
(apatiniu) rėžiu ir žymimi M = supA, (m = inf A). Aibe

‘
vadiname aprėžta ǐs viršaus (apačios), jei ji turi

viršutini
‘
(apatini

‘
) rėži

‘
. Realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibe

‘
vadinsime aprėžta, jeigu pastaroji aprėžta ǐs viršaus ir apačios.

Pastebėsime, kad bet koks metrinės erdvės (R, ρ) poaibis yra aprėžta aibė.

1.4 Aplinkos

Mes nagrinėjame metriniu
‘

erdviu
‘

savybes, todėl aplinkos, bei atviros aibės sa
‘
vokas apibrėšime rem-

damiesi metrikos apibrėžimu.
Apibrėžimas Metrinės erdvės E aibe

‘
B(a, r) = {x ∈ E; ρ(a, x) < r} vadinsime atviru rutuliu (ateityje

tiesiog rutuliu), su centru taške a, o aibe
‘

B(a, r) = {x ∈ E; ρ(a, x) ≤ r} - uždaru rutuliu. Aibė S(a, r) =
{x ∈ E; ρ(a, x) = r} vadinama sfera, kurios centras taške a. Bet koki

‘
atvira

‘
rutuli

‘
, kuriam priklauso taškas

x0, vadinsime šio taško aplinka.
1. Metrinėje erdvėje (R2, ρ2) atviras rutulys yra tokia aibė: {(x, y);x2 + y2 < r}.
2. Erdvėje R atviras rutulys, kurio centras +∞ ir spindulys r < 1, yra aibė x ∈ ( 1−r

r ,+∞).
3. Diskrečioje erdvėje, kurios metrika ρt uždaras arba atviras rutulys, kurio centras taške a, o spindulys

r < 1 yra tiesiog taškas a. Pastebėkime, kad šiuo atveju sfera - tuščia. Tada, kai r ≥ 1, tai uždaras ir atviras
rutuliai sutampa su erdve Et. Beje, sfera yra tuščia, kai r > 1 ir S(a, r) = Et \ {a}, kai r = 1.

Apibrėžimas Taška
‘

a vadiname vidiniu aibės A tašku, jeigu egzistuoja atviras rutulys B(a, r) ⊂ A,
kuriam priklauso šis taškas.

Apibrėžimas Aibe
‘

vadinsime atvira, jeigu visi jos taškai yra vidiniai.
Aibės A vidiniu

‘
tašku

‘
aibe

‘
, žymėsime A◦ ir vadinsime aibės A vidumi. Aǐsku, kad A◦ ⊂ A. Be to, aibės

vidus yra didžiausia atvira aibė, kuri yra duotosios aibės poaibis.
Aibe

‘
A′ ⊂ B vadinsime uždara, jeigu jos papildinys, iki aibės B, yra atvira aibė.

Pavyzdžiui, bet koks uždaras rutulys yra uždara aibė. Intervalai [a,+∞), (−∞, a] yra uždaros aibės
realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibėje. Beje, intervalas [a, b) yra nei uždaras nei atviras realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibėje.

Tarkime, kad (E, ρ) yra kokia tai metrinė erdvė. Sakysime, kad aibė A ⊂ E yra aprėžta, jeigu egzistuoja
rutulys B(a, r) toks, kad A ⊂ B(a, r). Netuščios aibės A diametru vadinsime aibės R elementa

‘
: δ(A) :=

sup
x,y∈A

ρ(x, y). Iš diametro apibrėžimo ǐsplaukia, kad δ(A) ∈ [0,+∞]. Naudodami diametro apibrėžima
‘
galime

kiek kitaip charakterizuoti aibės aprėžtumo sa
‘
voka

‘
. Taigi, jei aibės diametras baigtinis skaičius, tai aibė

aprėžta ir jei jos diametro reikšmė lygi +∞, tai aibė neaprėžta.
Apibrėžimas Metrinės erdvės (E, ρ) atviru

‘
rutuliu

‘
šeima

‘
T vadinsime metrinės erdvės fundamentalia

‘
ja

aplinku
‘

sistema, jeigu bet kokia
‘

erdvės atvira
‘

aibe
‘

galime užrašyti šios šeimos aibiu
‘
, baigtine arba begaline

sa
‘
junga. Sakysime, kad erdvė turi skaičia

‘
baze

‘
, jeigu klase

‘
T sudaro skaiti aibiu

‘
šeima.

Apibrėžimas Atstumu tarp aibės A ⊂ E ir taško x ∈ E vadiname skaičiu
‘

d(x,A) := infy∈A ρ(x, y).
Beje, jeigu taškas x 6∈ B(a, r), tai d(x, B(a, r)) ≥ ρ(a, x)− r.
I
‘
rodykime toki

‘
teigini

‘
.

1.1 Teorema Tarkime duota atviru
‘

aibiu
‘

šeima {Aλ, λ ∈ L}, čia L− indeksu
‘

aibė. Tada aibė ∪λ∈LAλ

yra atvira.

	

Tarkime, kad x ∈ Aλ0 . Tuomet egzistuoja teigiamas skaičius r > 0, kad

B(x, r) ⊂ Aλ0 ⊂ A =
⋃
λ∈L

Aλ.

Taigi, A atvira.
⊕
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Pateiksime pavyzdi
‘
. Intervalas (a,+∞) ⊂ R yra atvira aibė, kadangi ja

‘
galime užrašyti tokiu būdu:

(a,+∞) =
⋃
x>a

(a, x).

Atkreipsime dėmesi
‘
, kad diskrečios metrinės erdvės bet koks poaibis yra atvira aibė. Pavyzdžiui {a} =

B(a, 0.5).
1.2 Teorema Bet kokios uždaru

‘
aibiu

‘
šeimos sankirta yra uždara, ir tik baigtinio skaičiaus uždaru

‘
aibiu

‘
sa
‘
junga- uždara.

	

Šios teoremos i
‘
rodyma

‘
paliekame skaitytojui.

Tuo atveju, kai aibe
‘
sudaro vienas elementas {x}, tai šia

‘
aibe

‘
galime užrašyti tokiu būdu:

⋂
r>0 B(x, r).

Pastebėkime, kad diskrečioje erdvėje, bet kokia aibė uždara ir atvira tuo pat metu. Beje, visa erdvė ir
tuščia aibė kartu uždaros ir atviros. Tarkime, kad A yra erdvės (E, ρ) aibė. Taška

‘
x ∈ E

vadinsime šios aibės ribiniu tašku, jeigu bet kokia šio taško aplinka kertasi su A. Kitaip tariant, šio
taško aplinkoje yra bent vienas aibės A taškas (gal būt ir jis pats). Visu

‘
aibės A ribiniu

‘
tašku

‘
aibė yra

vadinama jos uždariniu ir žymima Au. Teigdami, kad x 6∈ Au kartu tvirtiname, jog x ∈ (E \ A)0. Taigi,
uždarinys - uždara aibė. Nesunku suprasti, kad A0 ⊂ Au. Kokia bebūtu

‘
aibė A, Au yra mažiausia uždara

aibė turinti savybe
‘
: A ⊂ Au. Taigi, uždaras aibes galime charakterizuoti ir taip: aibė uždara tada ir tik tada,

kai A = Au. Verta pastebėti ir tokia
‘
, metrinės erdvės savybe

‘
- taškas x priklauso aibės A uždariniui tada ir

tik tada, kai d(x, A) = 0.
Kuri ǐs 1.1 pav. pateiktos figūros dalis yra atvira aibė, o kuri uždara? Pateikite savo interpretacija

‘
.

1.1 pav.
Apibrėžimas Sakysime, kad aibiu

‘
seka {Al, l ∈ L} yra mažėjanti (didėjanti) , jeigu {Al1 ⊃ Al2 . . . , l1 <

l2 . . .} ({Al1 ⊂ Al2 . . . , l1 < l2 . . .}).
Norėtume atkreipti skaitytojo dėmesi

‘
i
‘
tai, kad metrinėje erdvėje bet kokia uždara aibė yra mažėjančiu

‘
atviru

‘
aibiu

‘
sankirtos rezultatas ir bet kokia atvira aibė yra didėjančiu

‘
uždaru

‘
aibiu

‘
sa

‘
jungos rezultatas.

Pastara
‘
ji
‘
teigini

‘
galima i

‘
rodyti naudojant aibes V 1

n
(A) := {x ∈ A; d(x, A) < 1

n}.

1.3 Teorema Jeigu ribinis aibės A taškas x nepriklauso aibei A, tai šio taško bet kokioje aplinkoje yra
begalo daug aibės A tašku

‘
.

	
Tarkime, kad ribinio taško aplinkoje yra baigtinis aibės A tašku

‘
skaičius. T.y. egzistuoja r > 0 toks, kad

{y1 . . . yn} = B(x, r), B(x, r) yra atviras rutulys. Iš teoremos prielaidos ǐsplaukia, kad rk := ρ(x, yk) > 0, k =
1, . . . , n. Pažymėkime r = min(r1 . . . rn). Tuomet B(x, r) ⊂ B(x, r). Bet tuomet sankirta A ∩ B(x, r) = ∅.
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Iš pastarojo sa
‘
ryšio ǐsplaukia, kad ne kiekvienoje taško x aplinkoje yra aibės A tašku

‘
taigi, x nėra ribinis

taškas. Gavome prieštaravima
‘
. Tad pradinė prielaida yra klaidinga.

⊕
Apibrėžimas Taška

‘
x ∈ E vadinsime aibės A sienos tašku, jeigu bet kokioje jo aplinkoje yra ir aibės

A ir Ac tašku
‘
.

Aibės A sienos tašku
‘
aibe

‘
žymėsime SA. Aǐsku, kad SA = Au∩(Ac)u. Beje, siena uždara aibė. I

‘
rodykite!

Tarkime A ⊂ E. Tada E = A◦ ∪ (Ac)◦ ∪ SA. Pavyzdžiui, bet kokio realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
intervalo [a, b] siena

‘
sudaro aibė {a, b}. Racionaliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibės siena realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibėje sutampa su realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibe,

kadangi bet kokioje realaus taško aplinkoje yra ir racionaliu
‘
ir realiu

‘
skaičiu

‘
.

Apibrėžimas Sakysime, kad aibė A ⊂ E yra tiršta aibės B atžvilgiu, jeigu bet koks aibės B taškas
yra aibės A uždarinio taškas t.y., B ⊂ Ac arba visiems x ∈ B, taško x aplinkoje yra aibės A tašku

‘
.

Jeigu aibė A yra tiršta erdvės E atžvilgiu, tai paprastai sakoma, kad A yra visur tiršta aibėje E, t.y.
Au = E. Jeigu erdvė E turi skaičia

‘
, visur tiršta

‘
aibe

‘
, tai šia

‘
erdve

‘
vadinsime separabilia. Iš anksčiau minėtojo

pavyzdžio ǐsplaukia, kad R separabili.
Apibrėžimas Aibiu

‘
šeima

‘
{Al; l ∈ L,Al ∈ E}, vadinsime aibės A denginiu, jeigu A ⊂ ∪l∈LAl.

1.5 Tolydieji atvaizdžiai

Šiame skyrelyje nagrinėsime atvaizdžiu
‘
savybes, metrinėse erdvėse.

Esame minėje
‘
, kad bet koks atviras rutulys, kuriam priklauso taškas a, vadinamas šio taško aplinka.

Tarkime, kad (E, ρ), ir (E′, ρ′) dvi metrinės erdvės.
Apibrėžimas Atvaizdi

‘
f : E −→ E′ vadinsime tolydžiu taške a ∈ E, jeigu bet kokiai taško f(a) ∈ E′

aplinkai Vf(a) galime nurodyti taško a aplinka
‘

Va ⊂ E tokia
‘
, kad f(Va) ⊂ Vf(a).

Sakoma, kad atvaizdis f tolydus aibėje A, jeigu jis tolydus, bet kokiame šios aibės taške, trumpai tai
žymėsime f ∈ C(A).

Žemiau pateiktoje teoremoje nurodomos būtinos ir pakankamos sa
‘
lygos, metrikos terminais, kad at-

vaizdis būtu
‘
tolydus taške.

1.4 Teorema Tam, kad atvaizdis f : E −→ E′ būtu
‘

tolydus taške a ∈ E, būtina ir pakanka, kad
visiems ε > 0 egzistuotu

‘
δ = δ(a, ε) > 0 toks, kad ρ′(f(a), f(x)) < ε, kai ρ(a, x) < δ.

	, ⊕ Paskutinioji teorema matematinės analizės vadovėliuose pateikiama tolydumo apibrėžimo vietoje.
Sakykime, kad f : E−→E′. Tada tokie tvirtinimai yra lygiaverčiai:
1) atvaizdis f tolydus aibėje E ;
2) bet kokiai atvirai aibei A′ ⊂ E, f−1(A′) yra atviras aibės E poaibis;
3) bet kokiai uždarai aibei B ⊂ E, f−1(B) uždaras aibės E poaibis;
4) bet kokiai aibei A ⊂ E, f(Au) ⊂ (f(A))u.
Pavyzdys. Funkcija f(x) = 1/x nėra tolydi aibėje [0, 1] ⊂ R, kadangi uždaros aibės [1,∞) pirmvaizdis

(0, 1] nėra uždara aibė.
Atkreipsime skaitytojo dėmesi

‘
i
‘
tai, kad jei atvaizdis tolydus, tai atviros aibės vaizdas nebūtinai atvira

aibė. Panagrinėkime gerai žinoma
‘

funkcija
‘

f(x) = x2. Yra žinoma, kad pastaroji funkcija tolydi visoje
realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibėje. Nesunku matyti, kad atviros aibės (−1, 1) vaizdas yra intervalas [0, 1) kuris nei

atvira, nei uždara realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibė.

Tarkime, kad E,F,G metrinės erdvės, ir f : E−→F, g : F−→G. Jeigu f tolydus taške a ∈ E, o g
tolydus taške f(a), tai atvaizdis h : E−→G, kuris apibrėžiamas formule h = g(f(x)) ir žymimas h = g ◦ f,
yra tolydus taške a. Atvaizdi

‘
h vadinsime atvaizdžiu

‘
f ir g kompozicija.

Atvaizdis yra funkcijos apibendrinimas, todėl visos atvaizdžiu
‘
sa

‘
vokos yra analogǐskai formuluojamos ir

funkcijoms.
Funkcija

‘
f : E−→E′ vadinsime tolygiai tolydžia aibėje E, jeigu bet kokiam ε > 0, egzistuoja δ > 0 toks,

kad kai ρ(x, y) < δ, tai teisinga nelygybė ρ′(f(x), f(y)) < ε visiems x, y ∈ E kartu.
Pavyzdys Funkcija f(x) = x3 nėra tolygiai tolydi aibėje R kadangi bet kokiam fiksuotam α skirtumas

(x + α)3 − x3 = 3x2α + 3xα2 + α3 gali būti kiek norimai didelis, kai x didelis.
Atkreipsime dėmesi

‘
i
‘
tai, kad jei A ⊂ E yra netuščia, tai f(x) = d(x, A) yra tolydi funkcija. I

‘
rodykite!

1.6 Homeomorfizmai. Ekvivalenčios metrikos
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Apibrėžimas Atvaizdi
‘

f : E−→E′ vadinsime erdviu
‘

E,E′ homeomorfizmu, jeigu:
1) jis yra bijekcija;
2) f ir f−1 yra tolydūs.
Jeigu f : E−→F ir g : F−→G yra homeomorfizmai, tai tada ir f ◦ g homeomorfizmas.
Pavyzdys. f(x) = x3 yra erdvės R i

‘
save pačia

‘
homeomorfizmas.

Tarkime duotos dvi erdvės. Jeigu egzistuoja šiu
‘

erdviu
‘

homeomorfizmas, tai šias erdves vadinsime
homeomorfinėmis.

Erdves, kurios homeomorfinės diskrečioms erdvėms, vadinsime tiesiog diskrečiomis, nepabrėždami to
fakto, kad šios erdvės sutampa homeomorfizmo dėka.

Be to dar reikėtu
‘
pastebėti, kad izometrinės erdvės tuo pačiu ir homeomorfinės, bet ne atvirkščiai.

Tarkime, kad ρ1 ir ρ2 dvi metrikos toje pat erdvėje. Sakysime, kad šios metrikos ekvivalenčios, jeigu
egzistuoja konstantos 0 < c1, c2 < ∞ tokios, kad

c1ρ1(x, y) < ρ2(x, y) < c2ρ1(x, y).

Dvi metrines erdves vadinsime ekvivalenčiomis, jeigu egzistuoja bijekcija f : E1−→E2 tokia, kad metrika
ρ1(x, y) := ρ2(f(x), f(y)) yra ekvivalenti metrikai ρ1(x, y), visiems x, y ∈ E1.

Pastaba! Homeomorfinės metrinės erdvės nebūtinai ekvivalenčios. Dažnai homeomorfinės erdvės vad-
inamos topologǐskai ekvivalenčiomis. Visa tai susije

‘
su tuo, kad homeomorfizmas ǐslaiko erdvės aplinku

‘
struktūra

‘
.

Šio skyrelio pabaigoje pateiksime dar viena
‘
sa

‘
voka

‘
. Dvi metrikas ρ1, ρ2 erdvėje E vadinsime topologǐskai

ekvivalenčiomis, jeigu egzistuoja identǐskas (tapatusis) homeomorfizmas i : (E, ρ1)−→(E, ρ2).
1.2 pav. pateikta homeomorfiniu

‘
erdviu

‘
, su ta pačia topologija ir kurios nėra metrǐskai ekvivalenčios,

iliustracija.

1.2 pav.

1.7 Sekos. Pilnos erdvės

Tegu N - natūraliu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibė, (E, ρ) - metrinė erdvė. Tada erdvės E elementu

‘
seka vadinsime

aibe
‘
{f(n), n ∈ N}, čia f : N−→E yra funkcija. Kitaip tariant, bet kokia

‘
sunumeruota

‘
metrinės erdvės

elementu
‘
, begaline

‘
aibe

‘
, vadinsime seka. Naudosime i

‘
prasta

‘
sekos žymėjima

‘
: {xn} := {xn ∈ E;n ∈ N}.

Sakysime, kad a ∈ E yra sekos {xn} riba, kai n neaprėžtai auga, jeigu, bet kkiam ε > 0 galime nurodyti
natūralu

‘
ji
‘
skaičiu

‘
n0, kad kai tik n > n0, tai ρ(xn, a) < ε. Žymėsime, lim

n→∞
xn = a.

Apibrėžkime tapatu
‘
ji
‘
atvaizdi

‘
{f(n) = n, n ∈ N}. Matome, kad natūraliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibė irgi seka, t.y.

N = {n}. Tada šios aibės bet koki
‘
sutvarkyta

‘
poaibi

‘
žymėkime taip {nk, k ∈ N}. Tarkim duota kokia nors

seka {xn}. Tada seka
‘
{xnk

, k ∈ N} vadinsime pradinės sekos posekiu. Prisiminkime sekos ribos apibrėžima
‘
.

Nesunku suprasti, kad jeigu seka konverguoja, tai konverguoja ir bet koks jos posekis, beje, i
‘
ta

‘
pati

‘
elementa

‘
.

Taška
‘

b ∈ E vadinsime metrinės erdvės elementu
‘

sekos {xn} ribiniu tašku, jeigu egzistuoja posekis
{xnk

} ⊂ {xn} toks, kad lim
k→∞

xnk
= b. Manome, kad skaitytojas nesunkiai galėtu

‘
i
‘
rodyti, jog tam, kad taškas

b ∈ E būtu
‘
sekos {xn} ribiniu tašku, būtina ir pakankama, kad bet kokioje šio taško aplinkoje Vb būtu

‘
sekos

{xn} elementu
‘
, kitaip tariant, bet kokiam ε > 0 galime nurodyti skaičiu

‘
m ∈ N toki

‘
, kad ρ(xn, b) < ε, kai

n > m.
Beje, naudodami sekos ribos apibrėžima

‘
taipogi galime tikrinti funkcijos tolyduma

‘
, t.y. funkcija tolydi

taške a, jeigu bet kokiai sekai lim
n→∞

xn = a gauname, kad lim
n→∞

f(xn) = f(a).

Elementu
‘

seka
‘
{xn} ⊂ E vadinsime Koši seka, jei visiems ε > 0 galime nurodyti n0, kad visiems

m,n > n0 teisinga nelygybė ρ(xn, xm) < ε.
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Nesunku parodyti, kad bet kuri konverguojanti seka yra ir Koši seka. Deja, atvirštinis teiginys, bendrai
paėmus, neteisingas. Tačiau paminėsime ypač mums svarbia

‘
aplinkybe

‘
, t.y., jei seka yra Koši seka ir be to

papildomai žinome šios sekos kokia
‘

nors ribine
‘

reikšme
‘
, tai tada ir pradinė seka turi riba

‘
. Dar daugiau,

sekos riba sutampa su minėtuoju ribiniu tašku. Nors pastarosios savybės i
‘
rodymas paprastas, tikimės kad

skaitytojas nenusivils jei ji
‘

pateiksime. Tarkime, kad b minėtasis ribinis taškas. Vadinasi, visiems ε > 0
egzistuoja n0 toks, kad jei n, m > n0, tai ρ(xn, xm) < ε/2. Antra vertus, egzistuoja natūralusis skaičius
p > n0 toks, kad ρ(b, xp) < ε/2. Naudodami trikampio nelygybe

‘
gauname,

ρ(b, xn) ≤ ρ(b, xp) + ρ(xp, xn) ≤ ε

2
+

ε

2
= ε.

Apibrėžimas Metrine
‘
erdve

‘
E vadinsime pilna, jeigu bet kuri šios erdvės Koši seka turi riba

‘
, priklau-

sančia
‘

šiai erdvei.
Pavyzdys. Aibė R yra pilna metrinė erdvė. Tai ǐsplaukia ǐs Heinės - Borelio lemos.
Beje, racionaliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibė nėra pilna. Kodėl?

Manome, kad verta paminėti toki
‘
rezultata

‘
:

1.5 Teorema Jei metrinės erdvės E poaibio F elementu
‘

Koši sekos turi ribas, tai aibė F uždara. Be
to, metrinės erdvės E poerdvis F yra pilnas tada ir tik tada, kai F uždaras.

	
Jei seka turi riba

‘
, tai ji vienintelė (i

‘
rodykite !). Taigi jei lim

n→∞
xn = a ∈ F ir tartume, kad Koši seka

turi riba
‘

lim
n→∞

xn = b ∈ F, tai remdamiesi ribos vienetinumu gauname, kad a = b, o ǐs pastarosios lygybės

gauname, kad F = F ⇒ F uždara aibė.
⊕
Kodėl tokios svarbios pilnos metrinės erdvės, kodėl jas ǐsskiriame ǐs kitu

‘
? Iš auksčiau padarytu

‘
pastabu

‘
tikimės, skaitytojas pastebėjo, jog tam, kad i

‘
rodytume sekos konvergavima

‘
metrinėje erdvėje, pakanka i

‘
rodyti

kad nagrinėjama seka yra Koši seka. Be to, naudojant Koši kriteriju
‘
nereikia ǐs anksto žinoti ribinės reikšmės,

kuria
‘
paprastai būna sunku nurodyti. Pilnumas šios ribos egzistavima

‘
užtikrina. 1.3 pav. pateikta Koši

sekos, konverguojančios i
‘
aibe

‘
A, aštuoni nariai.

Jeigu metrinės erdvės ekvivalenčios (metrǐskai ekv.), tai šiuo atveju pakanka seka
‘
nagrinėti vienoje ǐs

erdviu
‘
, t.y., jei seka yra Koši seka vienoje erdvėje, tai šia

‘
savybe

‘
turi ir antroje, kadangi konvergavimas yra

metrinė savybė.
Sakykim, kad f : E1−→E2, čia E1, E2 metrinės erdvės, be to tarkime, A ⊂ E1. Pažymėkime B =

{f(a), a ∈ A}. Tada aibės B diametra
‘
δ(B) vadinsime funkcijos svyravimu aibėje A. Jeigu a yra aibės A

ribinis taškas, tai funkcijos svyravimu taške a, aibės A atžvilgiu, vadinsime skaičiu
‘

δA(a, f) = inf
Va

δ(f(Va ∩A)),

čia tikslusis apatinis rėžis skaičiuojamas visomis taško a aplinkomis Va (arba bent fundamentalia
‘
ja aplinku

‘
sistema).

Pasirodo, kad pilnoje metrinėje erdvėje funkcija turi riba
‘
taške a tada ir tik tada, kai funkcijos svyravimas

tame taške, erdvės atžvilgiu, lygus nuliui.

1.8 Prate
‘
simo teorema. Kompaktai.

1.6 Teorema Sakykime, kad f, g du tolydūs atvaizdžiai apibrėžti metrinėje erdvėje E su reikšmėmis
metrinėje erdvėje (E′, ρ′). Tada aibė A = {x ∈ E; f(x) = g(x)} yra uždara erdvėje E.

	
Sakykime, kad a ∈ E \ A. Tada f(a) 6= g(a). Pažymėkime α = ρ′(f(a), g(a)). Erdvėje E′ apibrėžkime

du atvirus rutulius:

ρ′(f(a), f(x)) < α/2 ir ρ′(g(a), g(x)) < α/2.

Šiu
‘
rutuliu

‘
sankirta, pažymėkime ja

‘
U, yra atviras rutulys. Tegu Va = {x ∈ E \A, f(x) ∧ g(x) ∈ U}.

Tada visiems x ∈ Va, f(x) 6= g(x). Be to, Va ⊂ E \A yra atvira.
Bet tuomet šios aibės papildinys V c

a yra uždara aibė.
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⊕
Tarkime, kad f ir g du tolydūs atvaizdžiai, apibrėžti aibėje E, i

‘
gyjantys reikšmes aibėje E′. Tuomet,

jeigu f(x) = g(x), visiems x ∈ A ir aibė A tiršta erdvėje E, tai f ≡ g erdvėje E. Pastarasis pastebėjimas
ǐsplaukia ǐs to, kad {x; f(x) = g(x)} yra uždara, taigi, jos uždarinys sutampa su visa erdve.

Pastebėsime, kad jeigu f, g tolydūs atvaizdžiai, tai aibė {x ∈ E; f(x) ≤ g(x)} taipogi uždara.
Apibrėžimas Metrine

‘
erdve

‘
E vadinsime kompaktu, jeigu ǐs bet kokio jos atviru

‘
aibiu

‘
denginio {Ul, l ∈

L} galime ǐsskirti baigtini
‘

pošeimi
‘
, kuris taip pat dengia erdve

‘
E.

Pastarasis apibrėžimas remiasi topologinėmis erdvės savybėmis. Pateiksime kita
‘
kompakto apibrėžima

‘
,

naudodamiesi metrinėmis erdvės savybėmis. Sakykime (E, ρ) metrinė erdvė.
Apibrėžimas Sakysime, kad metrinės erdvės aibė S ⊂ E yra kompaktǐska, jeigu ǐs bet kokios elementu

‘
sekos {xn ⊂ S} galime ǐsskirti konverguojanti

‘
poseki

‘
{xnk

} ⊂ {xn}, kurio riba priklauso aibei S.

Jeigu metrinė erdvė turi šia
‘
savybe

‘
, tai minima

‘
erdve

‘
vadinsime kompaktu.

Apibrėžimas Sakysime, kad metrinė erdvė E visǐskai aprėžta, jeigu visiems ε > 0 egzistuoja baigtinė
aibė F ⊂ E turinti savybe

‘
: d(x, F ) < ε, x ∈ E. Baigtinė aibė F turinti minėta

‘
ja

‘
savybe

‘
dar vadinama

ε- tinklu. Atkreipsime skaitytojo dėmesi
‘
i
‘
tai, kad visǐskai aprėžta pilna metrinė erdvė yra kompaktǐska ir

atvirkščiai (i
‘
rodykite!). Beje, visǐskas aprėžtumas yra erdvės metrinė savybė.

1.3 pav.

Kodėl mus domina pilnos ir kompaktǐskos erdvės? Prisiminkime praeitu
‘
skyreliu

‘
medžiaga

‘
. Mes ap-

tarėme, kad jei nagrinėjamos pilnos metrinės erdvės elementu
‘
seka yra Koši seka, tai ši seka konverguoja.

Teisybės vardan reikėtu
‘
pasakyti, kad kas toji riba dažnai nė nei

‘
sivaizduojama, bet svarbiausia, jei sekos riba

yra tyrimo objektas, tai mūsu
‘
darbas turi prasme

‘
, kadangi tas objektas egzistuoja! Priešingu atveju ǐskiltu

‘
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veiklos prasmės problema. Ir dar svarbus faktas. Šiose erdvėse pakanka ǐs Koši sekos ǐsskirti konverguojanti
‘

poseki
‘
, kuris visada egzistuoja kompaktǐskose erdvėse, ir sužinoti tos ribos reikšme

‘
. Tuomet ir visos sekos

ribinė reikšmė bus ta pati. Tad gri
‘
žkime prie kompaktǐsku

‘
aibiu

‘
.

Manome, kad reikėtu
‘

atkreipti skaitytojo dėmesi
‘

ir i
‘

tai, kad visǐskas aprėžtumas garantuoja erdvės
separabiluma

‘
.

Sakykime, kad E metrinė erdvė, tuomet ǐs bet kuriu
‘
dvieju

‘
žemiau pateiktu

‘
savybiu

‘
ǐsplaukia trečioji:

a) E− kompaktǐska;
b) E− diskreti;
c) E− baigtinė.
1.7 Teorema Jeigu kompaktǐskos metrinės erdvės, bet kuri elementu

‘
seka {xn} turi tik viena

‘
ribini

‘
taška

‘
a, tai pastarasis yra sekos riba lim

n→∞
xn = a.

	
Sakykime, kad a yra sekos {xn} ribinis taškas, tačiau b = lim

n→∞
xn 6= a. Vadinasi, egzistuoja δ > 0,

ir posekis {xnk
} ⊂ {xn} toks, kad šio posekio elementai priklauso aibei E \ B(a, δ). Remdamiesi prielaida

galime tvirtinti, kad ši seka turi tiktai viena
‘
ribini

‘
taška

‘
ir be to E \B(a, δ) yra uždara, tada ǐsplaukia, kad

b ∈ E \B(a, δ), kadangi ribinis taškas priklauso uždariniui. Bet tada seka turi du ribinius taškus. Gauname
prieštaravima

‘
. Vadinasi pradinė prielaida buvo klaidinga.

⊕
Trys, žemiau pateiktos, metrinės erdvės savybes yra ekvivalenčios:
a) erdvė yra kompaktas;
b) bet kokia begalinė elementu

‘
seka turi bent viena

‘
ribini

‘
taška

‘
, priklausanti

‘
šiai erdvei;

c) erdvė visǐskai aprėžta ir pilna.

1.9 Jungios erdvės ir jungios aibės

Apibrėžimas Sakysime, kad metrinė erdvė yra jungi, jeigu tik dvi šios erdvės aibės - pati erdvė ir
tuščia aibė yra tuo pat metu atviros ir uždaros aibės.

Perfrazuokime ši
‘

apibrėžima
‘

kiek kitaip. Metrinė erdvė yra jungi, jeigu šioje erdvėje neegzistuoja
netuščiu

‘
atviru

‘
aibiu

‘
tokia pora, A,B ⊂ E,A 6= E,B 6= E, kad A ∪B = E ir A ∩B = ∅.

Jeigu erdvėje tik vienas elementas, tai tada erdvė jungi. Sakome, kad metrinė erdvė E yra lokaliai jungi,
jeigu visiems x ∈ E egzistuoja fundamentali taško x aplinku

‘
šeima tokia, kad bet kuri šios šeimos aibė yra

jungi.
Sakysime, kad aibė D ⊂ E yra jungi, jeigu neegzistuoja netuščiu

‘
atviru

‘
aibiu

‘
pora nesutampanti su D

tokia, kad A ∪B = D, A ∩B = ∅.
Aibe

‘
S vadinsime visǐskai nejungia, jeigu jos jungūs, netušti poaibiai yra tik pavieniai taškai.

Tarkime, kad S ⊂ E koks nors metrinės erdvės poaibis. Sakysime, kad S yra trajektorijomis jungi,
jeigu egzistuoja tolydi funkcija f : [0, 1]−→S tokia, kad visiems x, y ∈ S, f(0) = x, f(y) = y. Kitaip tariant,
bet kokius šios aibės taškus galime sujungti tolydžia trajektorija. Auksčiau esame minėje

‘
, kad tarp funkciju

‘
ir funkciju

‘
grafiku

‘
egzistuoja abipus vienareikšmė atitiktis (2. skyrelis), todėl ateityje funkcija

‘
f tiesiog

vadinsime trajektorija, jungiančia aibės S taškus.
Tuo atveju, kai tokia funkcija neegzistuoja, tai sakysime, kad aibė nėra trajektorijomis jungi.
Sakoma, kad aibė S yra vienajungė, jeigu bet kokiems šios aibės taškams ir bet kokioms trajektori-

joms jungiančioms šiuos taškus, galime nurodyti tolydžia
‘
funkcija

‘
, kuri apibrėžta vienos kreivės taškuose, o

reikšmes i
‘
gyja kitos kreivės taškuose. Tokia

‘
funkcija

‘
vadinsime deformacija.
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1.4 pav.
Sakykime, kad x, y ∈ S. Be to dvi tolydžios kreivės f0, f1 jungia šiuos taškus t.y. f0(0) = f1(0) = x ir

f0(1) = f1(1) = y. Tuomet tolydžia
‘
deformacija

‘
galime apibrėžti taip:

g = g(x, y); g : [0, 1]× [0, 1]−→S tokia, kad
g(s, 0) = f0(s), s ∈ [0, 1];
g(s, 1) = f1(s), s ∈ [0, 1];
g(0, t) = x, t ∈ [0, 1];
g(1, t) = y, t ∈ [0, 1].

Sakysime, kad du taškai x, y yra susije
‘
, jeigu nagrinėjamoje aibėje bet kokios dvi trajektorijos f0 ir f1,

jungiančios minėtuosius taškus, priklauso kokios tai deformacijos g(s, t) reikšmiu
‘
aibei (žr. 1.4 pav.).

Nevienajungė aibė, yra vadinama daugiajunge aibe.

1.10 Klasikiniai pavyzdžiai.

Pateiksime skaitytojui keliu
‘

aibiu
‘

pavyzdžius, kuriuos siūlome kruopščiai panagrinėti ir pačiam pa-
bandyti atsakyti i

‘
klausimus, kurie manome, turėtu

‘
kilti. Pradėsime nuo paprasčiausio pavyzdžio, taip

vadinamo Diurerio penkiakampio.
1. Diurerio penkiakampis. Albrechtas Diureris (1471 - 1528) pasiūlė tokia

‘
daugiakampio konstruk-

cija
‘
.
Tarkime, kad duotas taisyklingas penkiakampis, kurio kraštinės ilgis lygus S0. Šiu

‘
kraštiniu

‘
pagrindu

vėl sudarykime penkis penkiakampius, su to paties ilgio kraštinėmis, kuriuos viena
‘
nuo kito skiria lygiašoniai

trikampiai. Pažymėkime šio lygiašonio trikampio pagrinda
‘
raide a, o S1 = 2S0 + a. Gauname taisyklinga

‘
daugiakampi

‘
, kurio kraštinės ilgis lygus S1. Pastebėkime, kad lygiašoniu

‘
trikampiu

‘
kampai prie pagrindo

lygūs 72◦, o smailusis kampas 36◦. Beje, skaitytojas nesunkiai galėtu
‘
nustatyti, kad a = 2S0 cos 72◦. Na, o

mažojo ir didžiojo penkiakampiu
‘
kraštiniu

‘
ilgiu

‘
santykis yra toks:

S0

S1
=

1
2 + 2 cos 72◦

.

Jeigu prate
‘
stume šio penkiakampio ”statyma

‘
”, pradiniu penkiakampiu laikydami prieš tai buvusi

‘
su

kraštine S1, gautume dar didesni
‘
penkiakampi

‘
, kurio kraštinės ilgis S2 = 2S1(1 + cos 72◦) ir be to

S1

S2
=

1
2 + 2 cos 72◦

.

Pakartoje
‘

ši
‘

veiksma
‘

penkis kartus gautume taip vadinama
‘

Diurerio snaige
‘
. Manome, kad atidžiau

pažiūrėje
‘
s skaitytojas pastebės, kad šis daugiakampis panašus i

‘
tam tikras mažesnes savo dalis. Ka

‘
ben-

dro turi ši geometrinė figūra su mūsu
‘

nagrinėjama problematika? Dažnai populiarioje literatūroje frak-
talinėmis struktūromis vadinami objektai turintys panašumo, i

‘
atskiras (mažesnes) savo dalis, savybe

‘
. Frak-

talo apibrėžima
‘
pateiksime kiek vėliau, prieš tai atlike

‘
paruošiama

‘
ji
‘
darba

‘
šios savokos apibrėžimui. Taigi,

kol kas sa
‘
voka

‘
’fraktalas ’naudosime neteisėtai, kadangi kaip jau ir minėjome, nepateikėme šios sa

‘
vokos

apibrėžimo, bet vis tik susitarkime tokia
‘
padėti

‘
toleruoti, turėdami vilties, kad vėliau padėtis bus ǐstaisyta.

Tad kol kas fraktalu laikysime objekta
‘
, kuri

‘
galime kokiu nors būdu suskaidyti i

‘
smulkesnes dalis taip, kad

kiekviena ǐs šiu
‘
mažesniu

‘
ju

‘
daliu

‘
būtu

‘
panaši i

‘
pradini

‘
objekta

‘
. Panagrinėkime keleta

‘
pavyzdžiu

‘
, kurie turi

minėta
‘
ja

‘
savybe

‘
.

2. Kantoro aibė (Kantoro dulkės )

Pažymėkime I0(a, b) = [a, b] ∈ R. Tarkime, kad F uždaras, tiesǐskai sutvarkytas aibės I0 poaibis.
Intervala

‘
I0(a, b) vadinsime pagrindiniu aibės F intervalu, jeigu jis mažiausias uždaras intervalas, kuriam

priklauso aibė F. Taigi, šiuo atveju intervalo galai visuomet priklauso aibei F. Priminsime skaitytojui, kad
minimali aibiu

‘
klasė, kuriai priklauso visi realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
intervalai, bei kuri uždara bet kokio skaičiaus

sankirtu
‘
, sa

‘
jungu

‘
ir papildinio operaciju

‘
atžvilgiu, vadinama Borelio sigma algebra. Mata

‘
apibrėžta

‘
šioje

algebroje vadinsime Borelio matu. Intervalo ilgis bei intervalo Borelio matas yra tas pat, todėl dažnai jie
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tiesiog sutapatinami ir Borelio matas vadinamas ilgiu nors, bendrai paėmus, tai ne tas pat. Sakysime, kad
aibė yra nulinio mato, jeigu jos Borelio matas lygus nuliui. Tarkim F = [a, b]. Tuomet mesF = b − a.
Tarkime, kad F 6= [a, b], tuomet uždara

‘
aibe

‘
gausime ǐs uždaro intervalo ǐsmete

‘
baigtine

‘
arba skaičia

‘
atviru

‘
aibiu

‘
sa

‘
junga

‘
, t.y.

(1) F = [a, b] \ ∪nCn,

čia {Cn} ⊂ [0, 1], yra kuri nors atviru
‘
aibiu

‘
šeima. Taigi, taip nusakyta aibė F yra uždara. Nemažindami

bendrumo galime sutarti, kad minėta
‘
ja

‘
atviru

‘
aibiu

‘
šeima

‘
sudaro nesikertančios aibės. Kiek auksčiau esame

minėje
‘
kokia

‘
aibe

‘
vadiname nulinio mato aibe. Pateiksime turiningesni

‘
nulinės mato aibės apibrėžima

‘
. Aibe

‘
F vadinsime nulinio mato aibe, jeigu bet kokiam ε > 0 galime nurodyti tokia

‘
intervalu

‘
šeima

‘
{Un}, kad

E ⊂
⋃
n

Un ir
∑

n

L(Un) < ε.

Gri
‘
žkime prie (1) aibės. Šios aibės matas yra toks:

measF = meas[a, b]−meas (
⋃

n Cn). Taigi, F yra nulinio mato, jeigu∑
n

measCn = b− a.

Tad pabandykime sukonstruoti aibe
‘
F, kurios matas būtu

‘
lygus 0.

Padalinkime intervala
‘
[0, 1] taškais 0, 1/3, 2/3, 1 i

‘
tris lygias dalis (žr. 1.5 pav.). Išmeskime ǐs intervalo

I0 = [0, 1] atvira
‘
aibe

‘
C1 = (1/3, 2/3). Likusi aibė F1 = I0 \ C1 = I1

1

⋃
I2
1 yra uždara, be to intervalo ilgis

|Ij
1 | = 1/3, j = 0, 1. Kitas žingsnis analogǐskas pirmajam, t.y. neǐsmestus intervalus I1

1 , I2
1 taškais dalijame i

‘
tris lygius intervalus, o viduriniuosius intervalus ǐsmetame. Po šio veiksmo liks uždara aibė

F2 =
⋃4

j=1 Ij
2 ir |Ij

2 | =
(
1/3

)2

, j =, 1 . . . , 4.

Atlike
‘
n žingsniu

‘
gausime uždara

‘
aibe

‘

Fn =
2n⋃

j=1

Ij
n, |Ij

n| =
(1

3

)n

, j = 1, . . . , 2n.

Aibės Fn ilgis yra toks:

measFn = 1− 1
3
− 2

(1
3

)2

− . . .− 2n−1
(1

3

)n

.

Neaprėžtai didindami šiu
‘
operaciju

‘
skaičiu

‘
gauname, kad

lim
n→∞

Fn = meas( lim
n→∞

{I0 \
⋃
n

Cn}) = I \ C,

čia C atvira aibė, nes skaiti atviru
‘
aibiu

‘
sa

‘
junga yra atvira. Be to,

meas F = 1−
∞∑

n=1

2n−1
(1

3

)n

= 0.

Matome, kad ribinės aibės F matas lygus nuliui ir be to ši aibė yra uždara.
Šiek tiek plačiau panagrinėkime šia

‘
keista

‘
ir nei

‘
prasta

‘
aibe

‘
. Iš pirmo žvilgsnio atrodytu

‘
, kad aibė

F būdama nulinio mato (ja
‘

dengiančiu
‘

intervalu
‘

ilgiu
‘

sumos riba lygi nuliui) taigi ji yra diskreti ir tuo
pačiu skaiti. Bet šis i

‘
spūdis apgaulingas. Pasirodo, kad ši aibė neturi izoliuotu

‘
tašku

‘
t.y. bet kokioje

šios aibės taško aplinkoje yra begalo daug aibės F tašku
‘
. Dar daugiau, ši aibė ir neskaiti. Ši

‘
fenomena

‘
pai

‘
liustruosime tokiu pavyzdžiu. Tarkime, kad uždaros aibės E pagrindinis intervalas yra aibė I0. Išmeskime

ǐs šio intervalo aibes (1/(n + 1), 1/n), n = 1, . . . . Tuomet likusi aibė E yra uždara, be to ja
‘
galime nusakyti

taip: E = {0}
⋃

n{1/n}. Nesunku suprasti, kad taškai 1/n, n ∈ N yra izoliuoti, bet to paties negalime
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pasakyti apie taška
‘

0. Taigi, šiuo atveju aibė E nėra diskreti. Auksčiau nagrinėtosios aibės kiekvienas
taškas turi analogǐska

‘
aplinka

‘
kaip ir aibės E taškas 0. Tokius taškus vadinsime akumuliuojančiais. Aibės,

neturinčios izoliuotu
‘
tašku

‘
, begalinės ir neskaičios yra vadinamos tobulomis.

1.5 pav.
Mes gavome, kad aibės F matas lygus nuliui, be to joks intervalas nėra šios aibės poaibis. Todėl atrodytu

‘
kas gi čia keisto, kad aibe

‘
sudaro ne intervalai, todėl visai natūralu, kad šios aibės matas lygus nuliui. Ir vėlgi

akibrokštas. Pasirodo tam, kad aibės matas būtu
‘
teigiamas visai nebūtina, kad šios aibės poaibiu būtu

‘
nors

vienas intervalas. Tarkime duotas intervalas [0, 2]. Fiksuokime šio intervalo vidurinia
‘
ji
‘
taška

‘
, šiuo atveju 1

ir ǐs šio intervalo ǐsmeskime intervala
‘
, kurio centrinis taškas yra 1 ir ilgis lygus 1/3. Sekančiame žingsnyje

elgsimės analogǐskai, ǐs likusiu
‘
dvieju

‘
intervalu

‘
, kuriu

‘
ilgiai po 5/6 pašalinkime centrinius intervalus, kuriu

‘
ilgiai 1/3. Pastebėkime, kad intervalu

‘
pašalinimo algoritmas panašus i

‘
jau nagrinėta

‘
ji
‘
(aibės F konstrukcija).

n- a
‘
jame žingsnyje gausime 2n nesikertančiu

‘
intervalu

‘
, kuriu

‘
ilgiai lygūs 1/3n, o ǐs ju

‘
ǐsmetamu

‘
intervalu

‘
ilgiu

‘
eilė vienetu mažesnė t.y. (1/3n+1). (Algoritmo keletas žingsniu

‘
iliustruojama 1.5 pav.)

Taigi
meas F = 2−

∑
n

measCn = 2−
∑

n

2n−13−n = 1.

Taigi, likusios aibės matas lygus mes F = 1, nors negalime nurodyti intervalo, kuris būtu
‘

aibės F
poaibis.

Iš pateiktu
‘
pavyzdžiu

‘
ǐsplaukia, kad realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibiu

‘
klasė žymiai ”turtingesnė” už intervalu

‘
aibe

‘
.

Tačiau gal būt skaitytojui liko neaǐsku, kur gi čia slepiasi fraktalinės struktūros. I
‘
tai pabandysime atsakyti

kitame pavyzdyje.

3. Binariniai medžiai

Iš praeitame skyrelyje nagrinėtu
‘
pavyzdžiu

‘
(aibės F ir E ) buvo galima susidaryti toki

‘
vaizda

‘
: uždaru

‘
aibiu

‘
, kurios lieka ǐsmetant, tam tikra tvarka atviras aibes, topologinės savybės priklauso nuo to kaip real-

izuojame ta
‘
ǐsmėtyma

‘
. Pavyzdžiui, aibės E atveju gavome diskrečia

‘
aibe

‘
su vienu akumuliuojančiu tašku.

Jeigu mes tarp dvieju
‘
tašku

‘
i
‘
terpiame trečia

‘
, tuomet gauname tobula

‘
aibe

‘
. Atkreipsime skaitytojo dėmesi

‘
i
‘

tokia
‘
smulkmena

‘
: - ǐsmetamu

‘
intervalu

‘
tvarka C1, C2 . . . irgi yra svarbi, kadangi nuo šio proceso priklauso

likusios aibės topologinės savybės. Panagrinėsime intervalu
‘
ǐsmetimo tvarka

‘
. Kaip ir anksčiau tarkime, kad

I0 = [0, 1]. Tegu I0
1 yra pirmasis ǐsmetamas intervalas. Apatinis indeksas nurodo kelintame žingsnyje buvo

ǐsmestas minimas intervalas, o viršutinis nurodo to intervalo padėti
‘
kitu

‘
intervalu

‘
atžvilgiu, kai skaičiuoti

pradedame nuo nulio. Taigi, pirma
‘
jame žingsnyje (apatinis indeksas vienas) mes ǐsmetame tik viena

‘
intervala

‘
(jo numeris 0). Kitaip tariant šio ǐsmetamo intervalo adresas (0,1). Sekančiame etape pašaliname dar du
intervalus I0

2 , I1
2 , taigi jiems priskiriame adresus (0, 2), (1, 2). Trečia

‘
jame tenka pašalinti keturis intervalus, ju

‘
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adresai - (0, 3), (1, 3), (2, 3), (3, 3) ir taip toliau. n- a
‘
jame žingsnyje pašalintiems intervalams analogǐsku būdu

suteikiame tokius adresus: (0, n), (1, n), . . . , (2n−1, n). Taigi, kiekvienas ǐsmetamas intervalas inicijuoja dvieju
‘

intervalu
‘

sekančiame žingsnyje, ǐsmetima
‘
. Jeigu fiksuosime koki

‘
nors adresa

‘
, tarkime (0, 3), tai nesunku

suprasti, kad jis inicijuoja adresus (0, 4) ir (1, 4). Arba (m, k) - adresus (2m, k+1), (2m+1, k+1), m ≤ 2k−1.
Naudodamiesi šiais adresais galime nubrėžti medi

‘
, ǐs kurio bet kokios viršūnės (i, j) nubrėžtos dvi šakos i

‘
žemiau esančias dvi viršūnes. Kartodami ši

‘
procesa

‘
neaprėžtai!, gauname medi

‘
su viršūne (0, 1) ir begaliniu

šaku
‘
skaičiumi. Nesunku matyti (1.6 pav.), kad šis medis turi fraktaline

‘
struktūra

‘
.

1.6 pav.

4. Kocho kreivė.

Kreivė, kuria
‘

nagrinėsime šiame skyrelyje (1.7 pav.), pavadinta švedu
‘

matematiko, kuris ja
‘

pirmasis
sukonstravo, vardu. Tikėdamiesi suintriguoti skaitytoja

‘
, užbėgsime i

‘
vykiams i

‘
prieki

‘
, paminėdami keleta

‘
nei

‘
prastu

‘
šios kreivės savybiu

‘
. Visu

‘
pirma tai, kad jokiame šios kreivės taške negalime nubrėžti liestinės,

nors ji tolydi visoje apibrėžimo srityje. Antra, šios kreivės ilgis yra begalinis. Atrodytu
‘
kas gi čia keisto, juk

daug kreiviu
‘
ilgiai begaliniai, bet i

‘
domu tai, kad ši kreivė yra, baigtinio ploto plokščios figūros, kontūras.

Pradžiai gal tiek. Dabar pateiksime šios kreivės geometrine
‘
konstrukcija

‘
. Pradėkime nuo tiesės atkarpos kaip

ir konstruodami Kantoro aibe
‘
. Ši atkarpa vadinama initiatoriumi. Padalinkime šia

‘
atkarpa

‘
, keturiais taškais,

i
‘
tris lygias atkarpas. Išmeskime vidurinia

‘
ja

‘
atkarpa

‘
, o ǐsmestosios vietoje tuštuma

‘
užpildome kampu, kurio

kraštiniu
‘
ilgiai lygūs ǐsmestos atkarpos ilgiui. Gauname kreive

‘
(a). Elgdamiesi tokiu pat būdu su kiekviena

ǐs keturiu
‘
kreivės daliu

‘
gauname kreive

‘
(b). Ir taip toliau. Atkarpos trumpėja, o kreivė tampa vis labiau

”spygliuota.” Kocho kreive yra vadinama ribinė kreivė, kuri gaunama žingsniu
‘
skaičiu

‘
neaprėžtai didinant.

1.7 pav. yra pateikti keturi šios iteracijos nariai.
Panagrinėkime šios kreivės ribojamo ploto bei ilgio problema

‘
. Tarkime, kad pradinio intervalo ilgis

lygus 1. Atlike
‘
pirmaji

‘
konstrukcinės sekos žingsni

‘
gauname, kad plokščios figūros ribojamas plotas lygus

S0 =
1
2

(1
3

)2

cos 30◦ = A.

Atlikus sekanti
‘

sekos žingsni
‘

šalia jau esančios trikampės srities atsirodo dar keturios vienodos trikampės
sritys (po viena

‘
kiekvienai atkarpai), kuriu

‘
plotai lygūs

1.7 pav.
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A1 =
1
2

(1
9

)2

cos 30◦ =
1
9
A.

Tuomet visas, ribojamos srities plotas, lygus S1 = 4
9A + A ir taip toliau. Perėje

‘
prie ribos, kai n →∞

gausime, kad šios kreivės ribojamos figūros plotas artėja prie tokio skaičiaus:

S = A(1 +
4
9

+
(4

9

)2

+ . . .)) = A{ 1
1− 4

9

} =
√

3
20

.

Taigi plotas, kuri
‘
riboja ši kreivė ir pradinis intervalas, yra baigtinis. To, beje, negalime pasakyti apie

šios kreivės ilgi
‘
. Initiatoriaus ilgis kaip jau minėjome lygus 1. Nesunku matyti, kad kreivės ilgis, atlikus

pirma
‘
ji
‘
konstrukcini

‘
žingsni

‘
, lygus 4/3. Toliau, atlikus antra

‘
ji
‘
sekos žingsni

‘
, naujai gautos kreivės ilgis lygus

4/3 + (4/3)2 ir taip toliau, atlikus k− ata
‘
ji
‘
sekos žingsni

‘
gauname, kad sukonstruotos kreivės ilgis yra lygus

4
3

+
(4

3

)2

+ . . . +
(4

3

)k

.

Tuomet hipotetinės kreivės ilgis turėtu
‘
būti toks:

∞∑
k=1

(4
3

)k

.

Nesunku suprasti, kad ši eilutė diverguoja, taigi Kocho kreivės ilgis yra neaprėžtai didelis.
5. Sierpinskio trikampis

Aibė, kuria
‘
apibrėšime žemiau, yra ne ka

‘
mažiau i

‘
domi už jau paminėtas.

Tarkime duotas lygiakraštis trikampis, kuris yra konstruojamos aibės initiatorius. Trikampio viršūniu
‘

taškai priklauso konstruojamai aibei. Pirma
‘
jame žingsnyje sujunge

‘
trikampio kraštiniu

‘
vidurio taškus atkar-

pomis, padalijame ši
‘
trikampi

‘
i
‘
keturis trikampius ir pašaline

‘
vidini

‘
trikampi

‘
prie pradiniu

‘
triju

‘
tašku

‘
prijun-

giame dar tris šio trikampio vidurio kraštiniu
‘
taškus. Taigi, po pirmojo žingsnio konstruojama

‘
aibe

‘
sudaro

šeši taškai. Sekantys konstrukciniai žingsniai analogǐski pirma
‘
jam, t.y. neǐsmestu

‘
trikampiu

‘
kraštiniu

‘
vidurio

taškus sujungiame atkarpomis, tokiu būdu padalindami kiekviena
‘
trikampi

‘
i
‘
keturis trikampius. Pašaline

‘
vidinius trikampius ir prie konstruojamos aibės prijunge

‘
gautu

‘
ju

‘
trikampiu

‘
viršūniu

‘
taškus (kiek ju

‘
yra!)

esame pasiruoše
‘

žengti sekanti
‘

žingsni
‘
. Minėtoji aibė, kuri vadinama Sierpinskio trikampiu, sutampa su

šio proceso ribiniu atveju (1.8 pav. yra pateikti šeši šios iteracijos nariai). Beje, manome kad skaityto-
jas atkreipė dėmesi

‘
, kad metodo prasme šis procesas nedaug kuo skiriasi nuo Kantoro aibės konstrukcijos.

Paminėsime viena
‘
svarbia

‘
ribinės aibės savybe

‘
- šios aibės matas (plotas) lygus nuliui. Tarkime, kad na-

grinėjamas trikampis lygiakraštis, kurio plotas S. Suskaičiuokime ǐsmetamu
‘
trikampiu

‘
plota

‘
. Nesudėtingu

‘
skaičiavimu

‘
dėka gauname, kad šis plotas toks:

S

4
+

3S

42
+

32S

43
+

3kS

4k+1
+ . . . = S.

Gauname, kad ǐsmestu
‘
trikampiu

‘
plotas lygus pradinio trikampio plotui, taigi Sierpinskio aibės plotas

lygus nuliui.

Visi pateikti pavyzdžiai sukelia keistu
‘
minčiu

‘
. Kokios čia aibės, kuriu

‘
egzistavimui pagri

‘
sti reikalinga

ribos sa
‘
voka? O gal tai aibės fikcijos, kurios neegzistuoja. T.y. tokios aibės ǐs vis nėra, o iteraciniu

‘
žingsniu

‘
seka, kuriais ”lipdome ” aibe

‘
, ǐs ties niekur neveda? Kitais žodžiais tariant, seka nekonverguoja.

Kituose skyriuose mes ǐs esmės naudosime sa
‘
vokas, kurias pateikėme i

‘
vadinėje dalyje, todėl skaitytojui

su jomis nesusipažinusiam, rekomenduojame veltui negaǐsti laiko ir tolimesniu
‘
skyriu

‘
neskaityti.
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1.8 pav.

Užduotys
1. Tarkime, kad metrinėje erdvėje X = (0, 1] apibrėžtos dvi metrikos

d1(x, y) = |x− y|, d2(x, y) = | 1
x
− 1

y
|.

I
‘
rodykite, kad šios metrikos nėra ekvivalenčios.

2. I
‘
rodykite, kad metrinės erdvės (C, ρ2), (R2, ρM ) (ρM−Manhatano metrika) yra ekvivalenčios metrinės

erdvės.

3. I
‘
rodykite, kad jei metrinės erdvės yra ekvivalenčios, tai egzistuoja šiu

‘
erdviu

‘
homeomorfizmas.

4. I
‘
rodykite, kad aibė S = { 1

n ;n ∈ N} ∪ {0} nėra tobula aibė erdvėje (R, ρ1), tačiau S = Sc.

5. I
‘
rodykite, kad R yra homeomorfinė intervalui [−1, 1].

6. Tarkime, kad S pilnos metrinės erdvės (X, ρ) poaibis. Tada (S, ρ) metrinė erdvė. I
‘
rodykite, kad

erdvė (S, ρ) yra pilna, jei aibė S ⊂ X yra uždara.

7. Tarkime, kad (X, ρ) yra metrinė erdvė, o f : X → X yra tolydus atvaizdis. Tegu A ⊂ X yra
kompaktǐska ir netuščia aibė. I

‘
rodykite, kad aibė f(A) yra kompaktǐska ir netuščia .

8. Kokia yra aibės C siena aibėje C.

9. Tarkime, kad S yra kompaktǐskos metrinės erdvės poaibis. I
‘
rodykite, kad aibės S siena yra kom-

paktǐska aibė.

10. Tarkime, kad K yra kvadratas. Tada (K, ρ2) yra jungi. I
‘
rodykite tai.

11. I
‘
rodykite, kad erdvė (σ, ρσ) yra visǐskai nejungi.
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