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lygčiu
‘

sistemu
‘

suderinamumas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
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Uždaviniai savarankǐskam darbui. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .93
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I. TIESINIU
‘

LYGČIU
‘

SISTEMOS

1.1 Tiesiniu
‘

lygčiu
‘

sistemos. Elementarieji pertvarkiai

Keletas svarbiu
‘

žymėjimu
‘
:

a1 + a2 + a3 =
3∑

k=1

ak, a1 + a2 + a3 + · · ·+ an =
n∑

k=1

ak,

čia n natūralusis skaičius. Apibendrinkime šiuos žymėjimus

m∑
k=n

ak =


an + an+1 + · · ·+ am, kai m > n,

an, kai m = n,

0, kai m < n.

Ateityje raidėmis N , Z, Q, R žymėsime natūraliu
‘
ju

‘
, sveiku

‘
ju

‘
, racionaliu

‘
ju

‘
, bei realiu

‘
ju

‘

skaičiu
‘

aibes.

Apibrėžimas Tiesine lygtimi (toliau trumpinsime t.l.) su n nežinomu
‘
ju

‘
vadinsime lygybe

‘
:

n∑
j=1

ajxj = b, (1)

čia aj, b ∈ R. Skaičiai aj, (j = 1, . . . , n) vadinami lygties koeficientais, skaičius b− lygties
laisvuoju nariu, xj (j = 1, . . . , n)− lygties nežinomaisiais.

Apibrėžimas Racionaliu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
rinkini

‘
(l1, . . . ln) vadinsime t. l. sprendiniu, jeigu

n∑
j=1

ajlj ≡ b.

Kitaip tariant, minėtasis rinkinys vadinamas t.l. sprendiniu, jeigu (1) lygtyje, nežinomu
‘
-

ju
‘

vietoje, i
‘
raše

‘
šio rinkinio atitinkamus narius gauname tapatybe

‘
(abiejose lygybės pusėse ta

‘

pačia
‘

skaitine
‘

reikšme
‘
).

Sakysime, kad du t.l. sprendiniai (l1, l2, . . . , ln) ir (t1, t2, . . . tn) yra lygūs, jeigu lj = tj (j =
1, . . . , n). Nesunku matyti, kad jei aj = 0, (j = 1, . . . , n) ir b 6= 0, tai (1) lygtis sprendiniu

‘

neturi.

Apibrėžimas Tiesine
‘

lygti
‘
, kurios laisvasis narys lygus nuliui, vadinsime homogenine.

Pastebėsime, kad homogeninė lygtis visuomet turi sprendini
‘
.

Apibrėžimas Tiesiniu
‘

lygčiu
‘

aibe
‘
:

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm,

(2)

vadinsime m tiesiniu
‘

lygčiu
‘
, su n nežinomaisiais, sistema (trumpai t.l.s.). Simbolius aij ∈ R

vadinsime t.l.s-mos koeficientais, bi ∈ R− t.l.s-mos laisvaisiais nariais, xij− t.l.s-mos nežinomaisiais,
(i = 1, . . . ,m), (j = 1, . . . , n).

(2) lygčiu
‘

sistema
‘

galime užrašyti ir tokiu būdu:

n∑
j=1

aijxj = bi, (i = 1, . . . ,m).

Sakysime, kad t.l.s. yra homogeninė, jeigu bi = 0, (i = 1, . . . ,m).
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Apibrėžimas Skaičiu
‘

rinkini
‘

(l1, . . . , ln) vadinsime t.l.s-mos (2) sprendiniu, jeigu teisingos
tapatybės:

n∑
j=1

aijlj ≡ bi(i = 1, . . . ,m).

Apibrėžimas Jeigu t.l.s- os sprendiniu
‘

aibė netuščia, tai šia
‘

sistema
‘

vadinsime suderinta.
Kitu atveju, t.y. jei t.l.s. sprendiniu

‘
neturi, tai ja

‘
vadinsime nesuderinta.

Apibrėžimas Suderinta
‘

t.l.s-ma
‘

vadinsime apibrėžta, jei sprendiniu
‘

aibėje yra vienintelis
elementas. Kitu atveju suderinta

‘
t.l.s. bus vadinama neapibrėžta.

Atkreipsime dėmesi
‘
, kad homogeninė t.l.s. visuomet suderinta.

Sakykime, kad duotos dvi tiesinės lygtys, su tuo pačiu nežinomu
‘
ju

‘
skaičiumi:

n∑
j=1

ajxj = b1,

n∑
j=1

cjxj = b2.

Sakysime, kad dvi tiesinės nehomogeninės lygtys yra lygios, jeigu ai/ci = b1/b2, i = 1 . . . n.
Dvi homogenines t.l.s. laikysime lygiomis, jei egzistuoja realusis skaičius 0 6= k ∈ R, toks, kad
ai/ci = k, i = 1 . . . n.

Tiesinės lygties, tarkime pirmosios, ir realaus skaičiaus k sandauga vadinsime tokia
‘

tiesine
‘

lygti
‘ n∑

j=1

kajxj = kb1.

Dvieju
‘

tiesiniu
‘

lygčiu
‘

suma vadinsime lygti
‘

n∑
j=1

(aj + cj)xj = b1 + b2.

Dažnai sprendžiant uždavinius, jei i
‘
manoma, bandoma juos pertvarkyti taip, kad užduoties

sprendimas būtu
‘

paprastesnis ir tuo pačiu pradinės ir pertvarkytos užduoties atsakymai būtu
‘

tie patys.

Apibrėžimas Sakysime, kad dvi t.l.s-mos yra ekvivalenčios, jeigu ju
‘

sprendiniu
‘

aibės
sutampa.

Apibrėšime lygčiu
‘
veiksmus sistemoje, kuriuos taikant, kaip matysime vėliau, lygčiu

‘
sistema

‘

keičiame kita sistema, tuo pačiu nekeisdami sprendiniu
‘

aibės.
Tiesiniu

‘
lygčiu

‘
elementariaisiais pertvarkiais vadinsime tokius lygčiu

‘
veiksmus:

1) sistemos lygčiu
‘

keitima
‘

vietomis;
2) bet kurios sistemos lygties dauginima

‘
ǐs skaičiaus nelygaus nuliui;

3) bet kokiu
‘

dvieju
‘

sistemos lygčiu
‘

sudėti
‘
.

1 Teorema Tiesiniu
‘

lygčiu
‘

sistema
‘

elementariaisiais pertvarkiais keičiame i
‘

sistema
‘
, kuri

ekvivalenti pradinei.

	
Panagrinėkime pirma

‘
ja
‘

operacija
‘
. Nesunku suprasti, kad sukeitus lygtis vietomis (2) siste-

moje gausime sistema
‘
, kurioje bus tos pačios lygtys, tik skirsis lygčiu

‘
ǐssidėstymo tvarka. Jeigu

(l1, . . . , ln) yra pradinės lygčiu
‘

sistemos sprendinys, tai akivaizdu, kad šis skaičiu
‘

rinkinys tinka
ir naujosios sistemos visoms lygtims. Taigi gavome, kad lygčiu

‘
keitimas vietomis sprendiniu

‘

aibės nekeičia. Kitaip tariant pradinė ir pakeistoji lygčiu
‘

sistemos yra ekvivalenčios.
Panagrinėkime antra

‘
ja
‘
, t.y. daugybos ǐs skaičiaus nelygaus nuliui, operacija

‘
. Padauginkime

(2) sistemos bet kokia
‘

lygti
‘
, tarkim k−a

‘
ja
‘
, ǐs skaičiaus c. Gausime t.l.s.
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n∑

j=1

aijxj = bi, (i = 1, . . . ,m), i 6= k;

cak1x1 + cak2x2 + · · ·+ caknxn = cbk.

(2)′

I
‘
raše

‘
(2) lygties sprendini

‘
(l1, . . . , ln) i

‘
(2)’ gauname{

bi ≡ bi, (i = 1, . . . ,m), i 6= k;

c(ak1l1 + ak2l2 + · · ·+ aknln) ≡ cbk.

Taigi tas pat rinkinys tinka ir pakeista
‘
jai t.l.s. Teisingas ir atvirkščias teiginys. T.y. jeigu

(t1, . . . , tn) yra t.l.s. (2)’ sprendinys, tai tada turime sa
‘
ryšius:

n∑
j=1

aijtj ≡ bi, (i = 1, . . . ,m), i 6= k;

cak1t1 + cak2t2 + · · ·+ cakntn ≡ cbk.

Jau žinome, kad daugindami t.l. ǐs skaičiaus nelygaus nuliui, lygties sprendiniu
‘
aibės nepakeičiame,

todėl padaugine
‘
k− a

‘
ja
‘
lygti

‘
ǐs 1/c ir vietoje nežinomu

‘
ju

‘
i
‘
raše

‘
šios sistemos sprendini

‘
gauname

tapatybiu
‘

sistema
‘ n∑

j=1

aijtj ≡ bi, (i = 1, . . . ,m).

Taigi ir atvirkščias teiginys teisingas. Vadinasi, pradinės lygčiu
‘

sistemos ir sistemos, kuri buvo
gauta ǐs pradinės sistemos, jos lygti

‘
padauginus ǐs nelygaus nuliui skaičiaus, sprendiniu

‘
aibės

sutampa.
Parodysime, kad ir trečioji operacija tiesiniu

‘
lygčiu

‘
sistema

‘
transformuoja i

‘
jai ekvivalenčia

‘

t.l.s-ma
‘
.

Prie (2) t.l.s-mos l− osios lygties pridėkime k− a
‘
ja
‘
. Tuomet naujoji t.l.s. atrodys taip:

n∑
j=1

aijxj = bi, (i = 1, . . . ,m), i 6= l;

n∑
j=1

(alj + akj)xj = bl + bk.
(2)′′

Pastebėsime, kad jeigu (t1, . . . , tn) yra (2) sistemos sprendinys, tai šis rinkinys yra pirmu
‘
ju

‘

n− 1, (2)” sistemos, lygčiu
‘

sprendinys. Tada

n∑
j=1

(alj + akj)tj =
n∑

j=1

aljtj +
n∑

j=1

akjtj ≡ bl + bk.

Taigi, minėtasis skaičiu
‘

rinkinys yra (2)” sistemos sprendinys.
I
‘
rodykime atvirkštini

‘
teigini

‘
. Sakykime, kad (t1, . . . , tn) yra (2)” sistemos sprendinys.

Kadangi n − 1 sistemu
‘

(2) ir (2)” lygtys yra vienodos, tai telieka patikrinti, kad šis skaičiu
‘

rinkinys tinka (2) sistemos l−a
‘
jai lygčiai. Turime

n∑
j=1

(alj + akj)tj ≡ bl + bk.

Pasinaudokime jau i
‘
rodytais faktais. Žinome, kad padaugine

‘
sistemos lygti

‘
ǐs skaičiaus

bei pridėje
‘

prie kitos sistemos lygties gausime nauja
‘

sistema
‘
, ekvivalenčia

‘
pradinei. Taigi,

padauginkime k−ta
‘
ja
‘

lygti
‘

ǐs −1 ir pridėkime prie paskutiniosios lygybės. Gauname

n∑
j=1

aljtj = bl.
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Taigi, atvirkščias teiginys taip pat teisingas. Vadinasi ir šiuo atveju teorema teisinga.

⊕
Parodėme, kad elementarieji pertvarkiai lygčiu

‘
sistema

‘
pakeičia jai ekvivalenčia sistema.

1.2 Gauso algoritmas. Tiesiniu
‘

lygčiu
‘

sistemu
‘

suderinamumas

Tiesine
‘

lygčiu
‘

sistema
‘ 

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a22x2 + a23x3 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

arrxr + · · ·+ arnxn = br,

0xn = br+1,

0xn = br+2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0xn = bm,

kai aii 6= 0, i = 1, . . . , r, vadinsime daugiakampe t.l.sistema.
Tiesiniu

‘
lygčiu

‘
sistema

‘ 
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a22x2 + a23x3 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

annxn = bn,

aii 6= 0 (i = 1, . . . n) vadinsime trikampe tls.

Apibrėžimas Daugiakampe
‘

tiesiniu
‘

lygčiu
‘

sistema
‘

vadinsime trapecine jei šios sistemos
forma yra tokia:

(3)


a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a22x2 + a23x3 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

arrxr + · · ·+ arnxn = br,

čia aii 6= 0 i = 1, . . . , r. Pastebėsime, kad trikampė t.l.s. yra trapecinės sistemos atskiras atvejis.
Būtent, jei r = n, tai trapecinė t.l. sistema sutampa su trikampe, būtent:

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a22x2 + a23x3 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

annxn = bn,

aii 6= 0 (i = 1, . . . n).

Teisinga tokia teorema.
2 Teorema Bet kuri trapecinė t.l.s. yra suderinta. Jeigu r = n (trikampė t.l.s.), tai

sistema apibrėžta, jeigu r < n, tai sistema neapibrėžta. Daugiakampė t.l.s. yra suderinta, jeigu
lygties koeficientai turi savybe

‘
: bi = 0, visiems i = r + 1, . . . ,m.

	
1. Tarkime ǐs pradžiu

‘
, kad r = n. Trumpai šia

‘
sistema

‘
galime užrašyti taip:
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n∑
j=i

aijxj = bi, i = 1, . . . , n.

Kadangi ann 6= 0, tai gauname

xn =
bn
ann

= ln.

Priešpaskutinioje lygtyje ǐsreǐske
‘

kintama
‘
ji
‘
xn−1 gauname tokia

‘
lygybe

‘
:

xn−1 =
1

an−1n−1

(
bn−1 − an−1nln

)
= ln−1.

Elgdamiesi visǐskai analogǐskai gauname, kad bet kokiam i = 1, . . . n teisingos lygybės:

xi =
1

aii

(
bi − aii+1li+1 − · · · − ainln

)
= li, i = 1, . . . , n− 1, xn = ln.

Paskutinioji lygybiu
‘

sistema yra trikampės lygčiu
‘

sistemos sprendinys. Ar jis vienintelis?
Tarkime priešingai. T.y. egzistuoja kitas sprendinys (t1, . . . , tn) toks, kad

n∑
j=i

aijtj ≡ bi, i = 1, . . . , n.

Pakartoje
‘

ankstesnius samprotavimus gauname, kad

tn =
bn
ann

.

Bet tuomet tn = ln. Iš prieš paskutinės lygties gauname, kad tn−1 = ln−1 ir t.t. Analogǐskai
samprotaudami gauname, kad ti = li, i = n−2, . . . , 1. Matome, kad ǐs tiesu

‘
ti = li, i = 1, . . . , n.

Vadinasi sprendinys yra vienintelis.
2. Panagrinėkime atveji

‘
, kai r < n. (3) sistemos visose lygtyse narius su kintamaisiais

xr+1, . . . , xn perkelkime i
‘

dešine
‘

puse
‘
. Tuomet pažymėje

‘

b′i = bi − air+1xr+1 − · · · − ainxn, i = 1, . . . , r,

naudodamiesi (2.3) sistema gausime tokia
‘

t.l. sistema
‘

r∑
j=i

aijxj = b′i, i = 1, . . . , r.

Gavome trikampe
‘

t.l. sistema
‘
. Pakartoje

‘
1. dalies samprotavimus gauname, kad x1 =

l′1, . . . , xr = l′r. Be to aǐsku, kad l′i = l′i(xr+1, . . . , xn), i = 1, . . . , n. Suteike
‘

kintamiesiems
xi ∈ R, i = r + 1, . . . , n konkrečias reikšmes, gausime skaitines dydžiu

‘
l′1, . . . , l

′
r reikšmes.

Vadinasi sistemos (r < n ) sprendinys turi toki
‘

pavidala
‘
:

(l′1, . . . , l
′
r, tr+1, . . . , tn), ti ∈ R, i = r + 1, . . . , n. (4)

Pasirinktdami skaičius ti, i = r + 1, . . . , n, (juos vadinsime laisvaisiais kintamaisiais) gauname
skaitinius sprendinius. Taigi, šiuo atveju t. l. sistema turi begalo daug sprendiniu

‘
. (4)

sprendinys paprastai vadinamas t.l. sistemos bendruoju sprendiniu. Tuo atveju, kai bendra
‘
-

jame sprendinyje parenkame konkrečias laisvu
‘
ju

‘
kintamu

‘
ju

‘
reikšmes, ši

‘
sprendini

‘
vadiname

atskiruoju t.l. sistemos sprendiniu. Sprendinys, gaunamas laisvu
‘
ju

‘
nežinomu

‘
ju

‘
vietoje i

‘
rašius

nulines reikšmes bus vadinamas baziniu sprendiniu.
⊕
Rasime t.l.s. sprendinius, kai sistema yra specialios formos.
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Pavyzdys Išspre
‘
skime trikampe

‘
t.l.s sistema

‘
2x1 + x2 + x3 = 1,

3x2 − x3 = 3,

2x3 = 6.

Pastebėkime, kad ǐs paskutiniosios lygties ǐsplaukia, kad x3 = 3. I
‘
raše

‘
šia

‘
x3 reikšme

‘
i
‘

antra
‘
ja
‘

lygti
‘

gauname, kad 3x2 − 3 = 3 arba x2 = 2. Turimas x2 ir x3 reikšmes i
‘
raše

‘
i
‘

pirma
‘
ja
‘

lygti
‘

gauname, kad 2x1 + 2 + 3 = 1 arba x1 = −2. Gavome, kad duotoji trikampė sistema turi
vieninteli

‘
sprendini

‘
(−2, 2, 3). Patikrinkite ar šis rinkinys yra sprendinys!

Pavyzdys Raskime trapecinės tiesinės lygčiu
‘

sistemos sprendinius.
2x1 + x2 + x3 − 5x4 + x5 = 2, (L1)

3x2 − 6x3 − 6x4 + 3x5 = 3, (L2)

x3 + 3x4 + 3x5 = 3. (L3)

Pastebėsime, kad spre
‘
sdami trapecines t.l.s-mas mes elgsimės analogǐskai kaip ir spre

‘
sda-

mi trikampes sistemas, tik prieš tai trapecinėje sistemoje, pradėdami nuo paskutinės lygties,
palikdami viena

‘
nežinoma

‘
ji
‘
kairėje pusėje, likusius nežinomuosius keliame i

‘
dešine

‘
puse

‘
ir visas

sistemos lygtis pertvarkome taip, kad ǐs apačios i
‘
viršu

‘
kairėje pusėje būtu

‘
po viena

‘
nežinoma

‘
ji
‘

daugiau, o dešinėje pusėje būtu
‘

skaičiai ir paprastai tie patys nežinomieji visose lygtyse, kurie
bus vadinami laisvaisiais nežinomaisias.

Taigi, nežinoma
‘
ji
‘
x3 ǐsreǐskiame per x4 ir x5, x4, x5 yra laisvieji nežinomieji. Pertvarky-

dami lygtis ǐs apačios i
‘

viršu
‘
, visose lygtyse laisvaisiais nežinomaisiais laikydami tuos pačius

kintamuosius gauname sistema
‘

2x1 + x2 + x3 = 2 + 5x4 − x5, (L1)

3x2 − 6x3 = 3 + 6x4 − 3x5, (L2)

x3 = 3− 3x4 + 3x5. (L3)

Tiesa, kai kuriose lygtyse, kai kurie laisvieji nežinomieji gali būti su nuliniais koeficientais.
Pastebėsime, kad lygtyje L2, nežinoma

‘
ji
‘
x2 galime ǐsreikšti tokiu būdu:

3x2 = 3 + 6x3 + 6x4 − 3x5.

Padaugine
‘

abi šios lygybės puses ǐs 1/3 gauname, kad x2 = 1 + 2x3 + 2x4 − x5.
I
‘
raše

‘
i
‘

paskutine
‘

lygti
‘

aukščiau gauta
‘
x3 reikšme

‘
gauname: x2 = 1 + 2(3 − 3x4 − 3x5) +

2x4 − x5 = 7− 4x4 − 7x5.
Iš pirmosios lygties, ǐsreǐske

‘
x1 likusias nežinomaisias ir i

‘
raše

‘
gauta

‘
sias nežinomu

‘
ju

‘
x3, x2

reikšmes turime lygti
‘

2x1 = 2 − 7 + 4x4 + 7x5 − 3 + 3x4 − 3x5 + 5x4 − x5. Sutrauke
‘

panašius narius, o po to
padaugine

‘
abi lygybės puses ǐs 1/2 gausime lygti

‘
x1 = −4 + 6x4 + (3/2)x5.

Taigi, šios sistemos bendrasis sprendinys yra toks:

(−4 + 6x4 +
3

2
x5, 7− 4x4 − 7x5, 3− 3x4 − 3x5, x4, x5), x4, x5 ∈ R.

Matome, kad šiuo atveju trapecinė t.l.s. turi begalo daug sprendiniu
‘
, kurie priklauso nuo

x4, x5 ∈ R parinkimo. Pavyzdžiui, parinke
‘
x4 = 1, x5 = 0 gauname atskira

‘
ji
‘

sprendini
‘

(2, 3, 0, 1, 0).
Nagrinėjamu atveju, baziniai nežinomieji yra x1, x2, x3, o laisvieji nežinomieji- x4, x5. Parinke

‘

x4 = x5 = 0 gauname bazini
‘

sprendini
‘

(−4, 7, 3, 0, 0).
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Panagrinėkime daugiakampe
‘

tls. Akivaizdu, kad daugiakampė t.l.s. yra nesuderinta, jei
sistemoje egzistuoja lygtis, tarkime i − oji, kurios laisvasis narys bi 6= 0. Pavyzdžiui lygtis
0x3 = 5 sprendiniu

‘
neturi. O jei lygtyse 0xi = bi, visi bi = 0, i = r + 1, . . . ,m tai daugiakampė

sistema tampa trapecine, kadangi šiuo atveju visas šias lygtis galima praleisti, nes jas tenkina
bet kokie realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
rinkiniai. Kitaip tariant, sprendiniu

‘
aibės šios lygtys neriboja.

Pavyzdys Išspre
‘
skime daugiakampe

‘
t.l.s.

2x1 + x2 + x3 − 5x4 = 2, (L1)

6x4 = 3, (L2)

3x4 = 3. (L3)

Padaugine
‘

trečia
‘
ja
‘

lygti
‘

ǐs -2 ir pridėje
‘

šia
‘

lygti
‘

prie antrosios gauname sistema
‘
:

2x1 + x2 + x3 − 5x4 = 2, (L1)

0x4 = −3, (L2)

3x4 = 3. (L3)

Matome, kad šios sistemos antrosios lygties netenkina joks skaičiu
‘

rinkinys taigi, ši sistema
sprendiniu

‘
neturi.

Parodysime, kad bet kokia
‘

tiesiniu
‘

lygčiu
‘

sistema
‘
, naudodami elementariuosius pertvark-

ius, galime transformuoti i
‘

trapecine
‘
. Kitaip tariant bet kokiai t.l. sistemai galime nurodyti

ekvivalenčia
‘

trapecine
‘

t.l. sistema
‘
.

Atkreipsime skaitytojo dėmesi
‘

i
‘

tai, kad nehomogeninė t.l.s. yra nesuderinta, jeigu kurios
nors lygties, tarkime i− osios, visi koeficientai lygūs nuliui, o laisvasis narys bi 6= 0. Todėl, jeigu
sistemoje yra tokia lygtis, tai ši sistema nesuderinta. Jeigu sistemoje yra lygtis (tarkime i−oji
), kurios visi koeficientai aij = 0, (i = 1, . . . ,m), (j = 1, . . . , n) ir bi = 0 tai tokia

‘
lygti

‘
galime

praleisti, nes šios lygties sprendiniais gali būti bet kokie realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
rinkiniai.

Gauso metodas. Nagrinėsime (2) t.l. sistema
‘
. Nemažindami bendrumo galime laikyti,

kad a11 6= 0.Aǐsku, kad jeigu a11 = 0, tai sukeite
‘
pirma

‘
ja
‘
lygti

‘
su sistemos kokia nors lygtimi, ku-

rios pirmasis koeficientas, sakykime ai1 6= 0, kokiam nors i = 2 . . . ,m ir peržymėje
‘

koeficientus
gausime, kad pirmosios lygties pirmasis koeficientas nelygus nuliui. Visi ai1 = 0, (i = 1, . . . ,m)
negali būti, nes tuomet nagrinėjamoji t.l.s. turėtu

‘
mažiau kintamu

‘
ju

‘
negu (2) sistema.

Taigi, laikome, kad a11 6= 0. Tuomet padaugine
‘

pirma
‘
ja
‘

(2) t.l.s-mos lygti
‘

ǐs skaičiu
‘
−(ai1/

a11), i = 2, . . . ,m ir sudėje
‘
su antra

‘
ja, trečia

‘
ja
‘
ir t.t. m−a

‘
ja sistemos lygtimis, gausime pradinei

t.l.s- mai ekvivalenčia
‘

lygčiu
‘

sistema
‘

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b
(1)
1 ,

a
(1)
22 x2 + · · ·+ a

(1)
2nxn = b

(1)
2 ,

a
(1)
32 x2 + · · ·+ a

(1)
3nxn = b

(1)
3 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

a
(1)
m2x2 + · · ·+ a

(1)
mnxn = b

(1)
m ,

(5)

čia
a
(1)
ij = aij −

ai1
a11

a1j, b
1
j = bj −

ai1
a11

b1,

i = 2, . . .m, j = 2, . . . n.
Pastebėsime, kad (5) sistemos m − 1 lygtys neturi x1 nežinomojo. Eliminavimo procesa

‘

te
‘
siame toliau. Analogǐskai kaip ir pirma

‘
jame žingsnyje nemažindami bendrumo galime laikyti,

kad koeficientas a22 6= 0. Tuomet, padaugine
‘

(5) sistemos antra
‘
ja
‘

lygti
‘

ǐs daugiklio −a(1)i2 /a
(1)
22

ir gauta
‘

rezultata
‘

pridėje
‘

prie lygčiu
‘
i = 3, 4, . . . ,m gauname sistema

‘
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a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b
(1)
1 ,

a
(1)
22 x2 + · · ·+ a

(1)
2nxn = b

(1)
2 ,

a
(2)
33 x2 + · · ·+ a

(2)
3nxn = b

(2)
3 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

a
(2)
m3x2 + · · ·+ a

(2)
mnxn = b

(2)
m ,

čia

a
(2)
ij = a

(1)
ij −

a
(1)
i2

a
(1)
22

a
(1)
2j , b

(2)
j = b

(1)
i −

a
(1)
i2

a
(1)
22

b
(1)
2 , i = 3, . . .m, j = 3, . . . n.

Samprotaudami visǐskai analogǐskai, po m− 1, jeigum = n žingnio gausime tokia
‘

t.l.s- ma
‘
:

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b
(1)
1 ,

a
(1)
22 x2 + · · ·+ a

(1)
2nxn = b

(1)
2 ,

a
(2)
33 x2 + · · ·+ a

(2)
3nxn = b

(2)
3 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

α
(k−1)
kk xk + · · ·+ a

(k−1)
kn xn = b

(k−1)
k ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a
(n−1)
nn xn = b

(n−1)
n ,

(6)

o jeigu m < n, tai tada gauname sistema
‘

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b
(1)
1 ,

a
(1)
22 x2 + · · ·+ a

(1)
2nxn = b

(1)
2 ,

a
(2)
33 x2 + · · ·+ a

(2)
3nxn = b

(2)
3 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a
(m−1)
mm x2 + · · ·+ a

(m−1)
mn xn = b

(m−1)
m ,

(7)

ir visais atvejais

a
(l)
ij = a

(l−1)
ij − a

(l−1)
il

a
(l−1)
ll

a
(l−1)
lj , b

(l)
i = b

(l−1)
i − a

(l−1)
il

a
(l−1)
ll

b
(l−1)
l ,

i = l+ 1, . . .m, j = l+ 1, . . . , n. Pastebėsime, kad indeksas viršuje virš koeficientu
‘

parodo kelis
kartus buvo ”paveiktas” koeficientas.

Pastebėsime, kad tuo atveju, kai m > n, t.y. sistemoje lygčiu
‘

daugiau negu nežinomu
‘
ju

‘
,

atlike
‘
n žingsniu

‘
gauname sistema

‘
:

a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

a
(n−1)
nn xn = b

(n−1)
n ,

0 = b
(n−1)
n+1 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

0 = b
(n−1)
m .

(8)

Be to, atliekant t.l.s-mos elementariuosius pertvarkius gali atsitikti taip, kad kokiame nors
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r < m žingsnyje gauname tokia
‘

sistema
‘
:

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

a
(r−1)
rr xr + · · ·+ a

(r−1)
rn xn = b

(r−1)
r ,

0 = b
(r−1)
r+1 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

0 = b
(r−1)
m .

(9)

Apibendrinkime gautus rezultatus. Jeigu pertvarkydami (2) t.l.s- ma
‘

gavome (6) arba (7)
sistema

‘
, tai pradinė t.l. sistema turi sprendini

‘
, t.y. ji suderinta. Jeigu gavome (8) arba

(9) sistemas, tai pradinė sistema suderinta tik tuo aveju, kai b
(n−1)
k = 0 ir b

(r−1)
j = 0, j =

r + 1, . . . ,m, k = n+ 1, . . . ,m.

Pateiksime kelis, šio metodo taikymo, pavyzdžius.

Pavyzdys 
2x1 + x2 + x3 = 2, (L1)

x1 + 3x2 − x3 = 3, (L2)

3x1 + 2x2 + 4x3 = 6. (L3)

Sukeite
‘

(L1) lygti
‘

su (L2) lygtimi (tai elementarusis pertvarkis) gauname tokia
‘

sistema
‘
:

x1 + 3x2 − x3 = 3, (L2)

2x1 + x2 + x3 = 2, (L1)

3x1 + 2x2 + 4x3 = 6. (L3)

Pastebėsime, kad spre
‘
sdami t.l. sistemas mes galime lygčiu

‘
sistemoje vietomis nekeisti, tik

šiuo atveju reikia atkreipti dėmesi
‘
, kad galutinė t.l.sistemos (trapecinė ar daugiakampė) forma

nebus tokia kokia buvo nurodyta 1 Teoremoje, bet atsakymas nuo to nepriklausys.
Atlikime tokius elementariuosius pertvarkius: −2L2+L1 = L1

2 ir −3L1+L3 = L1
3. Gauname

pradinei t.l.s-mai ekvivalenčia
‘

sistema
‘
:

x1 + 3x2 − x3 = 3, (L2)

−5x2 + 3x3 = −4, (L1
2)

−7x2 + 7x3 = −3. (L1
3)

Atlike
‘

elementaru
‘
ji
‘

pertvarki
‘

7L1
2 − 5L1

3 = L2
3 gauname, sistema

‘
x1 + 3x2 − x3 = 3, (L2)

−5x2 + 3x3 = −4, (L1
2)

−14x3 = −13. (L2
3)

Matome, kad paskutinioji t.l.s. yra trikampė. Taigi, ši sistema turi vieninteli
‘

sprendini
‘
. Ne-

sunkiai randame, kad (−743/14, 19, 13/14).
Pavyzdys Išspre

‘
skime tokia

‘
sistema

‘
:

x1 + 3x2 − x3 = 3, (L2)

2x1 + x2 + x3 = 2, (L1)

3x1 + 9x2 − 3x3 = 1. (L3)

Atlike
‘

elementariuosius pertvarkius −2L1 + L2 = L1
2 ir −3L1 + L3 = L1

3, gauname pradinei
t.l.s-ai ekvivalenčia

‘
t.l.s-a

‘
:
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x1 + 3x2 − x3 = 3, (L2)

−5x2 + 3x3 = −4, (L1
2)

0 = 1. (L1
3)

Paskutinioji sistema yra ǐssigimusi (nesuderinta) trapecinė t.l.s., taigi, ši lygčiu
‘
sistema sprendiniu

‘

neturi.

Pavyzdys Išspre
‘
skime dar viena

‘
t.l.s-a

‘
. Turime

x1 + 3x2 − x3 = 3, (L2)

2x1 + x2 + x3 = 2, (L1)

3x1 + 9x2 − 3x3 = 9. (L3)

Atlike
‘

elementariuosius pertvarkius: −2L1 + L2 = L1
2 ir −3L1 + L3 = L1

3 gauname tokia
‘

t.l.s-a
‘ 

x1 + 3x2 − x3 = 3, (L2)

−5x2 + 3x3 = −4, (L1
2)

0 = 0. (L1
3)

Paskutinia
‘
ja
‘

lygti
‘

praleidžiame, kadangi ji visada suderinta. Matome, kad paskutinioji
sistema yra trapecinė. Išsprende

‘
šia

‘
sistema

‘
gauname, kad šios sistemos bendrasis sprendinys

yra (5

3
− 4

3
x2, x2,

−4

3
+

5

3
x2
)
, x2 ∈ R.

Reikėtu
‘
atkreipti skaitytojo dėmesi

‘
i
‘
tai, kad sa

‘
voka

‘
”trapecine

‘
” (trikampė ar daugiakampė)

nereikia suprasti paraidžiui kaip parašyta. T.y. pertvarkant lygtis nebūtinai reikia laikytis
kintamu

‘
ju

‘
eliminavimo tvarkos kuri buvo atliekama teorǐskai samprotaujant ir atliekama pateikiant

pavyzdžius. Svarbu suprasti, kad esminis momentas tainat ši
‘
algoritma

‘
yra tai, kad kiekvienoje

žemiau esančiose lygtyje turi likti griežtai mažiau nežinomu
‘
ju

‘
negu aukščiau esančiose.

Pavyzdys Panagrinėkime t.l.sistema
‘

3x1 + 3x2 − 2x3 = 3, (L1)

2x1 − 2x2 + 3x3 = −4, (L2)

2x1 + 3x2 − x3 = 0. (L3)

Pastebėsime, kad generaline eilute galime pasirinkti trečia
‘
lygti

‘
, o generaliniu elementu koeficienta

‘

prie x3. Paeiliui atlike
‘

veiksmus 3L3 + L2 = L1
2 ir −2L3 + L1 = L1

3 bei trečia
‘
ja
‘

lygti
‘

perraše
‘

pirmosios vietoje gauname sistema
‘
2x1 + 3x2 − x3 = 0. (L3)

8x1 + 7x2 = −4, (L1
2)

−x1 − 3x2 = 3. (L1
3)

Dabar generaline eilute pasirenkame L1
3 lygti

‘
, o generaliniu koeficientu −1 esanti

‘
prie x1.

Atlike
‘

operacija
‘

8L1
3 + L1

3 = L2
2 gauname sistema

‘
2x1 + 3x2 − x3 = 0. (L3)

−17x2 = 20, (L2
2)

−x1 − 3x2 = 3. (L1
3)

Bet paskutinioji sistema yra trikampė. Taigi, ji turi vieninteli
‘

sprendini
‘
, kuri

‘
rasti siūlome

skaitytojui.
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1.3 Gauso - Žordano metodas

Šiame trumpame skyrelyje paminėsime dar viena
‘

tiesiniu
‘

lygčiu
‘

sistemu
‘

sprendimo būda
‘
,

kuris supaprastina tiesiniu
‘

lygčiu
‘

sistemu
‘

užrašymo būda
‘
, kuomet sprendžiant t.l.s. nėra

perrašinėjami nežinomieji.
Tarkime, kad duota tiesiniu

‘
lygčiu

‘
sistema

n∑
j=1

aijxj = bi, (i = 1, . . . ,m).

Surašykime i
‘

dvi lenteles šios sistemos koeficientus:

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 ,

B =


a11 a12 . . . a1n |b1
a21 a22 . . . a2n |b2
. . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn |bn

 .

Lentelė A vadinama tiesiniu
‘
lygčiu

‘
sistemos matrica, o lentelė B vadinama ǐsplėstine tiesiniu

‘

lygčiu
‘

sistemos matrica. Taigi t.l. sistemas galime užrašyti ǐsplėstinėmis matricomis. Šiuo
atveju laikysime, kad vertikalus brūkšnys t.l.s. matricoje atitinka lygybės ženkla

‘
.

Pavyzdys Sistema
‘ 

4x1 + 3x2 + 2x3 = 2,

x2 − x3 = −3,

x3 = 3.

naudojant ǐsplėstine
‘

matrica
‘

galime būti užrašyti tokiu būdu:

A =

4 3 2 |2
0 1 −1 | − 3
0 0 1 |3

 .

Užrašykime t.l.
n∑

j=1

aijxj = bi, (i = 1, . . . ,m)

ǐsplėstine
‘

matrica
‘
.

B =


a11 a12 . . . a1n |b1
a21 a22 . . . a2n |b2
. . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn |bn

 .

T.l.s. matricos (ǐsplėstinės matricos) eilučiu
‘

elementariaisias veiksmais vadinsime
1) matricos eilučiu

‘
keitima

‘
vietomis;

2) bet kokios eilutės dauginima
‘

ǐs skaičiaus nelygaus nuliui;
3) bet kokiu

‘
dvieju

‘
eilučiu

‘
sudėti

‘
.

Atkreipsime skaitytojo dėmesi
‘
, kad atlike

‘
matricos eilučiu

‘
elementariuosius veiksmus gausime

kita
‘

matrica
‘

(skaičiu
‘

lentele
‘
) kuria

‘
atitinkanti t.l.s. bus ekvivalenti pradinei t.l.s.

Nesunku suprasti, kad atliekant matricos eilučiu
‘

elementariuosius veiksmus (analogǐskus
t.l.s. eilučiu

‘
veiksmams ) gausime matrica

‘
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a11 a12 . . . a1n |b1
0 a

(1)
22 . . . a

(1)
2n |b(1)2

. . . . . . . . . . . . . .

0 a
(r−1)
rr . . . a

(r−1)
rn |b(r−1)r

0 0 . . . 0 |b(r−1)r+1

. . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 |b(r−1)m


.

Jeigu perrašytume gauta
‘
ja
‘

matrica
‘

i
‘

lygčiu
‘

sistema
‘
, gautume jau nagrinėta

‘
atveji

‘
(žr. 2.2

skyreli
‘
, (9) sa

‘
ryši

‘
) daugiakampe

‘
t.l.s.

Te
‘
skime t.l.s., užrašytos matricine forma analize

‘
. Tegu b

(r−1)
r+1 = . . . = b

(r−1)
m = 0. Priešingu

atveju t.l.s. būtu
‘

nesuderinta (kodėl?).
Pertvarkykime šia

‘
matrica

‘
tokiu būdu, kad ji reprezentuotu

‘
trikampe

‘
t.l.s.. Šio pertvakymo

esmė- perkeliame visose t.l.s. lygtyse visus dėmenis pradedant r+1 i
‘
dešine

‘
puse

‘
(tuo pačiu ma-

tricos eilutėse už brūkšnio i
‘
dešine

‘
puse

‘
keliame visus elementus keisdami ju

‘
ženklus). Gauname

tokia
‘

matrica
‘ 

a11 a12 . . . a1r |b1 −a1r+1 . . . −a1n
0 a

(1)
22 . . . a

(1)
2r |b(1)2 −a(1)2r+1 . . . −a(1)2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 a
(r−1)
rr |b(r−1)r −a(r−1)rr+1 . . . −a(r−1)rn

 .

Matome, kad dešiniosios matricos (tuo pačiu ir t.l.s. lygybės pusės) priklauso nuo nežinomu
‘
ju

‘

xr+1, . . . , xn. Pažymėkime

ci = −a1r+1xr+1 − · · · − ainxn, i = 1, . . . , r.

Tada gauname sistema
‘
: 

a11 a12 . . . a1n |c1
0 a

(1)
22 . . . a

(1)
2n |c2

. . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 a
(r−1)
rr |cr

 .

Paskutinia
‘
ja
‘

eilute
‘

daugindami ǐs atitinkamu
‘

daugikliu
‘

ir sudėdami su aukščiau esančiomis
eilutėmis galime gauti, kad virš elemento a

(r−1)
rr esančiame stulpelyje bus nuliniai elementai, o

kiti matricos elementai (ǐsskyrus dešinia
‘
sias puses) nesikeičia, t.y. t.y.

a11 a12 . . . 0 |c(1)1
0 a

(1)
22 . . . 0 |c(1)2

. . . . . . . . . . . . . .

0 . . . a
(r−2)
r−1r−1 0 |c(r−1)r−1

0 . . . 0 a
(r−1)
rr |cr

 .

Atlikdami analogǐskus eliminavimo žingsnius su antra
‘
ja, trečia

‘
ja ir t.t. priešpaskutinia

‘
ja

nuo r− osios eilutės esančiomis eilutėmis gausime tokia
‘

matrica
‘

a11 0 . . . 0 |c(r−1)1

0 a
(1)
22 . . . 0 |c(r−2)2

. . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 a
(r−1)
rr |cr

 .

Padaline
‘

kiekviena
‘
i− a

‘
ja
‘

eilute
‘

ǐs elemento a
(i−1)
ii gauname matrica

‘
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1 0 . . . 0 | c

(r−1)
1

a11

0 1 . . . 0 | c
(r−2)
2

a
(1)
22

. . . . . . . . . . . . .
. . . 0 1 | cr

a
(r−1)
rr

 .

Užraše
‘

šios matricos t.l.s. gauname sistemos sprendini
‘
:(c(r−1)1

a11
,
c
(r−2)
2

a
(1)
22

,
cr

a
(r−1)
rr

, xr+1, . . . , xn.
)

Jei r = n, tai sprendinys vienintelis, kitu atveju sprendiniu
‘

begalo daug, kadangi gautasis
sprendinys priklauso nuo laisvu

‘
ju

‘
nežinomu

‘
ju

‘
xr+1, . . . , xn.

Šis aptartas metodas vadinamas Gauso-Žordano metodu.

Pavyzdys Išspre
‘
skime sistema

‘
x1 + x2 = 1,

2x2 + x2 + x3 = 4,

3x1 + 2x3 = 8.

Gauso-Žordano būdu.
Perraše

‘
šia

‘
sistema

‘
matriciniu būdu gauname1 1 0 |1

2 1 1 |4
3 0 2 |8

 .

Spre
‘
skime šia

‘
sistema

‘
atlikdami eilučiu

‘
elementariuosius pertvarkius (veiksmus).

Atlike
‘
matricos eilučiu

‘
veiksmus −2L1+L2 ir −3L1+L3 gauname tokia

‘
t.l.sistemos matrica

‘
:1 1 0 |1

0 −1 1 |2
0 −3 2 |5

 .

Sudėje
‘
−3L2 + L3 turėsime 1 1 0 |1

0 −1 1 |2
0 0 −1 | − 1

 .

Sudėje
‘
L3 + L2 gauname 1 1 0 |1

0 −1 0 |1
0 0 −1 | − 1

 .

Atlike
‘

paskutini
‘

veiksma
‘
L2 + L1 ir padaugine

‘
antra

‘
ja
‘

ir trečia
‘
ja
‘

eilutes ǐs −1 gauname:1 0 0 |2
0 1 0 | − 1
0 0 1 |1

 .

Tada paskutiniosios trikampės sistemos sprendinys yra toks:
x1 = 2, x2 = −1, x3 = 1.
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Pavyzdys Išspre
‘
skime minėtu būdu dar viena

‘
t.l.s. Tarkime duota sistema ǐs karto

užrašyta matricine forma: 2 1 1 3 |1
3 2 0 1 |2
5 3 1 4 |3

 .

Atlike
‘

eilučiu
‘

veiksma
‘
L3 − L2 gauname tokia

‘
lygčiu

‘
sistemos matrica

‘
:2 1 1 3 |1

2 1 1 3 |1
5 3 1 4 |3

 .

Atlike
‘

veiksma
‘
L1 − L2 gauname sistema

‘2 1 1 3 |1
0 0 0 0 |0
5 3 1 4 |3

 .

Bet antroji eilutė- nulinė, taigi ja
‘

galima praleisti, kadangi šia
‘

eilute
‘

atitinkanti lygtis visada
turi sprendini

‘
. Taigi, praleide

‘
minėta

‘
eilute

‘
ir atlike

‘
eilučiu

‘
veiksma

‘
L1 − L3 gauname tokia

‘

sistemos matrica
‘
: (

2 1 1 3 |1
−3 −2 0 −1 | − 2

)
.

Kadangi gautoje sistemoje lygčiu
‘

mažiau negu nežinomu
‘
ju

‘
, tai kairėje pusėje paliekame tiek

nežinomu
‘
ju

‘
, kiek yra lygčiu

‘
, o likusius nežinomuosius (visose lygybėse tuos pačius) keliame i

‘

dešine
‘

puse
‘
. Paprastai kairėje pusėje paliekami paprastesni koeficientai. Mūsu

‘
nagrinėjamu

atveju patogu būtu
‘

palikti koeficientus prie x2, x3. Gauname sistema
‘
:(

1 1 |1 −3 −2
−2 0 | − 2 1 3

)
.

Laikinai, i
‘

dešinės pusės narius žiūrėsime kaip laisva
‘
ji
‘

nari
‘
. Tada, atlike

‘
veiksma

‘
2L1 + L2

gauname sistema
‘
: (

1 1 |1 −3 −2
0 2 |0 −5 −1

)
.

Padaugine
‘

sistemos antra
‘
ja
‘

lygti
‘

ǐs 1
2

gauname sistema
‘(

1 1 |1 −3 −2
0 1 |0 −5

2
−1

2

)
.

Paskutinis veiksmas bus toks:−L2 + L1. Gauname(
1 0 |1 −1

2
−3

2

0 1 |0 −5
2
−1

2

)
.

Rašant sistemos bendra
‘
ji
‘

sprendini
‘

būtina žinoti, kokioje vietoje yra sistemos nežinomu
‘
ju

‘

koeficientai. Taigi, turėdami tai omenyje gauname, kad

x2 = 1− 1

2
x4 −

3

2
x1, x3 = −5

2
x4 −

1

2
x1.

Tada, sistemos bendrasis sprendinys yra toks:

(x1, 1−
1

2
x4 −

3

2
x1,−

5

2
x4 −

1

2
x1, x4), x1, x4 ∈ R.
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Temos teoriniai klausimai

1. Tiesiniu
‘

lygčiu
‘

sistemos. Elementarieji pertvarkiai
2. Tiesiniu

‘
lygčiu

‘
sistemu

‘
ekvivalentumas. Mokėti i

‘
rodyti, kad elementariaisiais pertvarkiais

tiesiniu
‘

lygčiu
‘

sistema
‘

pakeičiame ekvivalenčia pradinei sistemai.
3. Gauso algoritmas. Tiesiniu

‘
lygčiu

‘
sistemu

‘
suderinamumas.

4. Gauso-Žordano metodas tiesinėms lygčiu
‘

sistemoms spre
‘
sti.

5. Tiesiniu
‘

lygčiu
‘

sistemu
‘

su parametrais sprendimas.
6. Mokėti formalizuoti tekstinius uždavinius tiesiniu

‘
lygčiu

‘
sistemomis.

Uždaviniai savarankǐskam darbui

1. Sudarykite nurodytas tiesiniu
‘

lygčiu
‘

sistemas:
a) 4× 4 eilės sistema

‘
, turinčia

‘
vieninteli

‘
sprendini

‘
(2; 3; 1; 4);

b) 3× 5 sistema
‘
, turinčia

‘
begalo daug sprendiniu

‘
ir tarp kuriu

‘
yra sprendinys (2; 3; 1; 4);

c) 5× 4 sistema
‘
, neturinčia

‘
sprendiniu

‘
.

d) 6× 4 sistema
‘
, turinčia

‘
tik viena

‘
sprendini

‘
, pavyzdžiui (1, 3, 0, -2).

e) 7× 4 sistema
‘
, neturinčia

‘
begalo daug sprendiniu

‘
.

2. Naudodami Gauso metoda
‘

ǐsspre
‘
skite pateikta

‘
sias tiesiniu

‘
lygčiu

‘
sistemas. Atsakymu

‘

teisingumu
‘

i
‘
sitikinate tikrindami sprendinius.

2.1)


2x1 + x2 − 3x3 = −12,

4x1 + x2 − x3 = 0,

2x1 + x2 + x3 = 6.

Ats: (1, 0, 4)

2.2)


2x1 + x2 + x3 + x4 = 7,

x1 + 3x2 + x3 − 3x4 = 1,

x1 + x2 + 5x3 + x4 = 5,

2x1 + 3x2 − 3x3 − 2x4 = 3.

Ats: (2, 1, 0, 2)

2.4)



x1 − x2 + x3 − 2x4 = −5,

2x1 + x2 − x3 + 2x4 = 5,

−x1 + x2 − 3x3 + x4 = 4,

x1 − 3x2 + x3 − 3x4 = −12,

3x1 − 2x2 − 2x3 − 2x4 = −8.

Ats: (0, 3, 0, 1)

2.5)



2x1 − x2 + x3 − 2x4 = −1,

x1 + x2 − x3 + 2x4 = 5,

−x1 + x2 − 3x3 + x4 = 0,

2x1 − 3x2 + x3 − 3x4 = −1,

6x1 − 2x2 − x4 = 1.

Ats: Sprendiniu
‘

nėra

16



2.6)


2x1 + x2 + x4 = 0,

2x1 + 4x2 − 5x3 + 3x4 = −11,

−3x1 − 5x2 + 6x3 + x4 = 13,

−3x2 + 5x3 − 2x4 = 11.

Ats: (1 + 24x4,−2− 49x4, 1− 29x4, x4)
3. Kokios turi būti parametru

‘
m,n reikšmės, kad sistema

3.1)


x1 − x2 − x3 = 5,

4x1 + 2x2 − 3x3 = n,

x1 +mx2 − 2x3 = 1,

turėtu
‘
a) vieninteli

‘
, b) neturėtu

‘
sprendiniu

‘
, c) turėtu

‘
be galo daug sprendiniu

‘
?

Ats: a) m 6= −7; b) m = −7, n 6= −24; c) m = −7, n = 24.

3.2)


3x1 −mx2 − x3 = 1,

−2x1 + x2 + 4x3 = n,

x1 + x2 − x3 = 2,

turėtu
‘
a) vieninteli

‘
, b) neturėtu

‘
sprendiniu

‘
, c) turėtu

‘
be galo daug sprendiniu

‘
?

Ats: a) m 6= −6; b) m = −6, n 6= −9; b) m = −6, n = −9.

4. Išspre
‘
skite duota

‘
sias tiesiniu

‘
lygčiu

‘
sistemas Gauso- Žordano būdu:

4.1)


2x1 + 3x2 + 2x3 + 6x4 = 10,

x2 + 2x3 + x4 = 2,

3x1 − 3x3 + 6x4 = 9.

Ats: (−2.5x4 + 4, 0,−0.5x4 + 1, x4)

4.2)



3x1 + 4x2 + 5x3 + 3x4 − x5 = 1,

2x1 − 3x2 − 6x3 + 2x4 + 3x5 = −3,

x1 + 2x2 + 3x3 − x4 − 5x5 = 3,

6x1 + 3x2 + 2x3 + 4x4 − 3x5 = 1,

x1 − 5x2 − 9x3 + 3x4 + 8x5 = −6.

Ats (9
2

+ 7
2
x4 + 9x5,−15− 14x4 − 29x5,

19
2

+ 17
2
x4 + 18x5), x4, x5)

4.3)



x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 1,

2x1 − 2x2 + 3x3 − 3x4 − 2x5 = 0,

4x1 − x2 − 4x3 + 2x4 + 3x5 = 1,

3x1 − x2 + 4x3 − 2x4 − x5 = 4,

2x1 + 2x2 − 7x3 + 5x4 + 5x5 = 3.

Ats: Sprendiniu
‘

nėra

5. Gamykla gamina triju
‘

rūšiu
‘

produkcija
‘
, tarkime A,B,C. Pardavus šiu

‘
produktu

‘
vieneta

‘

yra gaunamas 4, 2, 5 Lt pelnas, atitinkamai. Fiksuoti gamybos kaštai yra 40000Lt per metus,
o minėtu

‘
produktu

‘
vieneto gamybos (kintamieji) kaštai sudaro 5, 6, 7 Lt atitinkamai. Kitais

metais numatoma pagaminti 9000 vienetu
‘
, visu

‘
triju

‘
rūšiu

‘
, produktu

‘
. Yra žinoma, kad jie bus

realizuoti, ir bendras pelnas turėtu
‘

sudaryti 34000 Lt. Kiek kiekvienos rūšies produktu
‘

reikėtu
‘

pagaminti, jeigu bendrosios ǐslaidos sudarys 96000 Lt?
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Ats: (2000, 3000, 4000)

6. Tarkime, kad firma stato triju
‘

tipu
‘

namus. Kiekvieno tipo namui pastatyti reikalingos
ǐslaidos medienos, stiklo, plytu

‘
bei apdailos darbu

‘
salyginiams vienetams numatyti. Pavyzdžiui

plytu
‘

sa
‘
lyginis vienetas- kūbinis plytu

‘
metras, medienos sa

‘
lyginis vienetas- grindu

‘
kvadrati-

nis metras ir t.t. Architektas turi paruošti namu
‘

projektus, žinodamas, kad kiekvieno namo
statybos savikaina yra 96000, 84000, 71000 Lt, o medžiagu

‘
kainas jis gali varijuoti. Pirma

‘
ji
‘

nama
‘

susiekime su rinkiniu (6; 4; 12; 8), kurio prasmė tokia: šiam namui turi būti skirta 6
sa

‘
lyginiai vienetai medienos, 4 sa

‘
lyginiai vienetai stiklo dirbiniu

‘
, 12 sa

‘
lyginiu

‘
vienetu

‘
plytu

‘
ir

8 sa
‘
lyginiai vienetai kitu

‘
medžiagu

‘
. Antra

‘
ji
‘

nama
‘

atitinkantis rinkinys yra (5; 4; 8; 10), trečia
‘
ji
‘

nama
‘

atitinkantis rinkinys yra (3; 4; 9; 6). Nustatykite siūlomu
‘

kainu
‘

formules, kuriomis turėtu
‘

remtis klientas i
‘
sigydamas medžiagas.

Ats: (4, 5, 3, 2)
7. Žinoma, kad mokyklos atlyginimu

‘
fondas priklauso nuo susirinkusiu

‘
i
‘

mokykla
‘

mokiniu
‘

skaičiaus (krepšeliu
‘

skaičiaus).
Tarkime, kad pirmoji mokykla surinko 1.32 mln. litu

‘
, antroji 1.932 mln. litu

‘
, o trečioji 1.488

mln. litu
‘
. Mokykloje dirba triju

‘
kategoriju

‘
darbuotojai: Administracijos darbuotojai, moky-

tojai bei aptarnaujantis personalas. Žinoma, kad pirmoje mokykloje dirba 5 administracijos
atstovai, keturiasdešimt mokytoju

‘
bei penkiolika aptarnaujančio personalo, trumpai (5, 40, 15),

antroje (7, 60, 20) ir trečioje (4, 50, 12). Visos mokyklos priklauso tam pačiam regionui, tad
atitinkamu

‘
kategoriju

‘
asmenu

‘
atlyginimai turi būti vienodi. Nustatykite kiekvienos kategorijos

darbuotojo mėnesio atlyginimo dydi
‘
. Nustatykite atlyginimu

‘
dydžius, jei krepšeliai padidės

20%.
Ats: (3000, 2000, 1000).

Užduotys namu
‘

darbams

Tiesiniu
‘

lygčiu
‘

sistemu
‘

sprendimas Gauso-Žordano būdu

1. Naudodami Gauso-Žordano metoda
‘

ǐsspre
‘
skite pateikta

‘
sias tiesiniu

‘
lygčiu

‘
sistemas:

a)


2x1 + x2 − 3x3 = −12,

4x1 + x2 − x3 = 0,

2x1 + x2 + x3 = 6.

b)


2x1 + x2 + x3 + x4 = 7,

x1 + 3x2 + x3 − 3x4 = 1,

x1 + x2 + 5x3 + x4 = 5,

2x1 + 3x2 − 3x3 − 2x4 = 3.

c)



2x1 − x2 + x3 − 2x4 = −1,

x1 + x2 − x3 + 2x4 = 5,

−x1 + x2 − 3x3 + x4 = 0,

2x1 − 3x2 + x3 − 3x4 = −1,

3x1 − 2x2 − x4 = 1.

d)


2x1 + x2 + x4 = 0,

2x1 + 4x2 − 5x3 + 3x4 = −11,

−3x1 − 5x2 + 6x3 + x4 = 13,

−3x2 + 5x3 − 2x4 = 11.
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3. Kokios turi būti parametro a reikšmės, kad tls. turėtu
‘
a) viena

‘
sprendini

‘
, b) begalo daug

sprendiniu
‘
, c) sprendiniu

‘
neturėtu

‘
.

a)


(1 + a)x1 − (a+ 1)x2 = 0,

x1 + (a+ 1)x2 + (a− 2)x3 = 0,

−9x1 + 4x2 − 5x3 = 0.

b)


3x1 + 7x2 + x3 − 2x4 = 21,

2x1 + 4x2 − 3x3 + 5x4 = 18,

−x1 + 9x2 + x3 − ax4 = 1− a.

neturi

4. Kokios turi būti parametru
‘
m,n reikšmės, kad sistema
x1 − x2 − x3 = 5,

4x1 + 2x2 − 3x3 = n,

x1 +mx2 − 2x3 = 1,

turėtu
‘
a) vieninteli

‘
, b) neturėtu

‘
sprendiniu

‘
, c) turėtu

‘
be galo daug sprendiniu

‘
?

5. Gamykla gamina triju
‘

rūšiu
‘

produkcija
‘
, tarkime A,B,C. Pardavus šiu

‘
produktu

‘
vieneta

‘

yra gaunamas 3, 6, 8 Lt pelnas, atitinkamai. Fiksuoti gamybos kaštai yra 50000Lt per metus,
o minėtu

‘
produktu

‘
vieneto gamybos (kintamieji) kaštai sudaro 4, 5, 3 Lt atitinkamai. Kitais

metais numatoma pagaminti 25000 vienetu
‘
, visu

‘
triju

‘
rūšiu

‘
, produktu

‘
. Yra žinoma, kad jie bus

realizuoti, ir bendras pelnas turėtu
‘

sudaryti 4000 Lt. Kiek kiekvienos rūšies produktu
‘

reikėtu
‘

pagaminti, kad bendrosios ǐslaidos sudarytu
‘

106000 Lt?
6. Penkioms pramonės šakoms p1, p2, p3, p4, p5 yra skiriama parama ǐs penkiu

‘
fondu

‘
. Žinoma,

kad Lietuva ǐs pirmojo fondo gali gauti 55 mln., antrojo- 70 mln., trečiojo- 48 mln., ketvirtojo-
60 mln., penktojo- 44 mln. litu

‘
. Pramonės šaku

‘
i
‘
vairus i

‘
moniu

‘
skaičius pretenduoja i

‘
šiu

‘
fondu

‘

lėšas. Rinkinys (7, 2, 3, 2, 1) reǐskia, kad p1 šakos kiekviena i
‘
monė siekia gauti po 7mln. suma

‘
ǐs

pirmojo fondo, p2 šakos kiekviena i
‘
monė siekia gauti po 2mln. suma

‘
ǐs antrojo fondo, p3 šakos

kiekviena i
‘
monė siekia gauti po 3mln. suma

‘
ǐs trečiojo fondo, p4 šakos kiekviena i

‘
monė siekia

gauti po 2mln. suma
‘
ǐs pirmojo fondo ir p5 šakos kiekviena i

‘
monė siekia gauti po 1mln. suma

‘
ǐs

pirmojo fondo. Analogǐskai, rinkiniai (4, 4, 3, 4, 1), (3, 3, 1, 5, 3), (5, 1, 5, 3, 5), ir (4, 7, 2, 3, 2)
reǐskia pinigu

‘
dalybas gautas ǐs antrojo, trečiojo, ketvirtojo ir penktojo fondu

‘
. Nustatykite,

kiek kiekvienos pramonės šakos i
‘
moniu

‘
galėtu

‘
pasidalinti fondu

‘
pinigus, jei tai i

‘
manoma?

7. Žinoma, kad mokyklos bendrosios pajamos priklauso nuo susirinkusiu
‘
i
‘
mokykla

‘
mokiniu

‘

skaičiaus (krepšeliu
‘

skaičiaus).
Tarkime, kad pirmoji mokykla surinko 2,5 mln. litu

‘
, antroji 3 mln. litu

‘
, o trečioji 1,8 mln.

litu
‘
. Mokykloje dirba triju

‘
kategoriju

‘
darbuotojai: Administracijos darbuotojai, mokytojai bei

aptarnaujantis personalas. Žinoma, kad pirmoje mokykloje dirba 5 administracijos atstovai,
keturiasdešimt mokytoju

‘
bei penkiolika aptarnaujančio personalo, trumpai (4, 50, 12), antroje

(6, 60, 10) ir trečioje (7, 50, 18). Visos mokyklos priklauso tam pačiam regionui, tad atitinkamu
‘

kategoriju
‘
asmenu

‘
atlyginimai turi būti vienodi. Nustatykite kiekvienos kategorijos darbuotojo

mėnesio atlyginimo dydži
‘
. Nustatykite, atlyginimu

‘
dydžius, jei krepšeliai padidės 10%.

19


