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UZDAVINIY SPRENDIMAI
jaunesniyjy klasiy mokiniams

1. Klaséje yra 20 mokiniy. Bet kurie du i$ jy turi bendrg senelj. Jrodykite, kad ne maziau kaip 14

klasés mokiniy yra to paties senelio aniikai.

Irodymas. Jei kiekvienas mokinys turéty tik vieng senelj, tai jis buity visy mokiniy senelis.

Tarkime, kad yra nors vienas mokinys, kuris turi du senelius; juos pazymékime S; ir S,.
Visus mokinius suskirstykime j tris grupes:

1) S; yrasenelis, 0 S, néra senelis;

2) Sy néra senelis, o S, yra senelis;

3) Sy ir S, yra seneliai.
Aisku, kad nei S;, nei S, néra bendras pirmos ir antros grupés mokiniy senelis. Vadinasi, yra
bendras abiejy grupiy mokiniams senelis; jj pazymékime Ss.

Aisku, kad yra viena grupe, kurios mokiniy skaicius néra didesnis uz 6. Tada bendras kity
dviejy grupiy mokiniy skai¢ius yra nemazesnis uz 14. Ty grupiy mokiniai yra to paties senelio
antkai.

2. N-jy mety 300-ji diena ir (N +1)-jy mety 200-ji diena buvo antradienis. Kokia buvo (N —1)-jy
mety 100-ji diena?
Sprendimas. Tarp N-jy mety 300-ios dienos ir (N+1)-jy mety 200-i0s dienos yra
65+200=265 arba 66+200=266 dienos. Kadangi 266 =7-38, tai N-iais metais buvo 366
dienos. Todél (N —1)-iais metais buvo 365 dienos. Tarp (N —1)-jy mety 100-ios dienos ir N-jy

mety 300-i0s dienos yra 265+300=565 dienos. Dalydami i§ 7, gauname lieckang 5. Vadinasi,
(N =1) -jy mety 100-ji diena buvo ketvirtadienis.

Ats.: ketvirtadienis.
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Sprendimas. Kadangi
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4. IS keturiy skai¢iy sudaromos visos jmanomos poros ir apskai¢iuojamos pory sumos. Ar gali biiti,

kad tos sumos yral, 2,3,4,5ir7?

Sprendimas. Tegu a, b, c ird(a<b<c<d) yra tokie keturi skai¢iai, kuriuos sudéjus po du
gaunamos sumos 1, 2, 3,4, 5ir 7.

Aisku, kad turéty bati a+b=1 ir c+d =7. I8 ¢ia gautume, kad a+b+c+d =8.

Kita vertus

(@a+b)+(@+c)+(@+d)+(b+c)+(b+d)+(c+d)=1+2+3+4+5+7=22.
IS ¢ia gauname, kad
3(@a+b+c+d)=22

Bet taip negali buti, nes a+b+c+d =8.
Vadinasi, néra tokiy keturiy skaiciy, kuriuos sudéje po du gautume sumas 1, 2, 3,4, 5ir 7.
Ats.:negali.

5. Lentoje surasyti skaiciai 1, 2, 3, ..., 2014. Leidziama nutrinti bet kuriuos du skai¢ius ir uzrasyti jy
skirtuma (i§ didesnio atémus mazesnj). Irodykite, kad jeigu pacioje pabaigoje liko nulis, tai buvo

padaryta klaida.

Irodymas.Is pradziy parasyty skaic¢iy suma buvo
(1+2014)-1007 = 2015-1007,

taigi nelyginis skai¢ius. Bet kuriuos du skai¢ius pakeitus jy skirtumu, sumos lyginumas nepa-
sikeiCia:
1) 2m—-2k =2(m—k) ir 2m+ 2k =2(m+Kk);

2) 2m+1) -2k =2(m—-Kk)+1 ir 2m+1)+2k =2(m+Kk)+1
3) 2m—(2k+1)=2(m—-k) -1 ir 2m+(2k+1)=2(m+Kk)+1;
4) 2m+1)—(2k+1D)=2(m-k) ir 2m+1)+(2k+1) =2(m+k +1).

Taigi pacioje pabaigoje turi likti nelyginis skaicius.

6. Skaiciai 1, 2, 3, ..., 25 surasomi | 5x5 lentele. Kiekvienoje eilutéje skaiciai raSomi didéjimo
tvarka. Kokia gali biiti maziausia ir didZiausia trecio stulpelio skai¢iy suma?
Sprendimas. Trecio stulpelio skai¢ius pazymékime @, a,, az, a4 ir as. Keiiant eilutes
vietomis visada galima pasiekti, kad galioty salyga
& <ay <ay<a,<as.
Visi skaiciai j kaire nuo a;, 1=12,3,4,5, irj virSy nuo a; (kai 1=2,3,4,5) yra mazesni
uz ;. Tod¢l 8y 23, a, 26, az3 =9, a, =212, ag >15. Vadinasi,
y+ay+az+a,+ag=>3+6+9+12+15=45.
Visi skaiciai | deSine nuo a;, 1=1,2,3,4,5) irj apacia nuo a; (kai i=1,2,3,4) yradidesni
uz a;. Todel
a5 <23, a4,<20, az <17, a, <14, a <11.
Vadinasi,
a+a,+ag+a,+ag <11+14+17+20+23=85.
Imanoma sudaryti lentele, kurios tre€io stulpelio skai¢iy suma lygi 45 (Zr. 1 pav.), ir lentele,
kurios treCio stulpelio skaic¢iy suma lygi 85 (Zr. 2 pav.). Todél 45 yra pati maziausia trecio stul-
pelio skai¢iy suma, o 85 — pati didZiausia.
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1 pav. 2 pav.
Ats.: 45 ir 85.

7. Raskite visas natiiraliyjy skaiciy, kuriy sandauga yra 10 karty didesné uz jy suma, poras.
Sprendimas. Tegu X iry (x<y) yra nataralieji skai€iai, ir tenkinantys sglyga
Xy =10(X+y).

IS ¢ia
X(y—10) =10y ir y(x—10) =10x.
Sudaugine abi lygybes gauname:
x(y—10)- y(x—10) =100xy,

(y—10)(x—10) =100.
Kadangi 100=1-100=2-50=4-25=5-20=10-10, tai reikia i$spresti tokias lyg¢iy sistemas:

x—-10=1, x-10=2, x—-10=4, x—-10=5, x—-10=10,
y-10=100; |y-10=50; |y-10=25; |y-10=20; |y-10=10.

Gauname tokias skai¢iy poras (X; y): (11; 110), (12; 60), (14; 35), (15; 30) ir (20; 20).

Kitas sprendimo biidas. 18 lygybés xy =10(X+ y) gauname:

xy =10y =10x,

y(x—=10) =10x,

y= 10x =(1OX_1OO)+1OO=1O+ 100 _
x—-10 x—10 x—-10

Skaicius

000 yra sveikasis skaiCius tik tada, kai x=11,12 14,15, 20, 30, 35, 60,110.

Atitinkamos y reik§més yra 110, 60, 35, 30, 20, 15, 14, 12, 11.
Gauname tokias skaiciy poras: 11 ir 110, 12 ir 60, 14 ir 35, 15 ir 30, 20 ir 20
Ats.: 111ir 110; 12 ir 60; 14 ir 35; 15 ir 30; 20 ir 20.

8. Taisyklingojo devynkampio vir§tinése uzraSomi skaiciai 1, 2, ..., 9. Prie kiekvienos jstrizainés
uzraSoma jos galuose esanciy skai¢iy sandauga. Ar jmanoma taip iSdéstyti tuos skaicius, kad visi
skaiciai prie jstrizainiy buty skirtingi?

Sprendimas. Kadangi
1.6=2-3,1.8=2-4, 2.6=3-4, 2.9=3-6 ir 3-8=4-6,
tai vienoje kiekvienos lygybés pus¢je esancius skaiCius reikia raSyti gretimose devynkampio
virStnése (kad neatsidurty jstrizainés galuose). Tai padaryti jmanoma, pavyzdZiui, taip:
3-8-1-6-2-9.
Likusius tris skai¢ius (4, 5 ir 7) galima rasyti bet kuria tvarka.
Ats.: imanoma.



10.

Diagramoje pavaizduoti 28 gardelés taSkai. Atstumas tarp arti-
miausiy taSky lygus 1. Atkarpa AB susikerta su atkarpa CD taske
E. Raskite atkarpos AE ilg;.

Sprendimas. Nubrézkime atkarpas AF ir BC. Aisku, kad
AF 1L CD ir BC LCD. Be to,

AF =252 +25% =252, BC =+22+2%2 =22

I8 trikampiy AFE ir BCE panaSumo gauname: A
AE_BE
AF  BC
Kadangi AB =462 +32 =35, tai BE =35 AE.
IS lygybés

AE  3J5-AE
25v2 242
5V5

gauname, kad AE = 3

55
P

Ats.

Atstumai tarp gretimy tos pacios plokStumos lygiagreciy tiesiy yra 1, 3 ir 2. Ar jmanoma rasti po
vieng kiekvienos tiesés taska, kad jie buty lygiagretainio vir§tinés?

Sprendimas. Tegu atstumas tarp |y ir I, yral, tarp I, ir I3 yra 3, I,
o tarp I3 ir I yra 2. Jei keturkampis ABCD bity lygiagretainis, tai |, Kf\c
keturkampis AKCM taip pat biity lygiagretainis. Tada gautume, kad

KB =MD, BC=AD ir KC=AM. I3 t

Tai reikSty, kad trikampiai KBC ir AMD yra lygls, nors jy |, N
atitinkamos aukstinés yra skirtingo ilgio (1 ir 2). D

Kadangi taip negali biiti, tai prielaida, jog ABCD yra lygiagretainis reikia atmesti.

Ats.: nejmanoma.




PASVALIO KRASTO
16-0JI KOMANDINE MATEMATIKOS OLIMPIADA
PROFESORIAUS BRONIAUS GRIGELIONIO
TAURE| LAIMETI

Pasvalys, 2014m. lapkricio 21d.

UZDAVINIY SPRENDIMAI
vyresniyjy klasiy mokiniams

1. Naturalusis skaiCius n yra ,,grazus®, jei egzistuoja toks natiiralusis skaiC¢ius m, turintis lygiai
keturis daliklius (jskaitant 1 ir m), kuriy suma lygi n. Kiek ,graziy“ skaiiy yra aibéje
{2010; 2011, ...; 2019}?

Sprendimas. Pagal ,,grazaus® skaiCiaus apibrézima, skai¢ius m turi bati dviejy pirminiy
skai€iy, sakykim, a ir b sandauga arba kurio nors pirminio skaiciaus, sakykim, ¢ kubas. Bet
pastaroji galimybé atkrenta, nes 113 =1331< 2010 ir 13% = 2197 > 2019.

[$nagrinékime atvejj m = ab. Pagal apibrézima turi galioti lygybé

a+b+ab+1=n.
IS jos gauname:

(a+ab)+(b+1)=n,
(@a+1)(b+1) =n.
Toliau nagriné¢kime lygtis
(@+)(b+1) =n, ne{2010; 201%; ...; 2019}.
Jei a=2, tai skaicius n turi dalytis i§ 3. Galimi keturi atvejai
3(b+1)=n, ne{2010; 2013; 2016; 2019}.
Gauname tokius rezultatus:

n b
2010 669
2013 670
2016 671
2019 672

Bet skaiciai 669, 670 ir 672 néra pirminiai, todél ,,graziu“ skai¢iumi galéty bati tik n=2016.
Tikrindami gauname, kad
1+2+671+2-671=2016.

Taigi 2016 skaicius yra ,,grazus®.

Jei a> 2, taiir b>2. Vadinasi, ir a, ir b yra nelyginiai skaiéiai, o sandauga (a+1)(b+1) yra
lyginis skai¢ius. Be to, $i sandauga dalijasi i§ 4. Todél nagrinétinos tik tos lygtys

(@a+)(b+1) =n, nef{2010; 201%; ...; 2019},

kuriy n dalijasi i$§ 4. Tokie skaiciai yra n=2012 ir n=2016.

SkaiCius 2016 yra ,,grazus®, o spresdami lygtj

(@a+)(b+1)=2012
gauname:
((a+1)(b+1)=4-503,a+1>4,b+1>4)=a+1=4,b+1=503=a=3,b=502=2-251=D

néra pirminis skaicius.

Taigi tarp skaiciy 2010, 2011, ..., 2019 yra tik vienas ,,grazus* skaicius.

Ats.: vienas (skaicius 2016).



2. Ar jmanoma skaicius 1, 2, 3, ..., 2000 suskirstyti j poras taip, kad kiekvienos poros skaiciy
skirtumas dalytysi i§ 3?

Sprendimas. Kickvieng natiiralyjj skai¢iy n galima uzra$yti viena iS tokiy formuliy:
n=3k,n=3k+1, n=3k+2,k=0,12,...
Aisku, kad dviejy natiiraliyjy skaiCiy skirtumas dalijasi 1§ 3 tik tada, kai abu skaiCiai uzrasomi
tokia pat formule.
Suskai¢iuokime skaiCius nuo 1 iki 2000, kurie uzraSomi formule n=3k +1.Galimos k
reikSmés yra 0, 1, 2, ..., 666, todél iS viso yra 667 tokie skaiciai. Skirstant juos po du vienas
skaicius bus atlieckamas. Jj reikéty poruoti su skai¢iumi, kuris uzraSomas arba formule n =3k, arba

formule n =23k + 2. Tokiy dviejy skai¢iy skirtumas nesidalija iS 3.
Ats.: negalima.

3. 25 mokiniai raso kontrolinj darbg saléje, kurioje 25 stalai sustatyti | 5 eiles po
5 stalus (Zr. pav.). Tarpai tarp gretimy eiliy ir gretimy staly yra vienodi. Kaip
reikia iSdalyti penkis kontrolinio darbo variantus, kad maziausias atstumas tarp © o o o o
mokiniy, rasanciy tg patj variantg, biity didziausias? o o o o o

Sprendimas. I$dalijus kontrolinio darbo variantus pagal 1 paveiksle pa- © o o o o
. .- . . . 2 2 \/— .
vaizduotg schema, maziausias atstumas tarp gretimy varianty yra v1°+2° =+/5. Kitas pagal

didumg atstumas galéty buti 22 422 =2/2. Bet taip galima paskirstyti tik vieng varianta (Zr.
2 pav.). Taigi J5 yra didziausias i§ maziausiy atstumy.

1 2 3 4 5 $ & % 0 9

4 5 1 2 3 © o o o o

2 3 4 5 1 o o e o o

5 1 2 3 4 o o o o o

3 4 5 1 2 e e o e
1 pav. 2 pav.

4. 21 natiiraliojo skaiCiaus suma lygi 3000. [rodykite, kad tuos skaiCius galima suskirstyti j 7 trejetus
taip, kad kiekvieno trejeto skai¢iy suma dalytysi 1§ 3.

Jrodymas. Kiekvieng natiiralyjj skai¢iy galima uzraSyti viena i$ trijy formuliy: 3k, 31 +1,
3m+2 (k, | ir m —sveikieji skaiciai). | vieng grupg¢ surinkime pavidalo 3k skaicius,  antrg grupe —
pavidalo 3l+1 skaicius, o j trec¢ig grupe — pavidalo 3m-+2 skaicius. Bet kurio kiekvienos grupés
skaiiy trejeto suma dalijasi 1§ 3, tod¢l laisvai pasirinktu bidu i§ kiekvienos grupés skaiciy
sudarykime tiek trejety, kiek jmanoma. Atlikusiy skaiCiy skaifius pirmoje, antroje ir trecioje
grupéje pazymékime atitinkamai 1, I, ir r3; jie gali buti 0, 1 arba 2. Kadangi visy skai¢iy suma,
trejetus sudaranciy skaiCiy sumos ir atlike¢ pirmos grupés skaiciai dalijasi 1§ 3, tai visy atlikusiy
antros ir tre¢ios grupés skaic¢iy suma dalijasi i$ 3. Bet taip gali buti tik tada, kai r, =r3. Vadinasi,
galimi tik tokie skai¢iy r, I, ir rp trejetai: (0; 0; 0), (1;1; 1) ir (2; 2; 2). Atveju (0; 0; 0) nieko
nebereikia daryti, o kitais dviem atvejais reikia sudaryti trejetus imant po vieng skaifiy i
kiekvienos grupés.

Taigi jmanoma sudaryti 7 trejetus taip, kad kiekvieno skai¢iy suma dalytysi i$ 3.

5. Raskite visas sveikyjy skaiciy X ir y poras (X; y), kurios tenkina lygtj
3xy —2x-5y+1=0.

2



Sprendimas. I$ lygybés 3xy —2x—5y+1=0 gauname:

x(3y—-2)=5y-1,
X:5y—1’
3y-2
3)(:15y—3:5(3y—2)+7 5. 7 .
3y—-2 3y—-2 3y—-2

Skaicius 3X yra sveikasis skaicius, todél 7 turi dalytis i§ 3y —2.

Galimos y reikSmés yra 1 ir 3. Pirmu atveju 3x=5+7=x=4, 0 antru atveju
X=5+1=x=2

Ats.: (4; 1), (2; 3).

6. Nustatykite kokig plokStumos kreive staciakampéje Dekarto koordinaciy sistemoje sudaro taSkai
oo 1-t? t o o
(X;y), kai x= t2 , Y =——, 0tjgyja visas realigsias reikSmes.
1+t 1+t

Sprendimas. Apskai¢iuokime kvadraty suma:

2
, 5 [1-t2 2t V' 1-22 4t 4412 (1+12)2
oty = 2|t 2| ~ 22 22 L
1+t 1+t @+t9) @+t°)
IS lygybés x? +y? =1 matyti, kad visi (x; y) yra apskritimo taskai (jo centras (0; 0), 0 spindulys
lygus 1).
Nagrinédami X ir y reikSmiy aibes, gauname, kad y reik§més uzpildo intervalg [-1; 1], 0 X
reik§més — tik intervalg (-1; 1]. Vadinasi, taskas (—1; 0) grafikui nepriklauso.
Ats.: apskritimas (jo centras (0; 0), o spindulys lygus1) be tasko (-1; 0).

7. I8spreskite lygciy sistema

x> =y+y°,

y5=z+25,

25:t+t5,

2 = x4+ x°.

Sprendimas. Sudéje¢ visas lygtis, gauname lygtj y+z+t+x=0.
Jei x>0, tai t>0; jei t>0, tai z>0; jei z>0, tai y>0; jei y>0, tai x>0. Analogiskai
gautume, kad visi dydziai buty neigiami, jei x <0. Vadinasi, visi lygties
y+z+t+x=0
démenys yra to paties zenklo. Todél x=y=z=t=0.

Ats.: (0; 0; 0; 0).
8. Raskite nors vieng nattiraliyjy skai¢iy X, y ir z, didesniy uz 100, trejeta, tenkinantj lygybe
2, 3_ 2
XS +y =1z
Sprendimas. Kadangi
vl =72 —x2=(z-x)(z+X),
tai ieSkokime sprendinio, kuriame
y=2—X
Tada
Y = y(y +2x),

3



10.

y2 =Y+ 2X,

y2—y—2x=0.

IS ¢ia
1++/1+8x
V=

Kad galioty nelygybé y >100, turi galioti nelygybé
1++/1+8x >200=1+8x>1997

Jei 1+8x = 2012, tai
8x = 200-202 = X = 25- 202 = 5050.
O tada

yolr20l_

z=y+x=101+25-202=101-51=5151.
Ats.: x=5050, y =101, z =5151.

Ar imanoma sudaryti lygiakrasti trikampj i$ trijy trikampiy, kuriy krastiniy ilgiai 3, 5, 7 ir vieno
lygiakrascio trikampio, kurio krastinés ilgis 2?

Sprendimas. Pratgskime A ABC (Zr. pav.) krastines, o jy tesi-
niuose pazymékime taskus A, B; ir C; taip, kad bty
BA, =CB; = AC; =3. Sujunge taskus Aj, B; ir C;, gausime tri-
kampj AB,C;. Pagal kosinusy teorema (taikant trikampiui A;B;B)

ABf =37 +5° —2-3-5c05120° =9+25—3o.(—%j=49_

IS ¢ia AB;=7.

AnalogiSkai gauname, kad

BC =CA=T.

Taigi trikampis AB,C; yra lygiakrastis. Jis sudarytas i§ trijy trikampiy, kuriy krastiniy ilgiai 3, 5,
7 ir vieno lygiakraSc¢io trikampio, kurio krastiné 2.
Erdvinio SeSiakampio vir§iinés néra vienoje plokStumoje, o jo prieSingos krastinés yra tarpusavyje
lygiagrecios. [rodykite, kad prieSingos SeSiakampio krastinés yra vienodo ilgio.

Jrodymas. Kadangi AB | ED, tai taskai A, B, D ir E yra vienoje E D
plokstumoje; ja pazymékime P. Kadangi AF |CD ir FE| BC, tai tri-
kampiai BCD ir AFE yra lygiagre¢iose plokstumose. Plokstuma P nesu- F C
tampa né su viena i8 jy (nes tada visos SeSiakampio virStinés bty vienoje
plokStumoje). A B

Kadangi trikampiy BCD ir AFE plokStumos yra tarpusavyje lygia-
grecios, tai jos atkerta vienodo ilgio lygiagreéiy tiesiy atkarpas. Vadinasi, AB = DE.
Analogiskai jrodoma, kad BC = EF ir CD = AF.



