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14-0JI KOMANDINE MATEMATIKOS OLIMPIADA
PROFESORIAUS BRONIAUS GRIGELIONIO
TAUREI LAIMETI

Pasvalys, 2012 m. lapkric¢io 23 d.

UZDAVINIY SPRENDIMAI
jaunesniyjy klasiy mokiniams

1. Raskite natiiraliyjy skaiciy x, y ir z trejetus (x; y; z), kurie tenkina lygybe x +

Yt
z

Sprendimas. Kadangi g:1+%, tai x=1, o y+l:%.Vadinasi, y=2, z=3, nes
z

2. Tegu X+ y2 dalijasi i$ 3, Cia x ir y yra sveikieji skaiciai. [rodykite, kad tada x ir y dalijasi iS 3.
[rodymas. Tegu x=3a+1n ir y=3b+r,; ¢ia a ir b sveikieji skaiiai, o 7 ir » galimos
reikSmés yra skaiciai —1, 0, 1. Tada
X2+ % =3(3a* +3b% +2ar +2bn) + i +14.
IS Cia iSplaukia, kad
i+ =0,
t.y. 1 =r=0. Taigi x=3a ir y =3b.

(-2

yra teisinga su visais n > 2.
[rodymas. Pastebésime, kad
l—i— (n-D(n+1) n-1 n+l

I’l2 I’l2 n n

(Y-
LHEIE-E

4. Realieji skaiciai x ir y, x # y, tenkina lygybes x? =8x+ yir y2 = x + 8. Raskite X2+ yz.

3. Irodykite, kad lygybe

Todél

Sprendimas. Sudéje abi lygybes, gausime, kad x* + y2 =9(x+ y), o atémg antra lygybg i$
pirmos, gausime lygybe x’—)°=7(x—y), i§ kurios i¥plaukia, kad x+y=7. Vadinasi,
x*+3y*=9-7=63.

Ats.: 63.



5. Inde yra 320 g balto cukraus. MiSinys 4 gaunamas i§ indo iSbérus x g balto ir po to ibérus x g
rudo cukraus ir gerai sumaiSius. Balto ir rudo cukraus santykis miSinyje 4 yra a:b (trupmena
a:b nesuprastinama). MiSinys B gaunamas i$ indo i§bérus x g miSinio 4 ir po to ibérus x g rudo
cukraus. Balto ir rudo cukraus santykis miSinyje B yra 49:15. Raskite x +a+ b.

49
49+15

Sprendimas. Balto cukraus miSinyje B yra (320~ j=245 (g), o rudo

320-245="75 (g).
Rudo cukraus misinyje 4 yra x g, o balto (320 —x) g.

2
v X X
Rudo cukraus miSinyje Byra | x ——— - x [+ x =2x — .
yje By [x 320 xJ X =2x-—5 (8
Taigi
xZ
2x———=175,
320
x? — 640x + 24000 =0,
x=320i\/102 400-24 000 =320+ 280,
x =40.
a:b=0320—x):x=280:40=7:1=a=7,b=1,x=40= x+a+b=48.
Ats.: 48.

6. Raskite natiiraliyjy skai¢iy p ir ¢ pory (p, q), tenkinanciy salygas

-1
p+q
-1

P *q

=17, p+q <100,
skaiciy.
Sprendimas. Aisku, kad plpg+l) _ 17= p=174.
q(pg+1)
Tada
p+q=18q£100,q213q£533q=1,2,3,4,5.

Ats.: Penkios.

7. ,Sraigés kiautas“ sudarytas i§ 6 trikampiy (zr. pav.), kuriy G E
kampai 30°, 60° ir 90°; AB =1 cm. Raskite AH. D
Sprendimas. Kadangi C
AH _AG _AF _AF _AD _AC _ 2 H A B
AG AF AE AD AC AB 3’
tai
2 6
AH ZLAG :(ij AF:”_:(LJ AB _64
V3 NE) V3 27
4
Ats. 6—
27

N



8.

10.

. Kam lygi skaiciaus

Raskite a—l, kai \/Z+L=3, a>0.

a Ja

Sprendimas. Kadangi a >0, tai a = («/5 )%. Todél
2

bl (2] (-

Skirtuma Ja —% galima rasti taip:
a

Ja !

ﬁzﬁ:\/g—

-4=9-4=5=

(o3 o)

Taigi a — 1 =+3./5.

a
Ats.: +34/5.

27
skaitmeny suma?

107 +2 107 -1 . B .
Sprendimas. Kadangi = +1=33...3 4, tai ieSkomoji skaitmeny suma lygi

3 ——
26

26-3+4=82.
Ats.: 82.

Ukininkas mirdamas liepé savo keturiems siinums pasidalinti arklius: vyriausiam — tre¢dali,
antrajam — ketvirtadali, o jaunéliams dvyniams — po penktadalj arkliy. Bet sinums nesiseké
pasidalinti arklius, nes skai¢iuodami gaudavo trupmeninius skaicius. Kai viena kumelé atsivedé
kumeliuka, tikininko siiniis arklius pasidalino, nors kumeliukas nickam neatiteko. Kiek arkliy
tur¢jo tkininkas?

Sprendimas. Arkliy skaiciy pazymékime N. Pagal uzdavinio salyga turi galioti lygybé

l+l+l+l (N+D)=N.
3 4 5°5

I§ ¢ia gauname: %(N +1)=N, N =59.
Ats.: 59.
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UZDAVINIY SPRENDIMAI
vyresniyjy klasiy mokiniams

1. Duoti n + 1 skirtingi natiiralieji skaiciai, maZesni uz 2n. Jrodykite, kad i$ jy galima iSrinkti tris
tokius skaicius, kad vienas i$ jy buty lygus kity dviejy sumai.
Irodymas.Tegu a; <a, <..<a,,; yra duotieji skaiiai. SkaiCiai a, —a;, a3—ay, ...,
a,.1 —a; bus teigiami skirtingi skaiciai, mazesni uz 2n. Tuo biidu tarp 2n+1 nattraliyjy
skai¢iy (a, ay, ..., a,41, a4y —ay, a3 —ay, ..., a,,; —a;) atsiras du lygts. Vadinasi, egzistuoja
tokie k ir m, kad
Qr =apy — 4
arba
a

m =ak+a1.

2. ISspreskite lygti \/ X - p+ 2\/ x> -1=x
Sprendimas.UzraSe lygtj pavidalu

X% - =x—\/x2 -p
ir pakéle kvadratu, gauname:

4(x2—1)=x2—2xw/x2—p +x2—p,
2x% 4+ p=-2xyx*—p

4x* + 4% (4 + p)+(p—4)? =4x* —4x7p.

ir

Taigi
8x*(p—2)+(p-4)*=0.
Kai p > 2, §i lygtis sprendiniy neturi, o kai p <2, tai

e
82~ p)

2
W= i p<n. ‘

82— p) 5
c, 4
D’

3. Irodykite, kad atstumas tarp statmeny, nuleisty i$
apskritimo tasko j du fiksuotus jo skersmenis, pagrindy A C ) D
nepriklauso nuo to tasko pasirinkimo. Ch D'

Ats.:x =

A,B,. Statmenis i§ pasirinktojo taSko M | tuos

Irodymas.Tegu yra fiksuoti skersmenys 4,B; ir
b

skersmenis MC, ir MD, pratgsiame iki susikirtimo su B,



apskritimu. Atkarpa C;D; bus trikampio MC,D, vidurio linija. Jos ilgis bus lygus pusei
stygos C,D, ilgio. Pasirinke¢ kita apskritimo taSka M ' analogiSkai turésime, kad atkarpos
CiDi ilgis bus lygus pusei stygos CéDé ilgio. Taciau stygy C,D, ir CéDé ilgiai yra vienodi,
nes kampai C,MD, ir CéM 'Dé yra akivaizdZziai lygts. Tai iSplaukia i§ to, kad keturkampiy
MC,0D, it M'C,0D, kampai yra lygis.

. Zinoma, kad x+l yra sveikas skaiCius. Jrodykite, kad tada x” +Ln taip pat yra sveikas
X X

skaicCius su visais sveikaisiais 7.
k

. D T e 1 o
Irodymas.Uztenka apsiriboti nattraliaisiais skaiciais n. Tegu x +— yra sveikasis
X

oy . . e - 1. 1 1
skaiGius bet kuriam natiiraliajam skaiGiui k& <n. Tada x"' + T Ir (x+—j (x” +—nj yra
x X X

(x+lj(x"+inj:(x"”+ nlﬂj+(x”_1+ nl_l)
X X X X

I§ &ia iSplaukia, kad x"!+

sveikieji skaiciai.
Bet

— yra sveikasis skaiCius. Belieka pasinaudoti matematine
X

indukcija.

. Darbas pradétas tarp 9 ir 10 val., baigtas tarp 10 ir 11 val. Baigus darba minutiné rodyklé¢ buvo
toje pacioje vietoje, kurioje buvo valandiné rodyklé darbo pradzioje. Ir atvirksciai, valandiné
rodyklé buvo minutinés rodyklés vietoje. Per kiek laiko buvo atliktas darbas?

Sprendimas. Tarkime, kad valandiné rodyklé pasisuko x°kampu. Tada minutiné pasisuko
12x° kampu. Kita vertus, ji pasisuko 360°— x° laipsniy kampu. Gauname:
_360°

13
Per vieng valanda valandiné rodyklé pasisuka 30° kampu. Todél laikui ¢, per kurj buvo atliktas
darbas,rasti gauname lygtj

360° —x" =12x" = x°

30042360 _
13

v

12
I$ ¢ia t = — (val.).
13( )

Ats.:2 val.
13

ISspreskite lygtilogs, .o (x2 +6x+9)+log, 3 (Sx2 +24x+27)=4.

Sprendimas.Lygtj pertvarkykime taip:
lg(x+3)° | Ig(Gx+9)x+3)) _

b

lg(5x +9) lg(x +3)
21g(x+3)  lgGx+9)+1g(x+3) _,
1g(5x+9) lg(x +3) o

Pazymékime



_lg(x+3)

C1g(5x+9)°
ir gausime lygti
2y + 1 +1=4,
y
turin¢ig du sprendinius:
=lir y= 1
y y >

Jei y=1, tai x:—%. Jei y:%, tai x=0 arba x=-1.

Ats.: {-3/2,-1, 0}.

Saléje buvo kelios vienodoskédziy eilés. Kiekvienoje horizontalioje eilg¢je sédéjo po 14
berniuky, o kiekvienoje vertikalioje eiléje sédéjo po 10 mergaiciy. Trys kédés buvo tuscios.
Irodykite, kad i$ viso buvo nemaziau kaip 567 kédés.

Jrodymas.Tegu ryra horizontaliy eiliy skai¢ius, oc— vertikaliy eiliy skaic¢ius.Tada

rc=l4r+IOc+3:>r(c—l4)=lOc+3:>r=IOC+3=lO+ 143 ; ¢ >14.

c—14 c—14

Kadangi r yra naturalusis skaicius, tai turi bati natiiralusis skaiCius. Taigi ¢ —14 yra

c—1
143 =11-13 daliklis.
Kadangi 143 =11-13, tai teigiami 143 dalikliai yra 1, 11, 13, 143.
Sudarykime lentelg

c—14 c r rc
1 15 153 2295
11 25 23 575
13 27 21 567
143 157 11 1727

IS jos matyti, kad keédziy skaiciaus rc galimos reikSmés yra tokios: 567, 575, 1727, 2295.
Maziausia reikSmé yra 567.
Ats.: 567.

Duota seka {a,,} :
a,=[10" LS BT BT N (P S
13 13’
Cia [a] yra skaiCiaus a sveikoji dalis. Kokia didziausia a, reikSme?

Sprendimas.Pakeite paprastaja trupmeng % desSimtaine trupmena, gauname, kad

% =0,769237692376...= 0,(76923).

Todél

[7,69..]-10[0,76..]=7-0=7,
[76,92...]-10[7,69...]= 76— 70 = 6,
[769,23..]-10[76,92...] = 769 — 760 = 9,
[

[

aq

7692,37...]-10[769,23...] = 7692 - 7690 = 2,

a
as
ay
as =[76923,76...]-10[7692,37...] = 76923 — 76920 = 3,

3



ag =[769237,69...] -10[769233,76...] = 769237 — 769230 = 7,
Irt. t.

Matome, kad sekos nariy reikSmés pradeda kartotis. Didziausia a, reikSme 9.
Ats.: 9.

9. ISspreskite lygciy sistemag
X+xy+ x2 = 9,
y+xy+ y2 =-3.

Sprendimas. Sudéje abi lygtis, gauname lygtj
2 _
x+y+(x+y)” =6.
IS ¢ia x+y =2 arba x+y=-3.

Toliau spreskime dvi sistemas:
x+y=2, y=2-x, y=2-x,

1) 5 = 5 = =>x=3,y=-1;
X+xy+x =9 xX+x(2-x)+x =9 3x=9

xX+y=-3 y==-3-1x, y=-3-x,
2) 5 = ) = =>x=-45,y=15.
X+xy+x =9 x+x(-3-x)+x" =9 -2x=9

Ats.:(3; 1), (-4,5; 1,5).

10. Naturalieji skai¢iai iSdéstyti didéjancia tvarka trikampyje (Zr. pav.). 1
Raskite eilutés, kurioje yra skaicius 400, nariy suma. 23
4 56
Sprendimas. Pirmosiosen eiluciy yra 1+2+..+n= n(n +1)

=—— 7 8 9 10
2
skaiciy, T e
Didziausias narys n-oje eilutéje yra @,Turime rasti maziausig n reikSme, kuriai
esant galioja nelygybé.

400 < Mt D

Kai n =27, tai n(n+1)=378;kain = 28,tai

28.

Toje eilutéje didziausias skaicius yra 406. Kadangi 27-oje eilutéje didziausias skaicius yra
2728

w = 406. Taigi ieSkomasis skaiCius n yra

=378, tai 28-os eilés skai€iy suma yra

379 + 380 +...+ 406 = w-m% —378) =10990.

Ats.:10990.



