PASVALIO KRASTO
13-0JI KOMANDINE MATEMATIKOS OLIMPIADA
PROFESORIAUS BRONIAUS GRIGELIONIO
TAUREI LAIMETI

Pasvalys, 2011 m. lapkriio 25 d.

UZDAVINIY SPRENDIMAI
jaunesniuyjy klasiy mokiniams

1. Devyni vienodi raSikliai kainuoja 11 lity su centais, o trylika tokiy pat rasikliy kainuoja 15 lity
su centais. Kiek kainuoja vienas rasiklis?

Sprendimas. Tegu vieno ra$iklio kaina yra x centy. Tada
1100 <9x <1200 ir 1500 <13x <1600,

arba
1500 1100 1600 1200
X g,
13 9 13 9
Bet
100, 139, o 1600

Todél 122 < x <124.
Vadinasi, vieno rasiklio kaina yra 123 ct.
Ats.: 123 ct.

2. [rodykite, kad skaitius p? -1 dalijasi i§ 24, jei p>3 yra pirminis skai&ius.
Sprendimas. Skai¢ius (p-1)p(p+1) dalijasi i§ 3. Kadangi p>3 yra pirminis, tai
(p-D(p+hH= p2 —1 dalijasi i§ 3. Skaiiai p-1 ir p+1 yra paeiliui einantys lyginiai

skaiCiai. Vadinasi, abu dalijasi i§ 2, o vienas i§ jy dalijasi i§ 4. Taigi p2 -l=(p-D(p+1)
dalijasi i$§ 3-8 = 24.

3. Ar galima uZpildyti nxn lentelg skaiciais —1, 0, +1 taip, kad ty skai¢iy sumos kiekvienoje
eilutéje, kiekviename stulpelyje ir abiejose jstriZainése bity skirtingos?
Sprendimas. Bendras lentelés eiludiy, stulpeliy ir jstriZainiy skai¢ius yra n+n+2=2n+2.
Sumos x; +x; +...+Xx,, kuriose x;, j=1,2,..,n, igyja reikSmes -1, 0, +1, gali jgyti
reikSmes —n, —n+1, -n+2,..,-1,0, 1,2, .., n—1, n. I§ viso tokiy sumy skirtingy reik¥miy
yra n+n+1=2n+1. Vadinasi, reikalaujamas lentelés uZpildymas yra negalimas.
Ats.: negalima.

4. Raskite visus sveikuyju skai¢iy x, y ir z trejetus (x; y; z), kuriems esant galioja lygybés
x+y=2 ir xy-z2=1.
Sprendimas. Kadangi xy =1+ z% > 1, tai x ir y yra vienody Zenkly skaiciai. IS salygos
x+y=2 iSplaukia, kad x>0 ir y >0. Todé¢l x=1, y=1ir z=0.
Ats.: (15 1; 0).



5. 1§ ketur¥enklio skaidiaus 4, kurj sudaro skaitmenys 1, 3, 5 ir 7, atimtas keturZenklis skaiCius B,
sudarytas i§ skaitmeny 2, 4, 6 ir 8. Raskite galimai maZiausia teigiama skirtuma 4 — B.

Sprendimas. Tegu A= aja,a3a, , B = bib,bsb, . Pagal salyga a;,1=1,2,3, 4, yra skaiiai 1,
3,5, 7,0b;,j= 1,2,3,4, yra skaiciai 2, 4, 6, 8. Kad skirtumas 4 — B buty teigiamas, negali
biiti @, =1. Galimi tik tokie atvejai:

) =3 b=2;

2) a=5, by=2 arba b =4;

3) @ =7, by =2 arba b =4, arba b =6.

Pirmuoju atveju galimai maZiausias skirtumas yra
A—B=3157-2864 =293,
antruoju atveju
A—- B =5137-4862 =275,
o tre¢iuoju atveju
A-B=7135-6842=293.
Ats.: 275.

6. Raskite skaiiaus a =1+24+...+2011! dalybos i3 18 liekana. Cia nl=n(n-1)-....2-1,
n=1,2,..,2011, yra skai¢iaus n faktorialas.
Sprendimas. 1§ 18 nesidalija tik Sie sumos a =1+2+... + 2011! démenys: 11, 21, 3!, 4! ir 5!,
Jy suma yra .
I4+24+34+44+5!1=1+ 2+ 6 + 24 +120 =153.

Skai¢iaus 153 dalybos i§ 18 liekana 9 kartu yra skai¢iaus a dalybos i3 18 lickana.
Ats.: 9.

7. Tegu a; <a, <...<ay, yranatiralieji skaiciai, ne didesni uZ 125. [rodykite, kad tarp skirtumy
di=a,-a, i=1,2,..,43, reikimiy yra tokia, kuri igyjama ne maziau kaip 10 karty.
Sprendimas. Pagal apibréZima
di+dy+..+dg3 =(a,—a)+(a3—ay)+...+(ay —ay) =ay —a <124,
Tarus, kad néra tokios d;,i=1,2,..., 43, reikSmés, kuri jgyjama ne maZiau kaip 10 karty,
galimai maZiausia sumos dj +d, + ...+ d,; reiksme bty 9-1+9-2+9-3+9-4+7-5=125.
Ji didesné uZ 124, todél prielaida reikia atmesti.

8. Nustatykite, kiek sprendiniy turi lygtis

2x2 -5 * -2
3 =1,

Sprendimas. Pakanka i¥nagrinéti tris atvejus:

2 2 _
1) 2’“3 o1 2) 2"3 1 ir 3) x2—2x=0.

Pirmuoju atveju x =+2. Abu skaiCiai tenkina lygti.

Antruoju atveju x ==1, bet x* ~2x reik§me lygi —1 arba 3. Taigi lygties netenkina nei

x=1, nei x=-1.
2

3

#0.

Trediuoju atveju x =0 arba x =2. Abu skaiciai tenkina lygti, nes

Ats.: 0, £2.



/

9.

10.

Kiek yra nattraliyjy skai¢iy », kurie tenkina nelygybe

1 3\ 5)5 4021)%02!
n-——{ln-—=\| - |n-—=1{ -.|\n-——r <0?
2 2 2 2

Sprendimas. Sandaugoje

AT A A

yra 2011 dauginamyjy; jie uZraSomi formule

2k-1 2k-1
@—?J =(2(”—‘2").ﬂ)  k=1,2,..2011.

Kai ne{l;2;...; k —1}, Sie dauginamieji yra neigiami. Jei neigiamy dauginamyjy yra nelyginis
skai€ius, tai ir sandauga bus neigiama. Vadinasi, skai€ius £ turi biiti lyginis. Sekoje
1,2,..,2011 jy yra 1005.

Ats.: 1005.

Su kuriais natiiraliaisiais skai€iais £ i§ eilés einan¢iy & natliraliyjy skai¢iy suma dalijasi i§ £?
Sprendimas. Tegu m yra bet kuris natiiralusis skai¢ius arba nulis. I3 eilés einanéiy &
natliraliyjy skai¢iy m+1, m+2, ..., m+ k sumg paZymeékime s(k). Tada

s(k)=(m+1)+(m+2)+...+(m+k)=km+(1+2+...+k)=km+—k—(-k-219,
todél
sk _ K+l
k 2

Trupmena % yra sveikasis skaiCius tik tada, kai k+1=2/,/=1,2,... . I§ &a k=2/-1,

I=12,...
Taigi s(k) dalijasi i§ & tik tada, kai £ yra nelyginis skaicius.
Ats.: k=21-1,1=1,2,...
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. Rasti suma

1-142.243.34. .. +n-nt.

Sprendimas. 1-142-243 3M...+ n-nl= (2=1) - 1+G = 1) 2.+ (n+ D) = 1) -nl=

13-0JI KOMANDINE MATEMATIKOS OLIMPIADA

= @2 1-1)+ (B 2-2) + o+ (1 + D) - l=nl) = =1 + B=21) + ...+ (n+ Dl-nl) = (m + )11,

. [rodykite, kad su visais natiiraliaisiais n

-

Sprendimas. Kadangi

tai

1 1 1 1
I+ l+= ] +—= | 1+ =qy-0y-ay-...-0, =
( 3j( 8)( 15) [ n2+2nj R

_28 3 4 (aD’ 24D’ _2nt))

1.3 244 3.5 7 a(n+2)  nl(n+2)! n+2

. Ar galima suvynioti kuba i kvadratinj popieriaus lapa, jei lapo krastiné yra tris kartus ilgesné uz

kubo briaung?

Sprendimas. Parodysime, kad tai padaryti galima. Kubg B,

statome { lapo centra taip, kad jo briaunos biity lygiagreéios P
su kvadrato istrizainémis ir uzlenkiame lapo kampus. Tegu D,
kubo briaunos ilgis yra a. Kadangi kvadrato krastinés ilgis 42
yra 3a, tai jo istrizainiy ilgiai yra J18a. Uztenka isitikinti, %
kad lenkimo liniju A4;B;, 4,B,, A3B; ir A;B, ilgiai néra '
mazZesni uz a, o atkarpy C;D;, C,D,, C3D; ir C4D, ilgiai

. . . . 1L B
néra mazesni uz Ea. Gauname: D

AB =2C;D; =+18a-3a>a ir C,-Dl->%a; i=1,2,34 O 4

As

G

. Kiekvienas plokstumos taskas nudaZomas raudona arba mélyna spalva. [rodykite, kad, laisvai
pasirinkus teigiama skaiéiy d, galima rasti ta pacia spalva nudazyty tasky, tarp kuriy atstumas

lygus d.

Sprendimas. Tarkime, kad taip néra. Tai reiSkia, kad yra tokie teigiami skaiiai a ir b, kad
néra raudony tasky, nutolusiy atstumu q, ir néra mélyny tasky, nutolusiy atstumu b. Tarkime,
kad a <b. Pasirinkime mélyng taska 4 ir nubréZkime apskritima, kurio centras 4, o spindulys
lygus b. Pagal prielaida visi Sio apskritimo taskai turi biiti raudoni. Pasirinke centru bet kurj $io
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apskritimo ta$ka, nubréZkime apskritima, kurio spindulys lygus a. Kadangi a<b, gausime du
. abiejy apskritimy susikirtimo taskus; abu jie raudoni kaip ir apskritimo centras. Gavome
prieStaravima prielaidai, kad néra raudony tasky, nutolusiy vienas nuo kito atstumu a.

. Kvadratas, kurio kraStinés ilgis yra a, jbréZtas | trikampj (Zr. 1 pav.), kurio
pagrindo ilgis lygus b. [rodykite, kad kvadrato plotas negali virSyti pusés
trikampio ploto. 1 pav.

Sprendimas. Tegu h yra trikampio aukS$tinés, nuleistos j pagrinda, ilgis, x=h—a,
S — trikampio plotas, o S; virSutinio trikampio (esanéio vir§ kvadrato) plotas. Tada

2
iz(é) , S=(Cl+x)b’ Slzgi_
S1 \a 2 2

Todél

2 2 2
:>lS—az=l a+ a b—a2=Lb——a2=M = a2_<_lS.
4b-a) 4(b—a) 2

. Tegu g < éz <..<ayqy yra realieji skaiCiai. Raskite visus realiuosius skaitius x, su kuriais
funkcija
100
F=2lx~a; | x—a|+]|x-ay | +.+ | x=a10 |
i=1
igyja maziausia reikSme.
Sprendimas. Taikydami realiyjy skai€iy sumos modulio savybe |a+b|<|a|+|b],
gauname:
J@=Ax—a |+ x—ay|+.+[x—ag |+ x~ay |=
=(x—a|+|x-agD+(x-a|+|x—ag ) +..+(x—asy|+|x—a5 ) 2
2 (x—a) +(a190 = %) | +](x—a3) + (agg ~ x) [ +..+ | (x —asp) + (as; — x) |=
= (100 ~ @) + (g9 — @) +... + (a5 — asp).
Kadangi lygybés
| x=a;|+|x—ayg1; H x—a; | +] ayo1; —~x[=H (x - a) + (ay01; = %) [F @101 — a1, i=1,2,..., 50,
galioja tik tada, kai su visais i=1,2,...,,50 skirtumai x—a; ir a;p;_; —x yra vienody Zenkly,
tai asg <x < as;.
Vadinasi, maZiausig reik§me, lygig skai¢iui
(@100 —a1) +(agg —ay) +...+(as; — asy)s
Funkcija f(x) igyja intervalo [asy; as;] taskuose.

. Tegu a; <a, <..<ay, yra realieji skaiCiai, ne didesni uz 125. Jrodykite, kad tarp skirtumy
d;=a;,1—-q, i=12,..,43, reikSmiy yra tokia, kuri igyjama ne maZiau kaip 10 karty.
Sprendimas. Pagal apibréZima
ditdy+..+dy =(ay—a)+(a3—ay)+..+(ay —ay) = ay —a; <124,
Tarus, kad néra tokios d;,i=1,2,..., 43, reik§més, kuri jgyjama ne maZiau kaip 10 karty,
galimai maZiausia sumos d; +d, +...+d,; reikSmeébity 9-1+9-2+9-3+9-4+7-.5=125.
Ji didesné vz 124, todél prielaida reikia atmesti.
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8. Yra skaiéiy seka, kurios nariai apibréZiami taip:
X=Xy =1,
X, =2011x, +2012x, ,, n>2.
Raskite lickana, gaunama dalijant x,q;; i§ 3.

Sprendimas. Kadangi 2011=3-670+1 ir 2012 =3-670+2, tai
Xpp1 =3-670(x, +x,_) +x, +2x,_;.

Skaiiaus x,_; dalybos i3 3 liekana pazymeékime a, o skaiCiaus x, dalybos i§ 3 liekana
paZymeékime b. Tada skaiCiaus x,,; dalybos i§ 3 lickang galésime uZraSyti formule
b +2a -3k, kurioje k igyjamos reik§més yra 0, 1, arba 2.

Dalijant sekos narius i3 3, gaunamos tokios liekanos:

Sekos narys | Liekana

X 1

Xy 1

X3 (1+2)-3=0
X4 0+2=2

X5 2+0=2

% 2+4)-6=0
Xq 1

xg 1

Matome, kad sekos nariu x; ir x;,¢, /=1.2,..., dalybos i$ 3 liekanos sutampa.

Kadangi 2011=6-335+1, tai sekos nario x,y;; = x;,4.335 dalybos i§ 3 liekana sutampa su
sekos nario x, dalybos i§ 3 liekana; ji lygi 1.

Ats.: 1.

9. Raskite skai¢iy natiiraliyjy skai¢iy a, kuriems esant yra toks sveikasis skai¢ius b, 0 <b <2011,
kad abi lygtys

2

x> +ax+b=0 ir x°

+ax+b+1=0
turi sveiky sprendiniy.

2

Sprendimas. Jei kvadratinés lygtys Xtrax+b=0 ir ¥ +ax+b+1=0 turi sveikyjy

sprendiniy (nors po viena), tai jy diskriminantai a®—4b ir a®~4b-4 yra sveikuyjy skaiciy
kvadratai. ~
2 _ 12 2 _ 72
Tegu a“—4b=k“ ir a” —4b—-4=]". Tada
k2 -1*=4 = (k-D(k+1)=4.
Kadangi dauginamujy k-7 ir k+/ suma yra lyginis skaiCius, tai yra tik dvi galimybés:
k—=l=-21ir k+]=-2 arba k-] =2 ir k+/=2. Abiem atvejais [ =0. Tada

k*=4 = a*-4b=4 = a*=4(b+1) = a=2/b+1.
Taigi b+1 turi biti sveikojo skai¢iaus kvadratas.
Kadangi 44% =1936<2011, 45% =2025>2011, tai galimos 5+1 reik§més yra

12, 22, 32, vees 442, Gauname 44 parametro a reik§mes, tenkinanéias uzdavinio salygas.
Ats.: 44,



10. I$spreskite lygéiy sistema

5nz=6
xX+y
} 4xz _3,
x+z
3yz _9
\y+Z

_Sprendimas. Aisku, kad x#0, y#0 ir z# 0. Todé¢l

-

(5w _  [xtr_5 (1,15
x+y xy 6 y x 6
4xz x+z 4 1.1 _4
1 =3, < ==, D{—+—=—,
X+z Xz 3 x z 3
3y _, y+z_3 1. 1.3
| y+z L vz 2 z vy 2
. 1 1
Pazymeéje t=—, u=—, v=—, gauname:
x z
5 5
Uu+i=—, U=—-—1
6 6
<t+v=i, 2<v=\i—t, :>t=l,u=l,v=1:> x=3,y=2,z=1.
3 3 3 2
v+u=—3— [i—t)-i-(é—t)zi
L 2 3 6 2
Ats.: (3;2; 1).



