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PASVALIO KRASTO

13.OJI KOMANDIN E MATEMATI KOS OLIMPIADA
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TAUREI LAIMETI

Pasvalys, 201L m. lapkridio 25 d.

uZoavtuU SnRENDtMAt
jaunesniqjq klasiq mokiniams

Devyni vienodi raSikliai kainuoja 1l litq su centais, o trylika tokiq pat ra5ikliq kainuoja 15 litq
su centais. Kiek kainuoja vienas ra5iklis?

Sprendimas. Tegu vieno ra5iklio kaina yra x centq. Tada
1100 < 9x <1200 ir 1500 <l3x < 1600,

arba

1500 
< 

1100 <x< 1600 <1200.139139
Bet

11oo 
> r22. o 16oo .nq.9t3

Todel 122<x<124.
Vadinasi, vieno ra5iklio kaina yra 123 ct.
Ats.: I23 ct.

[rodykite, kad skaidius p2 -l dalijasi i5 24, jei p>3 yrapirminis skaidius.

Sprendimas. Skaidius (p-l)p(p+l) dalijasi i5 3. Kadangi p>3 yra pirminis, tai

(p-l)(p+l)= p2 -l dalijasi i5 3. Skaidiai p-l ir p+l yra paeiliui einantys lyginiai

skaidiai. Vadinasi, abu dalijasi iS 2, o vienas i5 jq dalijasi i5 4. Taigi p2 -I=(p-1)(p+l)
dalijasi i5 3.8 = 24.

Ar galima uZpildyti nxn lentelE skaidiais -1, 0, +1 taip, kad tq skaidiq sumos kiekvienoje
eiluteje, kiekviename stulpelyje ir abiejose [striZainese btitq skirtingos?

Sprendimas. Bendras lenteles eiluditS stulpeliqir istriZainiq skaidius yra n+n+2=2n+2.
Sumos xt+xz+...+xn) kuriose xi, i =1,2,...,n, igyja reik5mes -1, 0, +1, gali igyti

reik5mes -n) -n+1' -n*2,..., -1, 0,1,2, ..., n-1, n.I3 viso tokiq sumq skirtingq reik5miq
yru n + n +l = 2n + 1. Vadinasi, reikalaujamas lenteles uZpildymas yra negalimas.

lls.: negalima.

Raskite visus sveikqjq skaidiq x, y ir z trejetus (x; y; z), kuriems esant galioja lygybes

x+y-2 it xy-22 =1.

Sprendimas. Kadangi xl =l+ ,2 ,1, tai x ir y yravienodq Zenklq skaidiai. I5 s4lygos

x+y=2 i5plaukia,kad x>0 ir y>0. Todel x=I, ! =1 ir z=0.
Ats.: (I; \ 0).



5. IS keturZenklio skaidiaus ,4, kuri sudaro skaitmenys l, 3, 5 ir 7, atimtas keturZenklis skaidius B,

sudarytas i5 skaitmenq 2,4, 6 ir 8. Raskite galimai maZiausi4teigiamq skirtum4.'4 - B.

Sprendimas. Tegu A= a1a2a3a4, B = 4bz4b4. Pagal sqlyg4 oi,i =1,2,3,4, yra skaidiai 1,

3, 5, 7, o bi, i =1,2,3,4, yra skaidiai 2, 4, 6, 8. Kad skirtumas A - B bfrtq teigiamas, negali

blti a1 = 1. Galimi tik tokie atvejai:

l) ar=3, 4:2;
2) q=5, 4=2 arba 4=4;
3) q:7, 4:2 atba 4.=4, arba br=6'

Pirmuoju atveju galimai maZiausias skirtumas yra
A- B =3157 -2864 =293,

antruoju atveju 
A- B = 5137 - 4g62 = 275,

o trediuoju atveju
A- B =7135-6842=293.

Ats.:275.

6. Raskite skaidiaus a=1+2t+...+2011! dalybos i5 18liekanQ. (ia nr.=n(n-l)'...'2'1,

n = l, 2, ..., 2011, yta skaidiaus r faktorialas'

Sprendimas. IS 18 nesidalija tik Sie sumos a = Il+2!+...+ 201 l! demenys: lt.,2t',3 !, 4! ir 5 !.

Jq suma yra
1!+2!+3!+4!+5!= 1 + 2 + 6 + 24 + 120 = 153.

Skaidiaus 153 dalybos i5 18 liekana 9 kartu yra skaidiaus a dalybos i5 18 liekana.

Ats.:9.

7. Tegu a11a2

di = ai+t- a;, i =I,2, ...,43, reik5miq yra tokia, kuri igyjamane maliaukaip 10 kartq.

Spr endimas. Pagal aPibreZim4

d, + d, +...+ da3 = (az - a) + (a3 - az) +..-+ (a+q - an) - a44 - a1 < 124'

Tarus, kad neratokios di,i=1,2,...,43, reik3mes, kuri igyjama ne maZiaukaip 10 kartr5

galimaimaZiausiasumos d1+d2+...+da3 reiksmebutq 9'1+9'2+9'3+9'4+7'5=125.
Ji didesne vZ I24,todel prielaid4reikia atmesti'

8. Nustatykite, kiek sprendiniq turi lygtis

( z*' - s)" -u' 
=, .

[3 )
Spr endimas. Pakanka i5nagrineti tris atvejus :

,r2x2 -5 _r. 2\2*'_-5 =_l ir 3) x2 _2x=0.
') 3 3

Pirmuoju atveju x =!2. Abu skaidiai tenkina lygt['

Antruoju atveju x=tl, bet x2 -2x reik5me lygi -1 arba 3. Taigi lygties netenkina nei

x =1, nei x = -1.

Trediuoju atveju x = 0 arba x =2.Abu skaidiai tenkina lygli nes 
2x2-- 5 * o.

Ats.:O, *2. 
z



/ 9. Kiek yra natlraliqiq skaidiq n, kurie tenkina nelygybg

/ / r\ ( z\3 ( s\5 ( rntr\4021
("-+)("-i)' ("-i)' (. y <0?

Sprendimas. Sandaugoje

(.-:)(.-1)' ("-i)' (. -ry)^"'
yra20ll dauginamqjq; jie uZraSomi formule

( r_ro - tl'o-' 
= (zrn -.!c>+t)to-t, k =r,2,..., 201 r.1." 2I t z ) )'v

Kai n e {l;2;...; k - l}, Sie dauginamieji yra neigiami. Jei neigiamq dauginamqiq yra nelyginis
skaidius, tai ir sandauga bus neigiama. Vadinasi, skaidius k turi btti lyginis. Sekoje
t''' 

;;.?orf,t 
iq Yra 1 oos'

10. Su kuriais natEraliaisiais skaidiais ft i5 eiles einandiq fr nat[raliqjq skaidiq suma dalijasi i5 k?

Sprendimas. Tegu m yra bet kuris natfralusis skaidius arba nulis. I5 eiles einandiq fr
natiiraliqjq skaidiq m + l, m + 2,..., ffi tfr sumqpaZymekime s(ft). Tada

s(/r) = (m + l) + (m + 2) + ... + (m + k) = tcrn+ (1 + 2 + ... + k) = km * !gP,
todel

s(ft) k +l
;=m+_.

k+1
Trupmena : yra sveikasis skaidius tik tada, kai k+l=21,1=1,2,.... IS dia k=21-1,'2
I -l )

Taigi s(fr) dalijasi i5 ft tik tada, kai k yra nelyginis skaidius.

Ats.: k =21-l,l =1,2,....
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1. Rasti sum4
1'11+2 .2t+3 .3!+...+ n'n! .

Sprendimas. l.ll+2.2r.+3.3t+...+ n.n!= (2 -l).1!+(3 - l).2!+... + ((n + l) -l).nl=
=(2.1!-1!) +(3.2.-2)+...+((n+1).nl-nl) =(2!-1!)+(3!-2!)+...+((n+1)!-n!)=(n+l)!-1.

2. [rodykite, kad su visais nattraliaisiais n

('.+X'.;X'.*) l.ah)"
Sprendimas. Kadangi

r] ^t ,K r'K*l.1
uL-L-r---;--'' k= +?k r-? , or.ft -t Ltt

tai

lt.!)[t*1)[t*I'] (r*-l-) =o,.(ra.,,t;. .n =|.'-tJ|.'- 8,J['-G )'['* r..' *zr)= 
at'o2' a3""'an=

22 32 42 @ +\2 2.((n +t)t)z 2(n +t)
= 13'2.4 3{ ,,t@.4= nt\r+z)l = n*, t''

3. Ar galima suvynioti kub4 i kvadratini popieriaus lap4 jei lapo kra5tine yra tris kartus ilgesne uZ
kubo briaunq?

Sprendimas. Parodysime, kad tai padaryti galima. Kub4
statome I lapo centr4 taip, kad jo briaunos bUtq lygiagredios
su kvadrato istriZainemis ir uZlenkiame lapo kampus. Tegu
kubo briaunos ilgis yra a. Kadangi kvadrato ka5tines ilgis
yra 3a, tai jo istriZainiq ilgiai yra Jno. UZtenka isitikinti,
kad lenkimo linijq ,4181, A282, AzBt ir AaBo ilgiai nera

maZesni uL a, o atkarpq C1D1, C2D2, C3D3 ir CaDa llgiai

. _1
ndra maZesniu? -a. Gauname:

2

AiBi =2CiDi =Jl^Lo-3a> a ir CiD, rIo, i =1,2,3,4.
I

Kiekvienas plok5tumos ta5kas nudaZomas raudona arba melyna spalva. [rodykite, kad, laisvai
pasirinkus teigiam4 skaidiq d, galima rasti ta padia spalva nudaZyq taSkq, tarp kuriq atstumas
lygus d.

Sprendimas. Tarkime, kad taip nera. Tai rei5kia, kad yra tokie teigiami skaidiai a fu b,kad
nera raudonq ta5kq, nutolusiq atstumu a, ir nera melynrtr ta5kq nutolusiq atstumu b. Tarkime,
kad a < b. Pasirinkime melyn4 ta5k4 A ir nubreikime apskritim4 kurio centras ,4, o spindulys
lygus b.Pagal prielaid4 visi Sio apskritimo ta5kai turi buti raudoni. PasirinkE centru bet kuri Sio

1.

,/ Vt..
Dr Di



apskritimo ta5k4 nubreZkime apskritim4 kurio spindulys lygus a. Kadangi a<b, gausime du
abiejrl apskritimq susikirtimo ta5kus; abu jie raudoni kaip ir apskritimo centras. Gavome
prie5taravim4prielaidai, kad ndra raudonq ta5kq nutolusiq vienas nuo kito atstumu a.

Kvadratas, kurio kra5tines ilgis yra a, lbreZtas I trikampi (Zr. 1 pav.), kurio
pagrindo ilgis lygus b. lrodykite, kad kvadrato plotas negali vir5yti puses
trikampio ploto.

Sprendimas. Tegu h yra trikampio auk5tin€s, nuleistos I pagrind4 ilgis, x=h-a,
S - trikampio plotas, o Sr vir5utinio trikampio (esandio virS kvadrato) plotas. Tada

^s (L\'. r_(a+x)b. s,=cr.
E 

:[",r z ' -r 2'
Todel

( o\2 a+x b o2
I I < *- <

\a) x a b-a

- 
I ., -z I( - o2 ),- z ab2 z a(b-2o)2?-D -q. =:l a+ lb-a- ------- -a- = = o2 5 

15.
2 4[. b-o) a(b-a) -' a(b-a) -z-'

5. Tegu a11a2

tunkcija
100

-f(r) :It "- a, | =l x - el +l * - ozl +...+ I "-oroo I

i=l
igyj a maZiausi4 reik5mE.

sprendimas. TaikydamirealiqjrtrskaidiqsumosmoduliosavybE la+bl<lol+lbl,
gauname:

"f(x) =l x - dtl + I x- a2l+...+l x - oggl + I x- aroo l=

= ( x- arl+lx - arcQ l) + (1" - azl+1, - osg l) +...+ (lx- aso l+ lx-d:r l) >

>l (x - ar) + (arcs - x) I + l@ - a) + (ags -,r) | +...+ I (x - aso) + (asr- x) l:
= (droo - a) + (agg - az) + ... + (asr - oso).

Kadangi lygybes

l*-ail+lt-atot-rl:1"-atl+larcvi-xl:l @-a)*(aror_i-x)l:arcvr-ei, i=I,2,...,50,
galioja tik tada, kai su visais i = 1,2,..., 50 skirtumai x - a; ir arcvr - x yra vienodq Zenklq
tai a5g<x1a5t.

Vadinasi, maZiausi4 reik5mg, lygi4 skaidiui
. (aroo - ar) + (ass - az) + ...+ (asr- aso),

Funkcija f (*) Wyja intervalo la5s; a51f taSkuose.

7. Tegu c\ 1a2
di=ai+t-ai, i=I,2,...,43, reik5miqyratokia,kuriigyjamanemaliaukaipl0kartrl

Sprendimas. Pagal apibreZim4
d1+ d2+...+ da3 = (az- a)+(a3 - az)+...+(aqq- aqt) - oq4- a1<124.

Tarus, kad nera tokios di,i=1,2,...,43, reik5mes, kuri igyjarna ne maZiau kaip 10 kartU
galimai maZiausia sumos d1+d2+...+da3 reik5me bfitrf 9.1+9.2+9.3+9.4+7.5=I25.
Ji didesne ul124, todel prielaid4reikia atmesti.

I pav.



8. Yra skaidiq seka, kurios nariai apibreZiami taip:
x1 = x2 =\,
xn+t = 20llxn + 20l2xn_1, n> 2.

Raskite liekanq gaunam4dalijant x2s11 i5 3.

Sprendimas. Kadangi 20lI=3.670+l ir 2012 =3.670 +2, tai
xn+l = 3.670(x, t xr_t) + xn +2*n_t.

Skaidiaus xr-1 dalybos i5 3 liekan4 paZymekime a, o skaidiaus x, dalybos i5 3 liekan4

paZymekime b. Tada skaidiaus xn+t dalybos iS 3 liekanq galesime uZra5yti formule

b +2a - 3fr, kurioje k [gyjamos reik5mes yra 0, 1, arba2.
Dalijant sekos narius i5 3, gaunamos tokios liekanos:

Sekos narys Liekana

x1

x2

x3

x4

x5

x6

1

1

(l+2)-3=0
0+2=2
2+0 =2
(2-4)-6=0

x7

J8

I

1

Matome, kad sekos nariq x4 it *k*6t, I =1.2,..., dalybos i5 3 liekanos sutampa.

Kadangi 20ll=6.335 +1, tai sekos nario .y2011 ="rl+6.33j dalybos i5 3 liekana sutampa su

sekos nario nl dalybos i5 3 liekana;ji lygi l.
Ats.: l.

9. Raskite skaidiq nattraliqjq skaidiq a, kuriems esant yra toks sveikasis skaidius b, 0 <b <20I\
kad abi lygtys

,2 +o*+b =0 ir *2 +o*+b+1=0
turi sveikq sprendiniq.

Sprendimas. Jei kvadratines lygtys x2 +ax+b =0 ir ,2 +*+b+l=O turi sveikqjq

sprendiniq (nors po vien4), tai jq diskriminantai a2 -4b ir o2 -4b-4 yra sveikqjq skaidiq
kvadratai.

Tegu a2 - 4b : k2 ir az - 4b - 4 =12. Tada

k2 -12 =4 = (k-t)(k+l)=4.
Kadangi dauginamqj\ k-l ir k+/ suma yra lyginis skaidius, tai yra tik dvi galimybes:
k-l=1ir k*l=-2 arba k-l =2 ir k+l =2. Abiematvejais l=0. Tada

k2 =4 = a2 -4b=4 + a2 =4(b+1) = q=)"[b+I.
Taigi b + 1 turi bfti sveikojo skaidiaus kvadratas.

Kadangi 442 :1936<2011, 452 =2025>2011, tai galimos 6+1 reikSmes yra

12,22,32,...,442. Gauname 44 parametro a reik5mes, tenkinandias uZdavinio s4lygas.

Ats.:44.



10. I5sprqskite lygdirl sistem4

5xy 
= 6,

x+y
4xz -_ J,

x+z
3yz 

^
y+z

1ll
PaZymejE t=L, Lt:-) r=-t gauname:

xyz

r z*0. Todel

x+/ _2 tl5
xy

x+z 4 ll | 4
....................'......._=-- 4 \-T-=-

^ 
t 

- ) ' - ^)xz J tx z 5

y+z 3 11,1 3l_r_-_
yz 2 lr'y-2'

Sprendimas. AiSku, kad x +0, y+0 i

ft'=u, Ilx+v I

) o;:r, 
= llx+z I

llo=, I

lY+' t

5

6'
4

J

Jt
; l).).

L,

+t

-v

IL

(3

+

+

,T

t

v

f
lt,

I

t:
t

ts..A

5
u ---t-

6

411t=-:-t, = t-1,4=1. v=1 + x=3,!=2,2=1.
a)JJZ

u*u=1 
l(+ ').(; -,)=1


