PASVALIO KRASTO MOKSLEIVIU

TAUREI LAIMETI

Pasvalys, 2007 m. lapkri¢io mén. 23 d.
Uzdaviniy sprendimo trukme — 2 val.

UZDAVINIU SPRENDIMAS

9-10 klaseé

1. Lentelése 3x3 langeliuose yra jraSyti nattiralieji skaiciai (Zr. pav.). Du mokiniai,
Jonas ir Petras, iSbrauké po keturis skaicius. Jono iSbraukty skai¢iy suma yra tris
kartus didesn¢ uz Petro iSbraukty skaiCiy sumg. Nustatykite, koks skaicius liko
lentel¢je.

DEVINTOJI KOMANDINE MATEMATIKOS OLIMPIADA
PROFESORIAUS BRONIAUS GRIGELIONIO

41128
132414
715123

Sprendimas. Tegu Petro iSbraukty skai¢iy suma yra x; tada Jono iSbraukty skai¢iy suma yra 3x.

Vadinasi, lenteléje liko skaiCius (pazymekime jj m), kurj galima uZzrasyti formule
m=110-4x=4(27—-x)+2.

Kitaip sakant skai¢iaus m dalybos i§ 4 lickana turi bati lygi 2. Sia savybe turi tik vienas lentelés

skaiCius — 14; taigi m =14.

Pastaba. Uzdavinys yra korektiSkas, nes yra du skaiciy rinkiniai po keturis skaiCius, kurie

tenkina uzdavinio salygg (x =4+8+7+5;3x=12+13 +24 +23).
Ats.: 14.

2. Padalijus trizenklj skai¢iy a i§ 9, gaunamas skaiCius b, kurio skaitmeny suma yra devyniais
mazesné uz skaiciaus a skaitmeny suma. Raskite visus trizenklius skaicius a, turinCius §ig savybe.

Sprendimas. Skaicius a dalijasi 1§ 9, tod¢l jo skaitmeny suma dalijasi 1§ 9; ja galima uzrasyti
formule 9m. Skaiciaus b skaitmeny suma yra 9m —9 =9(m —1) . Ji daljjasi i$ 9, todé¢l skaiCius b

dalijasi 1§ 9. Vadinasi, skaicius a dalijasi i§ 81.
Tarp trizenkliy skai¢iy yra 11 tokiy, kurie dalijasi i$ 81:

162 =81-2, 648 =81-8,

243 =81-3, 729 =81-9,

324 =81-4, 810 =281-10,
405=281-5, 891 =281-11,
486 = 81-6, 972 =81-12.
567=281-7,

Uzdavinio sglygas tenkina tik 5 1S jy: 486, 567, 648, 729, 972.
Ats.: 486, 567, 648, 729, 972.

3. Kokiu laipsniu reikia pakelti skaiciy 4% , kad gautume skaiciy 882
Sprendimas. 88 =28.48 44 -(44)2 = (44)3 .

Ats.: tre¢iuoju laipsniu.



4. Isspreskite lygtj

! =X
1+ ! I
1+ —
X
. . : 1 1 x+1 ..
Sprendimas. Pertvarkome kairigja lygties puse: = = ; sprendziame
1 X 2x+1
1+ I I+
144 x+1
X
lygti x+l =X ir gauname: x+1=2x +x= x2 :l:xzig.
2x+1 2 2
Ats.: x = iﬂ.

5. | vieng eile surasyti skaiciai 1, 2, 3, ..., 2006, 2007. Nubraukiami pirmi 2006 skaitmenys. Koks
likusio skaiciaus pirmasis skaitmuo.

Sprendimas. VienaZenkliai 1, 2, ..., 9 uzima 9 pozicijas, dvizenkliai 10, 11, ..., 99 uzima
90-2 =180 pozicijy. Dar nubraukti 2006 —189 =1817 skaitmenys, sudaryti i§ trizenkliy skaiciy
skaitmeny. Kadangi 1817 =3-605 + 2, tai nubraukiami skaic¢iai 100, 101, ..., 704 ir du skaiciaus
705 skaitmenys. Taigi ieSkomas skaitmuo yra 5.

Ats.: 5.

6. Tegu a ir b yra sveikieji skaiCiai. Nustatykite, ar b? dalijasii§ a+ b, jei a? dalijasiiS§ a+5b.
Jrodymas. a® =(a+bym, meZ, b> =a* —(a+b)a-b)=(a+b)(m—a+b)= b* dalijasi
iSa+b.

7. Tegu PA ir PB yra apskritimo su centru O liestinés
taSkuose A4 ir B. TreCia to apskritimo liestiné, kerta
atkarpas PA ir PB taSkuose X ir Y. Jrodykite, kad kampas
XOY nepriklauso nuo treciosios liestinés pasirinkimo.

Irodymas. Tegu C yra treiasis lietimosi taskas.
Akivaizdu, kad AOAX =AOXC ir AOBY =A0OYC . I§
atitinkamy kampy lygybés turime, kad

Z X0Y :%LAOB .

8. Irodykite, kad

2 46 100 10
Irodymas. Akivaizdu,kadi- 2 2<2i9%
2 6 100 3 5 7 99

3

4
(135 9Y (135 9Y2 46 98 1
Todel [=.2.2. 22| <[2.2.2. 2222, 221
2476 7100 2476 1000357 7 99) 100

IS ¢ia gaunama nelygybé (**).



9.

10.

Raskite maziausig natiiralyjj skaiciy, kurj dalijant i§ 4 gaunama liekana 3, dalijant i§ 5 gaunama
liekana 4, o dalijant 1§ 6 gaunama lickana 5.

Sprendimas. Tegu x yra ieSkomasis skaiCius. Tada x +1 yra dalus 1§ 4, 5 ir 6. Toks maziausias
skaiCius yra 60. Vadinasi, x =59.
Ats.: 59.

Languotos kvadratinés lentelés, kurios matmenys 10 x 10, langeliuose iSdéliotos Sachmaty figiiros.
Kiekvienoje lentelés eilutéje stovi skirtingas figiiry skai€ius (gali biti ir 0). Visiskai taip pat néra
jokiy dviejy stulpeliy, kuriuose bty po lygiai Sachmaty figiiry (vienas stulpelis gali biiti tuscias).
Kiek i§ viso Sachmaty figliry yra ant lentelés? Raskite visus galimus atsakymus ir pagriskite juos.

Sprendimas. Jeigu kurioje nors eilutéje stovi 10 Sachmaty figiiry, tai kiekvienam stulpelyje
stovi bent viena figiira. Tai reiSkia, kad stulpelivose yra 1,2, ..., 10 figiry, taigi i§ viso
1+2+...+10=55 (zr. 1 pav.).

Jeigu né vienoje eilutéje néra 10 figiry, tai eilutése turi biti 0, 1, 2, ..., 9 figiiros; vadinasi, 18
viso 45 (zr. 2 pav.).

1 pav. 2 pav.

Ats.: 45 arba 55 figiiros.
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1. Kiekvienas Sachmaty turnyro dalyvis lygiai pusg¢ savo tasky surinko prie§ Zzaidéjus i§
blogiausiai pasirodziusiy desimtuko. Kiek zaidéjy dalyvavo turnyre?

Pastaba. Visi turnyro dalyviai zaidé po viena partija su kiekvienu varzovu. Pergalé — 1 t.,
lygiosios — 0,5 t., pralaiméjimas — O t.

Sprendimas. Tarkime, kad turnyre zaidé n+10 zaidé¢ju. DeSimt blogiausiy zaidéju
tarpusavyje suzaidé 1+ 2+3+..+9 =45 partijas, todel i§ viso surinko 90 tasky. Kiti » zaidéjai

-1
surinko n(n2 ) tasky Zaisdami tarpusavyje; taigi i§ viso n(n —1) tasky. Visi turnyro zaidéjai
surinko 90 + n(n —1) tasky. Kita vertus, turnyro dalyviy skaicius lygus »n +10, todé¢l bendras
1
surinkty ~ tasky skaiCius yra W . Taigi sprendziame lygti
+9)(n+10
2
. e e . e et n(n—1)
ir gauname n =6 arba n =15. Geriausi n Zaid¢jai surinko vidutiniSkai po =n-1
n
taska, o blogiausi 10 zaidéju — po 9 taskus. Bet n—1>9;tod¢l n =15 ir n+10=25.
Ats.: 25.

2. Tusti kvadrato langeliai uzpildomi natiiraliaisiais skaiciais taip, kad eiluciy ir stulpeliy skaiciai
sudaryty aritmetines progresijas. Kam lygus skai¢ius x?

X
74
186
103
0
Sprendimas. Apatinéje eilutéje Salia nulio jra§ykime skai¢iy a. Tada

§i eiluté yra 0, a, 2a, 3a, 4a. Kitoje eilutéje jraSykime skaicius b, ¢ ir d X
(zr. pav.). Pagal aritmetinés progresijos apibrézima gauname: 74

186%4a ) —93+2a. 186
b—c=30103-c)=2c=309-h=216-2a=c=108—a; c 103/ d|b
a—-74=3(a-c)=3(2a-108) = 5a=250=>a=50=>b=193,c=58; | 0 | a |2a|3a|4da

b-103=2(b-d)=2d =b+103=193+103 =296 = d =148;
x—3a=4(d -3a) = x=4d —9a =592 - 450 =142
Ats.: 142.



3. Funkcija fapibrézta formule
X

\/1+x2-

f(x) =
Raskite £(f(f(..f(X)...))) .

%/—/
2007 kartus
Sprendimas. Pagal sudétinés funkcijos apibrézima gauname
X

\/1+x2 _ X .
\/1+ X2 Al+2x2

2

S =

1+ x
Tarkime, kad po (k1) Zingsniy gausime Y Tada skai¢iuodami k-aji karta, gausime

\/1+kx2

X

f[ X J: 1+ o2 _ X '
V14 e \/1+ 22 T+ (k+ D)2

1+ kx?
o .. X
Vadinasi, galutinis rezultatas yra —————.

V1+2007x2

X

J1+2007x2

Ats.:

4. Su kokiu didZiausiu nattraliuoju skai¢iumi » skai¢ius n! (n!=n-(n—1)-...-3-2-1) yra
(n —3) gretimy natiiraliyjy skai¢iy sandauga? Tokio skaiciaus pavyzdys 6!=8-9-10.
Sprendimas. Negalima pradéti dauginti nuo 1, 2, 3 ir 4, nes
(n=-3)!<n!;
2-..-(n=2)=(n-2)\<n!;

3e(n—1)= (”;1)!<n!;

n!
4....-n=—<nl.
6!

Pradé¢je skaiciumi 5, gautume

5. (n+1)=20ED

=n!, kai n=23.
Pradéje skaic¢iumi k, k£ > 6, imkime tik #n > 23 (nes ieSkome didZiausio r); gausime

| | .
k(k+1) o (k+n—4)2 67 -(n+2)= BT DO+2)  ni24-25
120 120

n!.

Taigi n =23.
Ats.: n=23.



: 1. a0 e . T
5. Irodykite, kad suma x +— néra sveikasis skaiCius né su vienu racionaliuoju x # *1.
X

. 1
[rodymas. Tegu x = P yra nesuprastinama trupmena. Tada x+—= L
q

X q p

. Jeigu

+

Q|

=n, n sveikasis skaiius, gauname p2 + qz = npq . I8 ¢ia iSplaukia, kad p2 dalijasi i$

A

q. Bet 4 yra nesuprastinama trupmena; vadinasi, ¢ = +1. Analogiskai nustatome, kad p = +1.
q

1 ) o - .
Ats.: (x +— | néra sveikasis skaicius, kai x = *1.
x

6. Su kokiu nattraliuoju £ dydis
k2

a =——
(1,001)%

igyja didziausia reikSmg?
[rodymas. leskoma k reikSmé bus maziausias natiiralusis skaicius k&, su kuriuo galioja
nelygybé

el o, (*)
ag
nes
aryg  (k+1)> —(1+lj2 1
ar k1,001 k) 1,001
Irase i (*) gauname:
k2 +2k +1<1,001k% = 2000k +1000 < k2.
Ats.: k =2001.
7. Irodykite, kad skaiCius m* +4 , m € N, yra pirminis tik tuo atveju, kai m =1.
[rodymas. Kai m > 1,
m* +4=m* +4m? + 4—am*® z(m2 +2)2 —4m? z(m2 +2+2m)(m2 +2-2m)=.
= (m+1)2 +1)-(m-1)% +1).
F
8. Rombo ABCD krastinése AB ir BC pazyméti taskai E ir F, tokie kad EB C
AE =5BE, BF =5CF. Be to, yra zinoma, kad ADEF -
lygiakrastis. Raskite / BAD .
A D

Sprendimas. ~ Pazymékime BE=CF=a, EF=DF=5b,

/BAD=0o. Tada BF=AE=5a, DB=CD=6a, /ABC=180°-a, ZBCD=aq.
Pritaikome kosinusy teorema:

AEBF : b> =a” +(5a)> —=2a-5a-cos(180° — &) = 26a> +10a? cosa.
ACDF : b% =a? +(6a)* —2a-6a-coso =37a” —12a° cosa.
Sulyging b? idraiskas ir padalijg¢ 1S a? jgurime 26+10cosa =37 —-12coso.  arba

22cosa =11, cosazé. Taigi a. = 60°.

Ats.: 60°.



9.

10.

Languotos kvadratinés lentelés, kurios matmenys 10x10, langeliuose iSdéliotos Sachmaty
figtros. Kiekvienoje lentelés eilutéje stovi skirtingas figiiry skaicius (gali biti ir 0). Visiskai
taip pat néra jokiy dviejuy stulpeliy, kurivose biity po lygiai Sachmaty figiiry (vienas stulpelis
gali buti tuscCias). Kiek i§ viso Sachmaty figiiry yra ant lentelés? Raskite visus galimus
atsakymus ir pagriskite juos.

Sprendimas. Jeigu kurioje nors eilutéje stovi 10 Sachmaty figiiry, tai kiekvienam stulpelyje
stovi bent viena figlra. Tai reiskia, kad stulpeliuose yra 1,2, ..., 10 figliry, taigi i§ viso
1+2+...+10=55 (zr. 1 pav.).

Jeigu né vienoje eilutéje néra 10 figiiry, tai eilutése turi buti 0, 1, 2, ..., 9 figiiros; vadinasi,
i$ viso 45 (zr. 2 pav.).

1 pav. 2 pav.

Ats.: 45 arba 55 figliros.

UAB ,,Trigalvis slibinas“ yra valdoma deSimties akcininky. Yra Zinoma, kad bet kurie 6 i$ ju
kartu sudéjus turi ne maziau kaip pusg visy akcijy. Kiek daugiausia akcijy (procentais) gali
turéti didziausias akcininkas?

Sprendimas. Akcininky turimas akcijy dalis pazymékime xy, xj, ..., x| . Visi Sie skaiciai
teigiami, 0 jy suma xj + xp +...+ xj9 = 1. Galima laikyti, kad
X1 SXZ S...SXg leo.

Pirmiausia parodysime, kad SeSiy maziausiy akcininky dalis yra ne didesné uz %(1 - X10) -
. 1
IS tiesy: x1 + xp +...+ x¢ 25(9(361 + Xy +...+xg)) <
1
S;((xl + Xyt xg)H(xp + X3+ F X6+ X7)) FoH(Xg+ X+ X+ X5) =
1 2
25'6(361 + X +...+XQ) = g(l—xlo).

Ta1g1 %S Xp+txy)+..+x6 = %(l—xlo) . I§ dia %(1 - xlo) 2% ir X0 = % Vadinasi,
didziausias turi ne daugiau kaip 25 % akciju. Tokia situacija yra visiskai galima, pavyzdziui,
didziausias akcininkas turi % visy akcijuy, visi likg — po L

12
Ats.: 25 %.



