PASVALIO KRASTO MOKSLEIVIU
ASTUNTOJI KOMANDINE MATEMATIKOS OLIMPIADA
PROFESORIAUS BRONIAUS GRIGELIONIO
TAUREI LAIMETI

Pasvalys, 2006 m. lapkricio mén. 24 d.
UZdaviniy sprendimo trukmé — 2 val.

UZDAVINIU SPRENDIMAS
(Jaunesniyjy klasiy grupé)

1. Sraigé plokStumoje i§ tasko A4 Sliauzia pastoviu greiciu tiesés atkarpomis, kas 15 minuc¢iy 90° kampu
keisdama judéjimo krypti. Irodykite, kad sraigé gali sugrjzti i pradinj taska tik per sveika valandy skaiciy.

Sprendimas. Salygiskai galima teigti, kad sraigé juda j kaire, | deSing, i virSy arba j apacig. Kad sraigé
grizty | pradzios taska, butina, kad peréjimo intervaly j kairg ir j deSing skaifiai biity lygis; peréjimo
intervaly i virSy ir | apacia skaiciai irgi turi buti lygiis. Kadangi po kiekvieno peré¢jimo i kaire arba i deSine
sraigé bitinai pereina j virSy arba j apacia, tai peréjimo intervaly iki sugrjzimo bendras skaicius yra dalus i§
keturiy. Vadinasi, sugrjzimo laikas sudarys sveikg valandy skaiciy.

2. Nesinaudodami skai¢iuokliu nustatykite, kuris skaicius didesnis:
42005 ++/2007 ar 2+/2006 .

Sprendimas. Akivaizdu, kad 2006> —1< 20067 . I3 &ia
2005-2007 < 20062 = /2005 -/2007 < 2006 .

Todél (\/2005 + \/2007)2 =2-2006+2+/2005 - /2007 < 4-2006 . Vadinasi, v2005 + /2007 <2+/2006 .

Ats.: 72005 ++/2007 <2+/2006 .

3. Apskaiéiuokite sumg
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Taigi suma lygi 100,5.
Ats.: 100,5.

4. Tris kvadratinius Sokoladukus 3x3, 4x4 ir 5x5 reikia po lygiai padalyti penkiems zmonéms. Raskite
minimaly perlauzimy skaiciy. Sokoladas lauziamas tik per linijas.

Sprendimas. Penki perlauzimai
Viso 50 kvadratéliy. Kiekvienam reikia po 10.
Keturiy perlauzimy neuzteks. Po 4 perlauzimy
bus 7 gabaliukai. Bent trims reikia duoti po 1
gabaliuka, nes jei dviems duosime po 1 gabaliuka,
likusiems trims liks 5 gabaliukai, taigi iS jy bent
vienam reikia duoti 1 gabaliukg. Taigi reikia 3 ploto 10 gabaliuky. IS pirmo ir antro tokiy gabaliuky negalime
atlauzti, o 18 trecio tik du.




S.

10.

Sveikieji skaiciai a, b, c ir d tenkina lygybe
a-b a+b
c—d c+d

Ar jy sandauga abcd gali biiti lygi 1000?
Sprendimas. Turime ac + ad —bc —bd = ac —ad + bc —bd .

Tada ad =bc = abcd = (ad )2 — kvadratas. Taigi negali.
Ats.: negali.

Ar galima i§ trijy trikampiy su krastinémis 3, 5 ir 7 ir vieno
trikampio su kraStinémis 2, 2, 2 sudaryti lygiakrastj trikampj?

Sprendimas. Prateskime A ABC su kra$tinémis 2, 2, 2 kraStine
AB uz tasko B, krasting BC uz tasko C, o krasting CA — uz tasko 4 ir
atidékime atkarpas BA'=CB'= AC'=3 (zr. 1 pav.) Gauname tris
lygius trikampius — A A'AC', A B'BA" ir A C'CB'. Pagal kosinusy
teorema

(4'C")? =(B'A)? =(C'B')? =9+25-2-3-5-c0s120° =

=9+25+15=49;
vadinasi, trikampis 4'B'C' yra lygiakrastis (4'C'=B'A'=C'B'=17).
Ats.: galima. | pav.

Trys kalbininkai uzsirasé po 100 Zzodziy, o paskui savo uzrasus lygino tarpusavyje. Sutapus zodziui nors
dviejy kalbininky sgrasuose, tg Zodj iSbraukdavo. Ar galéjo atsitikti taip, kad pirmojo kalbininko sarase liko
54, antrojo — 75, o tre¢iojo — 80 neisbraukty zodziy?

Sprendimas. Ne, taip buti negaléjo. Jei pirmasis kalbininkas biity iSbraukes 46 zodzius, antrasis 25, treCiasis
20, tai buty 46>25+20. Taigi ne visi pirmojo kalbininko iSbraukti Zodziai biity buve kity dviejy
kalbininky sarasuose.

Ar galima ratu suraSyti keturis vienetus, tris dvejetus ir tris trejetus taip, kad bet kuriy trijy iS eilés einanciy
skai¢iy suma nesidalyty i§ 3? 1

Ats.: Galima, pavyzdziui taip: 3

Naturalyjj skaic¢iy galima dauginti i§ 2 arba sukeisti jo skaitmenis vietomis (negalima tik raSyti nulio
pirmoje pozicijoje). Ar Siais veiksmais galima i$ 1 gauti 8117

Sprendimas. Skai¢iy 811 galima gauti i§ 181 arba 118. Siuos du galima gauti vieng i$ kito arba i$
%=59. Skai¢iy 59 galima gauti tik i§ 95, o pastargjj — tik i§ 59. Taigi iki vieneto jokiu biidu
nenukeliausime. Todél nejmanoma ir nuo vieneto nukeliauti iki 811.

Ats.: negalima.

Irodykite, kad L—FLZl,jei a,b>01ir ab=1.
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1. Raskite formule sumai 3+33+333+...+ 333..3 skaiCiuoti.
%/_/
n trejetuky

Sprendimas. Turime 3+33+333+...+ 333.3 = l(9 +99+999 + ...+ 999..9 )=
= ——
n trejetuky n trejetuky

n+l
= L100-1+ 102 =+ 0* —n+ .+ 0"~y =< 110
3 3 5
n+l
Ats.: 1 U_n ]
3 9

2. I8spreskite lygtj

\/31+x +\/3 l-x=a.

Sprendimas. Pakéle abi lygties puses kubu, gauname

T+ x 4330+ 021 -0 +3y(1-0) 21+ x) +1-x = a5,

3
5 ¢ia 331-22 {7 x +¥1=x)=a® -2 Vadinasi J1-22 =92

3a
3 3
3 3
12 i 22 <1 a0
3a 3a

3. Duotas 19° kampas. Skriestuvo ir liniuotés pagalba nubrézti 1° kampa.

Sprendimas. Bréziame apskritimg su centru duotojo kampo vir§iinéje ir skriestuvo pagalba lanka,
atitinkantj duotajj kampa, atidedame ant apskritimo 19 karty. Gausime lankg 19-19° =361°. Taip gauname
reikiamg 1° kampa.

4. Teigiami skaiCiai x ir y tenkina nelygybe
y3 +y<x-— x>,
Trodykite, kad a) y<x<1 ir b) x>+’ <I.

Jrodymas. a) (x>0, y>0, y3 +y£x—x3) = O<y<x—x3 <X = x-x>>0 =

= x(1-x%)>0 = 0<x<l;taigi 0<y<x<l.

2 X—y

b)x3+y3Sx—y = X —xy+y2£

=
X+y
- -y+ + -y+2 .. . .
= x2+y2£x y+xy=x y+xy(x y)<x YTV (pastaroji nelygybé galioja, nes
X+y xX+y x+y
x(x+»)<2=>xp(x+y)<2y).



5. Lentoje uzrasSyti skaiciai 1, 2, 3, ..., 2006. LeidZiama nutrinti du skaiCius ir vietoje iy skaiCiy parasSyti jy
skirtumg. Jrodykite, kad jeigu atlikus tam tikrg skaiciy karty Sig procediira licka tik nulis, tai skai¢iavimuose
padaryta klaida.

Sprendimas. Kiekvienu veiksmu visy skaiciy sumos lyginumas nesikeicia (a+bir a—b vienodo
lyginumo: a+b+a—b=2a). Bet 1+2+3+...+2006=1003-2007 nelyginis skai¢ius, o nulis yra lyginis
skaicius.

6. Ar galima i§ trijy trikampiy su kraStinémis 3, 5 ir 7 ir vieno
trikampio su krastinémis 2, 2, 2 sudaryti lygiakrastj trikampj?
Sprendimas. Pratgskime A ABC su krastinémis 2, 2, 2 kras-
ting AB uz tasSko B, kraSting BC uz tasko C, o krasting CA — uz
tasko A ir atidékime atkarpas BA'=CB'= AC'=3 (zr. 1 pav.)
Gauname tris lygius trikampius — A 4'AC', AB'BA' ir AC'CB'.
Pagal kosinusy teoremg
(A'CH? =(B'A4)? =(C'B')? =9+25-2-35-cos120° =
=9+25+15=49;
vadinasi, trikampis A4'B'C"' yra lygiakrastis
A'C'=B'A'=C'B'=7.

Ats.: galima.

1 pav.

7. Raskite nattiraliyjy skaiciy x, tenkinanéiy lygtj

X X
LI 1
[99} LOJ M
skaiciy; ¢ia [a] yra skaiiaus a sveikoji dalis.

Sprendimas. Su bet kuriuo neneigiamu sveikuoju n

X l=n,jei xe[99m;991+98], o |- |=n,jei xe[101n;101n +100].
99 101

Lygybé {%} - [ﬁ} = n galioja, jei 1017 < x <997 +98; todel 1017 <991 +98 =>n<49.
Kai 1<n<49, tai (1) lygties sprendiniy skai¢ius yra 99n+98 —(101n —1) =99 -2n .
Kai n =0, netinka tik x =0 ; todél gauname dar 98 sprendinius.
Taigi (1) lygtis turi  98+49-99 —2(1+2+...+49) = 98 + 49-99 — 4950 = 98 + 49 - 49 = 2499

sprendinius.
Ats.: 2 499.

8. Jrodykite tokj teiginj: jei realieji skaiiai a, b ir ¢ tenkina nelygybes
la=bl2|c|, |b-c|z|al, |c—-al|z]b],

tai nors vienas i$ jy yra kity dviejy suma.

Sprendimas. |a—b|>|c| = (a—-b)> >c> = (a—-b-c)a—b+c)>0.
Analogiskai (b—c—a)(b—c+a)>0, (c—a-b)(c—a+b)=0.
Sudaugine gausime nelygybe
—(a+b—c)?(b+c-a)(c+a-b)* >0,
i§ kurios iSplaukia, kad bent vienas daugiklis lygus nuliui. Vadinasi, arba a+b=c, atba b+c=a, arba
c+a=b.



9.

10.

Trys dvizenkliai skaiciai pasiZymi tokia savybe: bet kuriy dviejy suma yra lygi treCiajam, tik su sukeistais
skaitmenimis. Kokia galéty buti $iy trijy skaic¢iy suma?

Sprendimas. leSkomus skaicius pazymékime ax, by, cz; ¢ia a, b, ¢, x, y, ze {1; ...; 9}. Pagal uzdavinio

salyga gauname:
ax+by = zc, 10(a +b)+(x + ) =10z +¢,
by+cz=xa, = {10(b+c)+(y+z)=10x+a,
cz+ax=yb 10(c+a)+(z+x)=10y +b.

Sudéje visas 3 lygybes, gauname: 20(a +b+c)+2(x+y+z)=10(x+y+z)+(a+b+c),
19(a+b+c)=8(x+y+z). Taigi skaiCius (x+ y+z) turi dalytis i§ 19; todél (x+y+z)=19, nes
X+y+z<9+9+9=27.Bettada a+b+c=38. Vadinasi,

ax+by+cz=10(a@+b+c)+(x+y+2z)=80+19=99.
Ats.: 99.

Sporto turnyras vyksta olimpine sistema: dalyviai varZosi vienas prie§ vieng, pralaiméjgs iSkrenta, o
nugalétojas patenka j kitg etapa. Kiekvienas i§ 512 sportininky turi individualy numerj (nuo 1 iki 512). Ar
gali nutikti taip, kad visose varZzovy porose jy numeriy skirtumas nevir$ija 30?

Sprendimas. Pradékime nuo sportininko, kurio numeris yra 1. Pirmajame etape jis turéty susitikti su
varzovu, kurio numeris nedidesnis uz 30+1=31. Jei Sis laiméty, tai antrame etape turéty susitikti su
varzovu, kurio numeris nedidesnis uz 31+30=061. Imdami didZiausius numerius, gautume tokig numeriy
sekg per visus devynis turnyro etapus:

1,31,61,91, 121, 151, 181, 211, 241, 271.
Taigi turnyro nugalétojo numeris negaléty biiti didesnis uz 271.
Pradéje nuo sportininko, kurio numeris yra 512, analogi$kai gautume tokig numeriy seka:
512, 482,452,422,392, 362, 332, 302, 272.
Taigi turnyro nugalétojo numeris negaléty biiti mazesnis uz 272.

Gautoji priestara rodo, kad nors vienos varzovy poros numeriy skirtumas turi buti didesnis
uz 30.

Ats.: negali.





