PASVALIO KRASTO MOKSLEIVIU
PENKTOJI KOMANDINE MATEMATIKOS OLIMPIADA
PROFESORIAUS BRONIAUS GRIGELIONIO
TAUREI LAIMETI

UZDAVINIAI
(Jaunesniyjy klasiy grupé)

Pasvalys, 2003 m. lapkri¢io mén. 21 d.
UZdaviniy sprendimo trukmé — 2 val.

1. Seima susideda i§ trijy asmeny: tévo, motinos ir siinaus. Siuo metu jy amziy suma lygi 65 metams. Prie§ 9
metus §i suma buvo lygi 40 mety. Prie$ 4 metus tévas buvo 9 kartus vyresnis uz siiny. Kiek mety turi tévas,
motina ir siinus?

Sprendimas. Sumy skirtumas 65—40 =25 néra dalus i 3. Vadinasi, prie$ 9 metus stinus dar nebuvo
gimes. Jei X, y ir z yra, atitinkamai, tévo, motinos ir stinaus amziai §iuo metu, tai
X+Yy+27=65,
X+ Yy =058,
X—4=9(z-4).
I$c¢ia z=7, x=31, y=27.
Ats.: Tévas turi 31 metus, motina — 27 metus, o stinus — 7 metus.
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Sprendimas. 5 = 3 =X" - ———=Xx"—x+1
X°+x+1 X+ x+1 X+ x+1

3. Tegu a, b ir ¢ yra tokie skaiciai, jog a+b+c=0. Jrodykite, kad ab +bc +ac <0.

Irodymas. Turime, jog O=(a+b+ c)2 =a’+b%+c%+2 (ab +bc +ca).
Vadinasi, ab+bc+ac <0.
4. Ar egzistuoja trikampis, kurio aukstinés lygios 1, 2 ir 3?

Sprendimas. Pazyméje¢ a;, a,, ag Krastiniy ilgius, atitinkancius aukstinéms 1, 2 ir 3, i§ ploto formulés
gausime

a=2ap=3a3=S, ty. a; =9, az:%, a3=%-

. 5 D o . .
Turime a, +ag = ES < & . Tai prieStarauja trikampio nelygybei a, +az >a; .

Ats.: Tokio trikampio néra. R

5. Skai¢iaus X absoliutinis didumas Zzymimas |x|. Naudodami abso-
liutinio didumo Zzenkla, uzraSykite funkcija y= f(x), kurios
grafikas turi 1 paveiksle nurodyta pavidalg. 1
Sprendimas. Kadangi 45°

v

_ —-Xx+1 kai x<1,
] x-1, kai x>1, 1

tai 1 pav.



10.

B —(x-1), kai x-1<0,
| x-1 kai x-1>0;

taigi y=x-1].

Intervalas [0; 1] padalijamas j tris lygias dalis ir viduriné atkarpa (% %] iSmetama. Po to dvi likusios

atkarpos dalijamos j tris lygias dalis ir vél iSmetamos vidurinés dalys. Procesas kartojamas n karty. Kokia
likusiy atkarpy ilgiy suma?

Sprendimas. Kiekvieno padalijimo metu lieka % buvusio ilgio. Todél

n=1= E
3
2
np 22 2
33 3
2 22 28
n=3 = —-—=—,,
3 32 38
irt. t.
n
Ats.:2—.
3n

Pu yra kinieiy ilgio vienetas, o mu yra jy ploto vienetas. Staciakampio lauko plotis 21 pu, o plotas
(1+%+%+1 +l +1j mu. Zinodami, kad 1 pu =2 Zzingsniams, 1 mu =240 puz, raskite lauko 1ilgj

zingsniais.

1+1+...+1 - 240 pu2
6 588

Sprendimas. Lauko ilgis 2 =——pu=28pu=>56 zingsniai.
21 pu 21

Viena lygiagretainio krastiné iStempiama 20 %, o kita sutraukiama 20 %. Keliais procentais pasikeité
lygiagretainio plotas?

Sprendimas. Pradinis lygiagretainio plotas S;=xysina, o—kampas tarp krastiniy. Gautojo
lygiagretainio plotas S, =1,2x-0,8ysin o =0,96xy sin o . Taigi plotas sumazéja 4 %.

Kiek yra natiiraliyjy skai¢iy n (1<n<500), nesidalijanciy nei i§ 2, nei i§ 3?

Sprendimas. 250 skai¢iy dalijasi i$ 2, 166 i$ 3 ir 83 i§ 6. Taigi 250 +166 —83 =333 skaiciai dalijasi i$
2 arba 3. Nei i§ 2, nei i$ 3 nesidalija 500 —333 =167 skaiciai.

Ats.: 167.

Sakykime, kad n-tieji kalendoriniai metai yra laimingi, jeigu skai¢ius 1" +2" +3" +4" dalijasi be liekanos
i§ 5. Ar yra laimingi 2003 ir 2004 metai?

Sprendimas. UzraSykime skaitmenis, kuriais baigiasi 1, 2, 3 ir 4 laipsniai bei ty skaitmeny sumos
paskutinj skaitmen;:

n=1 12340
n=2 14960
n=3 18740
n=4 16164
n=>5 12340
Taigi 1" +2" +3" +4" nesidalija i3 5 tik tada, kai n=4k, k € N. Vadinasi, 2003 yra laimingi, o0 2004

nelaimingi metai.



PASVALIO KRASTO MOKSLEIVIU
PENKTOJI KOMANDINE MATEMATIKOS OLIMPIADA
PROFESORIAUS BRONIAUS GRIGELIONIO
TAUREI LAIMETI

UZDAVINIAI
(Vyresniuju klasiy grupé)

Pasvalys, 2003 m. lapkri¢io mén. 21 d.
UZdaviniy sprendimo trukmé — 2 val.

1. Lygiagretainio ABCD taskas E yra krastinés BC vidurio taskas, o F —krastinés CD vidurio taskas.
Irodykite, kad tiesés AE ir AF dalija jstrizaing BD j tris lygias dalis.
Jrodymas. Pazymékime G ir H tiesés, einancios per
taskus E ir F, susikirtimo taskus su , atitinkamai, tiesémis
AB ir AD. ADFH =AECF, nes ZEFC=ZDFH,

/FEC=ZFHD ir DF =FC.

Analogiskai ABGE = AECF .
Taigi GE=EF=FH. AAGH panasus AABD, nes
GH|BD (EF yra ABCD vidurio linija). Todél
BK=KL=LD.

2. Zinoma, kad daugianarj p(x) dalijant i§ X +1 gaunama liekana 1, o dalijant i§ x —1 liekana yra 3. Kokia

liekana bus dalijant p(x) i§ x2 —1?

Sprendimas. Turime p() a)(erjtq(x) Todél
-1 x2-1
X) _ax+b b-
PO) _BED 4 (k-0 =a+ 2+ (-9
x+1 x+1 X+1
i§ ¢ia iSplaukia, kad b—a=1.
Analogiskai p(i aXer+(x+1)q(x) a+bL+(x+1)q(x) todél b+a=3. Turime
X— X—
b-a=1
=a=1 b=2.
b+a=3
Ats.: X+ 2.

3. Jrodykite, kad skaiCius 2K +1 nesidalija i§ 7 su visais natiraliaisiais skaiCiais K.

Jrodymas. Kai k =3m , tai 2K +1=8" +1. Bet skai¢iaus 8™ = (7+1)™ =71 +1 lickana dalijant i§ 7
yral.
Kai k=3m+1, tai 2¢ +1 =231 11-2.8M ;1. Skaiciaus 2-8™ =14l + 2 lickana dalijant i§ 7 yra 2.
Kai k=3m+ 2, tai 2% +1=4.8™ +1. Skaiciaus 4-8™ =28l + 4 lickana dalijant i§ 7 yra 4.
Taigi 2% +1 liekana dalijant i§ 7 yra 2, 3 arba 5.
4. Duota mxn lentelé su skaiciais, tenkinanciais salyga: kiekvienas skaiCius lenteléje yra lygus kaimyniniy

skai¢iy aritmetiniam vidurkiui (keturiy, jei skaiCius yra lentelés viduje, trijy, jei jis yra lentelés pakrastyje,
dviejy, jei skaicius yra lentelés kampe). Jrodykite, kad visi lenteléje esantys skaiciai yra lygus.

Irodymas. Imame didziausia lentel¢je esantj skaiCiy. IS salygos iSplaukia, kad visi kaimyniniai skaiciai
butinai lygis didziausiajam. I ¢ia gauname, kad visi skaiciai lygis.

5. Irodykite, kad tarp visy vienodo perimetro P trikampiy maksimaly plota turi lygiakrastis trikampis.



Irodymas. Tegu p :g . Trikampio plotas

p- a+p b+p-c p2
S \/p(P a)(p-b)(p C)<\/ ( j \/ ( ) 3\/5

. 3 41 p?
Lygiakras¢iam trikampiui galioja lygybés a=b=c==p.Joplotas S = = — —\/§ =—,
yg piui galioja lygy 3 p p 2 p 92 3 \/§

6. Seima susideda i§ trijy asmeny: tévo, motinos ir sfinaus. Siuo metu jy amziy suma lygi 65 metams. Pries 9
metus §i suma buvo lygi 40 mety. Prie$ 4 metus tévas buvo 9 kartus vyresnis uz siiny. Kiek mety turi tévas,
motina ir stinus?

Sprendimas. Sumy skirtumas 65—40 =25 néra dalus i 3. Vadinasi, prie$ 9 metus stinus dar nebuvo
gimes. Jei X, Y ir z yra, atitinkamai, tévo, motinos ir sinaus amziai §iuo metu, tai
X+Y+2z=065,
X+ Yy =058,
X—4=9(z-4).
I$c¢ia z=7, x=31, y=27.
Ats.: Tévas turi 31 metus, motina — 27 metus, o stinus — 7 metus.

X
7. Raskite suma S—f( L j+f(ij+...+f(2002] jei f(x)= 9 .
2003 2003 2003 3+9X

1_
Sprendimas. Pastebékime, kad f(1—Xx) = 9 9 3 , todel
3+97% 3.9¥4+9 349X
X
f(x)+ f(l-x)= 9 + 3 =1.
3+9% 3+9%
Taigi
S:f(i}rf(l— L j+f( 2 j+f(l—i)+...+f(%j+f(l 1001} 1001.
2003 2003 2003 2003 2003 2003

2%(2%(2%2)
(2%2)%2)*2

16 16
2#16 27" 27 _ 8 _osg.

16%2 162 28

8. Zymékime a*b=a. Raskite

Sprendimas.

9. Sakykime, kad n-tieji kalendoriniai metai yra laimingi, jeigu skai¢ius 1" +2" +3" + 4" dalijasi be liekanos
i§ 5. Ar yra laimingi 2003 ir 2004 metai?

Sprendimas. Uzrasykime skaitmenis, kuriais baigiasi 1, 2, 3 ir 4 laipsniai bei ty skaitmeny sumos
paskutinj skaitmenj:

n=1 12340 =4 16164

n=2 14960 =5 2340

n=3 18740

Taigi 1" +2" +3" +4" nesidalija i§ 5 tik tada, kai n =4k, k € N. Vadinasi, 2003 yra laimingi, 0 2004

nelaimingi metai.
10. Ar egzistuoja trikampis, kurio aukstinés lygios 1, 2 ir 3?
Sprendimas. Pazyméj¢ a;, ap, ag krastiniy ilgius, atitinkancius aukstinéms 1, 2 ir 3, i§ ploto formulés
gausime a; =2a;=3a3=S, ty. a; =S, a, =% , ag = % Turime a, +ag =§S <@ . Tai prieStarauja

trikampio nelygybei a, +az >ay .
Ats.: Tokio trikampio néra.



