PASVALIO KRASTO MOKSLEIVIU MATEMATIKOS
KETVIRTOJI KOMANDINE OLIMPIADA
PROFESORIAUS BRONIAUS GRIGELIONIO
TAUREI LAIMETI

UZDAVINIU SPRENDIMAS
(Jaunesniyjy klasiy grupé)

Pasvalys, 2002 m. lapkri¢io mén. 29 d.
UZdaviniy sprendimo trukmé — 2 val.

1. Pavaizduokite plokStumoje geometring vietg tasky (X; y), tenkinanciy y4

X, jei x<vy, 1

min(x, y) >1; ¢ia min( X, y)z{ .
y, jei y<x

Sprendimas. Duotgja nelygybe tenkina plokStumos taskai (X; y): 0 > X
x>1, x<ybei y>1, y<x. 1
Taigi turime kampg x>1, y >1.
1 pav.

2. I8 lygybés 32 +4%2 =52 iSplaukia, kad 5x5 kvadratg galima supjaustyti j baigtinj skai¢iy daliy, i§
kuriy galima sudaryti 4 x4 ir 3x3 kvadratus. Raskite minimaly tokiy daliy skaiéiy.
Sprendimas. | tris dalis supjaustyti neuzteks: viena dalis turi buti 3x3 (arba 4 x 4) kvadratas.
Bet iSpjovus 3x 3 (arba 4x4) kvadratg (zr. 2 pav.), likusios dalies negalima supjaustyti j dvi dalis,
1§ kuriy galima sudéti kvadrata.
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4 3
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2 pav.
I keturias dalis supjaustyti galima (Zr. 3 pav.).
4 1 11 1
2 3
4 5
3
1
3 2 3 pav.

Taigi minimalus daliy skaicius lygus 4.



3.

Irkluodamas statmenai upés srovei, sportininkas nuplauké j kita krantg per 10 min. Po to jis
50 min. irklavo iSilgai kranto prie§ srove, vél perplauké upe (irkluodamas statmenai upés srovei) ir
20 min. irkluodamas iSilgai kranto grjzo j prading vietg. Koks irkluotojo grei¢io ramiame vande-
nyje ir upés greicio santykis?

Sprendimas. Pazymékime v irkluotojo greitj stovin¢iame l «— C
vandenyje ir w — upés srovés greitj (m/min). D /
Per 10 min. srové nunesa irkluotoja pasroviui atstuma T
EB =10w m. IS kitos pusés, EB = BC;ZAD , BC=50(v—w),
AD =20(v+w). Todél
50(v — W) — 20 (v + W) = 20w = 50[1—1j— 20(1 +1j - 20 =
W w
v v 4 pav.
=30—=90= —=3.
w W

e 1 : : 1 : :
Tegu skaiCius a+ — yra natiralusis. Jrodykite, kad ad+ — yra taip pat natiiralusis.
a a

3 3
Irodymas. [a+£j =a3+3(a+1j+i3:>a3+i3:(a+1j —3(a+1j.
a

a a a a a

Jonas ir Agné kalbasi:

Agné: Kokio amziaus tavo vaikai?

Jonas: Visy trijy vaiky mety sandauga lygi 36.

Agné: Man dar ne viskas aisku.

Jonas: Jy amziy suma tokia pat kaip tavo nam0 numeris.
Agné: Vis tiek dar tritksta informacijos.

Jonas: Turincio daugiausiai mety plaukai rudi.

Agné: O! Dabar jau Zinau.

Nustatykite, kiek mety turi Jono vaikai.

Sprendimas. Trijy vaiky amziy sandauga 36 = x-y -z, kur x, y ir z yra atitinkamai jy amzZius.
Galimi variantai

XYz X+y+1z
36-1-1 38
18-2-1 21
12-3-1 16
9.4.1 14
9.2.2 13
6-6-1 13
6-3-2 11
4.3-3 10

Jei Zinant sumg (namo numeris) nezinomas kiekvieno vaiko amzius, tai tinka tik 9-2-2 ir
6-6-1. Bet jei vyriausiasis turi daugiausiai mety, tai tinka tik 9, 2 ir 2,



10.

Irodykite, kad su visais natiiraliaisiais skaiciais k ir m, skaicius k? +m? dalijasi i§ 7 tada ir tik
tada, kai k ir m dalijasi i$ 7.

Jrodymas. Tegu k=7l+d, d=0,12,..,6. Kadangi k? =491 +14ld +d?, tai lickana
dalijant i§ 7 gali buti 0, 1, 4,2, 2, 4, 1, t.y. 0, 1, 2 ir 4. Vadinasi, k% + m? lickana dalijant i§ 7 lygi
0 tada ir tiktai tada, kai k2 ir m? lickanos dalijant i§ 7 yra 0 ir O.

Irodykite, kad ! + ! +..+ __r =9
\/LL\/E \/§+\/§ \@wloo
J2-\1 J3-42 V100 — /99

Jrodymas.

(V+v2)V2—1) V2+3)3—v2) " (a9 + 100 )[V100 - o9
~ (V2 - L)+ (V3 2)+ ... (/200 - 89 ) =9

Visi skaiciai nuo 1 iki milijono surasyti j vieng eilg. Kiek skaitmeny yra toje eiléje?

Sprendimas. Yra 9 skaiciai i$ vieno skaitmens, 90 i$ dviejy skaitmeny, 900 i$ trijy skaitmeny ir
t.t., 900000 is 6 skaitmeny ir vienas i§ 7 skaitmeny. Taigi duotasis skaiius turi
9-1+90-2+900-3+9000-4+90000-5+900000- 6+ 7 =5888896 skaitmenis.

2

Irodykite, kad yra sveikyjy skai¢iy pora (X;y), tenkinanti lygtj X2 -y =ad, kurioje a yra

nattralusis skaicius.
Jrodymas. ImKime xq ir y; tokius, kad
X1—y1=4a,

X1+y1:a2.

a(a+l _a(a-1)
2

Tada x; = > Y1 . Abu skaicCiai yra sveiki.

Irodykite, kad a+b+C2\/R+\/a+\/%,kai a>0,b>0,c>0.

Irodymas. a+b= (\/5)2 +(\/B)2 >2\/ab,
a+c>2/ac,
b+c>2+be.

Sudéje kaires ir deSines nelygybiy puses, turésime

2(@+b+c)> 2(\/%+\/a+\/%).
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UZdaviniy sprendimo trukmé — 2 val.

1. Tegu X1 =1, Xp =1, Xg42 =Xk + Xk41, K =1, yra Fibonacio skaiciai. [rodykite, kad su visais n>1
skaiCius Xgp, dalijasi 1§ 5.
Irodymas. xg =5. Tarkime, kad xs,, dalijasi i§ 5. Tada

X5(n+1) = Xsn+4 + X5n13 = 2X5n,3 + X5n42 =3X5n42 + 2X5n41 =OSXgny1 +3Xs
irgi dalijasi 1§ 5. Pagal matematinés indukcijos metoda X5, dalijasi i§ 5 su visais n>1.

2. Du apskritimai kertasi taskuose K ir L, o tiesés, iSvestos per tuos tasSkus, kerta vieng apskritimg
taSkuose A ir C, o kitag — taSkuose B ir D (1 pav.). Irodykite, kad tiesés, iSvestos per taskus A ir C
bei B ir D, yra lygiagrecios.

Jrodymas. Uztenka jrodyti, kad £ CAB+ 2 ABD =180°. Turime

2/ CAB+ ZCKL =180°, 1)
nes staciakampis ALKC jbréZtas j apskritimg. Analogiskai
Z ABD + /DKL =180°. 2) A L

Sudéje (1) ir (2) lygybes, turésime
Z/CAB+ ZABD + ZCKL+ /DKL =360°.

Bet akivaizdziai C D
/CKL+ /DKL =180°, / M

ZCAB+ 2 ABD =180°. 1 pav.

todél

3. Keli draugai sédi uz apskrito stalo. Kiekvienas i$ jy turi tam tikrg skai¢iy lity. Pirmasis turi vienu
litu daugiau, negu antrasis, $is vienu daugiau uz tre¢iajj ir t.t. Pirmasis duoda litag antrajam, po to
antrasis du litus tre¢iajam ir t.t. Taigi kiekvienas duoda vienu litu daugiau negu gavo ir procesas
tesiamas tol, kol kuris nors nebeturés ko pridéti. Pasibaigus dalyboms, buvo du kaimynai, kuriy
vienas turéjo 4 kartus daugiau lity negu kitas. Kiek Zmoniy séd¢jo uz stalo ir kiek lity pradzioje
tur¢jo pats neturtingiausias zmogus?

Sprendimas. Pazymékime m Zmoniy skai¢iy, k — neturtingiausiojo lity skaiciy pradzioje. Po
pirmojo rato (paskutiniajam gavus litus) m lity keliauja pas pirmajj ir kiekvienas turi 1 litu maziau.
Po antrojo rato 2m lity keliauja pirmajam ir kiekvienas turi 2 litais maziau. Po k raty km lity
keliauja pas pirmajj ir kiekvienas turi K lity maziau, taigi paskutinis nebeturi pinigy. (K +1) -jo rato
gale jis nebeturés ko pridéti. Jis turés km+m—1 lity. Pirmasis turés (K+m—-1)—(k+1)=m-2
litus, antrasis m—3, ..., (m—1)-sis m—m =0 lity. Taigi

km+m-1=4(m-2) arba m-2=4(km+m-1).

1



IS pirmos lygties
mk:3m—7:>k:3—%:>m=7,k:2.
IS antros:
1 3 .
dmk=2-3m=>k=—-—<0,kai m>2.
2m 4

k negali biti neigiamas. Taigi m=7 Zmonés, k = 2 litai.

. Raskite maziausig teigiama sveika skaiciy, turintj tokig savybe: jo pirmasis skaitmuo lygus 1, o
perkélus 1 j galg, gaunamas tris kartus didesnis skaicius.

Sprendimas. Pradinis skai¢ius 1x =10™ + x, kur x yra m skaitmeny skaicius. Perkélus 1 j gala,

gauname skaitiy x1=10x+1. Turime 10x+1= 310" + x) < 7x+1=3-10".

Dalijant 3-10™ i3 7 lickanal. Su kokiu maZiausiu m tai bus? Daliname:
300000 ...0 | 7
28 42857
20
14
60
56
40
35
50
49
1
Taigi x =42857 ir ieSkomas skaiCius yra 142857.

. Kritiniu namo aukstu pavadinkime auksta, 1§ kurio iSmetus vaza, §i sudiiZta, o iSmetus i§ Zemesnio
auksto, ji neduZta. Yra dvi identiS8kos vazos ir zinoma, kad kritinis aukStas yra tarp 1 ir 36
(imtinai). Koki minimaly skai¢iy karty reikia mesti vazas, kad kritinio auksSto nustatymas biity
garantuotas?

Sprendimas. Metame i§ 8 auksto.

Jei metant 1§ 8 aukSto pirmoji vaza sudiuZta, tai antrg vazag metame i 1. Jai nesuduzus — 1S 2,
vél nesuduzus — 1§ 3 ir t.t. IS viso prireiks nedaugiau aStuoniy metimy. Jei metant i§ 8 auksto
pirmoji vaza nesuduzo, tai ja metame i$ 15 auksto (15=8+7).

Jei pirmoji vaza sudiizta metant i§ 15 auksto, tai antragjg metam i§ 9; nesuduzus — i§ 10, ir t.t. IS
viso prireiks nedaugiau 8 metimy. Jei metant 1§ 15 auks$to pirmoji vaza nesudiiZta, ja metame i§ 21
auksSto (21=15+6) ir t.t. Pirmajai vazai nesuduzus, ji metama i§ 26 auksto (26 =21+5) i§ 30
auksto (30 =26+4), i§ 33 auksto (33=30+3), i8 35 auksto (35=33+2) ir galiausiai i§ 36
auksto (36 =35+1).

Naudojant §j plang tikrai uzteks 8 metimy.

7 metimy gali neuztekti. Jei norime nustatyti kritinj aukSta per 7 metimus, tai pirmg vaza
turime iSmesti 1§ neaukstesnio, kaip 7 aukSto. Kitaip, pirmai vazai i§ karto suduZus, antrg vaza gali
reikeéti mesti >7 kartus (pradedant nuo 1 auksto). Jei metam i§ 7 aukSto ir vaza nesudiiZta, antra
metimg biitina atlikti ne auksciau kaip i§ 7+6 =13 auksto, treCig ne auks¢iau kaip 13+5=18
auksto, ketvirtg <18+ 4 = 22 aukSto, penktg — 1§ <22+3 =25, SeStg — 1§ <25+ 2 =27, septintg —
18 <27+1=28. Bet jei kritinis aukstas auksciau, jo nenustatysime.

2



6. Irodykite, kad nx"*1 — (n+1)x" +1dalijasi i§ (x—1)2 be liekanos.

Jrodymas. X" —nx" —(x" =) = nx"(x =) = (x =) (x" T+ x"% + .+ x+1) =

=(x=D[x" —x"T-x"? _ _x-1]=
= =D = x" D (X" = X" L (X" =)+ (X" =D)] = (k=D X" (x+ 1) +
X" X" ) (M X" L x+]]

7. Duotas vienetinis kvadratas ABCD ir Zinoma, kad sta¢iakampis MBCN (zr. 2 pav.) lygus
staciakampiui PQRS. Raskite sta¢iakampio MBCN krastines.

Sprendimas. Pazymékime o = £ ASP . Aisku A P M B
a=/QPM = ZRQN = /SRD.
Turime: Q
AS =cos«,
SD =1—cosa = SRsin o = SR = -—2%¢ .
sin o

NC =SR = 1-cosa = NCsina = S

=(@-DR-RN)sina =(1-DR —sin )sin ¢ = D C

— DRsin @ = (1—sin @)sin a —1+cosa = R N

i —sj - 2 pav.
— DR - sin (1 sm_a) 1+cosa .
sin
Bet DR = SRcosa = Hﬂcma . Taigi
sin o

sin a¢(1—sin &) —1+cosa = (1—cosa) cosa = 2sin 2 o —sin & =0 = sin a(2sina-1)=0=
:sina:%:a:30°.

l-cosa 1-43/2
sin « 1/2

Taigi SR = =2-J3=NC=2-+3; BC =1.

8. Koridoriuje yra 1024 sunumeruotos i§ eilés déZutés su durelémis. Mokinys atidaro pirmaja déZutg,
praleidzia antrgja, atidaro tre€igja, praleidzia ketvirtajg ir t.t. Pasiekes gala, apsisuka ir atidaro
pirma neatidaryta (t.y. 1024-j3) dézutg ir eina atgal, vél atidarinédamas kas antrg i§ neatidaryty
dézuciy. Pasiekes gala, vél apsisuka ir viskas prasideda i§ naujo. Jis vaiksto tol, kol atidaro visas
dureles. Koks paskutinés atidarytos déZutés numeris?

Sprendimas. 1024 = 210 Tarkime, kad turint 2" dézuciy, paskutinés atidarytos numeris my,.
Turint 2"*1 dézute, pradzioje atidaromos dézutés su numeriais 1, 3, ... , 2"*+1_1 ir lieka du kartus
maziau, t.y. 2" dézuéiy. Lieka dézutés su numeriais 2, 4, 6, ... , 2n+1’ kuriuos galim uzraSyti 2-1,
2.2, 2-3, ..., 2-2" . Tarp likusiyjy paskutiné bus atidaryta su numeriu

My =2R" —(m, -1))=22" -m, +1).
Turime
My =2@"-2@" 1 —my_  +1)+1=2(2my_; -1).



10.

Kai n=2, turime 2% =4 dézutes. Jos atidaromos tvarka 1, 3, 4, 2, ty. my, =2. Todél
my =2(2my, 1) =6, mg =2(2my -1) =22, mg=2(2mg —1) =86 ir myy =2(2mg —1) =342.
Taigi paskutiné bus atidaryta dézuté su numeriu 342.

ISspreskite lygciy sistema

5[x]+2[y] =19,
{3x +4y =21,
Cia [X] yra skai¢iaus x sveikoji dalis.
Sprendimas. x =[x]+{x}, kur {x} yra skai¢iaus X trupmeniné dalis, 0 <{Xx} <1. Analogiskai

y=[y]+{y}, 0<{y}<1. Todél

3[x]+4[yl = 21-3{x} - 4{y},
18 kur iSplaukia, kad

15 < 3[x]+4[y] < 21.
I§ pirmosios lygties 2[y] =19 —5[x], todél turime

15 <3[x]+38-10[x] < 21,

kas ekvivalentu

Eg[x]sg,
7 7

19 -5[x]

iS kur [x]=3, [y]= =2. Taigi imame x=3+u, O<u<lir y=2+v, 0<v<l1. Jstate

1 antraja lygtj, turime: 3u+4v =4, todé¢l v=1- %u :

Lygciy sistemos sprendiniai turi pavidalg {3 +U,3- %u} ,uel0,1].

Raskite funkcijg f (X), kuri su visais realiaisiais skai€iais X tenkina lygtj
2f(x)+ f(1—x) = x2.
Sprendimas. Pakeite x ir 1— X, turésime, kad
2f(L—x)+ f(x) = (1-x)2.
Todel
2x% - Q- x)2

f(x) = :



