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PASVALIO KRASTO MOKSLEIVIU MATEMATIKOS
TREdIoJI KoMANDINE oiTIvTpIADA

PROFESORIAUS BRONIAUS GRIGELIONIO
TAUREI LAIMETI

UZDAVINIU SPREN[DIMAI
Pasvalys,200l m. lapkridio mdn. 23 d.
Uidaviniq sprendimo trukmd - 2 val.

1. ISsprgskite lygdiq sistem4.

lx1 
+ x2 +... + x2ss1 = 2001,

Iri * *tr * ...* *troot= xl + *t * ...* *toot.

Sprendimas. Lygdirl sistema turi pavidal4:
2001 2001

f (x; -l)=0, I r,'(x; -1)=9,
i=l l=l

toddl
2001 2007 2001 2001

o= I ,?@i-l)- I (ri -t)= ) (x, -iXr,? -t)= ! tr, - t)2$? +x; +l).
i=l i=l l=l l=l

Bet (x; -t)2r-0, t *.r;*1>0 suvisais x; e R.Taigi xi =l (l=1,...,2001).

2. Duota o, =!, an =:3LL - , ft)L Raskite crt*...ta200t." 2nan-1+l''
Sprendimas.

on=^!E . = 
I 

=zn+ I =Zn+Z(n-I)+...+2.2+L=" 2na n-1 +l 
Z, + L ctn an-l a1

dn-l

= Zln + (n -1) +... + 2 + ll = n(n+ l) + o, = fi * g) oT+... + a200t =

11112001
=-1.2 2.3 "' 200T.2002 2002 2oO2

3. Automobilio priekines padangos visi5kai nusidevi, nuvaZiavus n1 km, o uZpakalinds -
nuvaZiaws n2 km, n21nt. Norint, kad visos padangos nusidevetq vienu metu, jos tam tikru
momentu keidiamos vietomis. Kiek tada pailginama automobilio rida (naudojant vien4 keturiq
padangq komplekt{?

Sprendimas. Visos padangos nusidevi vienu metu, jei pusg kelio vaZiuos ant priekinio rato
ir pusp kelio ant uZpakalinio rato. Todel, pravaliavus pusg kelio, reikia apkeisti vietomis
priekines ir uZpakalines padangas. Tarkime, kad puse kelio yra S km. NuvaZiaws ,S km,



/ nusidOvi { OUi, priekinds padangos protektoriaus. Perkdlus jqantuZpakalinio rato, nusiddvi
n1

likusi I - S 
dals protektoriaus, kuri lygi !ny n2

Taigi 1-: = 
S 

= S = "'l?-. . Nekeidiant padangq, nuvaZiuotas kelias lra n2 km,n2 n1 n1*n2

keidiant _ 2 nrr2 
. Skirtumas 2 ntr2 _r2=nz(ry-nz) 

.ny-ln2 n1* n2 n1* n2

4. {rodykite, kad i5 ptytos negalima i5pjauti maZesnds plytos, kurios tDris ir pilnasis pavir5ius butq
atitinkamai lygfls pusei duotosios plytos t0rio ir pilno pavir5iaus.

Sprendimas. Turimeplytas axbxc ir xxyxz, x1a, y<b, z1c irbentviena
nelygybe grieL1ta.Tada

abc = 2xy, > ob -z*Yt , b" --2*/t , o, =u*" ,ccc
ab+bc+oc=2(ry+xz+yz) >zxyz1l *f *1) =zryr(!*!*1) +abc'xyz

1lllll+ :+ ;+._ - .r__:+:; tai prie5tarauja sqlygaiaDcxyz

5. Mieste yra r pastatq kurirl amziq suma lygi T. Kada miestas bus jaunesnis: ar nugriovus sen4
pastatfu ar pastadius naujq? Miesto amZiumi vadinamas jo pastatq amZiq vidurkis.

Sprendimas. Vidutinis pastatq amZius !. rci nuversto amZius t, tai nugriows vidutinis
n

T-t T ^..7-t T 2TamZius Pastadius vidutinis amZiusn-l n+l n-l n+l n+l
2T

Jei t > 
=, 

tai nugriovusjaunesnis, negu pastadius nauj4.
n+I
2T

Jei r < 
-, 

tai pastadius nauj4 jaunesnis, negu nugriows sene.n+l

6. Nelyginiai nat[ralieji skaidiai jungiami I grupes. Pirmoje grupeje vienas skaidius (l), antroje du

(3+5), tredioje trys (7+9+l l) ir t.t. [rodykite, kad n-osios grupes skaidiq suma lygi n 
3 

.

Sprendimas.Prie5 n-jq grupQ yra I + 2 + ...+ (n - D = !n@- 1) nariq. /r-sis narys visq

nelyginiq skaidiq eiluteje turi pavida lq 2k -1, taigi (!n@- 1) + 1) -as narys yra
'2

1

2(;n(n-1)+l)-l = n(n-l)+1. n-sios grupes nariq suma:
'z

ln(r- D+tl +[n(n -1)+3]+.. .+ln(n-r)+(2n-l)l =

= n.n(n- 1) + !-+1" = n2 (n- r) + ,2 = ,3 .



/ 7. {rodyti, kad [breZtas i apskritimqketurkampis yra lygia5one' trapecija, kai jo istriZaines yra lygios.

Sprendimas.
AC = BD + wABC =wBCD > IBAD = ZADC .

Bet /.ABC = 180o - lADC = lABC = 180o - ZBAD -

10. I5sprqskite lygti

= ,AnllAC. Taigi keturkampis yra lygia5one trapecija.

8. Tegu r iry - stadiojo trikampio statiniq, o z -istrii,aines ilgiai. Kas daugiau: a) x3 + y3 * ,3 ?

b)!*l ur!zxyz
Sprendimas. a) *2 + y2 =t2 ly
Tarkime,kad x <y<z.12y+y3 =12y, *2y+y3 >*3 *y3, ,2y.r3 -

= *3 + y3 .r3.

b) r>t=1"1.1*1zxxy

g. [rodykite, kad su visais naturaliaisi ais n galioja nelygybe 1 * + + ... + Ir.,n n+l ,L

Sprendimas. Akivaizdu ,kad L+*. .;>:*t;=,

Sprendimas. *2 -5r+6=0

l*2

ir x2

- 5x + 6l+lx2 - 2xl= g 
.

-2x=0>x=2arbax=3ir x=0 arba x=2 > x=2.



Vyresnirdjq klasiq grupe

PASVALIO KRASTO MOKSLEIVIU MATEMATIKOS
TREdIOJI KOMANDINE OLIMPIADA

PROFESORIAUS BRONIAUS GRIGELIONIO
TAUREI LAIMETI

UZDAVINIU SPRENDIMAI
Pasvalys, 2001 m. lapkriiio m6n. 23 d.
Uidaviniq sprendimo trukmi -2 val.

1. Sveikqjq skaidiq alblsZ poaibio,4 elementaituri savybg. jei x, y€A,tu x-yeA.Linoma,
kad 2001 e A ir intervale [-100, 100] yra nemaZiau l0 ir nedaugiau 67 aibes I elementq. Kiek
aibes I elementq yra intervale [-2001; 200T)?

Sprendimas. Jei I eA,tu 0=1-leA, -1=0 -leA, 2=T-(-l) eA, -Z=0-2e A,...,
t.y. A=2.

Jei I e A, 2 e A,tu A= {2k, k eZ} .

Jei 1, ..., (n-I) e A, n e A, tai 1 = {nk, k e Z} .

Kadangi 2001= 3.23.29 e A,taiA gali buti

{3k}, {23k\ , {29k}, {3 .23k} , {3 .29k\ , {23 .2ek}, {3 .23 .29k} , k e Z.

Intervale[-100; 100] yra 2.33 +I = 67 aibes {3k, k e Z} elementai 9 = 4.2 +l aibes

{23k, keZ} elementai ir dar maLiau kitq galimq aibiq elementq. Taigi, A={3k,keZ}
Intervale [-2001; 2001]yra 2.667 + 1= 1335 aibes I elementai.

Q1,a2,...,on,... . Linoma, kad a1 * a2+...+ an = fl2on, n €N. Su kokio-

azoot yra sveikasis skaidius?

+...+ on-t=(n-l)zar-t ) qn=n2an-@-l)2or-t =)
n-l n-ln-2 3 2 I 2

n+l n+l n 5 4 3' (n+l).n I

2) aZOOt= 
2002.2*,,at=keZ, 

jei at =1001 .2001k, keZ.

3. Raskite skaidiaus 22n 122n+r -D @€N, n nelyginis) paskutinl skaitmeni.

Sprendimas. An =22'(22n+t - l), n e N

Tarkime, kad A2**1 baigiasi 8 Reikia irodyti, kad A2**3 irgi baigiasi 8 (matematines

indukcijos metodas). Nagrinekime skirtum4:

Azm+z - A2m+r - 28m+13 - r4m+6 - 28m+5 * 24m+2 -
-28m+5(28 -l) -z4m+2(20 -t)= e4 -t)128**s(za +t)-24**21

Bet 2a - 1= 15 dalijas i5 5. Be to, A2*a3 - A2m+r lyginis skaidius, toddl A2**3 - Azm+t

dalijasi i5 10. Taigi paskutinis Az^+z skaitmuo irgi yra 8.

2. Duota skaidiq seka

mis a1 reikdmrimis

Sprendimas. a1

cln



/

4. Duotas trikampis ABC,kuriame ZBAC =31 ABC .

frodykite, kad (a + b)(o - b)2 = bc2 .

Sprendimas. A

a=3g3y=TE_ 4p2..o -- 
b 

=k>' sin 3B sin B sin 4p 'v <

> (o + b)(a - b)2 =r3 lsin 3B + sin B)(sin 3B * sin p)2 =
= k3 zsin 2B cos B(2 cos 2B sin B) 

2 
= Bk3 sin 2B 

"or2 
2gsin 2 

B cos B -
--Bk3 sin B sin 2 zB"or2 2F = k3 sin p sin , 49 = br, .

5' Automobilio priekinds padangos visi5kai nusidevi, nuvaziaws n1 km, o uZpakalin6s - nuva-
Ziaws n2 km, n2<n1. Norint, kad visos padangos nusidevetq vienu metu, jos tam tikru
momentu keidiamos vietomis. Kiek tada pailginama automobilio rida (naudojant vienq keturiqpadangq komplekt{?

Sprendimas' visos padangos nusidevi_vienu metu, jei pusg kelio vaZiuos ant priekinio ratoir pusg kelio ant uZpakalinio rato. Todel, pravaiiais pusQ kelio, reikia apkeisti vietomispriekines ir uZpakalines padangas. Tarkimq taa puse kelio yra ,S km. NuvaZiavus J km,
nusidevi { a*, priekines padangos proteftforiaus. Perkdlus j4 ant uZpakalinio rato, nusidevin1

likusi I - S 
dafis proteldoriaus, kuri lygi !.n1 n2

.g ^lIalgl l--=-3 s= nln2

n1-f n2
Nekeidiant padangg nuvaZiuotas kelias fra n2 km,n2 n1

keidiant - 2'l'2 . Skirtumas z'7'2 - n2 =n1-l n2 n1 * n2

nz(nt - nz)

n1-f n2

100 apskritimo ta5kq paiymimi skaidiais 
.1,2, ..., 100 (nebfrtinai eiles tvarka). skaidiuojamos

ll::|*tt"-* skaidiq trejetq sumos. {rodykite, kad egzisiuoja du trejetai, kuml sumq skirtumas
oloesnls uz du.

Sprendimas. Tarkime, kad visos sumos skiriasi viena nuo kitos ne daugiau kaip per du, okuriq nors gretimq trijq skaidiq suma lygi k. Tada
k-2<a1-ta2*a3<k+2,
k-2<a2.ta3-ta4<k+2,
k-2<a3ra4*cts1k+2,

k-2<agg-rarcO*a1<k*2,
k-2<qrc0-ra1*a2<k+2.
Sudedame atitinkamas nelygybiq puses:
100f - 200 <3(1 +... + 100) < l00f + 200,
100k - 200 <3 . 50. t0l < l00f + 200,

2k-4<303<2k+4,
149,5<k <153,5 

=150 
<k<153.

Taigi sumos patenka i interval4 [148, 155]. IS s4lygos isplaukia, kad



/
- 2 < (at' * a2 * q) - (az + a3 + a4) < 2 .

Todel - 2. o+ - at s2. Analogi5kai:

-2.o5-az<2

-2<at-agg<2
_r.a2_agg <2

-2.o3-atoo <2
Tarkime, kad q =1. Tada a4,ag1=2 arba3, nes lat-a+l<2, la1- a9gl<2.

AnalogiSkai a7 , a95: 4 arba 5, a1g, dg2 = 6 arbaT ir t.t.
c4k+1, ato2_13k+q = 2k arba 2k +l .

Taigi at00 = a3.33+1, o2 = at0;_t00 = 66 arba 67 . Turime 4100 = 66 arba 67, et =1,
o2 = 67 arba 66. cttoo * a1 * a2 = 134 e1148',155] . PrieStaravimas. Taigi yra du trejetai, kuriq
sumq skirtumas didesnis uZ du.

7. I5sprpskite lygt[ l+-]-+--1-*--l-* 1 
= 0.x r+l x+2 x+3 x+4

Sprendimas. !=x+2'.

'-r, z+o
v

111+_+_+_y-2 y-r y #. J =o

-o - I * I +1+ 1 + I
l-22 T- z l+ z l+22

22
,) - 

" 
-i-l=v

l- 4z' l- z"
2z =v

!-z 1-r
,q

22+-+I-4v 1-v
15 r Jfi5

!+r !+z
v,

l=0

z1

-4v2-l5v+5=0

, /4

15 + d,+5

rs - Jizt

15 +d,+5

ls + Jtas l5 - J145 l5 - Jl4s

15 + d,+5
l0

1s + Jta5
-Z-Xtl0 'r

ts - Jr45
l0 - z'x4 ls - JlaS 

^



/
8. {rodykite, kad

?2, 2+(3J)'= ["j .

r kartq r karQ 2nkarn4

Sprendimas.Tega an=??, Z, bn=31, ,, cr= lj'j.Akivaizdu,kadlygybe
n kartq n kartq 2n karn+

an +b] = cn (-)
teisinga, kai n =1, nes ar=2, br=3 ir q=ll. Lygybe (-) irodysime indukcijos b6du.
Kadangi dn+t=l\ar+2, bn+1-l}bn+3, cn*1-l00cn+ll ir 3an=Zbn, taj, pasinaudojg (.),
randame, kad

an*1+b]*1=l}an+2+(l}br+3)2 =I)an+l00bj+60bn+11=100c, +ll-91an+60bn=cn+l.

9. Urnoje yra M baltq ir il juodq rutuliq. Atsitiktinai i5traukiami vienas po kito du rutuliai
grqLinant juos I urn4. Raskite tikimybq, kad abu i5traukti rutuliai yra tos padios spalvos ir
lrodykite, kad ji yra nema1esnd uL ll2.

Sprendimas. Akivaizdu, kad ie5komoji tikimybe yra

M2 N2 M2 +2MN + N2 * zMN+_= -TnMN
(M + N)2 (M + N)2 (M + N)2

=t-2- !-(t- ,!. ,rl=1, nes su visais 0< p<t,M+N\ M+N) z'

pastarqja nelygybe su p = =y -' M +N

10. Raskite taskq su sveikomis koordinatdmis, esandiq tarp parabolds ! = x2 ir tieses ! = n2

(n - fiksuotas naturalusis skaidius) skaidiq, patikrinus, f.uO f, Oz -n(n 
+ l)(Zn +I)

L)
k=7 o

Sprendimas. Tegu k yra sveikas skaidius -n <k <n.
Atkarpoje AB ta{hl su sveikomis koordinatdmis, esandiq tarp
paraboles !=x2 ir tieses !=n2 yra n2 -l-kz, nes ta5ko I
koordinates yra (k;k2), o ta5ko B - (k,n2). Tokiu budu
ie5komq ta5kq skaidius yra

n-I - n-I
,2 -r+zl(nz -r-k2)=n2 -r+2(n-r)@2 -r)- zfnz =

M+N M+N

p(l- p)= 1. M., pasinaudojome

k=1 k=I

_ (n -t)(zn -r)(2n +3)
a)J

n-l
nes fr2

k=I

(n-t) n (2n-t)
. Pastar4j4lygybe lengva patikrinti indukcijos bDdu.


