Jaunesniyjy moksleiviy grupé

8 ] PASVALIO KRASTO MOKSLEIVIY MATEMATIKOS
TRECIOJI KOMANDINE OLIMPIADA
PROFESORIAUS BRONIAUS GRIGELIONIO
TAUREI LAIMETI

UZDAVINIU SPRENDIMAI

Pasvalys, 2001 m. lapkricio mén. 23 d.
UZdaviniy sprendimo trukmé — 2 val.

1. Isspreskite lygéiy sistema;
X) +X) +...+ X001 = 2001,
X} + X5+t Xago) SX] H Xy b XA

Sprendimas. Lyg¢iy sistema turi pavidala:

2001 2001 3
D =-D=0, > x'(x;-D=0,
i=1 i=1
todel
2001 2001 2001 2001

0= x50 -D- Y (-D=3 (-1} D=3 (5, -2 +x; +1).
i=1 i=1 i=1 i=1

Bet (xi-l)2 >0, x,-2+x,- +1>0 suvisais x; eR . Taigi x; =1 (i=1,...,2001).

1 a,_ .
2. Duota @ =—, a, =— "L n>1 Raskite ay+...+ayg;.
2 2na, 1 +1
Sprendimas.
a, = i S ! :>L=2n+ =2n+2(n—1)+...+2-2+i:
2na,_; +1 o+ 1 a, a,_1 a
ap-1

:2[n+(n—1)+...+2+1]:n(n+1):> a, = = o +...+dy001 =

n(n+1)
1 1 1 12001

=t — —— —_—

. =1- = )
1-2 2-3 2001-2002 2002 2002

3. Automobilio priekinés padangos visiskai nusidévi, nuvaZiavus nm km, o uzpakalinés —
nuvaziavus ny km, ny<m;. Norint, kad visos padangos nusidévéty vienu metu, jos tam tikru
momentu kei¢iamos vietomis. Kiek tada pailginama automobilio rida (naudojant viena keturiy
padangy komplekta)?

Sprendimas. Visos padangos nusidévi vienu metu, jei puse kelio vaZiuos ant priekinio rato

ir puse kelio ant uZpakalinio rato. Todél, pravaziavus puse kelio, reikia apkeisti vietomis
priekines ir uZpakalines padangas. Tarkime, kad puse kelio yra § km. NuvaZiavus S km,



nusidévi — dalis priekinés padangos protektoriaus. Perkélus ja ant uZpakalinio rato, nusidevi
m

likusi 1——*i dalis protektoriaus, kuri lygi i
m ny
Taigi l—iz—S—:> §=-1"

. NekeiCiant padangy, nuvaZziuotas kelias yra n, km,
ny m n+ny

cx: mn . mn ny,(n —n
keidiant — 2—L2 Skirtumas 2—1 2 — ny :M‘
m+tny ny +ny n +ny

Irodykite, kad 18 plytos negalima 1Spjauti mazesneés plytos, kurios tiiris ir pilnasis pavir§ius bty
atitinkamai lygiis pusei duotosios plytos tario ir pilno pavir§iaus.

Sprendimas. Turime plytas axbxc ir xxyxz, x<a, y<b, z<c ir bent viena
nelygybe griezta. Tada

2
abc:2xyz:>ab:2xyz,bc: xyz’ac:2xyz;
c

C C

1 1
ab+bc+ac=2(xy+xz+yz) :>2xyz(—+—+l):2xyz(l+l+_1_)
a b ¢ X y z

1 1 1 1 1 1 D . -
= —+—+—=—+—+—; tai prieStarauja salygai.
a b ¢ x Yy z

Mieste yra n pastaty, kuriy amziy suma lygi 7. Kada miestas bus jaunesnis: ar nugriovus seng
pastatg, ar pastacius nauja? Miesto amZiumi vadinamas jo pastaty amZiy vidurkis.

. T NP AR ” . . e
Sprendimas. Vidutinis pastaty amzZius —. Jei nuversto amZius #, tai nugriovus vidutinis

n
L. I'—t e g .. T .. I'-t T 2T
amzius . Pastacius vidutinis amzius ——. Taigi <> ——.
n-1 n+l n-1 n+1 n+1

. 2T . . . . . .
Jei t > 1 tai nugriovus jaunesnis, negu pastacius nauja.
n+

) 2T . . . : )
Jei t < e tai pastaCius naujg jaunesnis, negu nugriovus sena.
n+

Nelyginiai natiiralieji skaiCiai jungiami | grupes. Pirmoje grupéje vienas skaicius (1), antroje du
(3+5), treCioje trys (7+9+11) 1r t.t. [rodykite, kad n-osios grupés skaiiy suma lygi n.

Sprendimas. Prie§ n-ja grupg yra 1+2+...+(n—1)= %n(n —1) nariy. k-sis narys visy
nelyginiy skai€iy eilutéje turi pavidala 2k -1, taigi (%n(n —1)+1)-as narys yra

2(—;—n(n -1 +1)-1=n(n-1)+1. n-sios grupés nariy suma:

[n(n-1)+1]+[n(n-1)+3]+...+[n(n-1)+(2n-1)] =

-1
:n'n(n—l)+%n:nz(n—l)+n2 =n’,



7. Trodyti, kad jbréztas i apskritima keturkampis yra lygiaSoné
trapecija, kai jo istriZainés yra lygios.

Sprendimas.
AC =BD = UABC =WBCD = /BAD = ZADC . A
Bet Z4ABC =180° — ZADC = ZABC =180° — ZBAD =

B C
D
= AD||BC. Taigi keturkampis yra lygiaSoné trapecija. \/

8. Teguxiry- staCiojo trikampio statiniy, o z — istrizainés ilgiai. Kas daugiau: a) 3+ y3 ar 229
1 1
b) l+— ar —?
x y oz

Sprendimas. a) x? +y2 =72 |y

Tarkime, kad x<y<z. x2y+y3 :zzy, x2y+y3 > x3 +y3, 22y<z3 =
= x> +y3 <73

b) z>x:>l<—1—<l+l.

zZ x X Yy

9. Irodykite, kad su visais natiiraliaisiais #» galioja nelygybe 1 + 1 +...+ —17>,1 .
- n

2
1 1 11 n“—n
Sprendimas. Akivaizdu, kad —+——+ .+ —"2—
P n n+l n2>

n n2
10. ISspreskite lygti

|x2—5x+6|+|x2 -2x}=0.

Sprendimas. x? —5x+6=0ir x> —2x=0=x=2 arba x=3 ir x=0 arba x=2 = x=2.



Vyresniyjuy klasiy grupé

PASVALIO KRASTO MOKSLEIVIY MATEMATIKOS
TRECIOJI KOMANDINE OLIMPIADA
PROFESORIAUS BRONIAUS GRIGELIONIO
TAUREI LAIMETI

UZDAVINIU SPRENDIMAI

Pasvalys, 2001 m. lapkri¢io mén. 23 d.
Uzdaviniy sprendimo trukmé — 2 val.

. Sveikuyjy skaiéiy aibés Z poaibio A elementai turi savybe: jei x, ye 4, tai x—ye A. Zinoma,
kad 2001 € 4 ir intervale [-100, 100] yra nemaziau 10 ir nedaugiau 67 aibés 4 elementy. Kiek
aibés 4 elementy yra intervale [-2001; 2001]?

Sprendimas. Jei 1€ 4,tai 0=1-1€ 4, -1=0-1€ 4, 2=1-(-1)e 4, -2=0-2€4,...,
ty. A=Z.

Jeilg A, 2 A, tai A={2k,keZ}.

Jeil,...,(n-)e A, ncA,tai A={nk keZ}.

Kadangi 2001=3-23-29 ¢ A, tai 4 gali biti

{3k}, {23k}, {29k}, {3-23k}, {3-29k}, {23- 29k}, {(3-23- 29k}, ke Z.

Intervale[-100;100] yra 2-33+1=67 aibés {3k,kecZ} elementai 9=4-2+1 aibés
{23k, ke Z} elementai ir dar maziau kity galimy aibiy elementy. Taigi, A={3k kecZ}.
Intervale [-2001; 2001]yra 2-667 +1=1335aibés 4 elementai.

. Duota skaiiy seka a;,a,,...,4a,, ... . Zinoma, kad a+ay+..+a, :nzan, neN. Su kokio-

mis a) reik§mémis a,qg; yra sveikasis skaicius?

Sprendimas. ay +...+a,_ :'(n—l)zan_l = a,= nzan ——(n—l)?‘an_l =

yoon-l o _m-ln-2 321 _ 2 _
"Th+l " hsl n s 43! (n+1)-n !

2
=>a =————a;=keZ, jei a; =1001-2001k, ke Z.
2001 = 56022001 Jet 4

. Raskite skaiGiaus 22” (22" _1) (neN, n nelyginis) paskutinj skaitmeni.

Sprendimas. A, = 22" (22"+1 -1),neN = 4;=4-7=28, A3 =8078 baigiasi 8.
Tarkime, kad 4,,,.; baigiasi 8. Reikia jrodyti, kad 4,,,,3 irgi baigiasi 8 (matematinés

indukcijos metodas). Nagrinékime skirtuma:

8m+13 4m+6 8m+5 4m+2
Ayme3 = Ayma1 =2 -2 -2 +2 =

Bet 2% —1=15dalijas i§ 5. Beto, Ay,,,3 — Aypq lyginis skaidius, todél Ayps — Aymay
dalijasi 1§ 10. Taigi paskutinis 4,,,,3 skaitmuo irgi yra 8.



4. Duotas trikampis ABC, kuriame ~/BAC =3/ ABC C
Irodykite, kad (a+5)(a—5)? = b2, b

Sprendimas. c
a b c

sin 33 - sin 3 B sin 4f3 B
= (a+b)(a—b)* =k>(sin 3B + sin B)(sin 3p - sin ) =
= k3 2sin 2B cosB(2 cos 2B sin B)2 =83 sin 28 cos? 2[3sin2 BcosB=
=843 sinBsin2 2[3cos2 2B=k3 sinBsin2 4B=bc?,

a=3>y=n-4= k=

3. Automobilio priekinés padangos visiskai nusidévi, nuvaZiavus 7 km, o uZpakalinés — nuva-
Ziavus ny km, my<ny. Norint, kad visos padangos nusidévety vienu metu, jos tam tikru
momentu kei¢iamos vietomis. Kiek tada pailginama automobilio rida (naudojant viena keturiy
padangy komplekta)?

Sprendimas. Visos padangos nusidévi vienu metu, jei pusg kelio vaZiuos ant priekinio rato
ir pus¢ kelio ant uZpakalinio rato. Todel, pravaziavus puse kelio, reikia apkeisti vietomis
priekines ir uzpakalines padangas. Tarkime, kad pusé kelio yra § km. NuvaZiavus § km,

nusidévi — dalis priekinés padangos protektoriaus. Perkélus ja ant uzpakalinio rato, nusidevi
m

likusi l—i dalis protektoﬁaus, kuri lygi —S—

m ny
- S S n1n2 o .. )
Taigi 1-—=—= §=_—"1"2  Nekeidiant padangy, nuvaZiuotas kelias yra ny km,
n, m n+ny
. mn : nn ny(m —n
keitiant — 2—"2  Skirtumas 212 —ny = my(m —m) ‘
h +ny hy +ny n +ny

6. 100 apskritimo tasky paZymimi skai&iais 1,2, ..., 100 (nebatinai eilés tvarka). Skai¢iuojamos
visos gretimy skaiiy trejety sumos. [rodykite, kad egzistuoja du trejetai, kuriy sumy skirtumas
didesnis vz du.

Sprendimas. Tarkime, kad visos sumos skiriasi viena nuo kitos ne daugiau kaip per du, o
kuriy nors gretimy trijy skai¢iy suma lygi k. Tada
k—2£a1 +dy +aj Sk+2,

k—2£a2 +az+ay <k+2,
k—2£a3 +a4v+a5 Sk+2,
k—2£a99 + a0 +a13k+2,
k—2Sa100 +a1+a2 <k+2

Sudedame atitinkamas nelygybiy puses:
100& — 200 <3(1 +...+100) <100k + 200,

100k - 200 < 3-50-101< 100k + 200,
2k - 4<303 <2k + 4,

149,5<k <1535 =150<k<153.
Taigi sumos patenka { intervala [148, 155]. I§ salygos i$plaukia, kad

2



—2<(a1+ay +az)—(ay +az +a,)<2.
Todél ~2<ay —ay <2. Analogiskai:
—2<as-ay <2
—2<a;—agg <2
—2<ay~agg <2
—2<a3-ayyp <2
Tarkime, kad @) =1. Tada a4, agg =2 arba 3, nes |a; ~a, <2, | & —agg |<2.
AnalogiSkai a7, ags=4arba 5, a1, agy =6 arba 7 irt.t.
341, A02-(3k+1) = 2k arba 2k +1.
Taigi ajgp =a33341, 4y =aypp-100 =66 arba 67. Turime ayqy =66 arba 67, a =1,
ay =67 arba 66. aygy +a; +a, =134 ¢[148;155]. Priestaravimas. Taigi yra du trejetai, kuriy
sumy skirtumas didesnis uZ du.
1 1 N 1 N 1

1
7. I3spreskite lygti —+ + -
pre yett x x+1 x+2 x+3 x+4

l:z) z#0
Y

1 1 1 1 1 1 1 1
T +—1 +z+1 +——1 =0 ~ + +1+ + ~
S, S L B! 1-2z 1-z 1+z 1+2z
V4 zZ V4 ¥4

2 + 2 +1=0

1-4z2 1-z

22:V

2 42 4120 ~4? 1594520

I-4v 1-v

15+«/14 . 15+\/14 1 15+JDE

2

/ . 1/
) 5
15++/145
2 2 [15+145
145 lf 10
\/ 5 2
__ |15+4145 \/—3 15-las.
15+M_2x2_ \/~J_5_2x3_ 5o, 1;)/1—_5_2.

>

LJI



8.

10.

[rodykite, kad
22.2+(3..3)%=11.1.
—

[ p—

———
nkarty  nkarty 2n karty

Sprendimas. Tegu a, =22..2,b,=33..3,¢,=11...1 . Akivaizdu, kad lygybe
—— — \ J
n karty n karty 2n karty

a, +b3 =c, (*)
teisinga, kai n=1, nes a; =2, b =3 ir ¢ =11. Lygybe (+) irodysime indukcijos badu.
Kadangi a,, =10a, +2, b, =106, +3, c,,1 =100c, +11 ir 3a, = 2b,,, tai, pasinaudoje (),
randame, kad
G4y +by41 =100, +2+(10b,, +3)% = 10a, +10062 +60,, +11=100c, +11-90a, +605, = Cral -

Urnoje yra M balty ir N juody rutuliy. Atsitiktinai iStraukiami vienas po kito du rutuliai
graZinant juos | urng. Raskite tikimybe, kad abu istraukti rutuliai yra tos pacios spalvos ir
irodykite, kad ji yra nemaZesné uz 1/2.

Sprendimas. Akivaizdu, kad ie§komoji tikimybe yra
M? LN MP+2MN+N? oM , M N

M +N)? (M +N)? (M + N)? M+N M+N

=1-2 M (l— M Jz
M+ N M+ N

1 . . .
E’ nes su visais 0<p<1, p(l- p)é%. Mes pasinaudojome

astaragja nelygybe su p = M
p 3 ygy p MaN

Raskite taSky su sveikomis koordinatémis, esanéiy tarp parabolés y:x2 Ir tiesés y:n2

n(n+1)(2n+1)

n
(n — fiksuotas natiralusis skai¢ius) skai¢iy, patikrinus, kad Z k2 = <

k=1

Sprendimas. Tegu k yra sveikas skaiCius —-n<k<n.
Atkarpoje AB taky su sveikomis koordinatémis, esaniy tarp \ Y 2 B

parabolés y=x? ir tiesés y=n> yra n? —1-k2, nes tasko A4
koordinatés yra (k;k%), o tasko B - (k,n?). Tokiu bidu
ieSkomy tasky skaiéius yra ‘A

n-1 n-1
n? -1+23 (n? —~1-k2) = n? 1+ 2(n-)(n? -D-23 k%=
k=1 k=1
_ (n-1)(2n-1)(2n+3)
3

3

n-1 _ _
nes Zkz = (n-1) ’;(2’1 D . Pastaraja lygybe lengva patikrinti indukcijos bidu.
k=1



