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XIX LIETUVOS KOMANDINE
MATEMATIKOS OLIMPIADA
Vilniaus universiteto Matematikos ir informatikos fakultetas,
2004 10 02

Olimpiados réméjai: INFO-TEC, BALTIC AMADEUS, NACIONALINIS EGZAMINU
CENTRAS, leidyklos ALMA LITTERA, AMZIUS, TEV, TYTO ALBA.

Vertinimo komisija: A. Ambrazevicius, A. Bastys, A. Birstunas, A. Choliavkinas,
7. Darbénas, A.Domarkas, A. Dubickas (vertinimo komisijos pirmininkas), R. Garunkstis,
R. Grigutis, J. Jankauskas, M. Juodis, A. Kacénas, M. Kanaporis, K. Karciauskas,
R. Kasuba (organizacinés komisijos pirmininkas), V. Kazakevi¢ius, D. Kulvicius,

R. Leipus, V. Mackevicius, J. Macys, H. Marksaitis, E. Mazeétis, R. Morkvénas,

G. Murauskas, A. Posochovas, S. Repsys, A. Stankevicius, J. Siaulys, M. Sileikis,
V. Vitkauskas, R. Zové, S. Zubeé.

REZULTATAI

Pirmoji vieta — Vilniaus tiksliuju, gamtos ir technikos moksly licéjaus pirma-
jai komandai.

Komanda 11213[4(5|6|7|8[9]|10/11|12(13]14|15|16|17|18(19]20| >  |Vt.
MIF FUX 5554|351 |5(5[5|7[8(0|5/0(0]|2|5|5]|4] 79 |~
Vilniaus lic. I |55 |5(0][0|5|3|5[5][5[3|0[{0(5|0({8[4|5]2[|8| 73 |1
Minskas 505101051 |4|5(5(7|0(0|5]0]|0|8|5|5[4] 64| 2
KTU gimn. I |5]5(5|0|1(5[2|5|5|5(0/0|6|5|0|0{0[5]|5|3] 62 ] 3
Visaginas 5(5(5101013[0|5(5[1[2|0(6|5|/0|0]|0]|5|5[4] 56 | 4
Siauliai 5105100141 |3(5(0(2/0(6|5|0|0[{0|5|5[4] 50 |5
Vilniaus lic. II |50 |5|0[0{0|0|5[5|5[0|1|1(5]|0(2|0|5]|2(4]| 45| 6
KTU gimn. IT |5[0({5|0(0(5|1|1|5(1({0(0|0|5]0|0|0|5|5[4] 42 | 7
Vilnius 5(2|4/0/0(5{1|0(0(0[0|0|0|5]0]|0[|4|5|5|4] 40 | 8
Panevézys 5/0(5/0(0(2{1|0(0(0(2/0(0|5]0]|0|0|5|5[4] 34 ]9
Kretinga 5/0(3/0(0]0[{1|0(5[1]0[0(0|5|0(0]|0]|5[|4]|4] 33 |10
Klaipéda 5/0[4/0(0]0{1|0(0}(0[2({0({0|5/0(0]|0|5|5]|4]| 31 |11
Mazeikiai 5(0(4]0(0]|0(1]1(0|1|2|0]0|5][0(0(4]0|2|4| 29 |12
Rokiskis 5/0(4/0(0]1{0|0(5({0[0(0(0|0|0|0]|0|D5]|2]|4] 26 |13
Pasvalys 5(1[4/0(0]0{0|0(0(0}21(0|5|0(0]|0]|5]|0]|0]| 23 |14
Kaunas 5/0[0/0(0]0{0|21|5({0(2/0(0(0]0]|0]|0]|0|2]4] 19 |15

Vilniaus universiteto MIF pirmakursiu komanda dalyvavo be konkurso.



10.

11.

Uzdaviniy salygos

Dvylika skaiciu - keturi vienetai, keturi penketai ir keturi SeSetai - yra kazkaip surasyti
ratu aplink apskritima. Ar butinai atsiras toks i$ triju greta stovinciu skaitmenu
sudarytas trizenklis skai¢ius (jo skaitmenys gali buti imami pries arba pagal laikrodzio
rodykle), kuris dalijasi i§ 37

. Isspreskite lygti

2 cos(2mx) + cos(3mz) = 0.

. Isspreskite lygti

3zl = 13,
(Cia [z] yra skaiciaus 2 sveikoji dalis.)

Irodykite nelygybe
a b 2

+ < —0=
V202 +5 V22 +5 VT

kai 0 <a,b<1.

. Kokias reiksmes gali igyti reiskinys

a?—1b - 2-a

a2+b2+b2+62+02—|—a2’

kai a,b,c — realieji nenuliniai skaiciai?

. Raskite visas realiuju skai¢iu poras (z,y), su kuriomis

28 = y* + 18,
yS =zt + 18.

Raskite visus tokius naturaliuju skai¢iu trejetus (m,n,r), kad

2001™ 4+ 4003™ = 2002".

Tegul m ir n yra naturalieji skaiciai. Irodykite, kad jei mn — 23 dalijasi iS 24 be
liekanos, tai m?® 4+ n3 dalijasi i§ 72 be lieckanos.

. Ar gali su kokia nors realiaja a reiksme skai¢iai (1 —2av/35)/a? ir a++/35 abu biiti

sveikieji?
Irodykite, kad tarp SeSiu i$ eilés einanciu natturaliuju skaic¢iu visada atsiras toks skai-
¢ius, kuris yra reliatyviai pirminis su kitu penkiu skai¢iu sandauga.

Kokia didziausia reikSme gali igyti natturaliuju skai¢iu sandauga, jei ju suma yra lygi
2004 7



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Naturalieji skaiciai a, b, c, u, v, w tenkina lygciu sistema

a+u =21,
{b+v:31,
c+ w = 667.

Ar gali buti teisinga lygybé abc = uvw ?

Realusis skai¢ius u yra lygties 3 — 322 + 5z — 17 = 0 Saknis, o realusis skai¢ius v
— lygties 23 — 322 + 5z + 11 = 0 Saknis. Raskite u +v.

Ar galima kvadratinés lentos 100 x 100 langeliuose suraSyti visus natturaliuosius
skai¢ius nuo 1 iki 10000 taip, kad kiekviename langelyje esantis skai¢ius butu arba
mazesnis arba didesnis uz visus skaicius, kurie suraSyti visuose bendra krastine su tuo
langeliu turin¢iuose langeliuose?

Ar egzistuoja toks daugianaris su sveikaisiais koeficientais P(x), kad su visomis x
reiksmémis intervale [4/10,9/10] biitu teisinga nelygybé |P(z) —2/3| < 10710?

Ar egzistuoja toks teigiamas skaicius ag, kad visi begalinés sekos ag, a1, as,as, ...,
apibréztos rekurentine formule a,, = v/a,—1 +1 (n =1,2,3,...), nariai butu racio-
nalieji skaiciai?
Tegul a,b,c yra trikampio krastiniu ilgiai, o x,y, z tokie realieji skaiciai, kad xz+y+
z = 0. Irodykite, kad

a’yz + b’z + ay < 0.

Taskai M ir N priklauso trikampio ABC krastinéms, atitinkamai, AB ir BC. Be
to,

AM BN

—=——=2 ir /ACB=2/MNB.

MB - NC "
Irodykite, kad trikampis ABC — lygiaSonis.

Trapecija dvi jos istrizainés dalija i keturis trikampius. Triju i$ ju plotai yra lygis 1,2
ir 4. Kokias reiksmes gali igyti ketvirtojo trikampio plotas?

Rombo istrizainiuy santykis yra a : b. Raskite to rombo ir i ji ibrézto skritulio plotu
santyki.



Komentarai, nurodymai, sprendimai, atsakymai

. Ne. Pavyzdziui, kai ratu uzrasyta 566161151556 . Nesunku patikrinti, kad §i tvarka
tinka, nes skai¢ius dalijasi i 3 tada ir tik tada, kai jo skaitmenu suma dalijasi i§ 3.

Atsakymas: nebutinai.
. Pazymékime cos(mz) =y . Tada cos(2mx) = 2y? — 1, cos(3wz) = 4y> — 3y, todél
20207 — 1) +4y° — 3y =4y + 4> -3y — 2= 2y + 1)(2° +y —2) = 0.

Vadinasi, y = —1/2 arba y = (=1 ++/17)/4. Kadangi y = cos(wz) € [-1,1], tai
cos(mz) = —1/2 ir cos(mz) = (=1 + \/17)/4. 1§ pirmosios lygties gauname, kad
mx = £27/3 4+ 27k, kur k € Z,t. y. x = £2/3 + 2k. Atitinkamai, i antrosios
lygties gauname, kad

x = +(1/7) arccos((V17 — 1)/4) + 2k.

Atsakymas: x € {£2/3 + 2k, +(1/7) arccos((v/17 — 1)/4) + 2k} ,
kur ke Z.

. Pastebékime, kad su visais < 0 [z]| turi buti lyginis skai¢ius, t. y. x € [-2k, —2k+
1), kur k - naturalusis skaicius, nes kitaip kairioji lygties pusé bus neigiama. Taciau
tada zl*l = |2|72* < (2k — 1)72 < 1 < 13/3. Vadinasi, sprendiniu gali biiti tik su
neneigiamais z. Aisku, kad zl®l < 13/3, kai = < 2, bei zl*l > 13/3, kai = > 3.
Todél = € [2,3). Tada [z] = 2 ir i$ lygties 2% = 13/3 gauname vieninteli spendini
x = 4/13/3 . Nesunku jsitikinti, kad $is sprendinys tenkina lygti.

Atsakymas: x = /13/3.
. Galima laikyti, kad a < b. Tada a/v20*+5 < a/v/2a?+5. Be to, b < 1, todél
b/v2a? +5 < 1/v2a? + 5. Vadinasi, a/v2b? +5+b/vV2a? +5< (a+1)/vV2a?> +5.

Pakanka irodyti, kad 7(a+1)? < 4(2a®+5),t. y. a>—14a+13 = (a—1)(a—13) > 0.
Akivaizdu, kad pastaroji nelygybé yra teisinga su visais a € [0, 1] .

. Pastebékime, kad sukeite a ir b vietomis mes pakeiciame reiskini

a?—1v> V- A-a

a a2+b2+b2—|—02 +02+a2

i —R, taigi pakanka nustatyti neneigiamu R igyjamu reikSmiu aibe. Be to, aisku,
kad u/v < (u+¢)/(v+c), kai u — bet koks realusis, v, ¢ — teigiamieji skaiciai
ir v > w. Taigi, jei a®+b%+c? = s, tai (a® —b?)/(a® +V?) < (a®? — b* + ?)/s,
(b2 -2/ (> + ) < (VP —c2+a?)/s, (2 —a?)/(2+a?) < (c® —a®+b%)/s. Sudéje



Sias nelygybes gauname, kad R < (a? +b%> +c?)/s =1. Be to, kai a = vt, b=1,
c=+r,kur 0<r <1, tai

1 2r =Dt —=r)(1—7)

R=(t-1(77- (1+r)(t+r)) DA+

igyja visas reikSmes intervale [0,1), kai ¢ kinta nuo 1 iki oco. Vadinasi, R igyja
visas reikSmes intervale (—1,1) ir tik jas.

Atsakymas: (—1,1).

. Kadangi 26 —9% =y* —2%, tai (22 —9?)(2* + 222 +y* + 22 +9?) = 0. Bet (x,y) #
(0,0), todél 22 =92 ty. = = +y. I§lygties 26—2*—18 = (22 —3)(2*+22%24+6) =0,
kur z* + 222 +6 > 0, gauname, kad = = ++/3. Taigi « ir y igyja reiksmes ++/3.

Atsakymas: (377 y) = (\/ga \/5)7 <\/§v _\/g)’ (_\/ga \/5)7 (_\/§v _\/g)

. Pastebékime, kad 2002 = 8k 4+ 2 su naturaliuoju k ir perrasykime lygti (8k+1)" +
(16k + 3)™ = (8k +2)". Jei r > 3, tai desinioji puse dalijasi i§ 8, o kairioji dalijant
is 8 visada duoda liekana 2 arba 4, nes (16k 4+ 3)" duoda lieckana 1 arba 3. Taigi
r =2 arba r = 1. Tac¢iau kai r = 1, tai deSinioji pusé yra mazesné. Vadinasi, r = 2.
Tada n<1,t y. n=1.I5 lygybés (8k+ 1)™ = (8k +2)2 — (16k + 3) = (8k + 1)
gauname, kad m = 2.

Atsakymas: (m,n,r)=(2,1,2).

. Irodykime, kad jei k& yra naturalusis skaic¢ius, nesidalijantis nei i 2, nei i§ 3, tai
k? — 1 dalijasi i§ 24. Tikrai, tada k = 6u + 1, kur u - sveikasis skai¢ius, todeél
k% —1 = 36u? &+ 12u = 12u(3u £+ 1) dalijasi i§ 24, nes u(3u £ 1) yra lyginis skaicius.
Jei mn —23 dalijasi iS 24 be liekanos, tai m ir n nesidalija nei i§ 2, nei i§ 3. Taigi
m? — 1 ir n? — 1 dalijasi i§ 24. Be to, mn + 1 = (mn — 23) + 24 dalijasi i§ 24 .
Vadinasi,

(m+n)?=(mn+1)?—(m?-1)(n* - 1)

dalijasi i 242, taigi m + n dalijasi i§ 24 . IS lygybés
m? +n® = (m+n)((m+n)? — 3mn)

matome, kad pirmasis dauginamasis dalijasi iS 24, o antrasis - iS 3, taigi abi lygybés
pusés dalijasi i§ 24 - 3 = 72, ka ir reikéjo irodyti.

. Taip. Pavyzdziui, jei a =6 — /35, tai a++v35=6, 0

(1 —2aV/35)/a® = (6 + v/35)%(1 — 2(6 — v/35)v/35) = 712 — 122 . 35 = 1.

Atsakymas: taip.



10.

11.

12.

13.

Tegul tie skaiciai yra n,n+1,...,n+ 5. Irodysime, kad reikiamas skaicius yra n +
1,n+2,n+3 arba n+4. Tarkime, kad tarp ju néra reikamo skaiciaus. Pazymékime
m =n+ 2. Jei skaicius m ir kitu penkiu skai¢iu sandauga néra reliatyviai pirminiai,
tai egzistuoja toks g > 1, kad g|m ir

glim—=2)(m —1)(m + 1)(m + 2)(m + 3) = mk + 12,

kur k € Z. Todél skaiciai n + 2 ir 12 néra reliatyviai pirminiai. Vadinasi, n + 2
dalijasi i§ 2 arba i 3. Analogiskai, n + 3 dalijasi i§ 2 arba is 3.

Pazymekime ¢ = n+1. Jeiskaicius ¢ ir kitu penkiu skaiciu sandauga néra reliatyviai
pirminiai, tai egzistuoja toks t > 1, kad t|q ir

tlg—1)(g+1)(g+2)(qg+3)(q+4) = gk" — 24,

kur k' € Z. Todél skaiciai n + 1 ir 24 néra reliatyviai pirminiai. Vadinasi, n + 1
dalijasi i§ 2 arba i§ 3. Analogiskai, n+4 dalijasi i§ 2 arba i§ 3. Taigi kiekvienas i$
skai¢iu n+1,n+2,n+3,n+4 dalijasi i§ 2 arba i§ 3. Taciau lygiai du is$ Siu keturiu
skaiciu dalijasi i§ 2, todél du likusieji turi dalintis i 3. Aisku, kad tai neimanoma,
nes ju skirtumas yra lygus 2. Priestara.

Jei tarp skaiciu yra bent vienas lygus 1, tai sandauga tikrai néra didziausia, nes,
pakeite 1 ir bet kuri kita skai¢iu i ju suma, sandauga tik padidinsime: 1+a > 1-a.
Jei tarp skaiciu yra bent vienas didesnis uz 5, tai sandauga irgi néra didziausia, nes,
pakeite a i 3 ir a — 3, sandauga padidinsime, nes 3(a — 3) > a, kai a > 5. Be to,
jei tarp skaiciu yra bent vienas lygus 4, tai ji galima pakeisti i du dvejetus: kadangi
2.2 =4 =242, tai nei sandauga, nei suma nepasikeis. Vadinasi, galima laikyti, kad
tarp skaiciu yra tik dvejetai ir trejetai. Taciau dvejetu gali buti ne daugiau kaip du, nes
jei yra bent trys, tai pakeite juos i du trejetus gautume didesne sandauga 3-3 > 2-2-2.
Kadangi 2004 dalijasi is 3 be liekanos, tai vieno arba dvieju dvejetu buti negali. (Nei
2002, nei 2000 is 3 nesidalija.) Vadinasi, didziausia sandauga sudarantys skai¢iai

yra vieni trejetai; ju yra 668, kadangi 2004 = 3 - 668. Taigi didziausia sandauga yra
3668

Atsakymas: 3%08,

Gali. Pavyzdziui, sprendinys a = 14, b =27, ¢ =46, u=7, v =4, w = 621,
tenkina lygciu sistema, o abc = 17388 = uvw.

Atsakymas: taip.

Pazymékime z =u—1, y=v—1. Tada 22 +22—-14 =0 ir y3 +2y +14 = 0.
Sudéje abi lygybes gauname, kad

z3+y3+2(z+y):(z+y)(z2—zy+y2+2):0.
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14.

15.

16.

17.

Aigku, kad 22 — 2y + 9?2 +2 = (z —y/2)2 +3y?/4+2 > 0, todél z+y = 0 ir
utv=z+y+2=2.

Atsakymas: 2.

Taip surasSyti skaic¢ius galima. Pavyzdziui, isivaizduokime, kad lenta nudazyta balta
ir juoda spalva (kaip Sachmatu lenta). Jei visuose baltuose langeliuose bet kaip
suraSysime skaic¢ius nuo 1 iki 5000, o visuose juoduose langeliuose bet kaip nuo
5001 iki 10000, tai kiekviename baltame langelyje irasytas skai¢ius bus mazesnis uz
visus kaimyninius skaicius, o juodame — didesnis.

Atsakymas: taip.

Taip, pavyzdziui, tinka P(x) = ((3x — 2)™ + 2)/3, kai n yra pakankamai didelis
lyginis skaic¢ius. Aisku, kad tokio daugianario koeficientai yra sveikieji, nes (—2)" 4 2
dalijasi i3 3, kai n — lyginis. Be to, |P(z) —2/3] = |3z —2)"|/3 < (4/5)", kai
x € [4/10,9/10]. O jei n yra pakankamai didelis, tai (4/5)" < 10719,

Atsakymas: taip.

Tarkime, kad toks ag egzistuoja. Pazymékime a,, = u, /v, , kur u, ir v, yra reli-
atyviai pirminiai natturalieji skai¢iai. Irodysime, kad v, = 1 su kiekvienu natturaliuoju
n,t. y. visi a,, n=1,2,..., yra natiralieji skai¢iai. Tikrai, i§ lygybés u2 /v2 =

natiralusis skaicius su kiekvienu naturaliuoju n . Taciau tai imanoma tik kai vy = 1.
Tada v, =1 su kiekvienu n € N.

Kadangi visi a, yra naturalieji ir a, > 1, kai n > 0, tai a, > 2. Taciau jei
an—1 = 3, tal ap, = an_1+1 < a,—1 —1. Jei a, > 3, analogiskai gauname, kad
n+1 < ap —1 < ap—1 — 2. Pritaike dar keleta tokiu zingsniu a, vis sumaziname
bent vienetu, todél ankséiau ar veéliau gausime, kad a,1,, < 3. Vadinasi, anqy, =2,
0 Unim+1 = V3 jau néra natiralusis skai¢ius. Priestara.

Atsakymas: ne.
Pakeiskime z i —x—y. Gauname ekvivalencia nelygybe —(z+y)(a?y+b%x)+clay <

0, t. y.
220 + zy(a® +b* — ) + a®y* > 0.

Jei y = 0, tai nelygybé akivaizdi. Jei y # 0, tai pakanka irodyti nelygybe t2b% +
t(a® +b*> — ) +a? > 0, kur t = x/y. Kvadratinio trinario diskriminantas yra lygus

(a®> +0* —c*)? - (2ab)* = (a—b—c)la—b+c)(a+b—c)(a+b+c).

Jis yra neigiamas, nes pirmasis dauginamasis yra neigiamas, o kiti trys yra teigiami.
Vadinasi, nelygybé yra teisinga su visais realiaisias t.
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18. Tegul CP — kampo C pusiaukampiné. Tada atkarpos C'P ir M N yra lygiagrecios

19.

(1 pav.), nes /MNB = /PCB.

1 pav.
Aisku, kad trikampiai PC'B ir M BN panasus, todél

BP _BC _BN+NC 1 _3
MB BN BN B 2 2
Vadinasi,
BP BP MB 31 1
AB  MB AM+MB 2 3 2

taigi C'P yra ne tik kampo C' pusiaukampiné, bet ir trikampio ABC' pusiaukrastiné.
Todél AC = BC'.

Pazymékime trikampiu ABM, BMC, CMD, AMD plotus, atitinkamai, z,vy, z, w
(2 pav.). Aisku, kad z+y = y+ z, todél x = z. Vadinasi, ketvirtojo trikampio
plotas gali buiti 1,2 arba 4. Be to, y/z = (z +y)/(w + 2) , todél xz = 2% = yw.

2 pav.

Taigi ketvirtojo trikampio plotas gali biiti tik 2. Belieka irodyti, kad tokia trapecija
egzistuoja. Tokia bus, pavyzdziui, lygiasoné trapecija, kurios pagrindai BC ir AD
yra lygis, atitinkamai, 1 ir 2, o aukstiné lygi 6. Tada trikampio ABD plotas yra
lygus 2-6/2 = 6 = x + w, o trikampio ABC plotas lygus 1:-6/2 =3 =x+y.
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Kadangi 2 =yw ir t =2,tai t =2=2, y=1, w =4 yra vienintelis ketvertas,
tenkinantis Sia lygciu sistema.

Atsakymas: 2.

20. Galime laikyti, kad pusé vienos rombo istrizainés yra lygi a, o puse kitos — b. Tada
ketvirtis rombo yra statusis trikampis BC' A . Trikampio BCA (3 pav.) plota galime
suskaic¢iuoti dviem budais: kaip %AC -CB = %ab ir kaip %AB -CM, kur CM -
trikampio aukstine.

3 pav.

Ji yra ir i romba jbrézto apskritimo spindulys. Kadangi AB = va? + b2, tai ji yra
lygi 7 = ab/v/a? + b2 . Taigi rombo ploto, 2ab, ir i ji ibrézto skritulio ploto, 7r?,
santykis yra 2(a? + b%)/mab. Sis dydis, isreik§tas a ir b santykiu, uzrasomas taip:

2((a/b)? +1)/m(a/b) .
Atsakymas: 2((a/b)? +1)/7(a/b).



