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1 (9-10 klasés). Isspreskite lygciy sistema
20(z +y) =42 — 1,
2y(y + z) = 4o — 1,
22(z+x) =4y — L.

Sprendimas. Sudéje visas tris lygtis, gauname
(x+y)*+(y+2)?+(z+a)? =4 +4y + 42— 3.
Vadinasi,
4y’ —2@+y)+1+y+2)°—2+2)+1+(z+2)*—2(z+2)+1=0,

todéel (x+y— 12+ (y+ 2 —1)? + (2 + 2 — 1)? = 0. Kairioji Sios lygybés puse
yra neneigiama. Ji gali buti lygi nuliui tik tada, kai x +y =1, y+ 2z = 1 ir
z 4+ x = 1. Sudéje pirmaja ir treciaja is siy lygybiy ir atéme antraja, gauname

2r=os4+y+z+r—y—z=14+1-1=1, taigix:%. Is cia isplaukia,

kad y = L ir z = 5. Kadangi trejetas (2,y,2) = (3,5, 3) tenkina duotaja lygciy
sistemg, tai jis yra vienintelis jos sprendinys.
Atsakymas: (z,y,2) = (3,3, 3)-

2 (9-10 klasés). Trikampio ABC kampas B yra status, o jo pusiaukrastinés
BD ir CE statmenos. [zambinés AC statmuo, iSvestas i$ jos tasko D, kerta
statinj AB taske F'. Raskite santyki AF : F'B.

Sprendimas. Pazymeékime pusiaukrastiniy BD ir C'E sankirtos taska G ir
ZCAB = a. Irodysime, kad trikampiai CAFE ir DBF' yra panasus.
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Kadangi staciojo trikampio ABC' pusiaukrastiné BD yra lygi pusei jzambinés
AC, tai AD = BD. Vadinasi, /ZFBD = ZABD = a = ZCAE. Trikampis
BGE yra status, todél ZAEC = /ZEGB + ZEBG = 90° + «. Trikampis ADF
taip pat statusis, taigi ZDFB = ZADF + /FAD = 90° + a = LZAEC. I8
¢ia isplaukia, kad trikampiai CAE ir DBF turi vienodus kampus, todél yra
panasus. IS AF : FB = AC : BD = 2 gauname, kad FB = AE = 2F B. Taigi
F yra atkarpos FE'B vidurio taskas, todél AF : FB = 3.

Atsakymas: 3.

3 (9-12 klasés). Ant stalo yra 7 kruvelés monety, kuriose yra atitinkamai
1,2,3,4,5,6 ir 7 monetos. Agné gali vienu ¢jimu jdéti dar po viena monety j
bet kurias 5 kruveles. Ar gali Agné atlikti keletg éjimy taip, kad po jy visose
kruvelése monety tapty po lygiai? Jei taip, nustatykite kiek maziausiai éjimy

tam prireiks.
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Sprendimas. Tarkime, kad po k Agnés éjimy visose kruvelése monety tapo po

lygiai. Kiekvienu éjimu Agné prideda po 5 monetas, taigi i viso monety yra
1+24+34+44+5+64+7+ 5k =28+ 5k.

Vadinasi, kiekvienoje kruveléje yra po 4 + % monetas, todél £ dalijasi iS 7. Be
to, kadangi po £ éjimy pirmojoje kruveléje yra ne daugiau kaip 1 + & monety,
tai 4 + % < 1+ k. IS ¢ia gauname, kad % > 3, taigi k > % = 10%. Kadangi £
dalijasi is 7, tai k > 14.

Irodysime, kad po 14 Agnés éjimy visose kruvelése gali buti po 4 + % =14
monety. Pavyzdziui, Agné pirmais trimis savo éjimais gali pridéti po mone-
ta prie visy kruveliy, iSskyrus trecia ir septinta. Po Siy trijy éjimy monetos
bus issidésciusios taip: 4,5,3,7,8,9,7. Kitais trimis ¢jimais ji prideda po mo-
netg prie visy kruveliy, isskyrus penkta ir Sesta, ir gauna tokj iSsidéstyma:
7,8,6,10,8,9,10. Tada ji du éjimus atlieka su visomis kruvelémis, isskyrus
antra ir septinta: 9,8,8,12,10,11,10. Po to du éjimus su visomis kruvelémis,
isskyrus ketvirtg ir Sesta: 11,10,10,12,12,11,12. Dabar dar du éjimus su viso-
mis kruvelémis, iSskyrus ketvirta ir penkta: 13,12,12,12,12, 13, 14. Po to viena
¢jimg su visomis kruvelémis, iSskyrus pirma ir septinta: 13,13,13,13,13, 14, 14.
IS viso Agné jau atliko 34+3 4+ 2+ 2+ 2+ 1 = 13 ¢éjimy. Galiausiai, savo
keturioliktuoju éjimu Agné prideda po monetg prie visy kruveliy, isskyrus Sestg
ir septinta. Po Sio ¢jimo visose septyniose kruvelése bus po 14 monety.

Atsakymas: gali po maziausiai 14 éjimy.

4 (9-10 klasés). Raskite visas naturaliyju skai¢iy poras (a,b), su kuriomis
abu skai¢iai a? + 3b ir 3a + b? yra natiiraliyjy skaiciy kvadratai.

Sprendimas. Akivaizdu, kad jei pora (a, b) tenkina uzdavinio salyga, tai ir pora
(b, a) taip pat ja tenkina. Taigi pakanka surasti visas naturaliyjy skai¢iy poras
(a,b), kuriose a > b.

Tegu a > b. Kadangi a® < a® +3b < a* + 3a < (a + 2)% it a® + 3b yra
naturaliojo skaiciaus kvadratas, tai a® + 3b = (a + 1)%
3b = 2a+ 1, todél b yra nelyginis skaicius, b = 2k — 1, ¢ia k € N. Naudodamiesi
lygybe 2a = 3b— 1 = 6k — 3 — 1 = 2(3k — 2), gauname naturaliyju skaiciy pora

Is cia isplaukia, kad

(a,b) = (3k — 2,2k — 1).
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Su bet kokia naturaliaja k reikSme a® + 3b = (3k —2)* + 3(2k — 1) = (3k — 1)?
yra naturaliojo skaiciaus 3k — 1 kvadratas. Belieka rasti visus k£ € N, su kuriais
skaicéius

3a+ 0% =3(3k — 2) + (2k — 1)? = 4k* + 5k — 5

taip pat yra naturaliojo skaiciaus kvadratas.

Akivaizdu, kad 4k% 4+ 5k — 5 yra naturaliojo skai¢iaus kvadratas, kai k = 1.
Taip gauname pora (a,b) = (1,1), tenkinancia uzdavinio salyga. Tegu k > 1.
Tada (2k)* < 4k* + bk — 5 < (2k + 2)%. Vadinasi, vienintel¢ galimybe yra
4k* + 5k — 5 = (2k + 1)%. I8 lygybes 4k* + 5k — 5 = 4k* + 4k + 1 iSplaukia,
kad k£ = 6. Taip gauname pora (a,b) = (16, 11), kuri tenkina uzdavinio salyga.
Dar vieng pora (a,b) = (11, 16), tenkinancia uzdavinio salyga, gauname sukeite
vietomis a ir b.

Atsakymas: (a,b) = (1,1),(16,11) ir (11, 16).

5 (11-12 klasés). Raskite maziausiag reiksSme, kuria jgyja
\/x2+wy+y2+\/y2+yz+z2—|—\/22+zx+:c2,

kai x,y, z yra trys realieji skaiciai, tenkinantys salyga v +y + 2z = 1.

Sprendimas. Pazymeékime reiskinj, kurio maziausiag reikSme norime nustatyti,
f(z,y,2). (Akivaizdu, kad funkcija f(x,y, z) yra apibréZta su visais realiaisiais
skaiciais x,y, z.) Irodysime, kad f(z,y,2) > V3, kai  +y + z = 1. Kadangi
f(%, %, %) =+/3ir % + % + % = 1, tai §i reikdmé /3 ir bus maziausia, kurig gali
igyti f(x,y,2), kaix+y+2z=1.

Isitikinkime, kad su visais realiaisiais x, y galioja nelygybé

3
Vit oy +y? > \é_(x+y)~

IS tiesy, ji akivaizdi, kai x +y yra neigiamas skaic¢ius. Kai x4y yra neneigiamas
skaiCius, tai $i nelygybé yra ekvivalenti nelygybei 4(22 + 2y + y?) > 3(z + y)*
Pastaroji nelygybé galioja su visais realiaisias x,y, kadangi jos kairiosios ir
deSiniosios puses skirtumas yra lygus 22 — 2zy + v = (x — y)? > 0.

Analogiskai, su visais realiaisiais x, y, z galioja nelygybés

3 3
VYR +yz+ 22 > \g_(y—l—z) ir V224 zo+a?> \g_(z—l—:v)
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Sudéje visas tris nelygybes, gauname, kad su visais realiaisiais x, y, z yra teisinga
nelygybé
V3

F@2) > Lo+ + L+ 9+ Lz +a) = VBt y +2).

Vadinasi, jei # +y 4+ 2 = 1, tai f(z,y,2) > V3, ka ir reikéjo jrodyti.
Atsakymas: /3.

6 (11-12 klasés). Taskas O yra apie smailyji trikampj ABC' apibrézto ap-
skritimo centras. Sio apskritimo liestinés, nubréztos per taskus A ir B, kertasi
taske D. Tiesé, einanti per apskritimo centra O ir krastinés BC' vidurio taska,
kerta krastine AC' taske M. Jrodykite, kad tieses BC' ir DM yra lygiagrecios.

Sprendimas. Tegul N yra krastinés BC' vidurio taskas ir ZBC A = v. Kadangi
apibréztinio apkritimo centras O yra trikampio ABC krastiniy vidurio statmeny
susikirtimo taskas, tai NM 1 BC'. Vadinasi, pakanka jrodyti, kad NM 1 DM,
o tai ekvivalentu ZDMO = 90°.




Trikampis BMC' yra lygiasonis (pusiaukrastiné sutampa su aukstine), taigi
BM = MC ir ZMBC = ZBCM = ~. IS staciojo trikampio M N B gauname
ZBMN = 90° — 5. Kadangi OB L DB ir OA 1L DA (liestiniy savybé) ir
OB = 0OA, tai ZBOD = %ABOA = /BCA = ~. Is staciojo trikampio OBD

gauname, kad
/BDO =90° - Z/BOD =90° —v=/ZBMN = /BMO.

Vadinasi, taskai B, D, M, O priklauso vienam apskritimui. To apskritimo skers-
muo yra DO, kadangi ZOBD = 90°. Vadinasi, trikampis DMO taip pat yra
status ir ZDMO = 90°, kg ir reikéjo jrodyti.

7 (11-12 klasés). Raskite visus naturaliuosius n, kuriems egzistuoja tokie
trys skirtingi teigiami racionalieji skai¢iai a, b, ¢, kad skaiciai a+b*+c?, a®?+b+c?

ir a? + b? + c yra sveikieji, o skai¢ius nabc néra sveikasis.

Sprendimas. Jei n nesidalija is 8, tai ieSkomi a, b, ¢ € Q egzistuoja. Pavyzdziui,
galime paimti a = %, b= % irc= g Tada a+ b2 +c>=9,a®>+b+c?=8ir
a® + b + ¢ = 5 yra sveikieji skaiciai, o skai¢ius nabc = 1%” néra sveikasis.

Tarkime, kad n dalijasi is 8, t. y. n = 8k, ¢ia k € N. [rodysime, jog su visais
a,b,c € Q, kuriems a +b*+c* € Z, a®> + b+ * € Z ir a® + b* + ¢ € Z, skaiciai
2a, 2b, 2¢ yra sveikieji. Tada nabe = 8kabe = k(2a)(2b)(2¢) € Z, todél su tokiais
n ieskomi a, b, c € QQ neegzistuoja.

Pazymékime a = %, b = % irc=%. Cia A,B,C,D € N yra tokie, kad

D
didziausias bendras skaiciy A, B, C, D daliklis yra lygus 1. Kadangi
AD + B% + C*
R

tai D dalija AD+ B?+C?, todél dalija ir B2+C?. Analogiskai, D dalija A%+ C?
ir A? + B2 Taigi D dalija A% + B? + A? + C? — (B? 4+ C?) = 2A%. Lygiai taip
pat gauname, kad D dalija 2B? ir 2C2. Trodysime, kad D € {1,2}. I tiesy, jei
koks nors nelyginis pirminis skaicius p dalija D, tai jis dalija ir 242, 2B2% 2C?,
vadinasi, p dalija ir A, B, C, priestara. Taigi D yra dvejeto laipsnis su sveikuoju
neneigiamu rodikliu. Kita vertus, jei D dalijasi i 4, tai 4 dalija 242, 2B? ir 2C2.
Tada 2 dalija A, B,C ir D, vél priestara. Vadinasi, D nesidalija is 4.

Irodéme, kad D = 1 arba D = 2. Abiem atvejais, % € 7, taigi 2a = % el
ir lygiai taip pat 2b € Z bei 2¢ € 7Z, ka ir reikéjo jrodyti.

Atsakymas: visi naturalieji skaiciai n, kurie nesidalija is 8.



