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PRATARME

Sioje dvideSimtoje Lietuvos jaunyjy matematiky mokyklos
knygeléje ,,Jaunajam matematikui*“ yra pateikta 2017-2019 mokslo
metais nagrinéty temy metodiné medziaga, uzduotys LIMM
klausytojams ir jy sprendimai.

Knygelés turinj sudaro Sios temos: istoriniai tekstiniai uzdaviniai
(J. Banionis), trikampiy c¢evianos (E. Mazétis), kvadratinés liekanos
(A. Novikas), matematiniai zaidimai (R. Kasuba), keturkampiai
(E. Mazétis), teiginiy algebra (A. Novikas), papras¢iausios
diferencialinés lygtys (E. Stankus), nelygybiy sistemos (A. Apynis).
Skaitytojas taip pat ras 2017 mety stojamgja uzduotj ir jos sprendimg bei
2019 mety baigiamosios uzduoties pavyzd;.

Antanas Apynis
Edmundas Mazétis
Eugenijus Stankus
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STOJAMOJI UZDUOTIS

Antanas Apynis, Edmundas Mazétis,
Eugenijus Stankus, Juozas Sinkiinas,

Trys mergaités — Agné, Rita ir Zivile — dalijosi tam tikra skaiciy
saldainiy. IS pradziy Agné pasiémé 20 % saldainiy ir dar 12
saldainiy. Paskui Riita pasiémé 25 % likusiy saldainiy ir dar 15
saldainiy. O tada Zivilé pasiémé 30 % likusiy saldainiy ir dar 21
saldaini. Taip ir nebeliko né vieno saldainio. Kuri mergaité gavo
daugiau saldainiy uz kitas?

Pagal plang, darbininky brigada turé¢jo pagaminti 8000 detaliy,
kasdien gamindama po tiek pat detaliy. I§ tikryjuy visos detalés
buvo pagamintos 8 dienomis anksc¢iau, nes brigada kasdien paga-
mindavo 50 detaliy daugiau negu buvo planuota. Apskaiciuokite,
keliais procentais buvo vir§ijama darbo dienos uzduotis.

Kokia yra didZiausia galima trizenklio skaiciaus ir jo skaitmeny
sumos santykio reikSme?

Raskite visus penkiazenklius skaiCius, turinCius tokia savybe:
Kiekvienas i§ pirmyjy trijy skaitmeny yra didesnis uz visy i deSing
nuo jo esanciy skaitmeny suma, o ketvirtas skaitmuo didesnis uz
penkta.

Raskite visas realiyju skai¢iy, kuriy suma, sandauga ir kvadraty
skirtumas yra lygiis, poras.

Isspreskite nelygybe x*— 5x% +4<0.

6 8 11
—t—=—,
IS kite lyg€iy sistem xy 3
Sspreski
pre ygey a §+4_29
Xy 6°

(0]



STOJAMOJI UZDUOTIS

10.

Lygties x%—27x+6m+144=0 sprendiniai X ir X, tenkina
lygybg 2% — X, =9. Raskite mreiksmg.

Apskritimo susikertancios stygos AB ir CD yra statmenos. Raskite
apskritimo spindulio ilgj, jei AD=6, CB =8.

Trapecijos istrizainé lygi 6, ji dalija trapecija i du panaSiuosius
trikampius. Raskite trapecijos maZesniojo pagrindo ilgj, jei
didesnysis pagrindas lygus 12.
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|. ISTORINIAI TEKSTINIAI UZDAVINIAI
Juozas Banionis
Trumpa lietuvisky matematikos vadovéliy istoriné apzvalga

Lietuviska matematikos vadovéliy istorija néra sena ir skai¢iuoja tik
antraji Simtmeti. Pirmieji aritmetikos vadovéliai lietuviy kalba pasirodé
baigiantis XIX Simtmeciui. Matematikos istorijos tekstai pazymi 1885
metus, kaip pirmojo aritmetikos vadovélio lietuviy kalba i$spausdinimo
data. Tuomet Tilzéje dienos Sviesa iSvydol. Gailucio (Jono Spudulio
(1860-1920) slapyvardis) parengtas uzdavinynas ,,UZduotinas tai ira
Rankius uzduocziy Aritmetikos arba Rokundos mokslo“. Metais véliau,
1886 m. tame paciame Ryty Priisijos mieste buvo iSleistas iSsamesnis
aritmetikos vadovélis, turintis ir teoriniy elementy. Tai P. Nério
(Petro Vileisio(1851-1926)) parasyti ,,Keturi svarbiausieji veikalai
Aritmetikos“. Beje, pats rankraStis buvo parengtas dar 1876 m. ir net
visa deSimtmet] tegsési autoriaus zygiai gauti oficialy leidima
iSspausdinimui Rusijos imperijoje. Bet taip ir nepasiekus tikslo, teko
pasinaudoti Tilzés spaustuvés paslaugomis. P. VileiSis yra ir pirmojo
lietuvisko vadovélio ,,Trumpa Geometrija“, pasirodziusio 1900 m.
Tilzéje, autorius.

1904 m. atgavus spauda lietuviy kalba, Zenkliai pagyvéja lietuvisky
matematikos dalyky vadovéliy leidyba. Ju autoriy gretose atrasime peda-
gogus Petra Bendoriu (1863-1906), Juoza Damijonaiti (1871-1926),
Prang Daugirda (1882-1926), Prang MasSiota (1863—1940), teologa
Aleksandra Jaksta-Dambrauska (1860—1938), ir net bilisima misy
valstybés prezidenta Antana Smetona (1874-1944)) ir kt. Beje,
A. Smetona, nors turéjo juristo diploma, bet biidamas Lietuviy mokslo
draugijos nariu, 1916 m. pirmakart lietuviskai iSleido ,,Elementarinés
algebros vadovéli®.

1918 m. susiktirus Lietuvos respublikai, matematinis §vietimas tapo
visapusiskiau organizuotas ir buvo kreipiamas modernumo linkme. I§
pastarojo laikotarpio mus pasieké visas pluostas profesionaliai perengty
aritmetikos, algebros, trigonometrijos, geometrijos vadovéliu. Tuomet
Nepriklausomoje Lietuvoje iskilo talentingi autoriai: Zigmas Balutis
(1907-1964), Antanas Busilas (1889-1951), Juozas Dailidé¢ (1876—



ISTORINIAI TEKSTINIAI UZDAVINIAIL

1949), Kazimieras Klimavi¢ius (1886—1972), Antanas Juska (1902—
1985), Jonas Masgiotas (1897—1953), Marcelinas Siksnys (1874—1970) ir
kt. Visi jie buvo pagarséje to meto Lietuvos pedagogai, sumaniai diege
pacias reikalingiausias matematikos mokslo Zinias misy Tévynés
jaungjai kartai. (ISsamiau apie tai galima paskaityti: Banionis J.
Matematiné mintis Lietuvoje .Istoriné apzvalga: 1832-1990. Vilnius,
2006).

Sioje Uzduotyje Jums ir pasialysime Nepriklausomos Lietuvos
laikotarpio aritmetikos, algebros vadovéliuose pateiktus, tuolaik
ivardintus ,,sakomuosius uzdavinius“ (dabar tai vadiname tekstiniais
arba Zodiniais uzdaviniais).

UZdaviniy sprendimo pavyzdziai

Pradzioje supazindinsime su XX a. 3—4 deSimtmecio aritmetikos ir
algebros vadovéliuose pateikiamy tekstiniy uzdaviniy sprendimo
pavyzdziais. Salyguy formulavime ir uzdaviniy sprendimo aiskinimuose
laikomasi to meto originalo kalbos.

1 pavyzdys. Du piemenys gané 48 avis; kai i§ pirmojo 5 avys
perbégo pas antraji, tai antrojo kaimené pasidaré 3 kartus didesné uz
pirmojo. Po kiek aviy gané piemenys?

Sorendimas. Pirmas piemuo gané X aviy; tada antras piemuo gané
(48 — x) avis. Kai i§ pirmo perbégo pas antra 5 avys, pirmajam liko (X —
5) avys. Kai tos 5 avys perbégo pas antraji, tai $is turéjo (48 — X+ 5)
avis.

Kadangi antroji kaimené pasidaré 3 kartus didesné uz pirma, tai
padiding pirma kaimeng 3 kartus, gautume antra kaimene, kada i ja buvo
perbégusios tos 5 avys.

Todél gauname tokia lygti:

(x—5)-3=48-x+5.

ISsprend¢ gauname: x=17, 48— x=31.

Patikriname: 17-5=12, 31+5=36, 36:12=3.

Ats.: Pirmasis piemuo gané 17 aviy, antrasis — 31 avij.

[J. Masiotas, Matematikos vadovélis. Aritmetika ir Algebra. II
dalis, Kaunas, 1939, p. 105.]



| TEMA

2 pavyzdys. Trys broliai pasidalijo 119 rieSuty taip, kad vidutinis
brolis gavo 9 rieSutais maziau uz vyresniji ir 7 rieSutais daugiau uz
jaunesniji. Po kiek rieSuty gavo kiekvienas brolis?

Sorendimas. Sidloma spresti vaizduojant grafiskai. Jei vaizduo-
simés, kad vidutinio (vidurinio) brolio rieSutai tilpty ant tam tikro ilgio
popierinés juostelés, tai vyresniojo brolio rieSutai tilpty ant ilgesnés
juostelés, o jaunesniojo ant trumpesnés.

wren | EEN
vidut. | ‘ 7 | =119r.
jaun. | | |
Arbavaizdziau:
jaun. | | ]
+7
vidut. | ‘ 0000000 | =119r.
+7 +9
vyresn. | 0000000 000000000 |
Gauname:
jaun. ‘ 32 ‘ 55 W
vidut. ‘ 32 ‘ +7 ‘ =39 |=119r.
vyresri. ‘ 32 +7 ‘ +9 ‘ =48 ‘

Ats.: Vyresnysis brolis gavo 48 rieSutus, vidutinis — 39, 0
jaunesnysis —32 riesutus.

[K. Klimavic¢ius. Matematikos vadovélis. Teorija ir uzdaviniai.
Kaunas, 1933, p. 97.]

3 pavyzdys. Du keleiviai i$¢jo pésti vienas prieSais kita: vienas i$
Kapc¢iamieséio i Alyty, antras i§ Alytaus | Kap¢iamiestj ir susitiko per 9
valandas. Jei pirmasis eity 1,5 karto grei¢iau, o antrasis 2 kart greiciau,
tai buty susitikg per 5 valandas. Suzinokite, kiek &jo per valanda
kiekvienas i$ jy, jeigu i§ Kap¢iamiescCio i Alyty 63, km.

10



ISTORINIAI TEKSTINIAI UZDAVINIAIL

Sorendimas. Sakykime, kad pirmas keleivis eina po x km per
valanda, o antras — po y. Tuomet turésime vienag lygti:
9x+9y =63, arba (suprastinus) x+y=7. D
IVXntru atveju pirmas keleivis eity 1,5X km per valanda, o antras — 2y km.
Sitai turédami galvoje, sudarome antraja lygti:
Ix+9y =63, arba 7,5+10y=63. (2
Gautosios lygtys (1) ir (2) sudaro sistema
X+y=7,
{7,5+10y =63.
Sistema iSsprendg, turime gauti: y=4,2, x=2,8. (Patikrinkite.)
[A. Busilas, Z. Balutis. Algebra. I dalis. Kaunas, p. 200.]

4 pavyzdys. Suraskite trizenklj skai¢iy, kuris padalytas i§ 17 duoda
liekanos 8, o padalytas i§ 23 duoda liekanos 20.

Sorendimas. Tegul ieskomasis skaiius, padalytas i§ 17, duoda
dalmens x, o padalytas i§ 23 duoda dalmens y; tuomet $is skaicius yra
lygus 17x+8, arba 23y+20; taigi turime lygtis. 17x+8=23y+ 20,
arba 17x—23y=12. Kadangi dalmens turi buti sveiki skaiiai, tai ir
iSspresime $ias lygtis sveikaisiais skaiciais; buitent:

Xx=23-2 ir y=17t-2;

misy ieSkomasis skaicius, kaip matéme, yra lygus 17x+8; istate Cionai
vietoje x-0 jo reikSme gausime, kad kalbamasis skaicius yra lygus
17-(23t-2)+8 arba 391t —-26. Kadangi ieskomasis skaiCius yra
trizenklis, tai jis turi buti didesnis uz 99 ir mazesnis uz 1000, — taigi t
skaiCiy iSrinksime tokj, kad patenkintume nelygybes:

391t - 26>99 ir 391t -26<1000;
i§ Cia

t>1—25 ir t<@ arbat<2%;

391 391 391
taigi t gali bati lygu 1 arba 2; tuomet ieSskomasis skaiCius bus
391-1-26=365 arba 391-2—-26=782—26 = 756.
[A. Busilas, Z. Balutis. Algebra. Il dalis. Kaunas, p. 38.]

11



| TEMA

5 pavyzdys. Kuri suma reikia jnes$ti | banka kiekvieny mety
pradzioje per 21 metus, kad po to per 8 metus galima biity gauti po 1200
lity metinés rentos'? Bankas duoda 4 sudétinius procentus.

Sorendimas. Si uzdavinj i$spreskime pagal rentos formule. Cia
b=1200; p=4; n=8, t=21, orekiarasti a. Randame:

_1200(1,048 1)
104104 -1
Visy pirma isskai¢iuojame reiskinius ZI.,048 =1ir ZL0421 -1
a) 191,048 =8Ig1,04=8.0,01703=0,13624

L N
0,13609.........1368 A =31
15, 5 5|155

1,048 =1,3685

Taigi 1,042 —1=0,3685.
b) 191,04°! = 211g1,04 = 21-0,01703= 0,35763

L N
0,35755........2278 A =19
Burrerrrres 44176
1,04%1 = 22784
Taigi 1,041 -1=12784.
IS ¢ia
,_ 1200-0,3685
1,04°.1,2784
ISskaiciuojame:
Ig 1200 = 3,07918
lg 0,3685=1,56644

! Renta (nuogiméiy gavimas). Skaigiuojama pagal taisykle:
n
a= M, g=1+ P ; a—ineSama suma, t— mety skaicius,
qn+1(qt _ 1) 100

p — sudétiniai procentai; b — iSmokama suma per n mety.

12



ISTORINIAI TEKSTINIAI UZDAVINIAIL

3) 9colg1,04=184673
4)  colg12784=1893332
lga =2,38568

3)1g 1,04 =0,01703; 9colg 1,04=-9-0,01703= 015327 =1,84673

4) 1,278....0,10653 A=34
4. 14 4]136
0,10667

colg1,2784=1,89333

2,38561 2430 A=17
e 4 4|68
a=24304

Taigi kasmet (mety pradzioje) imokamoji suma turi buti lygi ~243
litams.

[A.Busilas ir Z. Balutis. Algebra, 1V dalis, Kaunas, 1935, p. 188
189.]

PIRMOJI UZDUOTIS

1. Trys buriai kareiviy émé Saudyti tuo paciu laiku; i§ pirmojo birio
Stviai eina kas 5 sekundes, i$ antrojo — kas 6 sek., 0 i§ treciojo — kas
7 sek. Kiek karty i$Sové kiekvienas birys, jeigu visas §is Saudymas

% Kologaritmas (logaritmo papildymas). Jo déka galime neigiama logaritma
parasyti kologaritmu be minuso Zenklo, t. V.

Ig% =lga-Igb=Iga+colgh. PavyzdZiui, atlickant konkreius
skaiCiavimus: —2,35273 = -2+ (-0,35273) =

=-2(-1) + (1- 0,35273) = —3+ 0,64727 = 364727. Taigi, ~235273 keiciame
i 364727.

13



| TEMA

tesési maziau negu 1 val.; be to dar yra zinoma, kad antrasis biirys
Saudé 4 minutémis ilgiau uz pirmaji ir 3 min. trumpiau uz treciaji?
[M. Sik$nys. Elementariné algebra, 1V dalis, 1928, Vilnius, p. 41.]

2. Vienas karalius liepgs pakaustyti savo arkli ir, kalviui pabaigus
darba, juokais pasakgs jam: ,,na, nesusideréjau su tavimi i$ anksto,
tai dabar gali nuplésti nuo mangs nors 100 franky!*; i tai jam kalvis
atsakes Sitaip: ,kam man imti nuo Tamstos 100 franky?
kaustydamas arklj suvartojau i§ viso 16 viniy; tai praSom uz pirmaja
vini uzmokéti man 1 centima, uz antraja — 3 cent., uz treciaja —
9 cent. It tt., ir man pakaks®. Kiek pareikalavo kalvis uz savo darba?

[M. Siksnys. Elementariné algebra, IV dalis, 1928, Vilnius, p. 85.]

3. Pirklys turédamas 19950 lity skolos, apsiémé iSmokéti ja dalimis,
mokédamas kas ménuo vis 50 lity daugiau, negu pries tai. Kiek jis
uzmokejo pirma ménesi ir per kiek laiko iSmokéjo visa skola, jeigu
paskutini ménesi jis turéjo uzmokeéti 1500 lity?

[M. Siksnys. Elementariné algebra, IV dalis, 1925, Vilnius, p. 76.]

4. Vienas zmogus i$¢jo i§ Leipalingio | Lazdijus, o kitas i§ Lazdiju i
Leipalingi ir susitiko per 4 valandas. Kita karta einant, pirmasis
i8¢jo 1 val. 12 min. anks¢iau, negu antrasis ir susitiko antraji po 3
val. 20 min. Po kiek km jie nueina per valanda, jeigu i§ Leipalingio
i Lazdijus yra 36 km?

[A.Busilasir Z. Balutis. Algebra, Il dalis, Kaunas, 1934, p. 203.]

5. Vienoje mokykloje buvo 54 mokiniai — berniukai ir mergaités. %

1
dalis berniuky ir 3 dalis mergaiciy mokykla apleido. Antroje
mokykloje buvo 2 berniukais ir 4 mergaitémis daugiau negu
.. . .. 1 . . 1
pirmoje. Kai i§ antrosios mokyklos i$stojo 3 dalis berniuky ir 2

dalis mergaiciy, tai pasirod¢, kad i§ antrosios mokyklos isstojo 3
mokiniais daugiau , negu i§ pirmosios. Kiek buvo berniuky ir kiek
mergaiciy kiekvienoj mokykloj?

[A. Busilasir Z. Balutis. Algebra, Il dalis, Kaunas, 1934, p. 167.]

14



ISTORINIAI TEKSTINIAI UZDAVINIAIL

10.

Apskaitykite, kuria suma pavirstu 1 centas, leistas apyvarton i§ 4
sud. proc. nuo Kristaus gimimo ligi 1936 mety, jei apskaityma
darytum, kad 1 litas turi 0,150462 gramy gryno aukso, o zemés
diametras (skersmuo) yralygus 12756776 m.

[A. Busilasir Z. Balutis. Algebra, 1V dalis, Kaunas, 1935, p. 194.]

Vezimo prieSakinio rato ratlankis turi 3 metrus, uzpakalinio 4 m; iki

vezimas apvaziavo kiema, prieSakinis ratas palyginti su uzpakaliniu
apsisuko 5 kartus virSaus. Kiek metry buvo nuvaziuota?

[J. Masiotas. Matematikos vadovélis. Aritmetika ir Algebra. 11

dalis, Kaunas, 1939, p. 110.]

Is Kybarty ir Kédainiy tuo paciu metu turi iSeiti du traukiniai (bréz.
65). Kai iSeis juodu i viena pusg, tai pavys vienas kita po 5 valandy;
kai eis priesais, tai susitiks po 2 valandy. IS vienos stoties i kita yra
160 km. I$skaiciuoti traukiniy greiti.

Kyb., — Kéd. —» Siauliai
T l
xkm —, 160km <« — ykm

Bréz. 65

[J. Masiotas. Matematikos vadovélis. Aritmetika ir Algebra. 11
dalis, Kaunas, 1939, p. 149.]

Du broliukai susigincijo, ar jaunesnysis i§spres uzduotus vyresniojo
brolio 16 aritmetikos uzdaviniy. Uz kiekviena gerai iSspresta
uzdavinj jaunesnysis brolis gauna i§ vyresniojo po 15 rieSuty, o uz
kiekviena nei$spresta uzdavinj jis pats duoda vyresnigiam po 10
rieSuty. Darba pabaiges, jaunesnysis gavo 65 rieSutus. Kiek jis
uzdaviniy gerai i§sprendé?
[K. Klimavi¢ius. Matematikos vadovélis. I dalis, Kaunas, 1933,
p. 100.]

1926 m. i§ Kauno stoties i§vyko 380900 keleiviy ir atvyko 96470
keleiv. daugiau, negu i8vyko. VidutiniSkai kas Sestas keleivis buvo

15



| TEMA

arba iSlydétas arba sutiktas vieno asmens. Kiek vidutiniskai per
viena dieng Zzmoniy peréjo per Kauno stoti (apytikriai)?

[K. Klimavi¢ius. Matematikos vadovélis. I dalis, Kaunas, 1933,

p. 113]
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|1. TRIKAMPIU CEVIANOS

Edmundas Mazétis

Matematikos pamokose nagrinéjamos trikampiy pusiaukrastings,
pusiaukampines, aukstinés yra atkarpy, kurios jungia trikampio vir§ing
su prie§ ja esancios krastinés tasku, atvejai. Tokios atkarpos yra
vadinamos trikampio cevianomis; $iuo A
pavadinimu pagerbiant italy matematika
Dziovanj Ceva (Giovani Ceva (1648 —

1734)).
Sakykime, kad trikampio ABC kras-
tiniy ilgiai B D C
AB=c, BC=a, AC=b, H
1 pav.

0 krastinégje BCyra taskas D, Kkuris
dalija §ia krasting i atkarpas BD=m, DC =n. Rasime Cevianos AD
ilgi d (1 pav.).

Nubrézkime trikampio ABC auksting AH =h ir pazymékime
HD = p. Taikydami trikampiams ABH,ADH ir ACH Pitagoro teorema,
gauname, kad

AB? = AH? + HB?, AD?=DH2+HA?, AC2=CH2+ AH?,
Pazymékime HD = p, tuomet ¢ =h?+(m+ p)® ir h2=d?- p?. I
¢ia seka, kad

c?=d?- p2+(m+ p)2:d2+m2+2pm
Kadangi CH=n-p, ta I§ lygybées AC?=CH?+AH? seka, kad
b?=d?- p2 +(n- p)2 =d?+n?- 2np. I$ gautyjy lygybiy iSplaukia,
kad ¢n=d?n+nm? +2pm, ir b°m=d’m+n’m-2mnp. Sudéje
Sias lygybes, gauname, kad c?n+b’m= d2(m+ n) +mn(m+n).

c?n+b%m—am

a

Kadangi m+n=a, tai i§ &a ir i§plaukia, kad d? =

Taigi gavome Cevianos ilgio formulg
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Il TEMA

1
a

Gautoji Cevianos ilgio formulé yra vadinama Stiuarto formule
(Mathew Stewart ((1717 — 1785) — skoty matematikas).

Atskiri Sios formulés atvejai yra trikampio pusiaukraStiniy ir
pusiaukampiniy ilgio formulés. Jei atkarpa AD yra trikampio ABC

d_\/02n+b2m—arm

pusiaukrastiné, tai BD =DC :%, taigi gauname tokia pusiaukrastinés

ilgio formule

AD:% 2b° +2¢% —a2. )
Pagal trikampio pusiaukampinés savybg, pusiaukampiné AD dalija
. . . . . . . BD AB
trikampio kraStine BC dalis, kuriy santykis lygus —=—. IS
I p 4 1 u ykis lygu DC AC

lygybiuy m:E,ern:a randame, kad m:i,nzi. [rase Sias
n b b+c b+c

reikSmes i (1) lygybe ir atlikg veiksmus gauname, kad
AD — b%ca? + c2ab+b3ac + b%ac? — ahc 3 abe(b? +¢? + 2bc—a?) 3
a(b+c)? a(b+c)?

Jbe(b+0)2-a%) Joco+c-a)brcta)
b+c b+c '
Taigi trikampio pusiaukampinés ilgis skai¢iuojamas pagal formulg
Jbo(b+c-a)(b+c+a)
- . ©
+C
Kadangi trikampiu ABC,ABD ir ACD aukstinés, nubréztos i
virsinés A, yra vienodo ilgio, tai Siy trikampiy plotai sutinka kaip
atitinkamy krasStiniy ilgiai, t. y., Spgc: Sagp : Sacp = (M+n):m:n.

AD =

1 pavyzdys. Atkarpa AD yratrikampio ABC pusiaukrasting, taskai
E ir F dalija Sia pusiaukrasting santykiu AE:EF:FD=4:3:1.Tiesés
BEir BF kerta kraSting AC taSkuose G ir H.Rasime santykius
AG:GH :HC.
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TRIKAMPIU CEVIANOS

Sorendimas. Sakykime, kad AE = 4x, EF =3x,FD = x. Atkarpos AD
tesinyje uz tasko D atidedame taSkus M ir N, kad DM = DF,DN = DE
(2 pav.). Kadangi keturkampiy BMCF ir
BNCE istrizainés susikerta ju vidurio taske, A
tai Sie keturkampiai yra lygiagretainiai. IS
Cia iSplaukia, kad tiesés BE ir NC yra G
lygiagrecios, taigi trikampiai AGE ir ACN

ve e . AG AE 4x 1
yra panaSieji, todel —=—=—==.
AC AN 12x 3
Trikampiai AHF ir ACM irgi yra
panasieji, todél
AH AF 7x 7
AC AM 9x 9
Taigi 2 pav.

AG:}AC,AH :ZAC,
3 9

I

todél GH = AH - AG= g AC,HC=AC-AH = S AC. I8 ¢ia gauname,
kad AG:GH :HC=3:4:2

Sakykime, kad atkarpos AD, BE ir CF yratrikampio ABC ¢evianos.
Jos susikerta viename taske tada ir tik tada, kai — - —-— =1 (Cevos

EC DB FA

teorema). Irodysime $i teiginj. A

Sakykime, kad trikampio Ce-
vianos AD,BE ir CF susikerta
taske M (3 pav.). Trikampiy
ABM, AMC ir BMC plotus Zymé- G
kime S,S,, Sz ir nubrézkime tri- F
kampiy ABM ir BMC aukStines B
AH ir CG, nubréZtas { ju bendra D
krasting BM. Tuomet trikampiy 3 pav.

ABM ir BMCploty santykis S, :S; :%. I$ trikampiy AEH ir CEG
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Il TEMA

panaSumo turime, kad — AH _AE Taigi — AE Sl. Analogiskai suran-
CG EC’ EC
dame, kad =— cb % BF :i. I§ ¢ia gauname, kad AE CD BF _
DB Sz FA S EC DB FA
Atvirks¢iai, sakykime, kad trikampio ¢evianoms yra teisinga lygybé
AE CD BF _
EC DB FA A

atkarpos AD ir BE susikerta

taSke M, o tieses CMir AB

susikerta taske N (4 pav.).

Kadangi trikampio ¢evianos N

AD,BE ir CN susikerta vie- F E
name taske, tai pagal jau jro-

dyta fakta yra teisinga lygybe B D

AE CD BN

=22 =21, Kadangi 4 pav.
EC DB NA

@]

teisinga lygybé E-Q-ﬁ—l tai i§ Cia iSplaukia, kad %:ﬁ

EC DB FA NA FA’
Kadangi atkarpoje AB yra vienintelis taskas, dalijantis ja duotuoju
santykiu, tai i§ ¢ia gauname, kad taskai Nir F sutampa, t.y., atkarpos
AD, BE ir CF susikerta viename taske.

Atskiru atveju, ka atkarpos AD,BE ir CFyra trikampio

. . . AE CD BF ..

ABC pusiaukraStinés, tai — todél teisinga lygybé
p e DB _EA =1, ga lygy
E~9'%:1, taigi trikampio pusiaukrastinés susikerta viename

EC DB FA

taske, kuris vadinamas trikampio centroidu arba trikampio sunkio
centru. Kai atkarpos AD,BE ir CF yratrikampio ABC pusiaukampings,

AE _AB CD _CA
tal pagal trikampio pusiaukampiniy savybes — =——,

EC BC' DB CB'
ﬁzg, taigi lygybé E-2~ﬁ:1 ir $iuo atveju yra teisinga.
FA CA EC DB FA
Taigi trikampio pusiaukampinés susikerta viename taske — jbrézto §
trikampji apskritimo centre. Ka atkarpos AD,BE ir CF yra trikampio
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TRIKAMPIU CEVIANOS

ABC aukstinés, tai i§ staciyju trikampiy gauname, kad AE =M,
EC ctgzC

b CthC BF _cgB , taigi teisinga lygybé E-@-ﬁzl,

DB ctg/B’ FA ctg/A’ EC DB FA

todél trikampio aukS$tinés susikerta viename taske, kuris vadinamas
trikampio ortocetras.

Sakykime, kad atkarpa AD yra trikampio ABC deviana (5 pav.),
tuomet teisinga lygybé

BD  ABsin/BAD A

DC  ACsinZCAD
(teorema apie santykius). I8 tikrujy, tri-
kampiams ABD ir ACD pritaike sinusu
teorema turime lygybes

BD sinZBAD DC sinZCAD B C
AB  sn/ADB' AC sinZADC. D
Kadangi ~/ADB-+/ADC=180°, S pav.
tai sin ZADB = sin ZADC, todél
ABsin ZBAD

BD  sinsADB _ ABsinZBAD

DC ACsinZCAD ~ ACsinZCAD'
sin Z/ADC
teoremos trigonometring forma: trikampio ABC ¢evianos AD, BE ir CF
susikerta viename taSke tada ir tik tada, kai
gnABAD gnLCBE sin ZACF
gnLCAD gnzABE sinZBCF
A

IS ¢ia gauname Cevos

(4)

2 pavyzdys. Trikampio ABC
Sevianos AP, BQ,CR susikerta
viename taske, taskai X,Y,Z yra
atitinkamai atkarpy QR, RP, PQ
vidurio takai (6 pav.). Irodysime,
kad tiesés AX, BY,CZ susikerta B C
viename taske. 6 pav.
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Il TEMA

Srendimas. Pagal teorema apie santykius turime lygybe
ARsinARAX=&=l todel sinZRAX _ AQ
QAsSIN ZLXAQ XQ smAXAQ AR

sinZPBY _ RB rsinAQCZ

snZYBR PB  sinZPCZ
sinZRAX sinZPBY sinZQCZ AQ RB PC_AQ CP BR
smLXAQ sinZYBR sin~ZCP AR‘%.QC QCER_A =1
nes Gevianos AP, BQ,CR susikerta viename taske. Taigi pagal Cevos
teoremos trigonometring forma tiesés AX,BY,CZ susikerta viename

taske.

.analogiskai gauname,

PC . .
=—. I8 iy lygybiy gauname, kad
cQ ygyoiuy g

3 pavyzdys. Apskritimas eina per trikampio ABC virSiines A ir B,
o krastines ACir BC Kkerta atitinkamai taskuose D ir E. Tiesés AB ir
DE Kkertasi taske F, o tiesés BD ir CF kertasi taske M. [rodysime,

kad taskas M yra atkarpos FC vidurio taskas, kai MC? = MB-MD
(7 pav.). =

Sorendimas. Kadangi trikampio BFC
Cevianos BM,FE ir CA susikerta taske
D, tai pagal Cevos teorema

FA BE CM _

AB EC MF A
Kadangi taskas M yra atkarpos FC D M
vidurio taskas, tai FM =MC, taigi
FABE 1 ty, TA_EC a8 E c
AB EC AB EB
plaukia, kad tiesés CF ir AE yra 7 pav.

lygiagre¢ios. Tuomet ZFCA=/EAC=

= ZMBC (antroji lygybé gaunama i to, kad ibréztiniai kampai EAC ir

MBC remiasi i ta pati lanka). Taigi trikampiai MCD ir MBC yra
MB _MC

panasieji, todél —— ty., MC? = MB-MD.
MC  MD’
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TRIKAMPIU CEVIANOS

Dvi cevianos, simetriSkos trikampio pusiaukampinés atzvilgiu,
vadinamos jungtinémis cevianomis. 8 pav. akarpa AD yra jo pusiau-
kampiné, o ¢evianos AE ir AF yra simetriskos tiesés AD atzvilgiu,
taigi jos yra jungtinés. AiSku, A
kad jungtinés cevianos sudaro
vienodus kampus su trikampio
pusi auampine
(£LEAD=/FAD), 0 taip pat
ir su trikampio kraStinémis
/BAE = ZCAF.

Jei Cevianos AE ir AF yra
jungtinés, tai

BE BF c?

EC FC p?

Irodysime Sia lygybe. Jei trikampio ABC auk$tine AH =h, tai dviem
biidais  skaiCiuodami trikampio BAE plota, turime lygybe
BE-h= AB:- AEsin ZBAE. Analogiskai dviem budais skai¢iuodami
trikampio CAF plota, gauname, kad CF -h= AC- AF sin ZCAF . Kadan-
g «BAE=_/CAF, tai i§ gautyju

. BE AB-AE A
lygybiuy seka, kad oF " AC.AFE" Ana- N
logiskai skai¢iuodami trikampiy ABF ir
ACE plotus, gauname lygybes

B E D H F C
8 pav.

BF -h= AB- AF sin /BAF E
ir  CE-h=AC-AEsin ZCAE . B ] Ec
Kadangi <BAF = /CAE, tai i§ &ia M D
turime lygybe BF _AB-AF oy gi 9 pav.
CE AC-AE

BE BF AB-AE-AB-AF _ AB? B c?
CF EC AC-AF-AC-AE Ac? b2’

IS gautosios formulés iSplaukia toks teiginys: jei trikampio ABC
Cevianos AD, BE,CF susikerta viename taSke, tai ir jungtinés joms
cevianos AM, BN, CL (9 pav.) irgi susikerta viename taske. Tikrai, i$
gautos formulés turime lygybes
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Il TEMA

BM BD _AB® CN-CE BC® AL-AF_CA®
MC DC Ac?2’ AN-EA pBa2' LB-FB (B2’
Tuomet

BM-BD-CN-CE-AL-AF _ AB® BC? CA? _
MC-DC-NA-EA-LB-FB  aAc? BAZ cB?
Kadangi cevianos AD,BE,CF susikerta viename taske, tai pagal

x .. BD CE AF ey e .
Cevos teorema teisinga lygybé — - —.—— =1. taigi i$ ¢ia iSplaukia,
a ga lygy DC EA EB g P
kad %-C—N-&:lo tai pagal Cevos A
MC NA LB

teorema reiSkia, kad cevianos AM,BN,CL
susikerta viename taSke.

Jei trikampio ABC c&evianos AD, BE,CF
susikerta viename taske P, o joms jungtinés
¢evianos AM, BN, CL susikerta viename taske

Q, tai taskai P ir Q yravadinami jungtiniais B EF C

10 pav.

taskais.

Trikampio Ceviana, kuri yra jungtiné su
trikampio pusiaukrastine, vadinama trikampio simediana. Jei atkarpa
AE yra trikampio ABC pusiaukrasting, o atkarpa AF — jo simediana

(10 pav.), tai E_CE::l taigi 1§ lygybés

2 2
Eﬁzc_ a, ajﬁzc_ Kadan_
EC FC p? FC p?
gi trikampio pusiaukrastinés susikerta viena-
me taSke, tai ir su jomis jungtinés ¢evianos —
trikampio simedianos irgi susikerta viename
taske, kuris yra vadinamas trikampio

Lemuano tasku (E. Lemoine 1840-1912 —
pranciizy matematikas), §is taskas yra jung-
tinis trikampio sunkio centrui.

4 pavyzdys. Sakykime, kad taske X susikerta apibréZto apie
trikampi ABC apskritimo liestinés, nubréztos taskuose B ir C (11
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TRIKAMPIU CEVIANOS

pav.), ties¢ AX kerta trikampio kraSting BC taSke D. [rodysime, kad
atkarpa AD yratrikampio simediana.

Sorendimas. Sakykime, kad apibrézto apie trikampi ABC ap-
skritimo liestinés, nubréZtos taSkuose B ir C, susikerta taske X, tiesé
AX kerta trikampio krasting BC taSke D, o apskritima — taske S.
Sakykime, kad krastinés BC taskas M yra toks, kad atkarpos AD ir
AM yra jungtinés, t. y., <£BAD=~/CAM, o <ZBAM =~ZCAD.
Taikydami sinusy teorema trikampiams BAM ir CAM gauname, kad

BM  AB
sin/BAM sin /AMB'
CM AC

sinZCAM  sin Z/AMC’
_ csin /BAM M — bsin .CAM
sin Z/AMB sinZAMC
Kadangi LAMB+AAMC=1800, ta sin ZAMB=sin ZAMC, todél
BM csinZBAM _ csin ZCAX
CM bsin/CAM  bsin ZBAX '
ABC apskritimo spindulys, tai pagal sinusy teorema

t.y., BM

Jei R - apibrézto apie trikampi

sin ZCAX =sin 4CAS=§,sin ZBAX =sin ABAS=B—S,
2R 2R
.. BM ¢-CS .. .
taig —= . Pagal kampo tarp liestinés ir stygos savyb
g M b.BS g p p yg vybeg
ZXBS = ZABS, todél trikampiai ABX ir BSX yra panaSieji, t. vy.,
E=ﬂ. I§ c¢ia gauname, kad BS:ﬂ. Analogiskai
BS BX

ZSCX = ZCBS, trikampiai CAXir SCX yra panasieji, todél %:%

CA-CX

taigi CS= . Kadangi pagal apskritimo liestiniy, nubrézty i§ vieno

BM ¢.CS c-CA
CM b-BS b-AB
kad taskas M yra krastinés BC vidurio taskas, taigi atkarpa AD yra
jungtiné pusiaukrastinei AM, todél ji yra simediana.

tasko, savybes BX =CX, todél =1. IS Cia seka,
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5 pavyzdys. Jei atkarpa AD yratrikampio ABC simediana, tai bet
kurio jos tasko atstumy iki tiesiy AB ir AC santykislygus %
Irodysimetai.

Sorendimas. I8 taSko D nuleiskime statmenis DM ir DN { tieses
AB ir AC. Dél trikampiy panasumo
bet kuro tiesés AD tasko atstumy iki
tiesiy AB ir AC santykis lygus

% (12 pav.). Nubrézkime trikam-

A

pio ABC aukStine AH ir dviem
biidais skai¢iuojame trikampiy ABD
ir ACD ploty santyki. Gauname D H
AB-DM _BD-AH _BD 12 pav.
AC-DN DC-AH DC’

Kadangi atkarpa AD yra trikampio simediana, tai pagal jos savybe

lygybg

2 2
BD _AB ¢ iyaybes A2 DM _ AB e laukia, kad DM AB.
DC AC? AC-DN AC? DN AC
ANTROJI UZDUOTIS

1. Trikampio ABC krastiniy ilgiai AB=+/198, AC=18 BC=12
Raskite | kokio ilgio atkarpas Sio trikampio pusiaukraSting AD
dalija pusiaukampiné CF.

2. Trikampio ABC cevianos AD,BE,CF nubréztos taip, kad
BD CE AF 1 . . . . .
——=—=——==. Raskite trikampiy ABCir DEF ploty santyki.
DC EA FB 3 P plott v

3. Trikampio ABC krastiniy ilgiaa AB=15 AC=12, BC=18.
Pusiaukampiné AD ir pusiaukampiné BEsusikerta taske K,
padalydamos trikampi i keturias dalis. Raskite ty daliy plotus.
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TRIKAMPIU CEVIANOS

10.

Atkarpa BM yra trikampio ABC pusiaukra$tiné, krastiné BC
taskais E ir F dalijama i tris lygias dalis. Atkarpos AE ir AF
kerta pusiaukrasting BM taskuose Gir H. Raskite santykius
BG:GH : HM.

Trikampio ABC krastiniy ilgiai AB=12, AC=15 BC=18, jo
pusiaukampiné BD ir aukstiné AE kertasi taske F . | kokio ilgio
atkarpas ties¢ CF dalija krasting AB?

Trikampio ABC ¢evianos AD, BE ir CFsusikerta taske M,

trikampiy AEM irCEM plotai lyghs atitinkamai 24 ir 36, o
CD:DB=1:2. Raskite trikampio ABC plota.

Trikampio ABC kratiniy ilgiai AB=4,BC=5 AC=6, atkarpa
AD yra pusiaukampiné, atkarpa BE yra pusiaukrastiné. Raskite i
kokio ilgio atkarpas krasting AB dalija per atkarpu AD ir BE
sankirtos taska ir vir§iine C nubréZta tiesé.

Kuris taSkas yra jungtinis trikampio ABC aukstiniy sankirtos tas-
kuiH ?

Trikampio ABC krastiniy ilgiai AB=20, AC=30, BC=26. Ras
kite jo simedianos AD ilg;.

Apie trikampj ABC apibrézto apskritimo liestinés taSkuose C ir B
susikerta taSke X, ties¢ AX Kerta ta apskritima taSkuose A ir S
Trikampio krastiniy ilgiai AB=12, AC=18, BC=26. Raskite
atkarpy BSir CSilgius.

D3
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I1l. KVADRATINES LIEKANOS
Aivaras Novikas

IZanginiai pastebéjimai

Nagrinékime bet koki natiiralyji skai¢iu n ir visus jo kartotinius:
...,—2n,—n,0,n,2n, 3n,... Po kiekvieno kartotinio kn i§ eilés eina
skai¢iai kn+1, kn+2,...,kn+(n-1), o tada — kitas i§ eilés kartotinis
(k+Dn=kn+n. Todél visus sveikuosius skaiCius galima suskirstyti i
tokias sekas: kn kn+1, kn+2,...,kn+(n-1). Kiekvienas sveikasis
skaic¢ius mpriklauso lygiai vienai sekai, todél ji galima lygiai vienu biidu
uzrasyti pavidalu m=kn+r, kur kn yra n kartotinis, o r yra vienas i§
skai¢iy 0, 1,2, ... , n—1. VienareikSmiskai nustatomas skaicius r
vadinamas skaiciaus m dalybos is n liekana. Dar sakysime, kad r yra
skaiciaus m liekana moduliu n, ir zymésime r = mmodn. Taigi dalybos
i§ n galimos liekanos yra 0, 1, 2, ... , n—1. Jei sveikyjy skai¢iy a ir b
liekanos moduliu n sutampa, sakysime, kad a lygsta b moduliu n, ir
zymésime a=b(modn). Skaic¢iy a ir b liekanos moduliu n sutampa tada

ir tik tada, kai jie skiriasi per n Kartotinj, t. y. kai a—b dalijasi i§ n.

Pavyzdziui, 154mod8=2, 26mod8=2 ir 68mod8=4, todél
154 =26 (mod8), bet 154 nelygsta 68 moduliu 8. Visi skai¢iai — 29,
-2=-29+9-3ir 16 =-2+9-2 dalijasi i§ 9 suliekana 7.

Tarkime, kad dauginame du sveikuosius skai¢ius my =kin+ry ir
m, =Kon+ry,, kurie dalijasi i§ n su liekanomis ry ir ry. Jy sandauga
mym, = N(kikon+ K, +15Ky) + 1o skiriasi nuo liekany sandaugos nr;
per n kartotinj, todél mm, =rro(modn), kur rp=my(modn) ir
r, = mp(modn).

1 pavyzdys. Norint rasti sandaugos 123-321 dalybos i§ 7 liekana,
galima apskaiCiuoti pacia sandauga, o tada dalyti ja i§ 7. Bet galima
pastebéti, kad 123 dalijas i$ 7 su liekana 4, 0 321 — su liekana 6. Todél
mymy, =123-321 liekana sutampa su rro =4-6=24 liekana 3. T.y.
123-321=4-6(modn), todél (123-321)mod 7 = (4-6)(mod7) = 3.
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KVADRATINES LIEKANOS

2 pavyzdys. Raskime sandaugos 5*-121% =5.5.5.5.123-123-123
dalybos i 4 liekana.

Kadangi 5 dalijasi i§ 4 su liekana 1, o 123 — su liekana 3, tai
pakanka rasti sandaugos 1-1-1-1-3x3-3=1%-3°=27 dalybos i§ 4
liekana. Ji lygi 3.

3 pavyzdys. Raskime skai¢iy 981%, 9822, 9832, 9842, 9857,
9862, 9872 dalybos i 7 liekanas.

Kadangi 9812 =981.981, 0 981=980+1=7-140+1 dalijasi i§ 7
su liekana 1, tai 9812 =12(mod 7). Analogiskai 9822 =2%(mod7), ... ,
9862 = 62(mod 7), ..., 9872 =0°(mod 7). Todél vietoj pradiniy skaiciy
gaime imti 12, 22, 32, 4%, 52, 62, 0% Lengva patikrinti, kad Sie
septyni skaiéiai dalijasi i§ 7 su liekanomis 1, 4, 2, 2, 4, 1, O.

Pagrindinis apibrézimas

Skai¢ius vadinamas tiksiuoju kvadratu, jei yra sveikojo skaiCiaus
kvadratas. Skai¢iy a vadinsime kvadratine liekana moduliu n, jei jo
liekana moduliu n lygi kokio nors tiksliojo kvadrato m? liekanai
moduliu n, t.y. jei a=m?(modn), kur m yra sveikasis skaiéius.
PrieSingu atveju sveikaji skai¢iy a vadinsime kvadratine neliekana
moduliu n. (DazZnai apibréziant ir nagriné¢jant kvadratines lickanas be
neliekanas, apsiribojama tik tokiais a, kuriems DBD(a,n) =1, bet ¢ia
laikysimés platesnio apibrézimo.) Pavyzdziui, 23 yra kvadratiné liekana
moduliu 7, nes 23mod7=2=3’mod7, t y. 23=3%(mod7).
Pastebékime, kad a buvimas kvadratine liekana moduliu n priklauso tik
nuo amodn (tiesog amod n turi sutapti su m>modn). T. y. a yra
kvadratiné liekana moduliu n, kai amodn yra kvadratiné liekana
moduliu n. Vadinasi, norint rasti visas kvadratines liekanas moduliu n,
pakanka i$siaiskinti, kokios jos yra intervale [0; n —1].

4 pavyzdys. Nustatykime visas kvadratines liekanas moduliu 7.

3 pavyzdzio iSvada reiskia, kad O, 1, 2 ir 4 yra kvadratinés liekanos.
Tada kvadratiné liekana yra bet koks sveikasis skaicius, kuris dalijasi i$
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7 su liekana 0, 1, 2 arba 4. D¢l likusiy skaiciy, kurie dalijasi i§ 7 su
liekana 3, 5, 6, dar negalime buti tikri. Jei m yra sveikasis skaicius, tai

mmod7=0,12,...,6. Tada m?=0?,12,22, ..., 6%(mod7). Bet skaiciy
0%,12,22,...,6% liekanas jau radome 3 pavyzdyje. Vadinasi, sveikigji

skaiCiai, kurie dalijasi i§ 7 su liekana 3,5 arba 6, yra kvadratinés
neliekanos.

5 pavyzdys. Nustatykime visas kvadratines liekanas moduliu 24
intervale [0; 23].

Kaip ir 4 pavyzdyje, pakanka patikrinti skai¢iy 02,12, 22, ..., 23
liekanas moduliu 24. Taciau darbo galima dar sumazinti. Pastebékime,
kad (~)mod24=(-1+24)mod24=23.Todél 23 =(-1)? mod 24,
Analogiskai 222 =(-2)2mod24, ir t. t. Taip gauname, kad vietoj
232,222 212,...,13%gdlime atitinkamai imti 12,22,3?,...,112 Todél
pakanka  nagrinéti  02,1%,2%,...,12°>  liekanas. Jos lygios
0,1,4,9,16,1,12, 1,16, 9, 4,1, 0. Intervale [0; 23] yra 6 kvadratinés
liekanos moduliu 24: tai 0, 1, 4, 9, 12, 16.

6 pavyzdys. Kiek yra natoraliyjy trizenkliy skai¢iy m, kuriems
n? —37 dalijasi i§ a) 24; b) 7?

a) Skaiius mP—37 dalijasi i§ 24 tada ir tik tada, Kkai
m? —37+24=n" —13 dalijasi i§ 24. Tada m? =24k +13, kur skaidius
k yra sveikasis, ir m? mod24=13. Tagiau 5 pavyzdyje isitikinome, kad
13 néra kvadratiné liekana moduliu 24. Vadinasi, tokiy skai¢iy mnéra.

b) Skaidius m?—37 dalijasi i§ 7 tada ir tik tada, kai
m? —37+35=m" —2 dalijasi i§ 7 arbakal m? mod7=2. Prisiminkime
3 ir 4 pavyzdzius. Jei r=mmod7, tai m?=r?(mod7). Todél reikia
patikrinti, su kuria reiksme r2=072,12,22,...,62 turime r2(mod7) = 2.
Tinka r =3 ir r =4. Belieka nustatyti, kiek trizenkliy skai¢iy m dalijas

i§ 7 suliekana r =3 arba r = 4. Maziausi tokie skaiciai yra 101 ir 102.
Toliau eina 108 ir 109, 115 ir 116, .., 997 ir 998. Kadangi
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997=101+7-128, tai turime 129 skailiy poras arba i§ viso 258
skaicius.

Kvadratiniy liekany skaicius
Tarkime, kad p yra nelyginis pirminis skaic¢ius. Kiek skaiciu
intervale [0; p—1] yra kvadratinés liekanos moduliu p? Pakanka
nagrinéti skai¢iy 0%,12,22,...,(p—1)? liekanas moduliu p. Analogiskai
5 pavyzdziui, nagrinétiny skai¢iy kieki galima dar sumazinti:
(p-1?=(-1)%(mod p), (p—2)%=(-2)%(mod p), ir t. t. Todél vietoj

+1)°
skaiiy (p—1)2,(p—2)2,22,...,(p7j gdima imti atitinkamai
~1) ~1)
12,22,...,(%j . Taip mums belieka skaiciai 02,12,22,...,(%j )
Jei kurie nors du skirtingi i$ ju iZir j2 dalijasi i§ p su ta pacia liekana,
tai jie skiriasi per p kartotin, t. y. i2—j2=(@i—j)(i+j) dalijasi i§ p.
Kadangi skaiCius p pirminis, tai tada i§ p dalijasi i—j arba i+j.
p-1

Taciau —Tsi - SpT_l ir 1<i+j<p-1 todél vienintelé

galimyb¢é yra i—j=0 - ka i=]j. Vadinasi, skaiCiy
2
02,12,22,...,(%_1j . liekanos moduliu p yra skirtingos. Tai ir yra

visos ieskomos kvadratinés liekanos. Ju yra pT-f-l: tai nulis ir lygiai
puse likusiy nenuliniy dalybos i§ p liekany.

7 pavyzdys. Imkime p=11. Pastebékime, kad skai¢iaus g=2 i$
eilés einantys laipsniai 2%, 22,23,..., 21 dalijasi i§ 11 su skirtingomis
liekanomis 2,4, 8,5, 10,9,7,3,6,1 ir taip gauname visas nenulines
dalybos i§ 11 liekanas. Jau zinome, kad lygiai pusé i$ ju yra kvadratinés
liekanos moduliu 11. Zinoma, tai lickanos, gautos i3 tiksliujy kvadraty —

laipsniy su lyginiais rodikliais 22, 24, 26, 28, ,210. Vadinasi, laipsniy su
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nelyginiais rodikliais liekanos 2, 8, 10, 7, 6 yra kvadratinés neliekanos
moduliu 11.

Yra jrodyta, kad kiekvienam nelyginiam pirminiam skaiciui p
egzistuoja toks sveikasis skai¢ius g, vadinamas primityviaja Saknimi
moduliu p, kurio laipsniai g, g2, g3, ..., g dalijasi i§ p su visomis
imanomomis nenulinémis liekanomis (toks skai¢ius g néra vienintelis).
Ir vél laipsniai su lyginiais rodikliais bus kvadratinés liekanos, o su

nelyginiais — kvadratinés nelickanos moduliu p. Pats skai¢ius gl =g yra
kvadratiné neliekana.

L ezandro simbolis

Toliau laikysime, kad p yra nelyginis pirminis skaicius, 0 a yra
sveikasis skaiCius. Norint nustatyti, ar skai¢ius a yra kvadratiné liekana
moduliu p, galima perrinkti visas galimybes, rasti visas kvadratines
liekanas intervale [0; p— 1], kaip 4 ir 5 pavyzdziuose. Taciau tai gali
uztrukti, jei p yra didelis skai¢ius. Yra greitesnis biidas.

Lezandro simbolj (%] apibrézia lygybés: [%j =0, jei a dalijasi i$ p;
(%j:], jei a yra kvadratiné lickana moduliu p, bet nesidalija i§ p;

(%j=—l, jei a yra kvadratiné nelickana moduliu p. Taigi Lezandro

simbolis parodo, ar a yra kvadratiné liekana, ar ne. Jei fiksuojame p, tai
Lezandro simbolis yra funkcija, apibrézta ir igyjanti reikSmes sveikuyju
skaiCiy aibéje. Irodyta, kad LeZandro simbolis tenkina Sias savybes:
1) jeéi a=b(modp), ta [Ej =[9j; atskiru atveju (3] :(lj;
p p p p
kur r =amod p;
2) (a;pbj =(%j-[%) bet kokiems sveikiesems air b;
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Pl Pl
3) [EJsa 2 (mod p); atskiru atveju (_—1JE(—1) 2 ir (ijzl;
p p p

p2-1
)(j(l)B'

plg1l
5) jei q yra nelyginis pirminis skaicius, tai [ﬂj = [ﬂj (- 2 2
p p
Remiantis Siomis savybémis, galima apskaiciuoti bet kokia
. . a . C oy .
Lezandro simbolio [—j reik§mg: 1 savybé leidzia gauti a€[0; p—1],
Y

tada 2 savybé leidzia gauti 4 ir 5 savybiy situacijas, o toliau 5 savybé —
sumazinti p; kartojamas, $is procesas negali tgstis be galo.

8 pavyzdys. Nustatykime, ar 77 yra kvadratiné lickana moduliu
101 (skai¢ius 101 pirminis).

77 7 11
Remiantis 2 be, | —=.
add (101] (101] (101)

Remiantis 5 savybe,
(I ™ ()™
101) \ 101 7
(101j( )503 [101]( )505 (101)(&1)
7 11 7 11 )
101) (101 3 2
Remiantis 1 savybe, ( - J (11)2[?j(1_1]
Remiantis 4 savybe,

1121 (11-1)(11+1) 1012

2y _ _ 53 _
(1_1)_(1) 8 =(-D % =(D°?® =(-D7=-1

Remiantis 5, 1 ir 3 savybémis,

7131
31 cyz 2 o)Ly
7 3 3
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Todel 77J 3J 2] (-1)? =1. Vadinasi, 77 yra kvadratiné
101 7)\11

liekana moduliu 101.
Galimas ir kitoks skai¢iavimas. Kadangi 77 =-24(mod101), tai

BRI

101-1 3-1 (1012-1)-3

:(_1)50 (101)( 1) T Ty ( 1) 8 _

{2 -

9 pavyzdys. Nustatykime, ar 206 yra kvadratiné lickana moduliu 83
(skai¢ius 83 pirminis).
Turime

B @23
e n s

Vadinasi, 206 yra kvadratiné lieckana moduliu 83.

Suzinojome, kad egzistuoja sveikasis m, kuriam m? dalijasi i§ 83
su liekana 206 mod83=40, Ar galima rasti kokji nors tokj m,

netikrinant galimy jo reikSmiy i§ eilés? Kadangi 1= (28(2%6j (ggj tai,

remiantis 3 savybe, 40 =1(mod83). Tada 40* - 40=1-40 (mod83). ir

42 = (40*)? dalijasi i§ 83 su liekana 40. Taigi, tinka m=40%. Tai
gana didelis skaiCius. Jei norétume gauti tinkama me[0;82], tai
turétume rasti 40°'mod83. Tai galima padaryti, neapskaiciuojant
didelio skai¢iaus: 40°mod83=7, todél (40%)’ =7'(mod83);
7°mod83=11, todél (7%)%.7=11%.7(mod83); 11%-7mod83=17,
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todél galime imti m, =40% mod83=17. I§ tiesy, lengva patikrinti, kad
172 = 206(mod 83). Pastebekime, kad tada tinka ir m, =83-17 = 66.
9 pavyzdyje gavome, kad x> dalijasi i§ 83 su liekana 40, kai x=40%
Analogiskai jrodomas toks bendras teiginys: jei a yra kvadratiné lieckana
moduliu p, nesidalijanti i§ p, o pirminis skaiéius p dalijasi i$ 4 su liekana
p+l

3,tal x? dalijasi i§ p suliekana amod p, kai x=a 4 .

10 pavyzdys. Raskime lygties x?131y+52 du natiraliuosius
sprendinius (X, y), kur x<132.

Skai¢ius 131 pirminis. Lygtis 1§ esmeés reiskia lygybe
x?mod131=52. Patikrinkime, kad sprendinys apskritai egzistuoja:

52) (2 (18) (13) (181) FEEE (1)
131) (131) (131) (131) (13 3)
Kadangi p=131 dalijasi i$ 4 su liekana 3, 0 a=52 yra kvadratiné

lickana moduliu 131, tai lygybe x?*mod131=52 tenkina
p+1

x=a 4 =528 ir x=52¥mod131. Pastebekime: 52°(mod131) = 45,

todel (523! = 45" (mod131) ; 45°(mod131) = 84, todél
(45°)? . 45=847 . 45(mod131); 84%-45-mod131=107, todél galime
imti x=52¥mod131=107. Tada y=(x?>-52):131=87. Tinka ir
x=131-107=24 bei y=4.

11 pavyzdys. Irodykime, kad lygtis 13x% +14x+2=97y neturi
sveikyjy sprendiniy (X, Y), (x,¥),t.y. kad z=13x? +14x+2 nesidalija
i§ 97 su jokiu sveikuoju Xx.

Kairéje lygybés puséje bandykime iSskirti pilnaji kvadrata, t. y.
gauti iSraiska a’+2ab+b%. Kad 13x? virsty a®, a?, padauginkime z
1§ 13. Gauname

13z =13?x? +14-13x + 26 = (13X)% + 2-13X- 7+ 26 =

=(13X)2+2-13x- 7T+ 72 = 7% + 26 = (13x+ 7)® - 23.
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Tada (13x+7)% =13z+ 23=97-13y + 23 yra tiksusis kvadratas, o
23 yra kvadratiné lickana moduliu 97. Tadiau skai¢ius 97 pirminis ir
(gj =-1 (patikrinkite). Vadinasi, pradiné¢ lygtis neturi sveikyju
sprendiniy.

12 pavyzdys. Irodykime, kad jei X yra sveikasis skaicius, o pirminis
skaiGius p dalijasi i§ 7 su liekana 3, tai z= x? +11x + 32 nesidalija i3 p.

Vél isskirkime pilnaji kvadrata. Turime

47 =4%% + 4-11x+128= (2X)% + 2- 2x-11+ 128 =
=(2X)% +2-2x-11+11% -11% +128 = (2x+11)2 + 7.

Jei z dalijasi i3 p, tai tikslusis kvadratas (2x+11)% = 4z—7 dalijasi i§ p
su ta pacia lickana, kaip ir skai¢ius —7. Tada —7 yra kvadratiné lickana
moduliu p, ta¢iau

p-1 p-17-1 p-1 N
(i) _ [j)(ZJ (2 ‘(Bj‘(‘l 22y 2 @ [Bj _
p p p 7 7

2D (3)_(3)__
e (7] [7j !

(kad skaicius 3 yra kvadratiné neliekana moduliu 7, isitikinome 4 pavyz-
dyje). Vadinasi, —7 yra kvadratiné neliekana moduliu p, 0 z nesidalija

s p.

Sudétinio n atvejis

Tarkime, kad nattralusis skaiius n yra sudétinis ir reikia iSsiais-
kinti, ar sveikasis skai¢ius a, kuriam DBD(a, n) =1, yra kvadratiné
liekana moduliu n. Teisingas toks kriterijus. Skaicius a yra kvadratiné
liekana moduliu n tada ir tik tada, kai tenkinamos visos trys salygos:
1) jei p yra bet kuris nelyginis pirminis skai¢iaus n daliklis, tai a yra
kvadratiné lieckana moduliu p; 2) jei n dalijasi i$ 4, tai a—1 dalijasi i$ 4,
3) jei ndalijasi i§ 8, tai a—1 dalijasi i$ 8.

13 pavyzdys. Nustatykime, ar skai¢iai 123 ir 421 yra kvadratinés
liekanos moduliu 203.
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Kadangi 203=7-29, o nei 123, nei 421 i§ 7 nei 29 nesiddlija, tai
galime taikyti pateikta kriterijy.
123} B [123

Kadangi [7 Ej:l, tai 123 yra kvadratiné liekana. Nors

(%J =1,, bet (%) =-1, tod¢l 421 yra kvadratiné neliekana.

Kadangi 123 yra kvadratiné liekana moduliu 203, tai lygtis
x? = 203y +123 turi sveikuju sprendiniy. Paméginkime rasti bent viena
i§ ju. Turime rasti tokj x, kad x?—123 dalytusi i§ 203, t. y. dalytusi i§ 7
ir dalytysi i§ 29. Rasti toki x, kad X% -123 dalytysi i§ 7, visai nesunku:
pakanka perrinkti galimybes x=0,1,...,6. Tinka x=2 ir x=5. Tada
tinkair bet koks x, kuris dalijasi i§ 7 su liekana 2 arba 5. Rasti tokj x, kad
X% —123 dalytusi i§ 29, taip pat galima perranka, o kadangi x tinka tada
ir tik tada, kai tinka 29— x, tai pakanka patikrinti x = 0, 1, ..., 14. Tinka
X=6, todél ir Xx=29-6=23. Tada pradines salygas tenkina bet kuris

X, kuris dalijasi i§ 29 su liekana 6 arba 23, o i§ 7 su liekana 2 arba 5.
Jeixmod29=6, ta x=6,35,64,93122, ... Jau ketvirtasis skaifius

dalijasi i§ 7 su liekana 2, todél turi tikti. Tada y = (93% —123):203= 42
ir gauname sprendini (X, y) =(9342).

Kvadratinés liekanos gali buti sékmingai naudojamos kripto-
grafijoje (moksle apie Sifravima). Tarkime, kad Alyté siuncia Broniui
Sifruotus praneSimus. Pirmiausiai Bronius sugalvoja Sifro privatyji raktq
— du skirtingus pirminius skai¢ius p ir q, kurie dalijasi i$ 4 su liekana 3 ir
kurie turi likti zinomi tik jam. Tada jis pasiuncia Alytei sandauga
N = pq, viesqji raktq. Jei skaiciai p ir g pakankamai dideli, juos rasti net
zinant N gali buti sunkus, gerokai per daug laiko reikalaujantis darbas.
Todél skaiciai p ir g liecka nezinomi tiek Alytei, tiek bet kam, kas
suzinoty viesaji rakta. Tada Alyté, remdamasi vieSuoju raktu, uzsifruoja
pranes$ima. Ji suformuluoja pranesima sveikojo skaiciaus tarp O ir n—1
pavidalu, o tada §j skaiCiy X uzsifruoja, pakeisdama jii y= x?-mod n. Ji

v

turi rasti x. Kadangi Bronius Zino privatyji rakta, jis pirmiausiai gali rasti
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toki x, kad x? —y dalytysi i§ p, ir toki X,, kad x5 —y dalytusi i3 q.
Pirminiai skaiciai dalijasi i$ 4 su liekana 3, todél Bronius gali pasinau-
pil
doti misy jau naudotu teiginiu ir imti x=y 4 modp bei
a1

X =y 4 modq. Tada, kaip jau daréme 13 pavyzdyje, jam beliks
pasirinkti ta sekos Xy, X, +Q, X, +2q, ... narl, kuris dalijasi i§ p su
liekana . Jei skaiCiai p ir q dideli, $ie skaiCiavimai taip pat gali
uztrukti, bet vis tiek daug trumpiau, nei skaiCiavimai, kuriy prireikty
paSaliniam asmeniui, sekan¢iam Broniaus ir Alytés bendravima bei
suzinojusiam y ir n.

14 pavyzdys. Tarkime, Bronius pasiunté Alytei vieSaji rakta
n=1011421, o Alyt¢ Broniui pasiunté Sifruota praneSima Yy = 280887.
Tada Bronius, Zinodamas, kad n=827-1223, kur 827 ir 1223 yra
pirminiai skaiciai, gali rasti X, = 280887%° mod 827 = 534%" mod 827.

Jis gali pastebéti:

534° mod827 = 306 ir (534%)% = 306%%(mod 827);

306" mod827 =12 ir (306'1)?-306 =122 306 (mod 827),
todel x = (122 -306) mod 827 = 233. Analogiskai randama, kad

X, = 280887°% mod 1223 = 820°® mod1223 = 258* mod 1223 =

= 522" mod 1223 = (522%)2 - 522mod1223 =

=10432 522 mod 1223 = 1156.

Toliau tikrinama seka 1156, 1156+1223, 1156+1223-2, ... ir joje
ieSkoma nario, besidalijan¢io i§ 827 su liekana 233. Toks yra sekos
narys 1156+1223-100=123456. Taciau yra dar trys sprendiniai,
gaunami imant x; =827 -233 arbalir x, =1223-1156, kurie gali buti
skaiCiaus X reikSme. Kuris i§ juy teisingas? Bronius ir Alyté gali bati i§
anksto susitar¢ dél papildomy pasirinkimo kriteriju, pavyzdziui, kad
Alytés prane§imas visada turi baigtis skaitmeniu 6. Zinoma, kad ifras
bty tikrai saugus, skai¢ius n turéty buti didesnis, nei ¢ia parodyta.
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TRECIOJI UZDUOTIS

. Nesinaudodami skai¢iuotuvu, raskite X mod n ir nustatykite, ar x yra
kvadratiné liekana moduliu n, kai

a) X=71421283542 . 4249566372°, n="7;
b) x=1111111.222222222.33333333333, n=11;

0) x=12634256789't, n=9.
. Intervale [0;12] raskite visas kvadratines liekanas ir neliekanas

moduliu 13. Nurodykite viena i$ rastyju kvadratiniy neliekany, kuri
nebiity primityvioji Saknis moduliu 13.

. Raskite visas kvadratines liekanas moduliu 31 intervale [0; 30].
Kiekvienu atveju a)-d) arba raskite bent viena lygties natiiralyji
sprendini (X,y), kur x<32, arba jrodykite, kad lygtis neturi

sveikyju sprendiniu: a) Xx?=31ly+70; b) x?=31ly+9377
) x* =31y-59; d) x* =31ly—641.

. Apskaic¢iuodami atitinkama LeZandro simbolio reik§me, nustatykite,
ar X yra kvadratiné liekana moduliu p, kai @ x=71, p=1009;

b) x=96, p=173 ¢) x=-1030, p=97. (Zinoma, kad visos
pateiktos p reikSmés yra pirminiai skaiciai.)

. Trodykite, kad 3x? +10x+6 nesidalija i§ 67 su jokiu sveikuoju x.

. Skai¢ius 499 pirminis. Raskite tokj sveikaji xe[0; 498], kuriam
x2—73 dalijasi 1§ 499. Spreskite, kaip parodyta 10 pavyzdyje.

. Skai¢ius 1471 pirminis. [rodykite, kad x? —13x+41 dalijasi is 1471
su kokiu nors sveikuoju x.

. Skaicius X sveikasis, skai¢ius p pirminis, o skai¢ius p+1 dalijasi i$

52. Trodykite, kad X? +2x+118 nesidalija i p.
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9. Nustatykite, kurie i$ skai¢iy 127, 1201 ir 2017 yra kvadratinés
liekanos moduliu 9576.
Nurodymas. ISskaidykite 9576 pirminiais daugikliais.

10. Bronius pasiunté Alytei skai¢iy n=17513 o Alyté pasiunte
Broniui pranesimg — skaifiy X, uzSifruota skai¢iumi y=13818.
Zinodami, kad n turi dvizenklj dalikli, raskite p, q ir keturias
galimas skaiCiaus X e€[0; n—1] reik§mes (zr. paskutini skyrelj).
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V. MATEMATINIAI ZAIDIMAI

Romualdas KaSuba

Matematiniu Zzaidimu labiausiai klasikine, galima biity iSdristi
pasakyti, labiau iprastine, ar netgi labiausiai suprantama ar suvokiama to
zodzio prasme yra laikoma situacija, kai keletas (labai daznai du) zaidéju
turi ka nors jiems nurodytoje situacijoje padaryti ir kur yra pasakyta, ka
reikéty padaryti, kad biitum pripazintas sékmingesniu uz kita — arba,
kitaip tariant, bitum paskelbtas laiméjusiu ta zaidima.

Savaime suprantama, kad tos salygos turi buiti paskelbtos i§ anksto.

Be to, jos turéty buti apibiidintos nepriestaringai ir pagal galimybe
ne per daug supainiotai.

Nes, ka ¢ia daug bekalbéti, vadinamieji zaidimy uzdaviniai anaiptol
néra patys paprasciausieji i§ visy matematiniy uzdaviniy.

Jie neretai turi daug iSsiSakojimy ir todél susigaudyti, kaip ten
viskas galéty atrodyti ir kaip ten kuriam zaidéjui deréty elgtis, neretai
gali atrodyti ir daznai yra nelengvas galvosiikis.

Taciau, kaip sako iSminciai ir, svarbiausia, patvirtina kasdiené
praktika, net ir labai nelengvi dalykai sykiais prasideda nuo tikrai
paprasty ir nickam jokio galvos skausmo nekelian¢iy dalyku.

Kitaip sakant, kai kada tai visai nesunku: nei suformuluoti uzdavini,
nei apraSyti ji, nei gerai suprasti, kas darytina, kad butum paskelbtas
sékmingesniu uz kita — arba laiméjusiu ta zaidima.

Pasizitirékime viena toki pavyzdi.

1 pavyzdys. Jonas ir Petras turi skaicius 1, 2, 3, 4 ir 5 (paprastai yra
sakoma, kad tie skailiai parasyti lentoje, prie kurios jiems yra patogu
prieiti) ir isbraukinéja juos i§ eilés (nors tai ir nebiitina, jie galéty juos
iSbraukinéti ir nebitinai i§ eilés), pradédami nuo skaiCiaus 1.

Kiekvienu éjimu kiekvienas 18§ ju turi iSbraukti arba viena, arba du
skaiCius, o laiméjusiu zaidima yra pripazistamas tas, kuriam pasiseka
iSbraukti patj paskutinjji skai¢iy. Ar gali kuris nors i§ ju laiméti, jeigu
pirmasis iSbraukinéti pradeda Jonas?

1 pastaba. Tokiu atveju, kai kuris nors i$ ju visada gali laiméti, kad
ir ka bedaryty kitas Zaidéjas, tada yra dar sakoma, kad tas Zaidéjas turi
iSloSimo strategija.
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Misy atveju reikalai yra akivaizdziai tokie, kad Jonas visadalaimi,
kad ir ka bedaryty Petras. Dar linksmiau nuteikia tai, kad suvokti, ka
Jonas turéty daryti, kad taip tikrai nutikty, yra visai paprasta - tam Jonui
pakanka savo pirmuoju ¢éjimu iSbraukti pirmuosius du skaiCius 1 ir 2
palickant tris skaiCius, kurie yra 3, 4 ir 5.

Jei braukoma ne iS eilés, tai tada Jonas galéty iSbraukti bet kuriuos
du skaicius.

Taip po Jono ¢jimo lentoje lieka skaiciai 3, 4 ir 5 (jei braukoma i
eilés), arba kazkokie trys skaiciai (jeigu braukoma bet kaip, svarbu tik,
kaip sakyta, kad kiekvienu savo éjimu kiekvienas zaidéjas iSbraukty arba
viena, arba du skaicius).

Taigi Jonas savo pirmuoju €¢jimu sukuria tokia situacija, kad lentoje
lieka trys skaiciai.

Kodél ta situacija i$ karto padaro ji laimin¢iuoju?

Ogi todél, kad dabar daryti éjima, arba braukyti skaicius turi Petras,
kuris taip pat privalés iSbraukti viena arba du skai¢ius. Jeigu jis iSbrauks
tik vieng skaiciy — tada 3 (kaip paprasCiausiuoju atveju), tai tada lentoje
liks dar neiSbraukti skaiCiai 4 ir 5, kuriuos savo antruoju é&jimu ir
iSbrauks Jonas, taip laimédamas Zaidima. O jeigu Petras iSbrauks du
skaiCius — tada 3 ir 4 — tai tada jis paliks Jonui malonia galimybg
antruoju &jimu iSbraukti ta uzsilikusi 5 ir laiméti visa Zaidima.

2 pastaba. Visiskai aisku, kad Jono strategija rémési tuo, kad po
savo €jimo jam pavyksta sukurti tokia situacija, kai jis palieka tris
skaiCius ir tada, kad ir ka Petras bedaryty, viskas bus blogai.
Pastebékime, kad kai lentoje yra 3 skaiciai, tai juy visy savo atsakomuoju
¢jimu Petras iSbraukti negali, nes taisyklés leidzia iSbraukti tik
daugiausiai du skaicius, o kadangi daryti éjima jis privalo, tai po bet
kurio jo iSbraukimo Jonas jau baigs iSbraukti tai, kas dar yra uzsilikeg
lentoje, t.y. ir paskutinj skaiciy.

Taigi Jono strategija yra po savo iSbraukimo palikti lentoje ,,nei per
daug, nei per mazai skaiCiy“, arba, pagal miisy taisykles, pavyzdziui,

lygia 3.
2 pavyzdys.

V¢
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Kairiajame apatiniame lentelés 3 x 3 kampe yra padéta Saske.
Kiekvienu ¢jimu Jonas ir Justas perkélingja ja i gretima pagal krasting
langeli. Negalima perkelti Saskés i toki langelj, kuriame SaSké jau yra
pabuvojusi. Pralaimi tas, kuris nebegali padaryti ¢jimo. Ar gali kuris
nors zaidéjas laiméti, kad ir ko imtysi kitas zaidéjas, ir, jeigu jau taip, tai
kaip tada jis galéty elgtis?

Paprastumo délei likusius langelius — tuos, kur dabar néra Saskés —
sunumeruokime skaiciais nuo 1 iki 8 taip, kaip tai parodyta brézinyje:

1 (2|3
4 |5 |6
S |7 |8

Dabar suskirstykime tuos langelius poromis, sakysime, tokiu badu:
(1;4), (2,5), (3; 6) ir (7; 8).

Pastebékime, kad visais atvejais tie pory langeliai turi bendra
krasting.

Dabar Jonas, kuris pradeda zaidima, neiSvengiamai perkels Saske
arba i 4, arba i 7 langeli, t.y. ,,izengs® i kuria nors pora, o savo atsakymu
Justas galéty perkelti ta Saske butent i kita tos poros langeli. Todél kitu
savo ¢jimu Jonas (jei tik galéty paeiti) vél neiSvengiamai jZengty { nauja
pora, o Justas tada eity i kit tos poros langeli.

Vadinasi, kiekvienu savo ¢éjimu Jonas, jei tik galéty paeiti, vél
izengty | nauja pora, o tada Justas eity i kita tos poros langeli. Kadangi
gretimy langeliy pory yra tik 4, tai Jonas daugiausiai galéty padaryti 4
¢jimus ir veliausiai po 4-to aiSkaus Justo atsakymo neiSvengiamai ir
akivaizdziai pralaimés.
imanoma suskirstyti likusius lentelés langelius poromis taip, kad
suskirstyti poromis biity visi ,,beSaskiai“ langeliai ir, Zinoma, kad tos
pacios poros langeliai turéty bendra Sona (bendra krasting).

3 pavyzdys. Jonasir Justas turi pakaitomis 5 zvaigzdutes

* * % % %
pakeisti 5 skaitmenimis
1,35 7ir9,
kiekviena skaitmeni panaudodami po viena karta; pirmasis skaitmeni
renkasi Jonas. Po to, kai jie suformuoja 5-zenklj skaiciy, yra nustatoma
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ju sudaryto skaiciaus dalybos i§ 3 lickana. Jeigu ju suformuotasis
skaiCius, padalintas i§ 3, turi liekana 1, tai laiméjusiu Zaidima yra
laikomas Justas, o jeigu liekana 2, tai Jonas. Kuris i§ ju gali laiméti,
jeigu abu, kaip daZznai sakoma, Zaisty ,,protingai®.

Srendimas. Pastebékime, kad paraSytasis galutinis 5-zenklis
skaiCius turi skaitmeny suma, kuri yra lygi visy 5-iy iSvardintyjy skaiciy
skaitmeny sumai, ir kuri yra

1+3+5+7+9=25

Jeigu ta suformuotaji 5-Zenkli skai¢iy vienu vienetu sumazintume,
tai jo skaitmeny suma taip pat vienu vienetu sumazéty ir buty lygi 24.
Todél tas skaicius pagal dalumo i§ 3 pozymi dalintysi be liekanos i§ 3,
todel vienu vienetu didesnis skaiCius, padalintas i$ 3, turéty 1-tui lygia
liekana, o tai reiskia, jog zaidima, kad ir ka jie daryty, neiSvengiamai
visada laimi Justas.

3 pastaba. Pastebékime, jog Siuo atveju turime padéti, kai zaidimo
rezultatas nepriklauso nuo zaidzian¢iojo meistriSkumo, o tiktai nuo to,
koks jo eiliSkumas S$iame Zzaidime, tai yra tik nuo to, ar jis yra
pradedantysis, ar ,,pratgsiantysis®, tai yra antrasis zaidéjas.

Tikrai, kad ir kaip jie ,,formuoty” ta skaiciy, jame visada bus vie-
nintelis vienetas, vienintelis trejetas, lygiai kaip ir vienintelis penketas,
septynetas ir devynetas. Taigi jo skaitmeny suma visada bus lygi ty
paminéty penkiy nelyginiy skirtingy skaitmeny sumai ir visada yra lygi
25 ir, vadinasi, suformuoto skaiciaus dalybos i§ 3 liekana bus visada 1, o
tai ir reisSkia, kad Zaidima visada laimi Justas.

Siuo atveju jokios strategijos nereikia ir Justas gali imti ,,bet kaip*,
o laiméjima jam garantuoja tai, kad jis laimi, kai suformuoto 5-Zenklio
skaiCiaus dalybos i§ 3 liekana bus 1, o taip, kaip isitikinome, bus visada.

Pastebékime, jog gali nutikti ir taip, kad né vienas i§ zaidzianciyjy
zaidéjy garantuotai laiméti negali.

Taip nutinka tada, kai né vienas i§ juy visais atvejais negali
uzsitikrinti laimin€iyju salygu.

O dar gali buti ir taip, jog jiems visiems, kad ir ko kuris griebtusi,
vis tiek ,,viskas ir visada blogai baigsis“.

Cia mes nekalbame apie tuos atvejus, kai néra aisku, ko apskritai
griebtis, nors ir suprantama, jog gali biti ir taip, kad tokia laimincioji
strategija kuriam nors i8$ ju ir egzistuoja, tik mes arba jie jos nepajégia
H1ZITreti*.
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Kai kada zaidimy uzdaviniai atrodo labai sudétingi ir néra labai
aiSku, kas darytina — tada reikéty atidziai dar karta perskaityti salyga ir
tada daznai biina ir nutinka, kad ,,staiganu$vinta“.

4 pavyzdys. Du zaidéjai, Antanas ir Martynas, ant stalo, kurio
matmenys yra 1 m X 2 m, pakaitomis délioja 1 euro cento monetas.
Monetos negali persidengti bei ,,iSsikisti“ uz stalo krasto; pirmasis
moneta deda Antanas. Zaidéjas, kuris nebegali padéti monetos taip, kaip
nurodyta, pralaimi.

Negi ir Cia kuris nors i§ ju gali laiméti, kad ir ko besigriebty jo
varzovas?

Pradzioje Cia viskas regisi labai supainiota, nes stalas didziulis ir
ant jo tilps daug monety, o ju délionés biidy yra dar daugiau.

Taciau ir Cia, kiek pagalvojus, mus gali iSgelbéti kokia nors
paprasta mintis, kurios vardas Sioje vietoje biity vadinamoji simetrijos
idéja. Uztekty kazkaip susigaudyti, kad stalo pavir§ius, nors ir didziulis,
bet yra staciakampis, o tai labai simetriskas darinys.

Todél jeigu ateity i galva pirmaja moneta padéti tiksliai i stalo
centra (po tokio padéjimo neuzdengtoji stalo dalis biity simetriska stalo
centro atzvilgiu), tai tada pirmasis zaidéjas, kuris dédamas moneta
»hesugadino® neuzdengtosios stalo dalies simetriSkumo stalo centro
atzvilgiu, galéty persiimti neuzdengtosios stalo dalies simetrijos
saugojimu, kitaip sakant, virsti uoliu simetrijos ,,atkaréju® (ir tai, kaip
pamatysime, Nuves ji pergalén).

Tikrai, jeigu antrasis zaidéjas dar ras kur padéti savo moneta, tai jis,
suprantama, ta neuzdengtosios stalo dalies simetriSkuma stalo centro
atzvilgiu ,,sugadins®“. Taciau po tokio sugadinimo simetriskai stalo
centrui atsiras vietos ir eilinei kitai pirmojo zaidéjo vieno cento monetai
padéti, todél ja ten ir padéjus, toji simetrija bus atstatyta.

Toliau viskas kartosis — antrasis zaidé¢jas, jei tik galés padeéti
Moneta, ta simetrija vél sugadins, o pirmasis, dédamas simetriskai stalo
centro atzvilgiu, ja atstatys.

Kadangi stalo pavir§ius néra begalinis, tai kazkada éjimai — arba
galimybé padéti moneta | laisva stalo ,,plota“— baigsis — ir ta galimybé
nebegaléti padéti monetos neiSvengiamai nutiks bitent antrajam
zaid¢jui, arba tam vadinamajam neiSvengiamajam neuzdengtosios stalo
dalies simetrijos gadintojui.
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Todél antrasis Zzaid¢jas Siuo atveju pralaimeés, jeigu pirmasis
zaidéjas savo pirmuoju ¢&jimu padés moneta i centrg ir toliau jau
»atstatinés® neuzdengtosios dalies simetrija stalo centro atzvilgiu.

Kai kada reikalai gali klostytis ir Siek tiek sudétingiau.

5 pavyzdys. ,,Akmenuky zaidimas* vyksta taip. Yra keletas akme-
nuky kriiveliy. Du zaidéjai pakaitomis daro tokius éjimus: leidziama
paimti bet kokia kriivelg, kurioje yra daugiau negu vienas akmenukas ir
savo nuozilira padalinti ja i dvi arba tris naujas kraveles. Pralaimi tas,
kuris nebei$gali padaryti eilinio €jimo. Pacioje zaidimo pradzioje buvo
viena vienintelé¢ akmenuky kriiva, kurioje buvo n > 1 akmenuky. Kuris
zaidéjas laimi teisingai zaisdamas?

Sorendimas. [rodysime, kad pradedantis zaidima visada laimi (gali
laiméti). Jeigu pradinéje kruvoje yra lyginis akmenuky skaicius, tai
pradedantysis savo pirmuoju ¢jimu dalina ja i dvi lygias kriiveles. Jeigu
savo pirmuoju éjimu antrasis Zaidéjas ka nors daro su viena kuria i§
turimy krtveliy, tai pirmasis Zaidéjas atsako jam darydamas ta pati su
kita tokio paties didumo kravele. Taip susidaro tam tikras vienodo
didumo kriiveliy pory skaiCius. Pastebékime, kad pirmasis zaidéjas
kiekvienu savo atsakomuoju €jimu gali iSlaikyti tokia situacija (t. y. kai
kriivelés yra suskirstytos poromis su vienodu akmenuky skai¢iumi
kiekvienos poros kriivel¢je). Jam pakanka su kita poros krivele kartoti
tai, ka antrasis zaidéjas ka tik daré su pirmaja poros krivele. Aisku, kad
pirmasis zaidéjas visada galés atlikti savaji €jima (kadangi ji galéjo
atlikti antrasis Zaid¢jas). Tai reiSkia, kad pralaimeéti jis negali. O kadangi
anksCiau ar véliau zaidimas turés baigtis, tai, vadinasi, pralaiméti turés
antrasis Zaidéjas.

Liko i$nagrinéti atveji, kai pradinéje kravel¢je yra nelyginis akme-
nuky skaicius, arba kai akmenuky skai¢ius yra 2n + 1, kur n yra tam
tikras nattiralusis skaicius. Tada pirmasis zaidéjas gali suvesti dalykus i
jau nagrinéta atveji dalindamas prading kruvelg i tris kriiveles, kuriose
yra vienoje atitinkamai n akmenuky, kitoje — vél n akmenuky ir dar 1
akmenukas lieka treCiojoje kriiveléje.

Pastebékime, kad ir Siuo atveju vél turime tam tikra laiminciojo
7aidéjo elgsenos arba laiminiosios strategijos simetrija. Siuo atveju
paprastai laimintysis i§ pradziy ,.gudriai“ paeina ir, jeigu jam tai pa-
vyksta, tai toliau jis jau tik kartoja tai, ka daro antrasis zaidéjas.
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O kadangi kraveliy smulkinimas nei§vengiamai baigiasi, ta antrasis
zaidéjas, kaip ir ¢ia matéme, yra ,,pastatomas” i pralaimin¢io Zaidéjo
padéti.

Kaip matome, nauda ,,dviguba* — ir galvoti nereikia, ir pergalé, kaip
paaiskéja, tikrai garantuota. Reikia tik vienu dalyku pasirtipinti — tokiu
preliudu, arba tokiu pirmuoju ¢jimu, kuris toliau jau leisty ramiai laukti
zaidimo pabaigos, arba ,.kol iSsikvéps antrasis zaidéjas®.

Savaime suprantama, taip nutinka ne visada.

Pastebékime, kad, kaip jau esame uzsiming, kartais zaidimas vyksta
»forsuotai ir visada baigiasi vieno kurio zaidéjo pergale visiskai ne dél
to zaidéjo sumanumo, bet tik todél, kad duotoje konkrecioje situacijoje
kitaip biiti negali, tiktai tai reikia suvokti.

Todé¢l atskiru atveju galétume pasakyti, kad, pavyzdziui, i§
kiekvieno tokio uzdavinio, kur ko nors padaryti negalima, visi$kai aiskiu
btdu galima padaryti Zaidima.

Pateiksime pavyzdi.

6 pavyzdys. Du zaid¢jai pakaitomis i lentelés 25 x 25 langelius, po
viena skaiCiy { kiekviena langelj irasinéja arba — 1, arba +1. Po to, kai
visa lentelé¢ uzpildyta, yra skaiCiuojama visy kiekvienos eilutés ir visy
kiekvieno stulpelio skai¢iy sandaugos. Galiausiai visos tos gautosios 50
sandaugy yra sudedamos. Pirmasis Zaidéjas laimi, jeigu tu visy 50-ties
sandaugy suma yra lygi nuliui, o antrasis, atvirk$¢iai, laimi, jei toji
sandaugy suma néra lygi nuliui.

Tradicinis klausimas: ar gali kuris nors i$ jy visada laiméti, kad ir
ko imtysi kitas, ir kaip jis tada galéty iraSinéti skaicius?

Pacioje zaidimo pradzioje ir vél, kaip daznai biina zaidimy
uzdaviniuose, viskas atrodo labai painiai, nes pati lentelé yra didziule,
tokias lenteles mes pildome ne kasdien ir apskritai ¢ia (kaip neretai
neblogame uzdavinyje) i§ pradziy ,,visiSkai viskas neaisku®.

Tuo didesné nauda biuna mums susigaudzius, kaip cia reikala
klostos.

Pradzioje truputj pasamprotaukime.

Visos 50 miisy nagrin¢jamy sandaugy naturaliai skyla { dvi grupes —
tai yra i eiluCiy ir i stulpeliy skai¢iy sandaugas. Ty abiejy riiSiy sandaugy
— ir eiluciy, ir stulpeliy — yra, suprantama, po 25. [ kiekviena i§ ty 25
sandaugy eilutémis ir stulpeliais po karta jeina kiekvienas uzpildytosios
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lentelés skaiCius. Visos tos sandaugos (eilutémis ir stulpeliais), kaip
minus vienety ir plius vienety sandaugos, ir pacios tuomet bus vél lygios
arba -1, arba+1.

Lemiama pastaba ¢ia biity tokia, kad visy eilu¢iy sandaugy
sandauga, jeigu tik ja suskaiCiuotume, buty grieztai tokia pati kaip ir
visy stulpeliy sandaugy sandauga, nes jos abi yra lygios visy visos
lentelés skaiCiy sandaugai, arba abi sandaugy sandaugos yra lygios tam
paciam skaiCiui.

Vadinasi, pirmas rimtesnis pastebéjimas bty tas, kad visy eiluciy
sandaugy sandauga yra lygi visy stulpeliy sandaugy sandaugai.

Todél jeigu visy stulpeliy sandaugy sandauga yra lygi —1, tai buvo
sudauginta nelyginis —1 lygiy sandaugy stulpeliais skaiCius, bet tada tas
pats bus ir su eilutémis, todél ty 50-ties skai¢iy sumoje bus lyginis minus
vienety skaicius.

Bet tai prieStarauja tam, kad ty 50 skai¢iy suma galéty biiti lygi O,
nes tada ty —1-ty turéty buti 25. O 25 tikrai néra lyginis skaicius.

PanaSus samprotavimas pasikartoty, jeigu visy 25 stulpeliy
sandaugy sandauga biity lygi +1.

Taigi uzdavinio atsakymas biity toks: kadangi mes isitikinome, kad
ty 50-ties sandaugy suma niekada nelygi nuliui, todél pirmasis zaidéjas
pralaimés (arba antrasis zaidéjas, kaip Siuo atveju, visada laimés).

Ir laimés antrasis zaidéjas ,,nicko daug neveikdamas ir sau galvos
nekvar§indamas®, arba irasinédamas bet kaip.

Ats. Antrasis zaidéjas visada laimi, kadangi mes isitikinome, kad ty
50-ties sandaugy eilutémis ir stulpeliais suma niekada nelygi 0, nes joje
visada yra lyginis ir +1 ir —1 lygiu sandaugy skaicius (o juk kad tokia
sandaugy suma galéty biiti lygi nuliui, abiejy raiSiy sandaugy turéty buti
po 25).

7 pavyzdys. Ses¢ Geltonkasé ir BeSvilpaujantis Berniokas zaidzia
toki Zzaidima, kuriame kiekvienu ¢&jimu juodu pakaitomis ima po
natiiralyji skaiciy, mazesnj uz 31, ir uzraSo ji ant lentos. Pasirenkamasis
skaiCius turi tenkinti 2 salygas:

1) jis negali biiti lygus jokiam lentoje jau uZraSytam skaiciui;

2) né su vienu i§ lentoje esanciy skaiCiy jis negali turéti bendro
daliklio, didesnio uz 1.

Pirmoji savo skaiciy lentoje uzraso Sesé Geltonkasé.
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Zaidima pralaimi tas Zaidéjas, kuris pirmasis jau nebegali pasirinkti
skaiCiaus taip, kad tas skaicius tenkinty 1) ir 2) salygas.

Ar gali kuris nors i§ zZaidzianCiyjy laiméti, kad ir ka bedaryty jo
priesSininkas? Jei taip, tai nurodykite jo zZaidimo strategija.

Sorendimas. Sesé Geltonkasé gali laiméti savo pirmuoju &jimu
pasirinkdama skai¢iy 30, kuris yra trijy pirmyju pirminiy skaiciy 2, 3 ir 5
sandauga

30002-3-5.

Pasirinkdama 30, kuris yra trijy pirmyju pirminiy skaiciy 2, 3 ir 5
sandauga, ji tuo paciu ,ateiCiai uzdraudzia“ imti visus skaicius, turincius
su jais bendry dalikliy, didesniy uz 1, arba skaiCius

2,3,4,5,6,8,09, 10,
12, 14, 15, 16, 18, 20,

21, 22, 24, 25, 26, 27, 28,
tepalikdama galimiems ateities pasirinkimams tik likusius 8 skaicius,
kuriais yra skai¢iai

1,7,11,13, 17,19, 23ir 29.

Pastebékime, kad jokie du i§ likusiy 8-iy skai¢iy bendry didesniy uz
1-ta pirminiy dalikliy neturi — tai ir nenuostabu, nes liko 7 pirminiai
skaiciai 7, 11, 13, 17, 19, 23 ir 29, o aStuntasis skai¢ius — pats yra 1-tas.

Tod¢él kad ir koki skai¢iy dabar Besvilpaujantis Berniokas
bepasirinkty, Ses¢ Geltonkasé savo kitu &jimu galés imti bet kurj kita to
nedidelio telikusio saras¢lio skaiiy, po to panaSiai turés rinktis
Berniokasir taip toliau.

Kadangi likusiy skaiCiy 8, o tai yra lyginis skaiCius, tai po to
pirmojo Sesés Geltonkasés pasirinkimo, kuris buvo 30, Besvilpaujantis
Berniokas galés padaryti 4 ¢jimus, kiekviena karta palikdamas Sesei
nelygini skai¢iy galimybiy rinktis: pirmiau 7, po to 5, véliau 3 ir
galiausiai viena vieninteli belikusi skaiCiy, kuri ji ir pasirinks, taip
laimédama visa zaidima.

Po tos vienintelés Sesés Geltonkasés pasirinktos paskutinés
galimybés Besvilpaujanciam Berniokui jau nebebus ko rinktis ir jis,
deja, pralaimés.

Ats. Ses¢ Geltonkasé gali laimeti, pirmu ¢jimu rinkdamasi skaiciy
30.
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4 pastaba. Kaip matome, Sesé Geltonkasé pirmuoju éjimu renkasi
skaiCiy 30, kuris turi daugiausiai pirminiy dalikliy, batent 2, 3 ir 5 ir tuo
labai ,,susiaurina® padéti ir tai, kaip pasirode, yra jai labai paranku.

8 pavyzdys. Lentoje uzrasytos 9 zvaigzdutés **¥*¥****  Prigje
prie ju Gervazas ir Protazas Zaidzia tokj Zaidima, pakaitomis atlikdami
¢jimus ir naudodami skaitmenis 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Gervazas, kuris ir
pradeda zaidima, savo ¢&jimu turi jrasyti skaitmenj vietoje bet kurios
zvaigzdutés. Savuoju éjimu Protazas turi pakeisti skaitmenimis bet
kurias dvi zvaigzdutes. Skaitmenj galima panaudoti tik vieninteli karta.
Protazas laimi, jeigu galutinis skaiCius su devyniais skirtingais
skaitmenimis, gautas zaidé¢jams atlikus po tris ¢jimus, dalijasi i§ 27 ir
pralaimi, jeigu nesidalina. Ar Protazas turi pergalés strategija (t. y., ar jis
visada gali laiméti, kad ir kaip Zaisty Gervazas)?

Sorendimas. Padarysime keleta euristiniy, arba ,,akiSky“ paste-
béjimy, dar vadinamy ir sveiko proto pastabomis. Tai savotiska
aritmetiné filosofija, kuri yra vienas i§ labiausiai nepastebimuy, o kartu ir
paciy vertingiausiy dalyky, kuriy pasisemiame ,,vargdami‘ su i§ pazitiros
nezinia kam reikalingais tokiais ir panas$iais galvosiikiais.

Neslépsime, kad Protazo popieriai i§ pirmo zvilgsnio regisi labai
keblus, nes tam, kad laiméty, jis turi uztikrinti suformuoto 9-Zenklio
skai¢iaus daluma net i$ 27.

Mes, tiesa, atsimename, kad jei buty gana dalumo i§ 9, tai jis
»sekty® pats savaime, nes suformuoto skaiciaus skaitmeny suma bus 45,
vadinasi, ji bus dali i$ 9, o kartu i§ 9 bus dalus ir pats suformuotasis
skaiCius.

Taciau dalumas i§ 27 yra rim¢iau, negu dalumas i$ 9, nes tai reiskia,
kad suformuotas skaiCius i§ 3 turi dalintis net ne du, o ,,iStisus® tris
kartus, nes juk 27 yra ,,trys kubu®.

Tiesa, Protazas ir renkasi ne viena skaiCiy kaip Gervazas, o
,»1Stisus“ 2. Bet ar tai gali kompensuoti jo uzduoties ,,kebluma“?

Mes tuojau pasistengsime skaitytoja itikinti, kad tikrai gali.

Ir nors pats uzdavinys buvo ,,aukstuose* konkursuose, jo pagrindiné
idéja, kai prie jos prisilieti, visiSkai néra gasdinanti.

Sorendimas. Protazas (o ir Gervazas) zino du dalykus.

1. Jei trizenklis skaiCius dalijasi i§ 27, tai, nors jus gal i§ karto ir
nepatikésite, bet jie dar moka ir irodyti, kad i§ 27 dalijasi ir kiekvienas
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trizenklis skaicius, kuris gaunamas to i§ 27 dalaus skaiciaus skaitmenis
,,sukant ratuku®.

Kitais zodziais tariant, Protazas ir Gervazas zino, jog jeigu 3-
zenklis skaiCius

ABC
dalijasi i$ 27, tai i§ 27 dalijasi ir skaiciai

BCA
ir

CAB.

Kodél taip yra?

Tarkime, kad ABC dalijasi i$ 27, tada i§ 27 dalijasi ir deSimteriopai
didesnis skaicius

10ABC.
Jeigu dabar pajégtume irodyti, jog ir skirtumas
10ABC - BCA
irgi dalijasi i$ 27, tai tada i$ 27 biity ,,priverstas dalintis* ir pats BCA.
Pazitirime skirtuma
10ABC - BCA =

10(100A + 10B + C) — (100B + 10C +A) =

1000A + 100B + 10C — 100B — 10C — A = 999A.

Taciau tas skirtumas, kuris pasirodé esas 999A, tikrai dalijasi i§ 27,
nes i§ 27 dalijasi skaiCius 999, kuris yra ne kas kita, kaip dvieju
septynetais besibaigian¢iy skai¢iy, butent 27 ir 37, sandauga — kas
netiki, lai su skai¢iuokliu rankose patikrina — ir tai, beje, visada deréty
daryti.

Tuo misy tvirtinimas yra jrodytas ir todél Protazas prireikus gali
sukti 3-zenklj skai¢iy ratuku neprarasdamas dalumo i$ 27. Jie abu, beje,
tikrai supranta ir tai, kad tre¢iojo pasukimo jie vél gauty pradinj skaiciy.

Dabar antrasis dalykas, kurj zino ir Gervazas ir Protazas, yra tas,
kad visus tuos devynis skaitmenis jmanoma yra taip suskirstyti i tris
grupes, po tris skaiCius kiekvienoje grupéje, kad visus tris ,,sulipdzius®
gautas galutinis skaicius dalijasi be liekanos i§ 27.

Daug neaiskindami kvieCiame isitikinti, kad tinka, pavyzdZziui,
skaiciai

189, 243 ir 567.

Po $iy dviejuy fakty mums daug kalbéti, aiskinant, ka darys Protazas,

jau nebeteks.
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Jistiesiog po kiekvieno Gervazo pasirinkimo, kad ir kokj skaitmenj
jis imty ir { kokia pozicija savo pasirinktaji skai¢iy jraSyty, ims ta pati
bloka, i§ kurio skai¢iy émé Gervazas ir pasuks ji taip, kad jis ,.tikty“ prie
Gervazo pasirinktojo skaitmens uzimdamas likusias dvi pozicijas — tam
ir buvo reikalinga zinoti, kad sukiojimas ,,nepameta* dalumo i§ 27.

Taip pasikartos 3 kartus ir bus suformuotas 9-Zenklis skai¢ius, kuris
susideda 1S trijy bloky po tris skaitmenis. Kadangi atskiri blokai dalijasi
i§ 27, tai ir tas gautasis galutinis skaicius, kad ir kaip tie trys blokai po
tris skaicius buty i$sidéste, akivaizdu, taip pat dalijasi i§ 27.

Pabaigoje pakalbékime truputi bendriau arba uzsiminkime apie va-
dinamasias laimincias pozicijas. Daug kas sako, kad tai pats galingiau-
sias ir universaliausias tos risies uzdaviniy sprendimo metodas. Sioje
vietoje laimincigja pozicija mes vadinsime tokia padéti, arba pozicija,
kuria naudinga palikti po savo €jimo, o, atitinkamai, pralaiminc¢iaja pozi-
cijalaikysimetokia, kuria, atvirk$¢iai, nenaudinga palikti po savo éjimo.

Pagrindinés tokiy poziciju visumos savybés, kad viskas ,.gerai
veikty®, galéty biiti tokios:

1) Kiekviena susidaranti pozicija turi biiti arba laiminti, arba
pralaiminti — ir jokiy kitokiy ,,tarpiniy padéciy“©

2) I8 laiminc¢ios pozicijos, ka bedarytum, paklitini { pralaimincia
pozicija;

3) IS bet kurios pralaimincios pozicijos ,,randasi® ¢jimas i laimin-
¢iaja pozicija.

Tada, jeigu pradiné padétis yra pralaiminti, tai laimi pirmasis, o
jeigu laiminti — tai antrasis zaidéjas.

Visais tokiais atvejais strategija yra viena ir tokia pat — kiekviena
kartg eiti { laiminciaja pozicija. Tada prieSininkas bus priverstas dary-
damas savo ¢jima, pakliiiti i pralaiminCia padéti (pagal antra nurodyta
savybe), o tada mes, arba vadinamoji laimincioji pusé, vél darysime
¢jima { laiminciajq pozicija.

Metodo esmé, kaip jau sakéme, yra padalinti visus jmanomas
zaidimo padétis { dvi rasis — laimincias ir pralaimincias. Primename, kad
suskirstyti privalome visas galimas padétis arba pozicijas — kitaip
metodas gali ,,nesuveikti®.

Jis yra, kaip sakyta, yra praktiSkai universaliai naudingas ir mes
savo pavyzdziuose ji i§ esmés jau taikéme, nors ,,auksty” terminy ir
nevartojome.
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Imsime konkrety pavyzdi.

9 pavyzdys.

Yra dvi saldainiy krivelés, vienoje yra 30, o kitoje 31 saldainis.
Vienu ¢jimu reikia suvalgyti visus vienos kurios kriivelés saldainius, o
kita biitina padalinti | dvi nebiitinai vienodas (netuscias) krtveles.
Pralaiminéiu yra laikomas tas Zaidéjas, kuris nebegali atlikti savojo
¢jimo. Kuris laimés?

Sorendimas. Jeigu mes taikytume laimin¢iy pozicijy principa, tai
privalétume jas nurodyti. Pradékime nuo paciy paprasciausiy poziciju.

Pati paprasCiausia laiminCioji pozicija tam zaidéjui, kuris ja
»sukure®, arba tam, kuris ka tik daré €jima yra padétis, arba pozicija 1 ir
1. Aisku, kad tokiu atveju laimi antrasis zaid¢jas, nes pirmasis zaidéjas,
kuris dabar turi daryti €¢jima, jo ,,neturi‘.

Akivaizdu, kad pozicija 2 ir 1 yra laiminCioji pirmajam ir
pralaimincioji antrajam zaidéjui.

Padétis 3 ir 1 vél yra laimincioji antrajam, kuo nesunku isitikinti
pasvarsc¢ius galimus &jimus.

Padétis 3 ir 2 yra laiminCioji pirmajam, jeigu jis 3 suvalgys, o 2
dalins i krtiveles.

Padétyje 3 ir 3 pergalé vél grizta antrajam zaidéjui, kuo nesunku
isitikinti pasvarscius, kas i§ tokios pozicijos ,,gali gautis*.

Taip ir ,,atsitrenkiame* | désninguma: jeigu kiekvienoje kriiveléje
yra po nelyginj saldainiy skaiciy, tai pozicija yra laimincioji antrajam
zaidéjui.

O jeigu bent vienoje kriveléje yra lyginis saldainiy skaiCius, tai
tokia padétis arba pozicija yra laiminc€ioji pirmajam zaidéjui.

Visiskai nesunku suvokti, jog jeigu abiejose kriivelése yra po
nelygini saldainiy skaiCiy, tai tada, kad ir ka darytum, tokioje pacioje
situacijoje nebepasiliksi, nes bet kaip skaidydamas bet kuri nelygini
skaiCiy i du sveikuosius démenis abiejy nelyginiy démeny tikrai negausi.

Taciau jeigu bent vienoje kruveléje yra lyginis saldainiy skaicius,
tai tokia kruvelg tikrai galima padalinti { dvi nelygines kriiveles,
pavyzdziui, kad ir atskiriant nuo jos vieng saldaini, o kitoje kriiveléje
tada lai lieka, kas like.

Taigi mes matome, kad visai visas susidaranCias padétis arba
pozicijas mes tikrai galime suskirstyti | laimincias ir pralaimincias
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pozicijas, pagal tai ar i§ ty dvieju kriveliy kuri nors yra su lyginiu
saldainiy skai¢iumi, ar tokios kriivelés néra. Ir laiminciojo reikalas yra
daryti éjimus { tas laiminciasias padétis arba pozicijas.

Siuo atveju pirmasis suvalgo 31 saldaini, o kriivelg i§ 30 saldainiy
padalina { dvi dalis, pavyzdziui, imdamas 1 ir 29.

Ir visai aiSku, kas darysis toliau.

KETVIRTOJI UZDUOTIS

1. Jonas ir Petras turi juostele, kurioje didéjancia eile uzraSyti visi
skaiCiai nuo 1 iki 2018. Kiekvienu savo &jimu jie pakaitomis turi
iSbraukti arba viena, arba du skaiCius; pirmasis isSbraukinéti vél
pradeda Jonas. Laiméjusiu laikomas tas, kuris iSbraukia paskutinjji
skai¢iy. Ar gali kuris nors i$ juy visada laiméti, kad ir ka daryty jo
varzovas? AprasSykite, kaip tada tas visada galintis laiméti zaidéjas
galéty zaisti.

2. Jonas ir Petras turi juostele, kurioje suraSyti visi skaiciai nuo 1 iki
1001. Kiekvienu savo éjimu jie pakaitomis turi iSbraukti nuo 1 iki
10 skaiCiy; pirmasis iSbraukinéti pradeda Jonas. Laiméjusiu
laikomas tas, kuris savo éjimu iSbraukia paskutiniji skaiciy. Ar gali
kuris nors i§ ju visada laiméti, kad ir ka daryty jo varzovas ir
nurodykite, kaip jis tada galéty braukyti skaiCius.

Ka kada matematiniai zaidimai ,,vyksta“ nebitinai juosteléje,
bet ir lenteléje, kur vél viskas daroma pakaitomis, kur pasakyta, ka
galima daryti ir, Zinoma, aiSkiai pasakoma, kada zaidéjas yra
laikomas laiméjusiu tg zaidima.

3. Kairiajame apatiniame lentelés 10 x 10 langelyje yra padéta Saske.
Kiekvienu ¢jimu Aisté ir Beatricé pakaitomis perkélingja ja i
gretima pagal krasting langeli; pirmoji pradeda Aisté. Negalima
perkelti SaSkés i toki langeli, kuriame $aské jau yra pabuvojusi.
Pralaimi ta mergaite, kuri nebeiSgali padaryti ¢jimo. Ar gali kuris
nors zaidéja laiméti, kad ir ka daryty kita Zzaidéja ir kaip ji tada
turety (galéty) elgtis?
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S

4. Lentoje uzrasyta 10 zvaigzduciy

* k k k k k k %k % *,
kurias Jonas ir Justas bet kuria tvarka pakaitomis keicia
skaitmenimis

0,1,23,4,56,7,8ir9,
kiekviena skaitmeni panaudodami po viena karta; pirmasis
skaitmeni renkasi Jonas (pirmosios Zvaigzdutés negalima pakeisti 0-
). Po to, kai jie jau turi ,,suformave™ toki 10-zenklj skai¢iy, yra
nustatoma jo dalybos i§ 9 liekana. Jeigu ju suformuotasis skaiius,
padalintas i§ 9, turi liekana 1, tai laimi Justas, o jeigu liekang 2, tai
Jonas. Ar kuris nors i§ ju gali laiméti, kad ir kaip protingai abu
zaisty?

5. Ant stalo guli 7 kortelés su skaiciais 0, 1, 2, 3, 4, 5 ir 6. Aisté ir
Ausra pakaitomis ima po 1 kortelg; pradeda Aisté. Zaidima laimi ta
mergaité, kuri pirmoji i§ savo turimuy korteliy (nebatinai visu) gali
i8délioti tokj skaiiy, kuris dalijasi i§ 17. Ar gali kuri nors mergaité
laiméti Zaidima, jeigu abi ZaidZia protingai.

6. Robinzonas ir Penktadienis turi juostele 2 x 5 ir kiekvienu savo
éjimu gali nudazyti arba viena tos juostelés langelj, arba du bendra
kraSting turinCius langelius. Pirmasis dazo Robinzonas. Jei kuris
nors i§ ju negali atlikti éjimo, tai jis laikomas pralaiméjusiu. Ar gali
kuris nors i$ juy laiméti, kad ir ko imtysi jo varZovas ir ka tokiu
atveju jis turéty (galéty) daryti?
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7.

10.

Mazylis ir Karlsonas turi 5 x 5 Sokolado plytele, kuria grioveliai
dalija i 25 vienetinius langelius 1 x 1.

Karlsonui leidziama i$silauzti Sokolado 2 x 2 dalj (sudaryta i$ 4
vienetiniy langeliy), o Mazyliui — tik i$

vieno vienetinio langelio 1 x 1 sudaryta dalj. Jeigu kuris nors
nebegali iSsilauzti jam leidziamos ,,eilinés*

Sokolado dalies, tai visas likes Sokoladas atitenka jo prieSininkui.
Pirmasis, kuris laus, bus Karlsonas.

Laiméjusiu laikomas tas, kuriam ,,po visko* atitenka didesné
pradinés Sokolado plytelés. Ar gali kuris

nors i$ ju lauzti savas dalis taip, kad jam ,,po visko* garantuotai
atitekty didesné Sokolado plytelés pusé?

ISmintingoji Albina ir profesorius Gaudencijus Zzvelgia i dvi
brangakmeniy kriiveles; vienoje i$ juy yra 2018, kitoje 13 akmenukuy.
Jie pakaitomis S$luoja tuos akmenukus nuo stalo; pirmoji
brangakmenius ima iSmintingoji Albina. Kiekvienu émimu bet kuris
i§ ju gali imti bet koki brangakmeniy skai¢iy, bet tik i§ vienos
kriivelés, o laimétoju bus pripazintas tas, kuris paims nuo stalo
paskutini brangakmeni.

Ar gali kuris nors i§ juy laiméti, kad ir ko imtysi kitas, ir jeigu
jau taip, tai nurodykite, kaip jis tada galéty zaisti?

Ant stalo guli 2019 monety. Rimas ir Nerimas pakaitomis ima tas
monetas nuo stalo; pirmasis imti pradeda Rimas, kuris gali imti bet
kurj nelygini monety skai¢iy nuo 1 iki 99 imtinai, o Nerimas gali
imti bet kuri lygini monety skai¢iy nuo 2 iki 100 imtinai. Pralaimi
tas, kuris nebegali atlikti savo eilinio ¢jimo. Kuris i§ ju laimi
teisingai zaisdamas? Paaiskinkite, kuris i§ ju gali laiméti ir kaip tada
jisgaléty zaisti?

Kairiajame apatiniame Sachmaty lentos 8 x 8 kampe stovi mijslinga
figara (F), kuri savo ,eiliniu“ &jimu gali pereiti | vieng i§ trijy
gretimy laukeliy: i ta, kuris yra auks$¢iau (éjimas ,,aukstyn‘), i ta,
kuris yra deSiniau (éjimas ,,de$inén*) ir dar ir | ta, kuris yra
auks§Ciau pagal jstrizaing (€jimas ,,aukStyn-deSinén®).
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Greta ir Deividas pakaitomis daro &jimus ta mislinga figtra;
pirmoji savo ¢éjima atlieka Greta. Laiméjusiu zaidima yra laikomas

.....

.....

Sachmaty lentos langeli, kad ir ko imtysi jo varZovas ir, jei jau taip,
tai kaip tadabuty galima ,,vaiks¢ioti*?

\/'o‘
(7 ,(//L.
N
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V. KETURKAMPIAI

Edmundas Mazétis

Matematikos pamokose mokétés apie kai kuriuos keturkampius —
lygiagretainius ir jy atskirus atvejus — rombus, staciakampius, kvadratus,
taip pat trapecijas. Atlikdami §ia uzduoti, ne tik papildysite Zinias apie
minétas figlras, bet ir susipazinsite su kitokiais keturkampiais bei ju
savybémis.

1. Pirmiausiai i$spre¢sime keleta uzdaviniy, kuriuose atskleidziamos
lygiagretainio savybés.

1 pavyzdys. Irodysime, kad bet kuri ties¢, einanti per lygiagretainio
centra, jo plota dalija pusiau.

Tikrai, kaip zinome, lygiagre-
tainio istrizainiy sankirtos taskas yra
jo simetrijos centras. Tarkime, kad
lygiagretainio ABCD jstrizainés susi- A 5
kerta taske O (1 pav.), per §i taska 1 pav.
einanti tiesé | krastine AB Kkerta taske
M, o krasting CD — taske N (jei ties¢ | kerta krastines AD ir BC,
irodymas analogiskas, isitikinkite tuo savarankiskai). Kadangi tiesés AB
ir CD lygiagrecios, tai pagal Talio teorema OM :ON=0B:0D =1, t.
y., taskas O yra atkarpos MN vidurio taSkas. Nagrinékime simetrija
tasko O atzvilgiu: taskams A, D, N ir M simetriski tagkai yra atitinkamai
C, D, M ir N. Taigi keturkampiai ADNM, ir CBMN, i kuriuos tiesé |
dalija lygiagretainj, yra simetriski tasko O atzvilgiu, taigi jie lygus ir ju
plotai vienodi.

2 pavyzdys. Irodysime, kad lygiagretainio jstrizainiy kvadraty suma
lygi jo krastiniy kvadraty sumai. B C
Sakykime, kad ABCD - lygia-
gretainis (2 pav.). Trikampiams ABC ir
ABD taikome kosinusy teorema ir
gauname, kad A D

AC? = AB? + BC2 - 2AB- BCcos/ ABC, 2 pav.
BD? = AB2 + AD? — AB- ADcos. BAD.
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Akivaizdu, kad ~/ ABC+ /BAD=180°, taigi cos/ ABC =
=—c0sZ BAD. Kadangi BC = AD, tai sudé¢j¢ gautasias lygybes, turime,

kad AC?+BD? = 2(AB? + AD?), ka ir reikéjo jrodyti.

3 pavyzdys. Lygiagretainio ABCD krastinés DA tgsinyje uz tasko A
pazymétas taSkas P. Tiesé¢ PC krasting AB Kkerta taske Q, o istrizaing
BD— taske R (3 pav.). Rasime atkarpos RC ilgj, jei PQ=a, QR=h.

Srendimas. 1§ trikampiy
RBC ir RDP panasumo gauname,
RB RC _ . .
kad "D RP I$ trikampiy RBQ Q
ir RDC panaSumo isplaukia, kad D
E:&2. IS gautyju lygybiu i A 3pav.
RD RC

turime, kad I;_(; = R—Q IS &ia seka, kad

RC? = RP-RQ=(PQ+QR)-RQ= (a+b)b.
Taigi RC=./(a+Db)b.

4 pavyzdys. iakampio vienos krastinés ilgis lygus a, 0 atstumas
nuo jo virsunés iki istrizainés lygus h. Rasime sta¢iakampio plota.

B C

Sporendimas. Sakykime, kad staciakampio ABCD krastine AB=a,
o atstumas nuo vir§inés A iki jstrizainés

o B
BD yra lygus AH=h (4 pav.). Statigi
trikampiai ABD ir HBA yra panasieji, todél

2
Ezﬁ. I§ ¢ia seka, kad DB=£. H
HB AB HB D C

) 2 2 . . . 4 pav
Kadangi HB=+va“—-h“, tai staiakampio
a’h

plotas S, lygus dvigubam trikampio ABD plotui, t. y., S=

Va2 -n? .
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5 pavyzdys. Lygiagretainis ABCD yra toks, kad jo kampy A ir B
pusiaukampinés susikerta taske E, esanéiame krastinéje CD (5 pav.).
Rasime jo krastiniy santyki AB: AD.

Sorendimas. Kadangi tiesés AB E
ir CD yra lygiagrecios, tai D

Z AED = /EAB= ZDAE,
taigi trikampis ADE yra lygiaSonis, t.
y., AD = DE. Analogiskai

ZCEB=ZABE=ZEBC, 5 pav.
todél EC=CB= AD. I§ gautyju lygy-
biy seka, kad AB=CD =DE+CE = AD+ AD = 2AD, t.y., ieSkomasis
santykis lygus 2.

Pastebékime, kad teisingas ir atvirk$¢ias teiginys: jei lygiagretainio
ABCD krastiné AB yra 2 kartus ilgesné uz krasting AD, tai kampy Air B
pusiaukampingés susikerta krastinés CD vidurio taske. Tikrai, jei kampo
A pusiaukampiné krasting CD kerta taske E, tai, kaip jau jrodyta,

DE = AD. Kadangi pagal salyga AD:%AB:%CD, tai taskas E yra

krastinés CD vidurio tasSkas. Analogiskai irodome, kad, jei kampo B
pusiaukampiné krasting CD Kkerta taske F, tai taSkas F yra krastinés CD
vidurio taskas, t. y., jis sutampa su tasku E.

2. Sakykime, kad keturkampis ABCD yra trapecija, krastinés AB ir
CD yra jos pagrindai, taskai M ir N yra Q
Soniniy krastiniy AD ir BC vidurio taskai. D C
Atkarpa MN yra vadinama trapecijos
viduriné linija, ji yra lygiagreti su trape-

cijos pagrindais, o jos ilgis lygus trapeci- M N
jos pagrindy ilgiy sumos pusei. Yra ir kita / / X
trapecijos vidurin¢ linija — antroji vidu- A B
riné linija, jungianti jos pagrindy AB ir P

CD vidurio taskus P ir Q (6 pav.). 6 pav.

6 pavyzdys. Trapecijos pagrindy ilgiai lygtis 5 ir 3, o jos istrizainiy
ilgiai lygiis 7 ir 6. Rasime jos antrosios vidurinés linijos ilgi.
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Sorendimas. Sakykime, kad trapecijos ABCD pagrindai AB=5,
CD =3, o istrizainés AC=7, BD=6. Jei taskai M ir N yra Soniniu
kra$tiniy AD ir BC vidurio taskai, o taskai P
ir Q yra pagrindy AB ir CD vidurio taskai (7
pav.), ta atkarpa MQ yra trikampio ADC
viduriné linija, taigi ji yra lygiagreti su
istrizaine AC ir jos ilgis lygus Sios istriZzainés
ilgio pusai, t. y., MQ=35. Analogiskai
atkarpa PN yra trikampio ABC viduriné
linija, ji lygiagreti su jstrizaine AC, 0 jos
ilgis irgi lygus Sios istrizainés ilgio pusei, t.
y., PN=35. Keturkampio MQNP priesin-
gos krastines MQ ir NP yra lygios ir
lygiagrecios, todél Sis keturkampis yra lygiagretainis. Analogiskai,
atkarpos MP ir NQ yra trikampiy ABD ir DCB vidurinés linijos, jos yra
lygiagrecios su istrizaine BD ir lygios jos pusd, t.y., MP=NQ=3.
Atkarpos MN ir PQ yra lygiagretainio MQNP istrizainés, todél pagal 2
pavyzdyje gauta lygybe turime PQ2 +MN? = 2(MQ2 + NQZ). Kadangi

MN =%(AB+ CD)=4, ta PQ2=2(352+3%)-42-265 t.y.,

PQ=./265.

7 pavyzdys. Irodysime, kad 6 pavyzdyje gauto lygiagretainio
MQNP plotas lygus trapecijos ABCD ploto pusei.

Tikrai, visy pirma pastebékime, kad antroji viduriné linija dalija
trapecija | dvi lygiaplotes trapecijas, nes trapeciju ADQP ir BCQP yra
vienodi pagrindai ( AP=PB, DQ =QC), o ju aukstinés lygios trapecijos
ABCD aukstinei. Kita vertus, trikampiy AMP ir DMQ ploty suma lygi
trapecijos ABCD ploto ketvirtadaliui, nes juy krastinés AP ir DQ lygios
trapecijos pagrindy pusei, o 1 jas nuleistos auks$tinés lygios trapecijos
aukstinés pusei. Taigi trikampio MPQ plotas

Swpo = Sabpq — (Samp + Spmq) = %SABCD _%SABCD = %SABCD-
Kadangi trikampio MPQ plotas lygus pusei lygiagretainio MPNQ plotui,
tai 1§ Cia ir seka tai, ka ir reikéjo jrodyti.
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3. Dabar nagrinékime keturkampius, kurie néra nei lygiagretainiai,
nei trapecijos.
8 pavyzdys. Keturkampio ABCD krastiniy ilgiai AB=10+64/3,

BC=12, AD=4/2, kampai AirB c
atitinkamai lygts 45° ir 30°. Rasime D F
kraStinés CD ilgj (8 pav.). .
Sorendimas. I§  keturkampio - L
viriiniy C ir D nuleiskime statmenis A E H B
CH ir DE i krasting AB. I§ staciyju 8 pav.
trikampiy ADE ir BCH randame,
kad

AE = ED = ADsin45° =4, BH =BCco0s30° =613, CH =BCsin30° =6.
I§ tasko D nuleidZiame statmenj DF | ties¢ CH, kadangi

DE<CH, tai taskas F yra atkarpoje CH. c

Keturkampis EHFD yra sta¢iakampis, todél

DE = EH = AB— AE—BH = D
=10+61/3-4-6./3=6,
0 FH=DE=4. Tuomet CF =CH-FH=2.
A 5

Todél i§ staciojo trikampio DFC turime

DC =+ DF2+CF2 =./40,

Keturkampis ABCD, kurio visos vir§inés yra
vieno apskritimo taskai, yra vadinamas ibréztu i apskritima. I§
matematikos pamoky gerai zinome, kad keturkampis ABCD yra ibréztas
i apskritima tada ir tik tada, kai jo prieSingu C
kampy sumos lygios 180°, t.y., kai

~ ABC+ 2 ADC = ~ BAD+ ~ BCD =180°
(9 pav.). I$ cia iSplaukia, kad keturkampis ABCD
yra jbréztas i apskritima tada ir tik tada, kai taskai
B ir C yra vienoje tiesés AB puséje ir
ZACB=ZADB (10 pav.). 10 pav.

9 pav.

O

w

9 pavyzdys. Keturkampis ABCD yra toks, kad £ A=./C=90",
AB=a, AD=Db, CB=CD. Rasime i kokio ilgio atkarpas istrizainé AC
dalija jstrizaine BD (11 pav.).
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Sorendimas. Sakykime, kad keturkampio jstrizainés susikerta taske
M. Kadangi ~A+.-C=180°, tai keturkampis
ABCD yra jbréztas i apskritima. Apskritimo
stygos BC ir CD yra lygios, todél lygis lankai BC
ir CD, t.y., £ZBAC=ZDAC. Taigi istrizainé
AC yra kampo A pusiaukampiné, todél pagal tri-
kampio pusiaukampinés savybe

BM:MD=AB:AD=a:h.

Kadangi DB=+ a? +b? ,

ta BM =—2_ /a2 +b?, MD=—2_/a? + b2,
a+b a+b

4. Tbrézto i apskritima keturkampio istrizainiy sandauga lygi jo
priesingy krastiniy sandaugy sumai (Ptoloméjo teorema).

Irodymui sakykime, kad keturkampis ABCD C
ibréztas | apskritima (12 pav.). Istrizainéje BD D
pazymékime taska M, tenkinant] salyga
ZDCM =~/ ACB. Kadangi «BAC=2/BDC,
tai trikampiai ABC ir DMC yra panaSieji, todél A
ﬁzﬁ, t.y., AB-CD=DM:.AC. Kita °
DM DC
vertus £ BCM = ZDCA, nes jie gauti, prie lygiy
kampy DCM ir ACB pridéjus (arba i§ ju atémus) ta pati kampa ACM.
Kadangi £CBD = ZCAD, ta trikampiai BCM ir ACD yra panasieji,
taigi E:% todél BC- AD = AC-BM..

AC AD
Sudedame gautasias lygybesir gauname:
AB-CD +BC-AD=AC-DM + AC-BM =
= AC(DM +BM) = AC-BD.

10 pavyzdys. Trikampio ABC kampo A
pusiaukampiné kerta apibrézta apie trikampi
apskritima taske D (13 pav.). Irodysime, kad
AB+ AC < 2AD. D

Irodymui ibréztam i apskritima ketur-
kampiui ABDC taikome Ptoloméjo teorema:

12 pav.
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AD-BC=AB-CD + AC-BD.-Kadangi atkarpa AD yra kampo A
pusiaukampiné, tai lankai BD ir CD yra lygis, todél lygios stygos
BD =CD. Jei taskas E yra krastinés BC vidurio taskas, tai BC _L DE,
taigi staciojo trikampio BED jzambiné BD yra ilgesné uz statinj BE,

t.y, BC=BD> % BC. Atsizvelgdami i $ia nelygybg turime, kad

AD-BC:AB-CD+AC-BD>AB-%BC+AC-%BC:(AB+ AC)-%BC.

Suprasting i§ BC, gauname jrodomaja nelygybeg.

PENKTOJI UZDUOTIS

1. Trikampio ABC krastiniy ilgiai AB=12, AC=15 BC=16.
Taskas M yra simetriSkas taskui A krastinés BC vidurio tasko
atzvilgiu. Raskite atkarpos AM ilgj.

2. Lygiagretainio ABCD kampo C pusiaukampiné krasting AD kerta
jos vidurio taske M. Kokiu santykiu $i pusiaukampiné dalija
lygiagretainio istrizaing BD?

3. Vienos rombo istrizainés ilgis lygus 10, o rombo istrizainiy
sankirtos taskas nutolgs nuo rombo kraStinés atstumu lygiu 3.
Raskite rombo plota.

4. Keturkampis ABCD yra rombas, atkarpa AK yra trikampio ABC
pusiaukampiné. Raskite rombo plota, jei BK =b, 0 £ BAD =4¢.

5. Lygiagretainio ABCD kampy A ir B pusiaukampinés susikerta
krastinés CD taske E. Raskite lygiagretainio krastiniy ilgius, jei
AE=6, BE=8.

6. Staciojo trikampio ABC, ZC=90° iSoréje nubréztas kvadratas
ABCD, kurio krastiné lygi duotojo trikampio izambinei. Raskite {
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10.

kokio didumo dalis ties¢, kurioje yra duotojo trikampio staciojo
kampo pusiaukampiné, dalija kvadrato plota, jei BC=6, AC=8.

Iskilajame keturkampyje ABCD BC=8, CD=12, AD=10, o
</ A= /B =60°. Raskite krastinés AB ilgj.

Taskai M ir N yra trapecijos ABCD pagrindy AB ir CD vidurio
taskai, MN =4, trapecijos istrizainiy ilgiai lygis AC=6, BD =8.
Raskite trapecijos plota.

Kvadrato ABCD krastinés BC tesinyje uz taSko C pazymétas taskas
G. Tiesé AC kerta kvadrato krasting CD taske F, o jstrizaing BD —
taske E. Raskite atkarpos FGilgj, jei AE=5, EF =3.

Apie kvadrata ABCD apibrézto apskritimo lanke CD pazymétas
taSkas P. Raskite atkarpa PB, jei PA=a, PC=h.
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VI. TEIGINIU ALGEBRA
Aivaras Novikas

Pagrindinés operacijossu teiginiais

Teiginiu vadinsime bet kurj tvirtinima, kuris yra arba teisingas, arba
klaidingas. Pavyzdziui, sakiniai ,Zemé sukasi aplink savo asi ir
,Keturkampio kampy suma visada lygi 360° yra teisingi teiginiai, o
sakiniai ,,Barselona yra Portugalijos sostiné” bei ,,Du kart du lygu
penki“ yra klaidingi teiginiai. Sakinys ,,Yra be galo daug tokiy

natiiraliyju skaic¢iy n, kad skaicius n®+1 yra pirminis* tap pat yra
teiginys: nors $io tvirtinimo teisingumo matematikai kol kas nenustaté,
jisyraarbateisingas, arbaklaidingas.

Visiems yra zinomi keturi veiksmai (operacijos), atlickami su
skaiCiais: sudétis, atimtis, daugyba ir dalyba. Turint omenyje, kad
atimtis ir dalyba yra veiksmai, prieSingi kitiems dviem, galima sakyti,
kad i§ esmés realiyju skaiiy aibéje dvi pagrindinés aritmetinés
operacijos: sudétis ir daugyba. Operacijas galima apibrézti taip pat ir
teiginiy aibéje. Jos vadinamos loginémis operacijomis. Pavyzdziui, dvi
i$ juy nuolatos taikome kalbédami: tai teiginiy jungimas i sudétinius
teiginius jungtukais ,,ir* bei ,,arba“.

Kai i§sakome teiginj, paprastai turime omenyje, kad jis teisingas.
Ka apjungiame du teiginius jungtuku ,,ir“, pasakome, kad jie abu
teisingi. Teiginiy A ir B apjungimo | teigini, kad jie abu teisingi,
operacija vadinama konjunkcija. Jos rezultatas (naujas sudétinis
teiginys) taip pat vadinamas teiginiy A ir B konjunkcija bei zZymimas
AAB (kartais taip pat A-B arba A&B). Ka jungiame du teiginius
jungtuku ,,arba®, tai tvirtiname, kad bent vienas i§ teiginiu teisingas.
Tokia operacija su teiginiais A ir B bel jos rezultatas vadinami
disunkcija, naujas teiginys Zymimas Av B. Buitingje kalboje ,,arba‘
daznai reiSkia, kad teisingas lygiai vienas i$ teiginiy, ypa¢ kai sakoma
»arba..., arba...”“. Tai jau kita operacija — griezta disjunkcija. Atitinkamas
sudétinis teiginys zymimas A® B. Toliau laikysime, kad ,,A arba B“
=Av B ir,Arba A arbaB“ = A®B.

Kiekvienam teiginiui priskirkime jo logine reiksme: skaiéiy 1, jei
teiginys teisingas, ir skai¢iy O, jei jis klaidingas. Sudétinio teiginio
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reik§meé priklauso nuo ji sudaranciy pradiniy teiginiy reikSmiy ir
pritaikyty operacijuy. Tad ir operacijas galima apibrézti ne tik teiginiams,
bet ir jy reikSméms. Pavyzdziui, teiginys ,,2x3=6 ir 2x2=5% yra
teiginiy ,,2x3=6 ir ,,2x2=5% konjunkcija, o teiginys ,,Nelyginio
skaiCiaus kvadratas visada yra nelyginis pirminis skaicius* yra teiginiy
»Nelyginio skaifiaus kvadratas visada yra nelyginis skaicius* ir
,»Nelyginio skai¢iaus kvadratas visada yra pirminis skai¢ius* konjunkcija
(nors ¢ia sakinys i$ dvieju pradiniy teiginiy padarytas kitaip, be jungtuko
i, apie konjunkcija sprendziame pagal sakinio prasmg, o ne pavidala).
Abiem atvgjais dviejy teiginiy, sudaranéiy sudétinj teigini, loginés
reikSmés yra 1 ir 0. Abiem atvejais viso sudétinio teiginio reikSmé yra O,
nes vienas i§ ji sudaranciy teiginiy (antrasis) yra klaidingas. Apskritai,
kad ir kokie buty teiginiai A ir B, jei juy reikSmés atitinkamai yra 1 ir O,
ta A B reiksmé yra O (teiginys B klaidingas, todél teiginiai A ir B abu
vienu metu néra teisingi). Tuo remiantis, raSoma: 1A0=0 (teiginia A,
B, AA B pakeic¢iami savo reikSmémis). AnalogiSkai galima iSmastyti,
kodél yra sutarta taip atlikti operacijas su teiginiy loginémis reik§mémis:
0A0=0, 0A1=0, 1A1=1, Ov0=0, 1v0=1, Ovil=1, 1vi=1,
0©0=0,190=1, 0®1=1, 1®1=0 (patikrinkite!).

Nesunku pastebéti, kad griezta disjunkcija atitinka skaiciy sudéti.
Jei keturiy paskutiniy lygybiu kairéje puséje vietoj O raSysime bet kokius
lyginius skai¢ius, vietoj 1 bet kokius nelyginius, o vietoj @ jprasta
pliuso zenkla, tai sumos (ne)lyginumas atitiks grieztos disjunkcijos
rezultata:  lyg.+lyg.=lyg., nelyg.+lyg.=nelyg., lyg.+nelyg.=nelyg.,
nelyg.+nelyg.=lyg. Lygiai taip pat konjunkcija atitinka sveikyju lyginiuy
ir nelyginiy skaiCiy daugyba (patikrinkite; beje, atitinka ir paciy skaiciy
O bel 1 daugyba). Taigi su teiginiais, ju loginémis reikSmémis (ju
teisingumu ir klaidingumu) savo kalboje neju¢ia nuolatos atliekame
veiksmus, analogiskus aritmetiniams.

IS pastebétojo atitikimo galima padaryti dar viena iSvada:
»sudedant® ir ,,dauginant” teiginiy reikSmes, reiskinius galima prastinti
taip pat, kaip ir skaitinius reiskinius. Pavyzdziui, iprastinés (skaiCiy)
algebros tapatybes

(a+b)+c=a+(b+c), a-b=b-air (a+b)(c+d)=ab+ac+bc+bd
atitinka teiginiy algebros tapatybés
(a@b)®c=a®(b®c), arb=bnaa,
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(a@b)A(c@d)=(anb)@(arc)@(bac)®(bad).
Skliaustai teiginiy algebros reiskinyje zZymi veiksmy atlikimo tvarka
(vélgi analogiSkai ijprastiniams reiSkiniams). Pavyzdziui, (AvI1)AO0=
=1A0=0, bet 1v(AA0)=1v0=1. Sudétiniams teiginiams galima vél
taikyti logines operacijas ir gauti ilgesnius sudétinius teiginius.
Pavyzdziui, teiginys ,,Skaicius 91 yra sudétinis arba jis yra nelyginis ir
pirminis“ yra sudarytas i§ teiginiu A= ,,Skaic¢ius 91 sudétinis®, B=
»Skaiius 91 nelyginis“, C= ,Skai¢ius 91 pirminis“ ir gali bati
pazymétas Av (BAC), o lygybé 1v (LA 0) =1 parodo, kad Sis teiginys
teisingas (skai¢ius 91=7-13 yra sudétinis bei nelyginis ir néra
pirminis). Tuo tarpu teiginys ,,Skaicius 91 yra sudétinis arba nelyginis, ir
jis yra pirminis“ =(Av B) AC yraklaidingas, nes (1v1) A0=0.

Apibrézkime dar tris daznai naudojamas logines operacijas, kurias
taikant duotiems teiginiams sudaromi sudétiniai teiginiai.

Operacija, kai i§ teiginio A padaromasteiginys, reiskiantis ,,Netiesa,
kad A, ir jos rezultatas vadinami neiginiu, rezultatas Zymimas —A. Jei
teiginys teisingas arba klaidingas, ta neiginys —A aitinkamai
klaidingas arba teisingas. Pavyzdziui, klaidingas teiginys ,,Visi pirminiai
skaiCiai nelyginiai* virsta teisingu teiginiu ,,Netiesa, kad visi pirminiai
skaiCiai nelyginiai“. Jei ir vél pereisime prie operacijos taikymo ne
patiems teiginiams, o ju loginéms reikSméms O ir 1, tai gausime, kad
—-0=1 ir —1=0. Pastebékime, kad abiem atvejais —a=a®1l. Tai
reiskia, kad teiginiai ,,Netiesa, kad A“ ir ,,Arba A, arba 2-2=4* yra
vienu metu abu teisingi arba abu klaidingi. Nenuostabu, juk jie reiskia ta
pati: kad teiginys A klaidingas.

Operacija, kai i$ teiginiy A ir B padaromas teiginys, reiskiantis ,,Jei
A, tai B, ir jos rezultatas vadinami implikacija, rezultatas zymimas
A— B. Si operacija reiskia tik tiek, kad jei teiginys A teisingas, tai
teisingas ir teiginys B. Todél sudétinis teiginys ,,Jei A, tai B* klaidingas
tik tada, kai teiginys A teisingas, o teiginys B klaidingas. Vadinasi,
150=0, bet 0>0=0—->1=1—>1=1. Implikacijomis laikomi bet
kaip uzraSyti sakiniai, Kuriy prasmé tokia pati, kaip sakinio ,Jei A, tai
B“. Pavyzdziui, (teisinga) teigini ,,Jei Sis keturkampis yra kvadratas, tai
Jis yra rombas* galima suformuluoti ir taip: ,,IS to, kad $is keturkampis
yra kvadratas, i$plaukia, kad jis yra rombas®, ,,Sis keturkampis yra
kvadratas tik tada, jei jis yra rombas®, ,Kad Sis keturkampis bty
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kvadratas, buitina, kad jis biity rombas®, ,,Kad $is keturkampis biity rom-
bas, pakanka, kad jis buty kvadratas®. Tai tinka ir kitoms operacijoms.
Pavyzdziui, teiginio ,,Sis trikampis yra statusis arba lygia§onis“ prasmé
tokia pati kaip ,,Sis trikampis yra statusis arba jis yra lygiagonis“. Todél
jis taip pat laikomas teiginiy A= ,Sis trikampis statusis“ ir B=,,Sis
trikampis lygiaSonis* disjunkcija.

Pabrézkime, kad implikacijos A— B loginé reik§mé neparodo, ar
i§ A galima samprotavimais iSvesti, jrodyti B. Toks tvirtinimas tik
formaliai teigia, kad atvejis ,,A yra tiesa, 0 B tuo pat metu yra melas®
negalimas. Todél, pavyzdziui, teiginiai ,,Jei kiaulés moka skraidyti, tai
trikampio kampy suma lygi 180°, ,,Jei trikampio kampy suma lygi 360°,
tai kiaulés néra zinduoliai® ir ,,Jei trikampio kampy suma lygi 180°, tai
kiaulés nemoka skraidyti“ laikomi teisingais, kad ir kaip keistai
skambéty. Tuo tarpu teiginys “Jei kiaulés yra zinduoliai, tai trikampio
kampy suma lygi 90°“ klaidingas. Kitaip tariant, leidziama, kad i§ bet ko
iSplaukty bet kas, i§skyrus vienintele iSimti: i$ tiesos negali iSplaukti
netiesa

Operacija, kai i§ teiginiy A ir B padaromas teiginys, reiSkiantis ,,A
tada ir tik tada, kai B“, ir jos rezultatas vadinami ekvivalentumu,
rezultatas zymimas A<> B (kartais taip pat A~B). Toks sudétinis teigi-
nys reiskia, kad teiginiai A ir B arba abu teisingi, arba abu klaidingi.
Todél laikoma, kad 0<>0=1<>1=1, bet 0<>1=1«>0=0. Gaima
pastebéti, kad kiekviena gaunama loginé reik§mé a<>b prieSinga
atitinkamai reik§mei a@® b. Todé¢l teisinga tapatybé
a>b=—(@a®b)=ad®b®d1.

Kita vertus, teiginys A<> B= , Atadair tik tada, kai B“ reiskia ta
pati, ka ir teiginys ,,Jei A, tai B, ir jei B, tai A“. O pastaraji sakinj jau
galima interpretuoti ir kitu bidu: kaip dviejy implikaciju konjunkcija
(A>B)A(B—>A). Todél nenuostabu, kad lygybé a<>b=
(a—>Db)A(b—a) yra tapatybe, t. y. ja tenkina visos keturios galimos
teiginiy A ir B loginiy reikSmiy a ir b poros (patikrinkite!). Kadangi
a<b ir (a—>b)a(b—>a) reikdmés visada sutampa, ta visada
(a<>b)< ((a—>b)A(b— a))=1. Vadinasi, bet koks sudétinis teiginys
(A B)< ((A—>B)A(B— A)) yra teisingas, kad ir kokie biity
teiginiai Air B bel ju (loginés) reikSmeés.
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Teiginio teisinguma ka tik nustatéme, nepaisydami jo sudétiniy
daliy prasmés, remdamiesi vien turima algebra. Tai leidzia teiginiy
algebra priskirti sri¢iai, kuri tiria tokius formalius tiesos nustatymo
budus: matematinei logikai. Sudétinis teiginys, kuris teisingas, kad ir
kokios bty teiginiy, i§ kuriy jis sudarytas, reik§meés, vadinamas tapaciai
teisingu arba tautologija. Tarkime, kad i$ pradiniy teiginiy A, B, C, ...
sudarytas sudétinis teiginys U <>V (Cia teiginiai U ir V patys gali
buti sudétiniai). Jei Sis teiginys tapaciai teisingas, tai teiginiai U
ir V vadinami ekvivalenciais, Zymima U =V . Taigi teiginys
(A B)< ((A—>B)A(B— A)) yra tapadiai teisingas, o teiginiai
A< B ir (A—>B)A(B— A) ckvivalentis. Kitaip tariant, teiginiai U ir
V ekvivalentis, kai jy loginés reik§més u ir 1 sutampa, nesvarbu kokios
yra teiginiy A, B, C, ... reikSmés. Lygybé U =V reiskia, kad lygybé
u=v vyra tapatybé. Pavyzdziui, teiginiai A<>B ba —(A®B)
ekvivalentlis, nesa<>b bei —(a®b) visos galimos reik§més sutampa:
0 0=1=—-(0®0), 0+<1=0=—(0®)),

10=0=-1®0) ir 1l<1=1=—(11).

Loginiy operacijy taikymas

1 pavyzdys. Tarkime, yra kambariai Nr. 1 ir Nr. 2, kiekviename i$
kuriy yra pasléptas arba aukso lobis, arba alkanas lititas. Vir§ kambariy
parasyta: ,,Bent viename i$ Siy dviejy kambariy yra lobis* ir ,,Kambaryje
Nr. 1 yra lifitas. Zinoma, kad arba abu teiginiai teisingi, arba abu jie
klaidingi. Suzinokime, kas gi paslépta kambariuose.

Toki uzdavini nesunku iSspresti zodiniais samprotavimais, bet
meginkime ji spresti  formaliai taikydami logines operacijas.
Pazymékime teiginius: A= ,Kambaryje Nr. 1 yra lobis“ ir B=
»~Kambaryje Nr. 2 yra lobis“. Teiginiy logines reikSmes atitinkamai
pazymékime a ir b. ,Kambaryje Nr. 2 yra littas* reiskia ta pati, kaip
»Netiesa, kad B =—B. O ,Bent viename i§ Siy dvieju kambariy yra
lobis* galime performuluoti taip: , Kambaryje Nr. 1 yra lobis arba
kambaryje Nr. 2 yra lobis“ = Av B. Zinoma, kad vir§ dury uZrayti
teiginiai abu teisingi arba klaidingi. Tai reiSkia, kad teiginys
(—-B) < (Av B) teisingas ir (—b)<«>(avb)=1. Patikring visus 4
atvejus, kokios gali biti reik§més a ir b, gauname, kad tinkatik a=1 ir
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b =0. Vadinasi, kambaryje Nr. 1 yra lobis, o kambaryje Nr. 2 yra lifitas.

Pastebékime, kad gautasis teiginys (—B)<> (Av B) praktiskai
reiSkia ta pati, ka visa uzdavinio salyga. IS jo gavome iSvada, kad
teiginys A teisingas, o teiginys B klaidingas, t. y. jei teiginys
(—B) <> (Av B) teisingas, ta teisingi teiginiai A, —B ir AA—B. Ta
gavome vien i§ paties formalaus reiskinio (—B) <> (Av B), nesinaudo-
dami teiginiy turiniu. I§ to biity galima spéti, kad, pavyzdziui, teiginys
Jei (=B)<> (AvB), taa —-B“ =((—B) <> (Av B))—> (—B) tapaciai
teisingas. Patikrinkime, kad taip ir yra. Tam reikia irodyti tapatybe
((—b) <> (av b)) > (—b) =1. Ja galima jrodyti, jraant { ja i$ eilés visas
keturias galimas poras (a, b) .

Bet uzdavini sprgskime kitaip — prastindami  reiskini
((—b) <> (av b)) = (=b). Tam teiginiu algebroje yra taikomos jvairios
formulés — i§ anksto Zinomos tapatybés. Kadangi jau esame pastebéje,
kaip atlikti veiksmus ir prastinti reiSkinius su konjunkcija ir griezta
disjunkcija (kaip su iprastomis sudétimi ir daugyba), tai paméginkime
visas operacijas reiskinyje pakeisti Siomis dviem operacijomis. Kad
pabréztume analogija su aritmetinémis operacijomis, ¢ia konjunkcijai
vietoj Zzyméjimo XA Yy naudosime kita jprasta Zyméjima X-y. Tap pat
laikysime, kad nesant skliausty ,,daugybos® (konjunkcija) ir ,,sudéties*
(griezta disjunkcija) veiksmai atlieckami tokia tvarka, kaip jprasta
aritmetikoje (pvz., daugyba turi pirmuma pries§ sudétj). Pastebékime, kad
visada X- X=X ir X®x=0.

Jau zinome, kad —Xx=X®1 ir Xx—>y=x®y®1l. Kap gaima
kitaip uzraSyti X—>Yy? Galima mastyti taip: X—>y=1, Kkai
(x,¥)=(0,0),(0,),(, D). Konjunkcija (—x)-(—y) lygi 1, tik kai
x,¥)=(0,0; (=x)-y=1, tik ka (x,¥)=(0D); x-y=1, tik kai
(%, ¥)=(@1. Tada ju ,suma“ (=x)-(=y)D(—=x)-y®x-y lyg 1, kai
vienas i§ ,,démeny” lygus 1, t.y. ka (X, y)=(0,0),(0,1, arba (1,1 .
Taigi

X2 y=(=%): () D (=) yOx-y=

=(X®D) (yPDD (XD -ydX-y=
=(X-YyOXOYyDDD(X-y®Yy)®X-y=
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=(X-yOX y)D(yOy)® X y®xDl=
=000DX- yOXPLl=X-yDxD1.
Analogiskai gauname ir norima disjunkcijos iSraiska: Xv y=1, kai
(x, y)=(10),(0,2),(1,1). Sias poras atitinka konjunkcijos X-(—y),
(—X)-y, x-y. Todél
XVY=X-(—y)D(—X)- y®X- y=X-(y®D D (XD - y® X-y=
=X-YOXOX- YYD X-Yy=(X-yOX-Y)OX-y®XDYy=
=X-YyOxDYy.
Vadinasi,
(=b) <> (avb)=(b®D) < (a-bda®db)=
=(b®) < (a-bd®a®b)®l=
=(b®b)®(l®)Pa-b®a=a-b®a

((=b) <> (avb)) > (—b)=(a-b®a) > (b1 =
=(a-b-b®a)- (b®)Pad®(a-b®a)®l=
=a-b-b®a-b®a-bda®a-b®adl=
=(a-b®a-b)®(a-b®a-b)®(a®a)®l=
=1
— loginé reikSmé visada lygi 1. Bee kadangi visada
a-b®a=a-(b®)=a-(—b), ta teiginiaa (—-B)<>(AvB) ir
AA(=B) = ,,Kambaryje Nr.1 yra lobis, o kambaryje Nr. 2 — lititas“ yra
ekvivalentis.

Metodas, kurj pritaikéme, kad X— Yy irxvy uZraSytume vien
simboliais X, y, -, @, 1 tinka ir padiu bendriausiu atveju. Operacija
X— Yy galima jsivaizduoti kaip dvieju kintamyju funkcija, kur
kiekvienas kintamasis ir pati funkcija igyja tik dvi reikSmes O ir 1.
Tarkime, kad turime bet kokia funkcija f(X, Xo,..., X,), Kurios
kintamigji Xq, X, ..., X, igyja tik reikSmes O ir 1 ir kuri pati gali igyti tik
Sias reikSmes. Tokios funkcijos vadinamos Bilio funkcijomis (XIX a.
angly matematiko DzZ. Biilio garbei). Kiekvienam konkre¢iam rinkiniui
X1, X2, .0y Xy, Kuriam £ (Xq, X9, ..., X,) =1, galima sukonstruoti Bilio
funkcija, kuri igyja reikSme 1 tik su tuo vieninteliu rinkiniu, i§ eilés
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»~dauginant™ (taikant konjunkcija) kintamuosius X, ar ju neiginius —X; .
Tada belicka visas tokias ,sandaugas“ ,sudéti“ (sujungti grieztos
disjunkcijos simboliais® ) ir gautoji ,,suma“ bus tapaciai lygi funkcijai
f (X, Xo,..., Xn) (pamastykite kodél). (Vienu atveju to padaryti
nepavyks: kai funkcija tapaciai lygi O, bet tada ja formaliai galima
uzrasyti X @ ¥ .) Pagaliau vieto] kiekvieno —x galima jraSyti x ®1, 0
tada gautaji reiSkini atskliausti ir suprastinti (kad nelikty vienody
,»sandaugu®). Vadinasi, teisingatokia

ISvada. Kiekviena Bulio funkcija f (X, Xo,..., X,) galima uzrasyti,
naudojant vien kintamujy X, Xs, ..., X, Ssimboliusir smbolius-, @, 1.

Tokia israiSka be pasikartojanciy ,,démeny” vadinama funkcijos f
algebrine normaligja forma aba ANF. Reiskiniai, uzrasomi tik
kintamyjy simboliais ir simboliais -, ®@, 1, dar vadinami Zegalkino
daugianariais (XIX—XX a. rusy matematiko I. Zegalkino garbei).

Loginiy operaciju sistema vadinama pilngja, jei kiekviena (bet kiek
kintamyjy turinti) Bilio funkcija gali biiti uzraSyta naudojant vien
funkcijos kintamyju, ty loginiy operacijy ir skliausty simbolius. Simbolj
1 taip pat galima interpretuoti kaip zyminti operacija (Bulio funkcija
konstanta, tapaciai lygia 1).

ISvada. Operacijy sistema, sudaryta i§ konjunkcijos, grieztos dis-
junkcijosir konstantos 1, yra pilnoji.

2 pavyzdys. Raskime sudétinj teigini, uzraSoma naudojant tik
simbolius A, B, C, konjunkcijos bei grieztos disjunkcijos operacijas ir
kuris pats arba jo neiginys biity ekvivalentus sudétiniam teiginiui
((AvB) & (—C)) > (A @C). Sio teiginio teisinguma ar klaidin-
gumga parodo Bilio funkcijos f(a, b, c)=((@wvb) <> (—c)) — ((—a) ®c)
reik§mé. Raskime funkcijos ANF tuo bendruoju metodu, kuri nusakéme.
Kintamyjy  reikSmiy  rinkiniai,  kuriems f(a,b,c)=1, yra
(a,b,c)=(0,0,0), (0,1,0), (0,1,1), (1,0,1), (1,1,1) (patikriname,
perrinkdami visus galimus 8 rinkinius). Juos atitinka ,,sandaugos®,
(—a)- (=b)- (—c), (—a)-b-(—c), (—a)-b-c, a-(=b)-c, a-b-c.Todél

f(a,b,c)=(—a)-(=b)- (—c)®(—a)-b-(—Cc) D (—a)-b-c®

@a-(—b)-c®a-b-c=
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=@l (b®dl) - (ce)d(@a®l) -b-(cdh)®(a®-b-c®
®a-(b®l)-cda-b-c=
=a-b-c®a-c®b-c®cPa-bdad®bd®l®a-b-c®a-bdb-
-cO®b®a-b-cdb-cda-b-cha-c®a-b-c=
=a-b-cOb-c®adcd1.
Remiantis tapatybe x@®1=-x ir gautaja ANF, turime, kad
f(a,b,c)=—(a-b-c®b-c®a®dc). Vadinas, pradinis teiginys ekviva-
lentus (AABAC)® (BAC)® A®C neiginiui.

3 pavyzdys. [rodykime, kad konjunkcija ir neiginys sudaro pilnaja
operaciju sistema. Kadangi Zinome, kad kiekviena Biilio funkcija
iSreiskiama per konjunkcija, griezta disjunkcija ir 1, tai pakanka
patikrinti, ar per atitinkamas operacijas galima iSreiksti funkcijas

(X y)=x-y, (X, y)=x@y ir f3(X)=1. Pastebékime, kad disjunk-

cija iSreiSkiama per neiginj ir konjunkcija:
XVY=X-yOXDYy=(X-y®XOYyD)Dl=
=(x®1)-(y®) ®1=—~((—x)- (=)

Gautaja tapatybe galima bty iSmastyti ir kitaip: teiginys ,,A arba B*
reiskia teiginio ,,Nei A, nei B“ neiginj, o teiginys ,,Nei A, nel B“ reiskia
ta pati, kaip ir ,,Netiesa, kad A, ir netiesa, kad B = (—A) A (—B), todél
funkciju Xv y ir =((—x)-(—y)) reik§meés turi visada sutapti (o kad taip
ir yra, nesunku patikrinti). Dabar pakanka isitikinti, kad f, ir f; galima
iSreiksti per konjunkcija, neiginj ir disjunkcija. Teiginys ,,Arba A, arba
B reiskia ta pati, kaip ,,A arba B, ir netiesa, kad A ir B (t. y., ,.teisingas
lygiai vienas i§ teiginiy“ reiskia ,teisingas bent vienas i§ teiginiy, ir
netiesa, kad teisingi jie abu®). Todél turéty buti teisinga lygybé

fo(X, y)=(Xvy)-(=(X-y)) (patikrinkite, kad Si lygybé isties yra
tapatyb¢). Tada

fo(X YY) =(XVv X)- (—(X-X))=x®x=0
ir f3(X) =—=0=—=((XV X) - (—=(X-X))) .

Na, o konjunkcijos f; nereikia né iSreiskinéti. [rodyta. Tai, beje,
reiSkia, kad kiekvienam sudétiniam teiginiui galima rasti jam
ekvivalenty teiginj, gauta i$ tokiy paciy pradiniy teiginiy, naudojant vien
neiginio ir konjunkcijos operacijas.
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Irodykime, kad konjunkcija, digunkcija ir konstanta 1 pilnosios
operacijy sistemos nesudaro. Tam pakanka irodyti, kad bent viena Biilio
funkcija per duotasias operacijas neiSreiSkiama. Tarkime, kad funkcija
f (X) ==X per duotasias operacijas iSreiSkiama. Taciau jei x=1, tai kad
ir ka bedarytume su X ir konstanta 1, jungdami juos konjunkcijomis ir
digunkcijomis, atsakymo f (1) =0 negausime (nes 1-1=1 ir 1v1=1).
Gavome priestara. [rodyta.

Irodykime, kad konjunkcija, disjunkcija ir konstantos 1 bel O
pilnosios operacijy sistemos nesudaro. Tarkime, kad funkcija f(X) =—-x
per duotasias operacijas iSreiSkiama. Nagrinékime trumpiausia i§ tokiy
iSraisky (t. y. tokia, kurioje yra maziausias skaiCius operacijuy). Jei toje
iSraiskoje yra fragmentas ... O arba O ... , tai ji galima pakeisti tiesiog
konstanta O ir taip sutrumpinti. Vadinasi, tokio fragmento trumpiausioje
iSraiSkoje néra. Taip pat joje negali biiti fragmento Ov 0. Taciau jei
x=1, ta kad ir kaip begungtume x, O ir 1 konjunkcijomis ir
disjunkcijomis likusiais leistinais biidais, atsakymo f (1) =0 negausime
(nes1-1=1, 1v1=1ir Ov1=1v0=1). Gavome priestara. [rodyta.

4 pavyzdys. I$sprgskime dar vieng logini uzdavini, pasinaudodami
teiginiy algebra.

Vienas ar keli i§ penkiu mamos stny nupirko jai géliy. Mamos
klausiami, kas tai padaré, stnts i§ eilés atsaké Stai ka:

Adomas: Géles pirko arba Domas, arba Tomas.

Domas: Nei a§, nei Rimas géliu nepirkome.

Tomas: Judu abu ka tik sumelavote.

Romas: Ne, sumelavo lygiai vienas is$ ju.

Rimas: Romai, tu pats ka tik sumelavai.
Ju sesuo Rima pastebéjo, kad tiesa pasaké nelyginis skaiCius jos broliu.
Zinodami, kad Rima nesuklydo, nustatykime, kas dalyvavo géliy
pirkime.

Pazymékime teiginius D = ,,Géles pirko Domas“, T = ,Géles
pirko Tomas®“, R= ,,Géles pirko Rimas*. Atitinkamas logines reikSmes
pazymékime d, t, r. Kitu su uzdaviniu susijusiy teiginiu Zyméti
neskubékime, nes juos galésime isreiksti per Siuos tris. Adomo teiginys
yra D@T. Domo teiginys reiskia ,Netiesa, kad D, ir netiesa, kad R*
=(—=D)-(=R). Tomo teiginys reiskia ,,Adomo teiginys yra netiesa ir
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Domo teiginys yra netiesa”“ =(—D)-(=R). Analogiskai Romo teiginys
yra =(—=(D®T))-(—((-=D)-(=R))) Rimo teiginys yra Romo teiginio
neiginys —((«(D®T))® (—~((—D)-(—R)))). Broliy penkiy teiginiy
loginés  reikSmés  atitinkamai  lygios det, (=d)-(=r),
(=(d®1))- (=((—d) - (—r))) = (d St D) ((—d) - () &I,
u=(-(de)S(—((—d)-(=r))),  —((H(dS1)® (—((—d)-(=r))))=
=u®1. IS anksto nezinome, kurios i§ Siy penkiy reikSmiy lygios 1.
Zinoma tik tiek, kad vienety tarp ju yra nelyginis kiekis. Prisiminkime,
kad ,sudétis” griezta disjunkcija yra analogiska sveikyju skaiciy
sudécCiai, kai vienetai ir nuliai pakei¢iami nelyginiais ir lyginiais
skaicCiais. Jei duoti keli sveikieji skai€iai, tai nelyginiy skaiiy tarp ju yra
nelyginis kiekis tada ir tik tada, kai visy skaiciy suma yra nelyginis
skaicius. Todél kai duotos kelios loginés reikSmés, tai vienety tarp jy yra
nelyginis kiekis tada ir tik tada, kai visy reik§miy ,,suma“ lygi 1. Rimos
teiginio teisingumas reiskia, kad reiskinio
det)®(—d)-(—r)@(detd®D-((—d) - (—r)®DS ud (udl) =
=dOt®) - ((—d)-(—r)@)D (dDtDY D (—d)- (—r)S (Uudu) =
=dDtd) ((—d):-(—r)@1dY S (—d)-(—r) =
=(d®tDD - ((=d)-(-r))® (=d)- (=r) = (d Dt DD ((=d)-(-r)) =

=(d®1)-((=d)-(=r))
reiksmé¢ lygi 1. Bet x-y=1 tik je x=y=1 Todél
d@t=(-d)-(—r)=1 ir (=d)=(-r)=1. Vadinas, d=r=0 ir
1=d®t=0®t=t. Tai reiSkia, kad teiginys T teisingas: géles tikrai
pirko Tomas (ir galbiit Adomas ar Romas — to i§ turimos informacijos
nustatyti negalime), bet ne Domas ar Rimas.

Pabaigai pastebékime, kad vien teiginiy algebros nepakanka bet
kokio samprotavimo teisingumui nustatyti. Pavyzdziui, teiginio ,Jei
skaiCius iracionalusis, tai jis néra sveikasis® teisingumui patikrinti
nepakanka pasizyméti ji A— B, reikia remtis ne vien logika, bet ir
teiginiy A bel B konkrec¢ia matematine prasme. O garsyji samprotavima
»Kiekvienas Zmogus yra mirtingas, o Sokratas yra Zmogus, todél
Sokratas mirtingas* jau galima iStirti vien matematinés logikos
priemonémis, bet teiginiy algebros nepakaks, teks pasinaudoti dar viena
logikos dalimi — predikaty logika, kurios ¢ia jau nenagrinésime.
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SESTOJI UZDUOTIS

1. Sudétinis teiginys U yra teisingas. Nustatykite, kuris ar kurie i$
teiginiy A, B, C gali biti teisingi, jei
a U=(AvB)—>((-B)AC);
b) U =((Av (=B)) > C) A((-(AAB)) < (—=C));
) U=((-AVvB)A(B—=>((—C)A(=A))A(AVC).

Kiekvienu atveju raskite visus galimus variantus, kokios gali biti
A, B, C loginés reikSmés.

2. Kurie i§ teiginiu U=(A—>B)AC, V=(AvB)A((-A)VvC),
W=((-A)AB)V(AAC), X=A-B-C®C-A®C yra ekviva
lentiis? (Nustatykite visas tokias teiginiy poras.)

3. Mazoji Dalia paémé vieng saldainj i$§ vazos ir pasiilé atspéti kurj.

Ausra pasake: ,Jei Sis saldainis popierélyje, tai jis Sokoladinis.*
Benas pasaké: ,,Jis néra Sokoladinis tuo ir tik tuo atveju, jei jis
apvalus.* Cesius padaré iSvada: ,,IS to, ka pasakéte, iSplaukia, kad
jei saldainis apvalus, tai jis néra popierélyje.*
a) Pazyméje teiginius S=,Saldainis yra Sokoladinis®, P =
»Saldainis yra popierélyje”, A=,Saldainis yra apvalus, uzrasykite
Cesiaus teigini per juos ir logines operacijas. Patikring atitinkama
Bilio funkcija, nustatykite, ar gautasis sudétinis teiginys yra
tapaciai teisingas. b) Atlikite uzduotj a) tardami, kad Beno teiginys
buvo ,,Jis néra Sokoladinis tik tuo atveju, jei jis apvalus.*

Pastaba. Taip i§ esmés patikriname, ar Cesiaus iSvada logiskai
pagrista. Jei jo teiginys bty teisingas, bet ne tapadiai teisingas, tai
tereiksty, kad jis pataiké (taip nutiko, kad iSvada atitiko nezinomas
konkrecias S P, A reikSmes), o ne kad logiskai teisingai iSmasté ja
vien i§ ankstesniy teiginiy. Beje, Cesius galéjo pasakyti ta pati
trumpiau: ,,Vadinasi, jei saldainis apvalus, tai jis néra popierélyje®.
Iterpinys ,,Vadinagi,...“ vis tiek nurodyty logine implikacijos
operacija ,,Jel Ausra teisi ir Benasteisus, tai....
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4, Nusikalteli N teis¢ teiséjai X, Y ir Z. Jie pasaké jam tokius
samprotavimus. X: ,,Jei esi kaltas, tai biisi nubaustas. Nesi kaltas.
Vadinasi, nebiisi nubaustas.” Y: ,,Jei esi kaltas, tai bisi nubaustas.
Nebisi nubaustas. Vadinasi, nesi kaltas. Z: ,,Jei esi kaltas, tai busi
nubaustas. Bisi nubaustas. Vadinasi, esi kaltas.” Pazyméje teiginius
K=,N kaltas“, B=,N bus nubaustas”, per juos iSreikskite
paryskintas teis¢jy iSvadas ir taip patikrinkite, kurios i§ ju logiskai
pagristos (Zr. 3 uzd. pastaba).

5. Jonukas pazadéjo téCiui: ,,Per artimiausia valanda a§ arba
sutvarkysiu kambari, arba paruos$iu namy darbus, arba miegosiu.*
Tété $i sudétinj teigini f(A B,C)= ,,Arba A, arba B, arba C*,
reiSkianti, kad teisingas lygiai vienas i$ teiginiy A, B, C, pazymé¢jo
taip: A®@B®C. a) Remdamiesi vien Jonuko sudétinio teiginio
prasme, raskite visas 8 logines reiksmes f(0,0,0), f(0,0,D,...,
f(L,L1) ir jrodykite, kad té¢io formulé¢ klaidinga. b) Raskite
atitinkamos Biilio funkcijos f(a,b,c) ANF ir tokiu budu teisinga
f(A B,C) iSraiska per A, B, C bei logines operacijas (Zr. 2
pavyzdi).

6. Irodykite, kad loginiy operacijuy sistema A, —, O yra pilngji, o
sistemos A, —, 1ir @, 1 néra pilnosios.

7. Teiginiy A ir B apjungima ,,Abu teiginiai A ir B néra vienu metu
teisingi“ vadinsime Seferio operacija ir zymésime AT B. a) Rem-
damiesi §iuo apibrézimu, nustatykite reikSmes oTo, 071, 170,
17T 1. b) Performuluokite teiginj ,,Abu teiginiai A ir B néra vienu
metu teisingi taip, kad jo prasmé likty ta pati ir bttty naudojamos
tik neiginio bei konjunkcijos operacijos. Atlikite uzduoti, vietoj
konjunkcijos imdami disjunkcija. UZzraSykite atitinkamas Bilio
funkcijos aTb israiskas bei Sios funkcijos ANF. c¢) [rodykite, kad
sistema, sudaryta i§ vienintelés Seferio operacijos, yra pilnoji.

8. Yra kambariai Nr. 1 ir Nr. 2, kiekviename i§ kuriy yra pasléptas
arba aukso lobis, arba akanas lidtas. Ant ju dury atitinkamai
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10.

paradyta: ,,Cia pasléptas lifitas tuo ir tik tuo atveju, jei lifitas yra uz
bent vieny dury® ir ,,Jei uzrasas ant kity dury klaidingas arba cia
paslépta tas pats, kas uz kity dury, tai ¢ia yra lobis“. Zinoma, kad
lygiai vienas is dviejy uzrasy teisingas. Abu uzraSus, o tada ir
paryskintaji teigini uzrasykite per teiginius A= ,Kambaryje Nr. 1
yra liatas® ir B= ,Kambaryje Nr. 2 yra littas* bei logines
operacijas. Remdamiesi Biilio funkcija, atitinkancia paryskintaji
teigini, nustatykite, kas paslépta kiekviename i§ kambariy.

Vienas ar keli i§ 4 broliy sudauzé vaza. Kai ju paklause, kas tai
padaré, jie pasaké Stai ka. Adomas: ,,Arba vaza sudauzé Domas,
arba Rimas.“ Domas: ,Nei a$, nei Rimas vazos nesudauzéme.*
Romas: ,Jei Adomas sumelavo, tai jis ir vaza sudauzé.” Rimas:
~Romai, Adomas sudauzé vaza tuo ir tik tuo atveju, jei jis ja
sudauzé, o Domas — ne.“ Zinoma, kad tiesa pasakeé lyginis skai¢ius
berniuky, o Romas vazos nesudauzé. Spresdami analogiSkai kaip 4
pavyzdyje, nustatykite, kas sudauz¢ vaza.

Vienas logikos specialistas (L) susitiko savo kaimyna (K). Tarp ju
ivyko toks pokalbis. K: ,.Stai ka a§ sugalvojau. Jei tik neklystu,
sniego zmogus egzistuoja.“ L: ,Jusy teiginys visiSkai teisingas:
sniego zmogus isties egzistuoja, JEI jus dabar neklystate.” K: ,, Tai
a$ teisus?* L: ,Tikrai taip.“ K: ,,Taigi jus, logikas, pripazistate:
1) kad a$ neklystu; 2) kad jei a$ neklystu, tai sniego Zmogus
egzistuoja. Vadinasi, sniego Zmogus egzistuoja... Ir Zinote, a$
manau, kad jis ir esate tas sniego zmogus.“ L: ,,Ka?..“ K: ,,Matot,
sniego zmogy a$ laikau Zmogumi. Todél 1) jei manau jus esant
sniego zmogumi, tai manau jus esant zmogumi.“ L: ,,Sunku
nesutikti, bet...“ K: ,,O 2) jei manau jus esant Zmogumi, tai juk
manau teisingai! Vadinasi, jei manau jus esant sniego zmogumi, tai
manau teisingai.“ Teiginius ,K neklysta®, ,sniego zmogus
egzistuoja“, ,,K mano L esant sniego Zmogumi®, ,,K mano L esant
zmogumi“ ir ,,K mano teisingai“ pazymékime atitinkamai A, B, C,
D ir E. Paryskintas kaimyno iSvadas i§ 1) ir 2) galima uzrasyti
U=(AA(A->B))-»>B irV=(C—>D)A(D—>E)—>(C—>E).
a) Patikrinkite, kad teiginiai U ir V tapaciai teisingi (bent vienam i$
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ju suprastindami Balio funkcija, kaip parodyta 1 pavyzdzio
pabaigoje). b) Savais ZodZiais paaiSkinkite, kodél Kaimyno abu
samprotavimai visgi yra klaidingi, t. y. kod¢l U ir V formulés
netinkamai interpretuoja situacija.

D3
\.

P
(7 ”//L. )

<
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VIl. PAPRASCIAUSIOS DIFERENCIALINES LYGTYS

Eugenijus Stankus

Diferencialinés lygtys taikomos sprendziant {vairius gamtos,
ekonomikos, visuomenés uzdavinius. Nagrinéjant tokius uZzdavinius
susiduriama su jvairiais désniais, siejanciais vienus dydzius su kitais.
Tokias sasajas tarp kintamy dydziy — funkcijas — surasti néra lengva,
taCiau sarySiai tarp Siy funkcijy ir ju iSvestiniy funkcijy btuna ne tokie
sudétingi. Pavyzdziui, materialaus kiino judéjimas apraSomas antruoju
Niutono (Isaac Newton — angly matematikas ir fizikas, 1643-1727)
désniu: kiino igyjamas pagreitis a yra tiesiogiai proporcingas kiing
veikian¢iy jégy atstojamajai F ir atvirksSciai proporcingas kiino masei m.

. .. . F
Sis désnis uzraSomas formule a=—.
m

Tarkime, kiino padéti X (kad bty paprasciau, tegu kiinas juda aSimi
Ox) priklausomai nuo laiko t nusako funkcija x(t). Tuomet, kaip Zinome,
Sios funkcijos iSvestiné reiskia kiino judéjimo greiti v, t. y. v(t) = X'(t) 1,
o pastarosios funkcijos iSvestiné — kiino judéjimo pagreiti a, t. V.
a(t) =V/(t) . Taigi kiino pagreitis yra taip vadinama funkcijos X(t) antroji
iSvestiné, kuri zymima X' = X"(t) . Bendruoju atveju kiing veikianti jéga
gali kisti bégant laikui, taip pat priklausyti nuo kiino padéties ir kiino
judéjimo greicio. Sia priklausomybe matematiskai galime uZra$yti trijy
kintamyju funkcijos pavidalu: F = F(t, x,X) . Vadinasi, antrasis Niutono
désnis, uzrasytas matematiskai, tampa lygtimi

o — F(t,x,X) ,
m

kuri yra antrosios eilés diferencialinés lygtis. Jeigu mokétume ja is-
spresti, rastume ieskoma kiino judéjimo funkcija Xx(t). Tokios lygties
(skirtingai nuo algebriniy lygciy, kuriy sprendiniai yra nezinomojo reiks-
mes, tenkinancios lygti) sprendiniai yra funkcijos, tenkinancios lygti.

Kitas pavyzdys. Tegu y=y(t) yra kokios nors Salies nacionalinés
pajamos t metais. Ekonomikos désnis teigia, kad nacionaliniy pajamy
kitimo greitis y' = y'(t) (nacionaliniy pajamy kitimo funkcijos i§vestiné)
ir pacios nacionalinés pajamos susietos priklausomybe
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y=k-y
(¢ia k yra tam tikras proporcingumo koeficientas), kuri yra pirmos eilés
diferencialiné lygtis. I$sprendg Sia lygti rastume funkcija y=y(t),
charakterizuojancia nacionaliniy pajamy kitima priklausomai nuo laiko.

Dar vienas pavyzdys — radioaktyvios medziagos skilimo diferen-
cialiné lygtis

X =-kx,
iSreiskianti désni: radioaktyvios medziagos skilimo greitis X' = X'(t) yra
proporcingas medziagos kiekiui X(t) latko momentu t, ¢ia k — medziagos
radioaktyvaus skilimo koeficientas.

Diferencialiniy lyg€iy terming pasiilé G. V. Leibnicas (Gottfried
Wilhelm Leibniz — vokie¢iy matematikas ir filosofas, 1646—1716).
Sprendziant kai kuriuos mechanikos ir geometrijos uzdavinius pirmieji
diferencialiniy lygciy tyrimai atlikti XVII amziaus pabaigoje. Dabar
diferencialinés lygtys taikomos matematikoje, mechanikoje, fizikoje,
astronomijoje, chemijoje, biologijoje, ekonomikoje ir kitur. Be ju
neimanomas technikos vystymasis.

Sprendziant diferencialines lygtis, kad ir pacias paprasciausias,
reikalingos gilesnés matematinés analizés zinios. Manome, kad miisy
mokiniai jau yra susipazing su funkcijos iSvestine ir jsisaving jos
skaiCiavimo taisykles. Todél $ioje temoje iSsamiau panagrinésime kitas
mums reikalingas savokas — funkcijos diferenciala, pirmykste funkcija
bei neapibréztini integrala ir kai kuriuos integravimo metodus. Tik
tuomet pereisime prie diferencialiniy lyg¢iy ir kai kuriy i ju sprendimo.

Diferencialas.

1 apibrézimas. Tarkime, funkcijay= f(X) nagrinéjamame inter-
vale turi iSvestine. Funkcijos y= f(X)diferencialu taske x vadiname
dy=f'(X)- AX.

1 paveiksle diferencialas taske x, iliustruojamas geometriskai
atkarpa BC — i§ staciojo trikampio ABC turime:

BC =tga - Ax= f'(Xy) - Ax=dy.

Cia (%) =tge, ae[O;%)u(%;ﬁ} .
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Atkreipkime démesj, kad esant mazam pokycCiui Ax funkcijos
diferencialas dy pakankamai tiksliai jvertina funkcijos pokycio

Ay diduma. Todél daznai apytikslé formulé Ay~ dy naudojama funk-
cijos pokyciui vertinti.

Ya
Yo +AY
Ay ,
dy = /() Ax
Yo =T (%) A S
AX X
ol / X X +AX "

1 pav.

Dar pastebékime, kad funkcijos diferencialo iSraiskoje vietoje AX
galime jraSyti dx, nes pagal ta patj diferencialo apibrézima dx=AX.
Taigi dy= f'(x)-dx arba tiesiog dy=y-dx. I§ ¢ia iSplaukia, kad
funkcijos y= f(X) iSvestiné gali buti iSreikSta kintamyjy y ir X

diferencialy santykiu: y' = ;ﬂ Sia i§vestinés israiska daznai naudosime
X

spresdami diferencialines lygtis.

Kaip matome, funkcijos diferencialas nuo jos iSvestinés skiriasi tik
daugikliu dx. Todeél diferencialy skaiCiavimo taisyklés tiesiogiai
iSplaukia i§ i$vestiniy skai¢iavimo taisykliy. Tegu u= f(X) ir v=g(x)
yra funkcijos, turinCios iSvestines nagrinéjamame intervale (tokios
funkcijos vadinamos diferencijuojamomis Siame intervale). Tuomet

d(u+v)=du+dy,
d(u-v)=v-du+u-ady;

a 4] v 20
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1 pavyzdys. Apskai¢iuokime funkcijos y = 3nx diferenciala.
X

. Inx) x-dsnx—snx-dx Xcosx—sSnXx
Sorendimas. d = = dx.
X NG X2

2
2 pavyzdys. Apskai¢iuokime funkcijos y=e€* ** diferenciala.
Sorendimas.

2 2. 2 2
d % = &% dx=eX" (X% + X)'dx = (2x+1)eX XdX.

Pirmyksté funkcija ir neapibrézZtinis integralas.

Matematikoje, ypa¢ diferencialiniy lygciy teorijoje, reikia mokeéti
rasti ne tik pasirinktosios funkcijos iSvesting, bet ir spresti atvirkstini
uzdavini, t. y. rasti funkcija, kai jos i§vestiné Zinoma.

2 apibrézimas. Funkcijos y= f(X) pirmykste funkcija nagriné-
jamame intervale vadinama funkcija y=F(X), su kuria galioja lygybé
F'(x)=f(x).

Pavyzdziui, funkcijos y=snXx pirmyksté funkcija realiyjy skaiciy
aibéje yra y=-cosx, nes (—cosx)’ =sinx. Atkreipkime démesj, kad ir
funkcija y=-cosx+ C su bet kuriuo skai¢iumi C taip pat yra funkcijos
y =sinxpirmyksté funkcija, nes (—cosx+C) =sinx. Vadinasi, pasi-
rinktosios funkcijos pirmyksciy funkciju yra be galo daug — kaip ir
realiyju skai¢iy. Cia skai¢ius C paprastai vadinamas laisvgja konstanta.

Kalbant bendriau, jeigu y=F(x) yrafunkcijos y= f(x) pirmyks-
té funkcija (kokiame nors intervale), tai y=F(X)+C , laisvgjai konstan-
tai C jgyjant realigsias reik§mes, taip pat yra pirmykstés. Dar daugiau,
formulé y=F(X)+C apibrézia visas funkcijos Y= f(X)pirmykstes
funkcijas. Siais pastebéjimais remiasi ir neapibréztinio integralo savoka.

3 apibrézimas. Tegu y=F(x) yrafunkcijos y= f(X) pirmyksté
funkcija (kokiame nors intervale). Tuomet visos funkcijos
y=F(X)+C su laisvaja konstanta C vadinamos funkcijos y= f(X)
neapibréztiniu integralu. Uzra$e tai matematiniais simboliais, turésime:

jf(x)dx:F(x)JrC; ()
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¢ia f(x) vadinama pointegraline funkcija, o reiskinys f(x)dx -
pointegraliniu reiskiniu.
I8 integralo apibrézimo gauname, kad
(F()+C)'=1(x) @)
arbatiesiog

jf(x)dx'zf(x). 3)
Taigi pasirinktosios funkcijos y= f (X) pirmykstés funkcijos radi-
mas ir jos neapibréztinio integralo apskaiciavimas yra ekvivalentiski
uzdaviniai. Vis tik apskaiciuoti funkcijos y= f (X) neapibréztinj integra-
la (sakoma — suintegruoti funkcijq y= f (X)) yra patogiau, nes zinoma
nemazai integravimo metody. Pirmiausia, naudojantis pagrindiniy
funkcijy iSvestiniy lentele (Sios iSvestiniy formulés Jums tikriausiai

zinomos) ir (2) formule, nesunkiai sudaroma tokiy pagrindiniy funkcijy
integraly lentelé:

a+l

Ixadx= X

a+1

+C, nes (X
a+1

!
J.exdx=eX+C, nes e€+C =¢;

J.%zln|x|+C, nes In|x|+C "=
X

X | =

. ! .
_[smxdx:—cosx+c, nes —cosx+C =9nx;

. . ’
Jcosxdx=smx+C, nes snx+C =cosx;

dx ’ 1
=tgx+C, nes tgx+C = ;
-[coszx cos? X
j_d;( =—ctgx+C, nes —ctgx+C = 12 ,
sin“x sin©x

j o =arctgx+C, nes arctgx+C'=

1+ %2 1+ X2

Skai¢iuodami funkcijy iSvestines daznai taikome tokias savybes:
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1) skaitini daugikli galima isSkelti prie§ iSvestinés Zenkla, t. y.
(k- f(x)) =k-1(x);

2) funkcijy sumos iSvestiné lygi démeny iSvestiniy sumai, t. y.
(fF)+9(X¥) = ' (¥)+g'(x).

Pasinaudoje (2) ir (3) lygybémis ir Siomis i§vestiniy savybémis
galime isitikinti, kad tokie pat teiginiai galioja ir neapibréztiniam
integralui:

1) skaitinj daugikli galima iSkelti prie§ integralo zenkla, t. y.

Jie- fax=k- [f(oax; (4)
2) funkcijy sumos integralas lygus démeny integraly sumai, t. y.
j(f (X) + g(X)) dx = j f(X)dx+ jg(x) dx. (5)

Pavyzdziui, (4) lygybé irodoma taip:
k- jf(x)dx —k- jf(x)dx —k-f(x).

Naudojantis auks$ciau pateikta neapibréztiniy integraly lentele bei
(4) ir (5) savybémis apskaiciuojami sudétingesniy funkcijy integralai.
3 pavyzdys.
3
1-x)2dx= [@-2x+x®) dx= [1-dx—2 [xdx+ [x2dx=x-x*+ 2 +C
Ja-xPax= fa-2xe )= fi-oe-2 s 3

Atkreipkime démesj, kad uzraSant keliy démeny sumos neapi-
bréztinj integrala, raSoma viena laisvoji konstanta.

4 pavyzdys.
1 dx 2 :
——3&+2%jdx: I——3Ix2dx+zjx3dx:
X X
3 4
2 3
:Inx—3%+2XT+C:In|x|—2x&+§x§/§+c
2 3
5 pavyzdys.
I COS2X . _ J‘coszx sin? X j dx _J- dx
sin? x-cos’ x sin? x- coszx sin?x 7 cos’ x
= —ctgx—tgx+C.
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Integravimas keiciant kintamajj.

Auksciau pateikty pavyzdziy integraly apskaiciavimo metoda gali-
ma apibiidinti taip — pointegralinés funkcijos pertvarkiais nagrinéjamasis
integralas iSskaidomas keliy zinomy integraly suma. Taciau sudétin-
gesnes funkcijas tokiu biidu suintegruoti ne visuomet imanoma.

Panagrinésime dar viena integravimo metoda — kintamojo keitima.

Kintamojo keitimo teorema. Tarkime,

J'f(t)dt:F(t)JrC, (6)
tuomet su bet kuria funkcija t = g(X), turincia isvestine, galioja lygybé
[f(a0)dg() =F(g()+C. (7)

Sios teoremos jrodymas gana paprastas — apskaiGiave (7) lygybés
deSiniosios pusés diferenciala, gauname kairiosios pusés integralo
pointegralini reiskini:

d(F(9(x)) +C) =F'(g(x)-dg(x) = f (9(x)) d(g(x)) .

Taigi, jeigu (6) integralas Zinomas, tai vietoje kintamojo t galima

irasyti bet kurig diferencijuojama funkcija t = g(Xx).

6 pavyzdys. Apskai¢iuokime integrala J. cosbxdx.

Sprendimas. Zinome, kad J.COSt dt=sint+C. Cia jrae t=5x,
gauname:

IcosSxd (5X) =sinbx+C =5 jcosSxdx =sinbx+C =
1.
= IcosSxdx = gsm 5x+C

Atkreipiame démesi, kad iSreik§dami ieSkomaji integrala (antraja lygybe
padalije i§ 5), laisvaja konstanta Zymime ta pacia raide C , 0 ne % (%
taip pat yralaisvoji konstanta) .

7 pavyzdys. Apskaiciuokime integrala J(3— 2x)°dx .

1
Sprendimas. Kadangi  [t°dt = t1_1 +C, tai iefkomaji integrala

apskaiciuosime pasinaudojg¢ keitiniu t =3—2x. Turime
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dt =d(3-2x) =(3—2x)'dx =—-2dx,,
todél
_(3-2xt .
11

—2J'(3—2x)1°dx C.

IS ¢ia

j(3— 2x)1% dx =

ot
S

Pastaba. Sprendima kartais patogiau uzraSyti kiek kitaip. Nustate,
kad keitinys t=3-2x yra tinkamas, apskaiiuojame: dt=-2dx=

= dx= —%dt. Tuomet

11 _ 11
j(3—2x)1°dx:—1 Itlodt:_i.t_JrC:_(?’ 2X) iC.
2 2 11 22

8 pavyzdys. Apskai¢iuokime integrala JSi n(x2) xdx.
Sprendimas. Tegu t = x?. Tuomet
dt =d(x?) = 2xdx = xdx:%dt

. 9 1. 1 1 5
sn(x?)xdx== |sntdt=—=cost + C=—-=cos(x°)+C.
Jan0e)xdx=" | : - 00s(x%)

Paprasciausiy diferencialiniy lygcéiy sprendimas.
Diferencialine lygtimi vadiname lygybe, siejanciq nezinomq
funkcijq, jos iSvestines ir nepriklausomq kintamaqyji.
Jeigu nezinomoji funkcija yra y=Yy(X), 0 y' =y'(X) —jos iSvestiné
(x — nepriklausomas kintamasis), tai bendruoju atveju pirmosios eilés
diferencialine lygti galima uZzraSyti taip
F(xy,y)=0. (8)
Kai i lygti jeina nezinomos funkcijos antrosios eilés iSvestiné, tai
lygtis
F(xy,y,y)=0 (9)
vadinama antrosios eilés diferencialine lygtimi.
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Diferencialinés lygties sprendiniu vadinama funkcija y=y(x),
kurig jraSius i diferencialing lygti gaunama tapatybé.

Sprendinio radimo procediira paprastai vadinama diferencialinés
lygties integravimu, nes jos sprendiniai gaunami integruojant tam tikras
funkcijas.

9 pavyzdys. Raskime pirmosios eilés diferencialinés lygties
xy' —x? —1=0 sprendinius.

Sorendimas. Pertvarkykime pasirinktaja lygti iSreiksdami

nezinomos funkcijos iSvesting Y. Turésime lygti Yy = X+l, x#0.
X
Tuomet integruodami gauname, kad
1 dx X2
y= j(x+;)dx: jxdx+ j?=7+|n|x|+c

su laisvaja konstanta C, kuri gali igyti bet kuria realigja reikSme
2

Ats.: y=%+ In|x|+C, C - laisvoji konstanta.

Sis sprendinys vadinamas pasirinktosios diferencialinés lygties
bendruoju sprendiniu. Sprendinys, gautas i§ bendrojo sprendinio, jrasius
kokia nors konstantos C reikSme, vadinamas atskiruoju sprendiniu.
Pavyzdziui, jraSius C=0,-1,2, gaunami atitinkamai tokie atskirigji
sprendiniai:

X2 x? X2
y > +In|x]|, y > +In|x|-1, y > +In|x|+2.

Daznai diferencialiniy lygciu teorijoje svarbu rasti diferencialinés
lygties atskiraji sprendini y = y(X) , tenkinantj salyga y(Xy) =Y, (Cia X,
ir yo —realieji skaiCiai).

Pavyzdziui, raskime lygties Xy — x?-1=0 atskiraji sprendini,
tenkinant] salyga Yy(1)=0. Tuo tikslu { bendrojo sprendinio iSraiska

2
y= X? +In|x|+C jrasome x=1, y=0 ir apskai¢iuojame konstantos C

2
reikSme: 0:£+C:>C:—l:> y:X_+|n|X|_l_
2 2 2 2
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10 pavyzdys. Raskime antrosios eilés diferencialinés lygties
Y —x%+x=0 bendraji sprendini.

Sorendimas. I8reiske nezinomos funkcijos i§vesting, turésime lygti
y" =x? — x. Du kartus suintegrave funkcija f (X) = x? — x gausime dife-
rencialinés lygties sprendinius:

3 2
, 2 X X
= |(X*=xX)dx=—-—+C,
Y= [0 -dx="-"4C
3 2 4 3
x> X XT X
= |(—-—+C)dx=—-—+Cx+C,.
y (3 > ) 5 6 TG

Cia C, ir C, yra laisvosios konstantos (ju reik§més — laisvai pasiren-
kami realieji skaiciai).
X3
Ats.: YZE—€+C1X+02, C, ir C, — laisvosios konstantos.
Pastaba. Atkreipkime démesj, kad antros eilés diferencialinés lygties
bendrasis sprendinys turi dvi laisvasias konstantas. Norédami gauti lygties
atskiraji sprendini, turétume pasirinkti abiejy konstanty reikSmes. Pavyzdziui,
4 3
: .. .. X X
ka C, =-2, C, =1, gauname atskiraji sprendinj Yy = 2 6 2x+1.

Panagrinékime truputj sudétingesnes pirmosios eilés diferencialines
lygtis.

Pirmosios eilés diferencialinés lygtys su atskiriamaisiais
kintamaisiais.

Lygti

() f2(y) + % (X) - 92(y) -y’ =0, (10)

1 kuria jeinancios funkcijos fi(X), fo(y), 9:(X), 9,(y) yra savo
kintamyjy tolydzios funkcijos, vadiname lygtimi su atskiriamaisiais
kintamaisiais.

Primename, kad rolydzios funkcijos grafikas funkcijos apibrézimo
srityje yra nenutriikstanti kreivé.

Pasinaudoj¢ diferencialo apibrézimu, (10) lygti galime uZzraSyti ir
diferencialine forma— padauginkime §ig lygti i§ dx. Gausime lygti

13- f2(y) - dx+01(x) - go(y)-dy =0, (11)
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kurioje kintamuosius atskirsime ja padalydami i§ g;(x)- f,(y) (tar-
kime, g;(X)- fo(y) #0). Parasg jos démenis skirtingose lygties pusése,
turésime lygti su atskirtais kintamaisiais

%) qyo_ ) 4 12
L) O w 12

Norédami ja iSspresti, tarkime, kad funkcija y=y(x) yra (12)
lygties sprendinys. Tuomet jrase $ia funkcija i lygti, gauname tapatybe
X f1(X
AT
f2(y(x) a(x)

kurios abiejy pusiu neapibréztiniai integralai skiriasi tik pastoviu dydziu
— konstanta. Dar, integruodami kairiaja tapatybés puseg, pasinaudoje
kintamojo keitimo teorema, gausime lygybe

J'gZ(y) - Ifl() dx+C, C-laisvoji kongtanta. (13)
f2(y) %:(X)

Pasirinktosios (10) pavidalo diferencialinés lygties integravimas
uzbaigtas — pastaroji lygybé isreiskia Sios diferencialinés lygties bendraji
sprendini.

11 pavyzdys. Raskime diferencialinés lygties xy’'—y=0 bendraji
sprendini.

Sorendimas. Pasirinktoji lygtis — su atskiriamaisiais kintamaisiais.
Padauging lygti i d—x;(, xy#0, ir démenj su kintamuoju X perkele i

dy _dx
y X

deSing puse, gauname lygti su atskirtais kintamaisiais

Suintegrave turésime:
dy rdx
JV_ J‘?+Clz>ln|y|_ln|x|+C1,

C, — laisvoji konstanta. I§ ¢ia iSreisk¢ kintamaji y, gausime y = +e%1 . x.

Atkreipkime démesj, kad pastovioji funkcija y=0 taip pat yra
diferencialinés lygties sprendinys (jrasius ja i lygti, gauname tapatybg),
0 ir kintamasis x gali jgyti nuline reik8me. Vadinasi, nagrinéjamos
diferencialinés lygties sprendiniai yra y:ieclx ir y=0. Pazyméje
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C=1e2, bendraji sprendini uzraSysime taip: y=CX su laisvaja
konstanta C (kuri gali igyti ir nuling reikSmg).
Ats.: y=Cx, C-laisvoji konstanta.

Pirmosios eilés tiesinés diferencialinés lygtys. Lygti

)y +9(x)y=h(x) (14)
(funkcijos f(x), g(x), h(x)yra tolydzios) vadiname tiesine lygtimi.
Jeigu funkcija h(x)néra pastovioji nuliné funkcija, tai (14) lygtis
vadinama tiesine nehomogenine lygtimi. PrieSingu atveju, lygti

fF()y' +9()y=0 (15)

vadiname tiesine homogenine lygtimi.
IS karto pastebime, kad (14) ir (15) lygtis galime suprastinti jas padalijg i$

t0: y+ 300y O ¢ 0.

{CYRE eON
Pazyméje p(X) = ?E ; q(x) :%, toliau galime nagrinéti lygtis —
X
nehomogening
y'+p(x)y=a(x) (16)
ir homogening
y'+p(X)y=0. (17)

Suintegruoti §ia lygti nesunku — tai lygtis su atskiriamaisiais kinta-

maisiais. Padauging lygti i§ —, atskiriame kintamuosius. Turésime:
y

d;’ p(x)dx:>Iy - [pO9dx+Cy = In| yl=- [p()dx+C; =

= y=+e" L [P

PazyméjeC= +e7 i ,prijunge” nuling reikSme (nes y=O0yra (17)
lygties sprendinys), gauname (17) lygties bendraji sprendinj
y=C.¢ [P (18)

Integruojant (16) nehomogening lygti daznai taikomas konstantos
varijavimo metodas, pasitilytas pranciizy matematiko Lagranzo (Joseph
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Louis Lagrange, 1736-1813). Sio metodo idéja — tiesinés nehomogeninés
lygties bendrasis sprendinys apskaiiuojamas i§  atitinkamos
homogeninés lygties sprendinio (18), vietoje laisvosios konstantos C
iraSius C(X). Funkcija C(x)parenkama taip, kad sprendinys

y:C(x)-e_Jp(X)dX

lygties bendrojo sprendinio formulés dél jos sudétingumo Ccia
nepateiksime, tacCiau toliau §i metoda pademonstruosime integruodami
konkrecia diferencialing lygti.

tenkinty tiesing nehomogening lygti. Galutinés (16)

12 pavyzdys. Raskime diferencialinés lygties Y +E y=2X
X

bendraji sprendini.
Sorendimas. Suintegruokime atitinkama tiesing homogenine lygti:

dy

y'+£y=0:>—=—%:>ln|y|=—|n|x|+q:>y=9.
X y X X

. o . C(x), . -

Taikant konstantos varijavimo metoda, funkcija y:Lturl tenkinti
X

salygos

nehomogening lygti:
C'(X)x—C(x) C(x)

X2

Cia raide A pazyméta laisvoji konstanta. [rase gautaja iSraiska i lygybe

()

y= , gausime nehomogeninés lygties bendraji sprendini

[sz Aj::_gx .y

X

=2x=C'(X) = 2x2 =C(x)= ZJ ZdX_EX +A.

Ats:: yzéx2 +é, A - laisvoji konstanta.
X

ISnagrinéjome tik keliy paprasCiausiy diferencialiniy lygéiy
sprendimo budus. Pazymétina, kad diferencialiniy lygCiu teorija yra
viena i§ labiausiai pazengusiy ir placiausiai taikomy matematikos Saky.
Diferencialinés lygtys iSsamiau studijuojamos universitety studijy
programose.
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SEPTINTOJI UZDUOTIS
1. Apskaiciuokite funkcijos y=+/1+ x? diferenciala.
2. Apskaiiuokite neapibréztini integrala j(X\/; - iz) dx.
X

3. Apskaiciuokite neapibréztinj integrala
[V2=3xdx.

4. Raskite pirmosios eilés diferencialinés lygties X2y +x+1=0
bendraji sprendinj ir atskiraji sprendinj, tenkinanti salyga y() =2.

5. Raskite antrosios eilés diferencialinés lygties

Xy =V2x° —=x =0
bendraji sprendini.

6. Raskite pirmosios eilés diferencialinés lygties su atskiriamaisiais
kintamaisiais (x—2)y' = y+ 2 bendraji sprendinj.

7. Raskite pirmosios eilés diferencialinés lygties su atskiriamaisiais
kintamaisiais X+3y2y’=latskirqji sprendinj, tenkinantj salyga
y@®=1.

8. Raskite pirmosios eilés tiesinés diferencialinés lygties y'+y=e*
bendraji sprendini.
2

9. Raskite pirmosios eilés tiesinés diferencialinés lygties Y’ Y. X
X

atskiraji sprendini, tenkinantj salyga y(-1)=0.
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10. Raskite pirmosios eilés tiesinés diferencialinés lygties N y-2y=1
bendraji sprendinj ir atskiraji sprendini, tenkinantj salyga y(2)=0.

D3

A\
N

A
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VIII. NELYGYBIU SISTEMOS

AntanasApynis

Sioje temoje apsiribosime nelygybiy sistemomis su vienu neZino-
muoju, kurio galimos reik§més — realieji skaiciai.

Nelygybé su vienu nezinomuoju, sakykim, X paprastai uzraSoma
vienu i§ $iy pavidaly:

fX)>9(x), f()<g(x), F(x)29(x), f(X)<g(x);
¢ia f(X) ir g(X) yrakurie nors reiskiniai su kintamuoju dydziu x.

Prisiminkime, kad nelygybés su vienu neZinomuoju sprendiniu
vadinama tokia nezinomojo reik§mé, kuriai esant gaunama teisinga
skaitiné nelygybé. O nelygybés sprendiniy visuma vadinama jos
sprendiniy aibe.

Nelygybiy su vienu nezinomuoju sistemos sprendiniu vadinamas
toks realusis skaicius, kuris tenkina kiekvieng sistemos nelygybg. Nely-
gybiy sistemos sprendiniy aib¢ sudaro visi §ios sistemos sprendiniai.
Apskritai nelygybiy sistemos sprendiniy aibg galima apibtdinti kaip Sia
sistema sudaranciy nelygybiu sprendiniy aibiy sankirtq.

I$spresti nelygybiy sistema reiskia rasti visus jos sprendinius arba
irodyti, kad $i sistema neturi sprendiniy.

AiSku, sprendziant nelygybiy sistema pakanka atskirai iSspresti
kiekvieng nelygybe ir tik tada aiSkintis, kokia yra Siy nelygybiy
sprendiniy aibiy sankirta (sistemos sprendiniy aib¢). Vis délto kartais
pavyksta (jgijus tam tikros patirties) nelygybiu sistemos sprendimo
procesa sutrumpinti.

Norétume atkreipti mokiniy démes;j ir i tai, kad atlickant pateikiama
aStuntaja uzduotj turéty pakakti gimnazijoje igyjamy matematikos ziniu.
O kad buty drasiau pradéti, kartu iSnagrinékime kelias nelygybiy
Sistemas.

1 pavyzdys. Issprgskime nelygybiy sistema

Iogﬁ(x—l) <2,
X X-5 2x
+ < :
Xx-3 X 3-X

Sorendimas. Apzvelgg abi nelygybes, i$ karto galime pasakyti, kad

butinai X—1>0, x—3=0 ir x= 0. Vadinasi, turés buti x>1 ir x=3.
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Aisku, kad pirma nelygybé yra ekvivalenti nelygybei
Iogﬁ(x—1)<logﬁ(ﬁ)2, t.y. nelygybei log ;5 (x—1)<log ;2. Bet

(nezitirint | tai, kad J2 >1) ji néra ekvivalenti nelygybel x-1<2.
Isidémékime, kad nelygybé log ﬁ(x—1)<log J22 yra ekvivalenti

. . . [x=1>0, ) )
nelygybiy Xx—1>0 ir x—1< 2 sistemai { 1<2 kuri daznai uzrasoma
x-1<2,
dviguba nelygybe
O<x-1<2.
ISsprendg ja, gauname pirmos nelygybés sprendiniy aibg — intervala
(1; 3).

Antra sistemos nelygybé
X X-5  2x
+ <
Xx-3 X 3-X
taip pat gana lengvai iSsprendziama. Bet geriau isizitiréj¢ suprasime, kad

esant salygai 1l<x<3 galioja nelygybés L?) <0, X=5 <0 ir
X— X
2 .. - .2 s x
X >0 (taigi nelygybés X + X=5 <0 ir X > 0), reiskiancios,
3-X Xx-3 X 3-X

kad jei xe (L 3),tai (1) nelygybé galioja.

Kadangi kiekvienas pirmos nelygybés sprendinys yra ir antros
nelygybés sprendinys, tai aiSku, kad antros nelygybés galima net
nespresti. Nelygybiu sistemos sprendiniy aibé yra intervalas (1; 3).

Ats.: (1; 3).

2 pavyzdys. Raskime funkcijos

y =+/c0os2X + 3/cos3x + Y/cosax

apibrézimo sritj.

Sorendimas. I§ pirmo zvilgsnio §is uzdavinys priklauso lyg ir kitai
temai. Bet nori to ar nenori, privalai iSsprgsti trigonometriniy nelygybiy
€c0s2x >0 ir cos4x > 0 sistema

cos2x > 0,
cos4x > 0.

Taikydami formule c0S20 = 2cof o -1, gausime:
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c0S2x >0, cos2x >0, cos2x=0,
= = 1=
cos4x>0  |2cos?2x>1 |cos’2x> 5
cos2x > 0,
V2
= J2 J2 = C0S2X>—.
COS2X < — arba cos2x > - 2

Pastaraja nelygybe nesunku i$spresti nubrézus funkcijos Yy = cost,

t = 2X, grafika (zZr. 1 pav.) ir tiesg¢ Y= %

y A
_2 !
~ 2 iR 2N
1 PAEEPEIRN ; ya LN\,
L -t Jr mo % i 3n 7n 2n 9% 51\
2 2 4 4 2\/2 4 4 2
+
1 pav.

Lygties costzg sprendiniai yra t:i£+2kn, ke Z, o nelygy-

bés cost > % sprendiniai sudaro intervaly [— % + 2k; % + 2k7t} ,

k e Z, sajunga.
Dviguba nelygybe

-T2k <2x<E 4 2kn
4 4
padalije i$ 2, gausime dviguba nelygybe

—E+k7r£X£E+k7t.
8 8

2
Vadinasi, nelygybés C0S2X > - sprendiniy aibé yra intervaly

{—g+kn; g+kn}, k € Z, sajunga.

Kartu §i aibé yra funkcijos y=+/cos2x + 3 cos3x + {/cosax
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apibrézimo sritis.
Ats.: intewalq[—% + k; g + kn} , ke Z, sajunga.

3 pavyzdys. I$spreskime nelygybiu sistema

VX2 —9x+20 <+/x—1<x%-13.

Sorendimas. Salygoje uzraSyta dviguba nelygybé reiskia, kad turi
galioti ir  nelygybe VX% —9x+20 <y/x-1, ir  nelygybé
Ix-1<x?-13. Vadinasi, iprastiniu biidu ja galima uzrasyti taip:
Vx2 —9x+20 </x-1,
Sx—1<\®-13.

Kadangi vVx2—9x+20>0,/x-1>0 ir Yx*-1320, ta pirma (3)
sistemos nelygybé yra ekvivalenti dvigubai nelygybei

0< x%—9x+20< x-1,
0 antra— dvigubai nelygybei

©)

0<x-1<x*-13.
Vadinasi, (3) nelygybiy sistema yra ekvivalenti nelygybiy sistemai
X% —9x+20=0,
X2 —9x+20< x—1,
x—1< x? 13,

Sia trijy nelygybiy su vienu neZinomuoju sistema spreskime taip:
x? —9x+20> 0, (x-#(x-5)>0, (x<4abaxz5,
X% —9x+20< X1 = {x2—10x+21<0, = (x-3)(x-7) <0, >
x-1<x%-13 x?—x-12>0 (X+3)(x-4=>0

X< 4arbax>5,
=<:3< X<, = X=4abab<x<7.
X< -3abax>4
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Gavome (3) sistemos sprendiniy aibg, kuri kartu yra ir (2) sistemos
sprendiniy aibé.

Ats.: x=4 arba xe[5; 7].

ASTUNTOJI UZDUOTIS
1. Raskite maziausia sveikaji skai¢iy X, tenkinantj nelygybiuy sistema
3x-2 1 2x-1 3x+2
+2=> - :
4 2 3 6
2X=5 3x—1< 3-x 2x-1
3 2 5 4
2. Isspreskite nelygybiy sistema
x2 +5 o1
X5 -2
32_ 9x > 2.
-2
3. ISspreskite nelygybiy sistema
5x—7<4_ X N 3x <4
X—-5 5-X x2_95
4. ISspreskite nelygybiy sistema
|x? +5x < 6,
[ x+1|<1.
5. I8spreskite nelygybiy sistema
O 2COSX < 1,
x-1, 1o
2-x 2
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4x - 22

2
6. Raskite funkcijos y= 9—( j apibrézimo sritj.

7. ISspreskite nelygybiy sistema

NAX—T < X,
NX+5++/5-x>4.

8. Isspreskite nelygybiy sistema
X +4
X2 — 16X+ 64
lgv/x+7 >Igvx-5-2lg2.

>0,

9. Isspreskite nelygybiy sistema

SRt
3) \o) e’
°-6x-35 g3

10. Isspreskite nelygybiy sistema
(x-Dlg2+1g(2**1 +1) <Ig(7- 2% +12),
logy (X+2) > 2.

-
L

/'3‘
(%) ,(//
¢
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Antanas Apynis, Eugenijus Stankus, Edmundas Mazétis

Skaic¢ius A sudaro 64 % skai¢iaus B, o skai¢ius B yra 150 %
didesnis uz skai¢iy C. Keliais procentais skai¢ius C yra mazesnis uz
skaiciy A?

ISspreskite lygti

X3 +2x2 + 4x+3=0.

ISspreskite lygti
3sin X+ cos® X+ 3=0.
Taisyklingosios keturkampés piramidés pagrindo krastiné lygi a, 0

dvisienio kampo tarp piramidés Soninés sienos ir pagrindo ploks—
tumos didumas lygus a. Raskite piramidés turi.
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SPRENDIMAI

STOJAMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Tegu x yra saldainiy, kuriuos dalijosi mergaités, skaiéius. Agnés
pasiimty saldainiy skai¢iy pazymékime a, Riitos — b, o Zivilés — C.
Pagal salyga

a=0,2x+12,
b=0,25(x—(0,2x+12))+15=0,25(0,8x—-12) +15=
=0,2x-3+15=0,2x+12,
c=0,3(x—(0,2x+12) — (0,2x+12)) + 21=0,3(0,6x — 24) + 21 =
=018x—-7,2+21=018x+138.
Turi galioti lygybé
x=(0,2x+12) + (0,2x+12) + (0,18x +138).
I§ jos gauname:
xX=0,58x+37,8,
0,42x =378,
X= 378 =90
0,42
Vadinasi,
a=0,2-90+12=230,
b=a=30,
c=018-90+138=16,2+138=30.
Ats.: visos trys gavo po lygiai.

2. Tegu X yra planuotas pagaminti per viena darbo diena detaliy

skaiCius. Tada 8000 _ planuotas darbo dieny skai¢ius. Pagal
salyga,
8000 8000 3
X Xx+50

Atlikg veiksmus, gauname kvadrating lygti
x% 4 50x — 50000 =0,
kurios sprendiniai yra 200 ir —250.
Aisku, kad x = 200.
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Vadinasi, ieSkomas darbo dienos uzduoties virsijimo procenty
skaiCius yra

0 -100=25.
200

Ats.: 25 %.

3. Tegu abc=100a+10b+c yra bet kuris trizenklis skaicius (Gia
ae{23..,9, bce{0L23..9. Tada

abc  100a+10b+c (99a+9b)+(a+b+c) 9(1la+b) 1<

atb+c  a+b+c a+b+c atb+c
_Sa+b) ,_9@0a+(a+h)) ,_( 90a +9j+1:
a+b a+b a+b
_ 908 10<%%2  10-90+10-100.
a+b a

Aisku,kad visos lygybés galioja tik kai b=c=0. Gauname 9
trizenklius skai¢ius (100, 200, ..., 900), kuriy santykis su skaitmeny
suma lygus 100. Visy kity trizenkliy skaiciy santykis su skaitmeny
suma yra mazesnis uz 100.

Ats.: 100.

4. Tegu xyauv yra ieSkomas penkiaZenklis skaicius. Pagal salyga,
X>Y+Z+U+V,

y>Z+U+V,
Z>U+V,

u>Vv.

Vadinasi, negali buti v>1 (atvgju v=1 gautume, kad u=>2,
z>4, y>8 ir x=>16). Taigi v=0. Galimi skai¢iai tokie: 84210,
94210, 95210.

Ats.: 84210, 94210, 95210.

5. Teguxiry yra ieSkomi skaiCiai. Pagal salyga, X+ Yy=Xxy= X% — y2.

IS lygybés x+y= X — y2 gauname;
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X+y=(X+yY)(X-y) = (X+y)Ll-x+y)=0=
= y=—Xabay=x-1
Dabar i$ lygybés X+ y = Xy gauname:

y=-X
1) 2:>x=0,y:0;
X+ (—X) =—X
_ y=x-1,
y=x-1 y=x-1
2 = =
) {X+X—1=X(X—l) {x2—3x+1:0 x:?’iz‘/g
3-v5  1-45 3+J5  1+45
X= NE aba x= ES .
2 2 2 2
Ats: (0 0), [3—2\/3; 1—2\/5) (3+2\/§; 1+2\/§]

6. Kadangi
X —Bx2 + 4= (X*—4x?) - (X® —4) = X*(X* - 4) - (x* —4) =
= (X2 = A)(x® -1 = (x-2)(x+ 2)(x-D(x+1),

toliau nagrinékime ekvivalencia nelygybe
X+2)(x+D)(x-DH(x-2) <0. (1)

Ja spregskime taikydami intervaly metoda.

Jei x<-2, ta x+2>0, x+1<0, x-1<0, x—2<0 ir todél
(X+2)(X+D(x=1D)(x—2)>0. Taigi Siuo atveju (1) nelygybé

sprendiniy neturi.

Je —2<x<-1, ta Xx+2>0, x+1<0, x-1<0, x-2<0 ir
todél (X+2)(Xx+D)(x-D(x—2)<0. Taigi (1) nelygybe tenkina

kiekvienasinterval (1; 2) taskas.
Jei —1<x<1, (1) nelygybé sprendiniy neturi.

Je 1<x<2, (1) gauname, kad (x+2)(x+D)(x-D(x—2) <O0.

Taigi visi interval (1; 2) taskai yra (1) nelygybés sprendiniai.
Jei x> 2, gauname, kad (x+2)(x+1)(x—-1)(x—-2) > 0.

Ats: (-2,-DU(® 2).
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7. Kadangi x=0 ir y=0, pirma lygti padauginkime i$ 3Xy, 0 antra

0.

lygti — i§ 6Xy. Gausime lygciy sistema
24x+18y =11xy,
{24x + 30y = 29xy.
I antros lygties atéme pirma lygti, gausime:

12y =18xy,
6y(2-3x) =0,
2-3x=0,
2
X==.
3
2 2 3
Tada24-—+18y=11-—-y=> y=——.
3 Y 3 y=y 2

Ats.. (Z —§j
3 2

Pagal Vijeto teorema, X+ Xp =27 ir X -Xo =6m+144. I3 lygciy
2% — %o =9 Ir X + Xo = 27 iSplaukia, kad X =12 ir X, =15. Tada
i§ lygties X - Xo = 6m+144 gauname:
6m+144=12.-15= 6m=36 = m=6.
Ats.: m=6.
A E

Nubrézkime apskritimo styga AE L AB
(1 pav.), tuomet AE||CD. Kadangi ap-
skritime lankai tarp lygiagreéiy stygy yra

lygus, tai lankai AC ir ED yra lygts, t.y. C D
lygiis ir lankai CAE ir AED. I3 &ia seka, \ u
kad CE=AD=6. Kadangi ibréztinis

kampas BAE yra statusis, ta atkarpa B

BE yra apskritimo skersmuo, todél 1 pav.
ZECB=90° ir BE=+vCE?+CB? =10.
Ats.: R=5.
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10. Sakykime, kad trapecijos ABCD krastine AD=12 yra jos
didesnysis pagrindas (2 pav.), istrizainé AC =6 dalija trapecija i
du panaSiuosius trikampius.

Kadangi £CAD = £ ACB, tai B C
trikampio ABC kampas ABC

gali buti lygus arba kampui

ADC, arba kampui ACD.

Pirmuoju atveju keturkampis A“— D
ABCD yra ne trapecija, o 2 pav.
lygiagretainis, taiga £ ABC=_~/ACD, todél i§ trikampiy ABC ir

2
DCA panasumo turime santyki BC = ﬁ, t.y. BC= ACT_ 3.

AC AD AD

Ats.: 3.

PIRMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Sakykime po pirmojo Stvio I biirys isSove X karty. II burys — Y
karty, o III biirys —z karty.
Tuomet 1 birys Saudé 5x sekundziy (s), II burys — 6y (s), o 11l
birys — 72(9).
Toliau — pagal salyga:
6y =5x+ 240 (240s=4min.); 1)

6y=7z-180 (180s=3min.).
I$ ¢ia i$ plaukia: 5x+240=7z-180= 2:5—7)( +60.

Kadangi zeN, ta x=7t, teN. Tuomet z=5t+60. [rase i
(2) lygybe, gauname:

By = 7(60+5t) —180 = 6y — 35t = 240=> y:3—§t+40.

Tam, kad y bty sveikasis, turi biti t =6t;; (t € N). Tuomet
X=42t, y =354 + 40, z=30t; + 60. 2
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Kadangi t;>1 ir viso Saudymo trukmé mazesné nei 60 min.

(3600 9), o Il burys saudé¢ ilgiausiai, tai:
7(60+30t;) <1800 =t; < 15%.

Vadinasi, 1<t;<15. Iras¢ $t=2123..15 | (2) formulg,
gausime atitinkamas (pirmo, antro ir treCio biiriy) $tviy galimus
skaiCius:

(42; 75; 90), (84; 110; 120), (126; 145; 150), ..., (630; 565; 510).

Turime apskaiCiuoti geometrinés progresijos, kurios & =1, q=3,
16 6
. ~1 3%
Nn=16, nariy suma: Sg= a(d ) =

g-1
kalvis uz darba pareikalavo 215233 franky ir 60 centimy.

= 21523360. Taigi

Skolos i$mokas kas ménesi sudaro aritmeting progresija, kurios
skirtumas d =50, paskutinis narys a,, =1500. Progresijos skaiciy n
rasime i$ lyg€iy sistemos:
2-n+1500-n _ 19050,
& +(n—1)-50=1500.

I$sprendg ja ir gauname ieSkomuosius dydzius (teks iSspresti
kvadrating lygti: n - 61n+798=0= n, =42 —netinka, n, =19) :
& =600 1t (pirmojo ménesio {nasas), N=19 (ménesiy

skaicius).

Tarkime, kad pirmasis zmogus per valanda nueina x km, o antrasis
—ykm.
Tuomet pirma karta jie eidami susitiko po 4 valanduy, o
atstumas tarp Leipalingio ir Lazdijy yra 36 km. Taigi
4x+4y=36=Xx+Yy=9.

Antraji karta pirmasis i$¢jo 1 val. 12 min. (1% h) anksciau

negu antrasisir jie tada susitiko po 3 val. 20 min. (3% h). Taigi
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1}+3}j x+3}y:36:>@x+gy= 36 = 34x+ 25y = 270.
5 3 3 15 3
ISsprendg lygciy sistema
X+y=9,
34x+ 25y =270
randame pirmojo ir antrojo zmogaus greicius (km/h):
x=5 y=4.

5. Tarkime, kad pirmojoje mokykloje mokosi X berniuky ir y mer-
gaiiy, vadinasi
X+y=54.
Antrojoje mokykloje mokosi X+ 2 berniukai ir y+4
mergaiteés.

I§ pirmosios mokyklos is$stojo EX berniuky ir %y mergaiciy,

o antraja mokykla paliko % (Xx+2) berniukai ir % (y+4) mergaites.

Pagal salyga:
1 1 1 1 7 1 61
—(X+2)+=(y+4)—| =X+=Yy |[=3=>—X+—y=—.
8( ) 7(y ) (15 8yj 120 56y 28
ISsprendg lygciy sistema

X+ Yy =54,

1 1 61

_X+_y:_

120 56° 28

gauname x=30, y=24. Tai pirmosios mokyklos berniuky ir mer-
gaiciy skaicius.

Nesunkiai randame ir antrosios mokyklos berniuky bei mergai-
¢iy skaiciy: 32 ir 28.

6. Naudosimés sudétiniy procenty formule: A=a- . (Cia A gautas
kapitalas, a — pradinis kapitalas, q:1+Hpo; ¢ia p yra procentai

(palikany norma), t — apyvartos laikas, iSreik$tas metais. Vadinasi,
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mes turime a=0,01 (1ct=0,011t). q=1+0,04=104, t=1936.
Tuomet A=0,01 (104)1936. Skai¢iavimy palengvinimui logarit-
muojame:
Ig A=1g 0,01+ 191,043 = 190,01+ 1936 1g104.
Tuomet surade, kad 19g0,01=-2, 1g1,04~0,01703, gauname:
lg A~ —2+1936-0,01703 = -2+ 32,97008 = 30,9700.

Antilogaritmave surandame Ax 10%0 (lity). Tada dar pasitelke
papildomus duomenis, nesunkiai apskaiiuosime grynojo aukso
atitiktj (gr), o norédami palyginti §i aukso luita su Zeme, turésime
rasti ju tiirius.

Pazymékime vezimo nuvaziuota kelia X metry. Tuomet priesakinis

ratas nuvaziuodamas $j kelia apsisuka g karty, o uzpakalinis ratas
apsisukta 2 karty. Pagal salyga

Z_2_5,
3 4

I$sprende lygti gauname X =60 (metry).

Pazymékime vieno traukinio greitj X kTm, o kito traukinio — y kTm
Tuomet pagal salyga sudarome lyg¢iy sistema

5x -5y =160,

2x+ 2y =160.
Ja i§sprende turime X=56; y=24, t.y., vieno traukinio greitisyra

56 KM o kito_ 24 KM
h h

Tegu X — jaunesniojo brolio i$spregsty uzdaviniy skaiCius. Pagal

salyga:
15x— (16— X)-10= 65 = 25x = 225 = x = 0.

Taigi broliukas i$sprendé 9 uzdavinius.
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10. Atvykusiy keleiviy skaicius yra

380900+ 96470 = 477370.
Tuomet nesunkiai randame bendras iSvykusiy ir atvykusiy keleiviy
skaiCius lygus

380900 + 477370 = 858270.
Be to, vidutiniSkai kas Sestas keleivis yra iSlydétas ar sutiktas vieno
asmens. Taigi tai prisideda dar 858270:6=143045 asmenu.
Vadinasi, 1926 m. Kauno gelezinkelio stoti aplankeé
858270+143045 =1001315. zmoniy. Tada pastaraji skaiciy padalije
i§ dieny skaiCiaus metuose (365), turime apytikri vienos dienos
zmoniy skaiciy = 2743.

ANTROSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Pagal trikampio pusiaukrastinés ilgio formulg (2) rasime pusiaukra$tinés
AD ilgi

AD = %\/ 2ACZ+2AB? — BC? =15, B

Sakykime, kad pusiaukampiné CF
kerta pusiaukrasting AD taske E F D
(1pav.), tai pagal pusiaukampinés
savybg turime lygybe

A C
E - & = @ =3 1 pav.
ED CD 6
IS ¢ia iSplaukia, kad AE = :—3 AD = 4—5, o ED= E
4 4 4
Ats. E ir E
4 4 B
D
2. Sakykime, kad trikampio ABC plotas F

lygus S, pagal trikampio ploto formu-
lg S:%BA- BCsin /B (2 pav.). 2 pav.

Pagal ta pacia formulg randame trikampio BFD plota
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3.

Q:EBF-BDsinzB:EEBA-lBCsinzB:
2 24 4

= i BA.-BCsin/B = iS.
32 16

Analogiskai randame trikampiy CDE ir AEF plotus

SZ:ECD CEsmLC:l ECA 1CAsm40=iS|r
2 4 16

I\Jll—‘l\)
.Mooh

%:EAE-AFsinzA: AC- 1ABS|n4A_ 3 S
2 4 16

Taigi trikampio DEF plotas Q=S-§-S,-§ = 1_76 S, todél ieskoma-

7 16
sissantykislygus S: S:—S="—"—.
ykislyg Q= Bo-7

Ats.: 16:7.

Visy pirma pagal Herono formulg randame trikampio ABC plota S .

1 45
==(15+12+18)=—,
=5 )=

S=,/p(p-AB)(p- AC)(p-BC) =

2 2 2 4
Pagal pusiaukampiniy savybe A
@y BD_AB 15 5
DC AC 12 47
5

BD:§BC:10, CD=8,0 tri-

3 pav.

kampio ABD plotas lygus gS.

Kadangi trikampiy ABC ir ABD aukstiné, nubrézta i§ virSinés A, yra
bendra, tai jy ploty santykis Spgp : Spge = BD: BC =5:9. Atkarpa BK

AK AB 15 3
yra trikampio ABD pusiaukamping, taigi —— = —— I§ cia

KD BD 10 2
. : 2 25_ 2
seka, kad trikampio BKD plotas lygus Sgxp :gSABD :E'§S:§S'
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Tuomet Sppk = g S—- é S= % S. Kadangi pagal pusiaukampinés savybe

AE AB 15 . .
=—,tai trikampiy ABE ir BEC plotams turime

EC BC 18 6
SABEZ%S’ SBCE:1—618, o0 trikampio AEK plotas lygus

Saek = Sage — Sask :%S. Beliko surasti keturkampio CEKD plota:

32
Scexp = Seec — Sekp = QS.Galiausiai iraSome trikampio ABC ploto

reik§mg ir gauname atsakyma.

15 45 45
As.: SBKD:_\/71 SABK :_\/7, SAKE:_ﬁ’
2 4 11
120\/—
=—A/7.
S:EKD 11
4. Sakykime, kad taskas F yra tarp taSky B
E ir C (4 pav.). Akivaizdu, kad
atkarpa MF yra trikampio AEC
viduriné linija, taigi MF || AE ir E
agal Talio teorem —G = BE
P Y= F
Sakykime, kad atkarpoje FC yra K
takas K, kad MK || AF, ta atkarpa A c
. . S, M
MK yra trikampio AFC V1](-1ur1ne 4 pav.
linija, t. v, FK:KC:EBC.
Pagal Talio teorema turime BH _BF 2BC 1BC 4. Taigi
HM  FK 3 6
BGleM HM—lBM, GH=CM -HM = E—:—L BM—EBM
2 5 2 5 10
ir BG:GH :HM =£ 3. }—5:3:2.
2105
Ats.. BG:GH :HM =5:3:2.
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Sakykime, kad ties¢ CF krasting AB kerta taske M (5 pav.). Zymékime
BE = X, tuomet EC =18- X ir i§ Pitagoro teoremos trikampiams ABE ir

AEC turime lygybes AE? = AB? — BE? = AC? — EC?. Taigi gavome

lygti ~ 144—x? =225 (18- X)°. A
ISsprende Sia lygti randame, kad
27 45 M/ g P

x=2" Tag BE= 2. EC=-%
4 4

4 _— L‘
Kadangi trikampio ABC &evianos AE, g £
BD ir CM susikerta viename taske, tai E

pagal Cevos teorema teisinga lygybé S pav.
BE CD AM Ch_CB _18_3
——.——.—— =1, Pagal pusiaukampinés savyb¢ —— =
EC DA MB DA AB 12 2
Tuomet ﬂ:ED_A:EZ:E Todel AM :%1
MB BE CD 27 3 9 19

vB-12-120_108

19 19

Ats.: @; @
19 19

Kadangi trikampiy AEM ir CEM aukstiné, nubrézta i§ vir§tinés M, yra
bendra (6 pav.), tai ju ploty santykis lygus krastiniy AE ir EC santykiui,

t.y., AE:EC=24:36=2:3. Pagal Cevos teorema Eg% =1
EC DB EA

BE_EC DB _3 2 _

EA AECD 21

t.y., Sgrm =3Saur- Trikampiy

ABC, MDC ir AFM plotus

zymékime S X ir y, tuomet

Serm =3y, Spvp =3X. Kadangi g L c
1

trikampio ADC plotas lygus §S, o] 6 pav.

A

. . 2
trikampio ABD plotas lygus §S, tai turime lygCiy sistema
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24+36+X:%S, y+3y+2x:§$. I§ ¢&ia randame, kad
1 1 .

XZ:—SS—GOZE,S—Zy,todel y=30, 0 S=360.
Ats.: 360.

7. Sekykime, kad atkarpos AD ir BE susikerta taske F, o ties¢ CF kerta
krasting AB taske M (7 pav.). Pagal trikampio pusiaukampinés savybe
BD AB 4 2

—=— Pagal Cevos teorema

DC AC 6 3 c
BM . AE . C—D =1. Kadangi taskas E yra kra$tinés

MA EC DB
AC  vidurio taskas, tai AE = todel v E

EC D
% = % = % I§ ¢&ia  iSplaukia, kad A M B
7 pav.
BM :ZBA=§, o MA=§BA=E.
5 5 5 5
Ats.: § ir E
5 5

8. Sakykime, kad krastinéje BC yra toks taskas M toks, kad atkarpa AM yra
jungtiné aukstinei AH (8 pav.). Tuomet
ZCAM = /BAH =90° — /B.
Kita vertus, jei kraStinéje AB yra toks
taskas N, kad atkarpa CN yra jungtiné
aukstinei CH, tai ZACN = ZBCH = N

=90° - ZB=2ZCAM. Jei ties¢s AM 2
ir CN susikerta taske Q, kuris yra

jungtinis taskui H, tai AQ=CQ, t.y.,

taskas Q yra kraStinés AC vidurio
statmenyje. Analogiskai, jei ¢eviana BP 8 pav.

yra jungtiné aukstinei BH, tai atkarpy

BP ir AM sankirtos taskas R, kuris yra jungtinis taskui H, yra atkarpos AB
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10.

vidurio statmenyje. Taskai R ir Q sutampa, nes jie jungtiniai taskui H, 0
trikampio kra$tiniy vidurio statmenys susikerta viename taske — apibrézto
apie trikampi apskritimo centre.

Ats.: apibrézto apie trikampj apskritimo centras.

Sakykime, kad atkarpa AD yra trikampio ABC simediana (9 pav.). Paga
simedianos savybe A

BD _AB° _400_4
DC AC? 90 9
I§ ¢ia iSplaukia, kad
BD:%BC:S, DC=BC-BD=18.

B D C

Pagal Stiuarto formulg turime 9 pav.

\
AD=\/B—1C €&8%. DC+AC?-BD-BC-BD-DC >

1 ~ \/333

= |— @00-18+900-8+26-8-18 =4.|>>.

\/26 - 13
12./481
Ats.: .

13

Sakykime, kad ties¢ AX trikampio krasting
BC kerta taske D, o taskas M yra krastinés
BC vidurys (10 pav.). Tuomet atkarpa AD
yra trikampio ABC simediana, taigi
ZBAS=/ZMAC. [bréztiniai kampai ASB

ir ACB yra lygiis, nes remiasi { ta pati lanka

AB. Taigi trikampia ABS ir AMC yra /\
AB AM . B C

anaSieji, todéel —=—. § dia

p ] BS MC D/ M

AB-MC
auname, kad BS=———_ Pagal (2
g AM agal (2)

formulg surandame pusiaukrastinés AM ilgi

AM =%\/2ACZ+2ABZ—BC2 =65, S

10 pav.
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12.13 12
todél BS=—+— =—\/§. AnalogiSkai pagal simedianos apibrézima
J65 5
ZBAM = ZCAS, o pagal jbréztiniy kampy savybe LASC=_~ABC,
todél trikampiai ACS ir AMB yra panasieji, todél A—C=%, t.
AC-MB :18-13233\/%.
AM J65 5

Ats.: BS:1—52\/§, CS:1—58\/%

CS=

TRECIOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Turime
7142128354 mod 7 = 4, 4249566372mod 7 = 2,
1111111 mod11=1, 222222222mod11= 2,
33333333333 mod11=3, 12634256789 mod 9=8.

a) x=4%2.2%(mod7) ir xmod7=128mod7=2 Kadangi 2

yra kvadratiné liekana moduliu 7 (zr. 4pavyzdi), tai ir X yra
kvadratiné liekana moduliu 7.

b) x=1.2-3(mod11) ir xmodll=6modll=6. Kadangi 6
yra kvadratiné neliekana moduliu 11 (Zr. 7 pavyzdj), tai ir X yra
kvadratiné neliekana moduliu 11.

¢) x=8%(mod9), bet kadangi (-1) mod9=8, ta 8"
dalijasi i§ 9 su ta padia liekana, kaip ir (-1)*=-1. Todél
xmod9=(-1) mod9=8. Kadangi 8 yra kvadratiné neliekana
moduliu 9 (kvadratinés liekanos intervale [O; 8] yra O, 1, 4, 7,

gaunamos kaip skai¢iy 02,...,82 liekanos moduliu 9), tai ir x yra
kvadratiné neliekana moduliu 9.

Ats.: @) 2; taip, yra; b) 6; ne, néra; c) 8; ne, néra.
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2
2. Kvadratinés lickanos yra O ir skai¢iy 12, 2%...,(%] liekanos

moduliu 13, lygios 1, 4, 9, 3, 12, 10, o like skaiéiai 2, 5, 6, 7, 8, 11
yra kvadratinés neliekanos.

Kadangi 5%*mod13=8*mod13=1, ta 5 ir 8 néra
primityviosios Saknys moduliu 13. (Galima patikrinti, kad 2, 6, 7,
11 yra primityviosios Saknys.)

Ats.: kv. liekanos: 0, 1, 4, 9, 3, 12, 10; kv. neliekanos: 2, 5, 6,
7,8, 11; 5 arba 8.

2
3. Kvadratinés liekanos yra O ir skaiciy 12, 22, ,(%_1) liekanos

moduliu 31, lygios 1, 4, 9, 16, 25, 5, 18, 2, 19, 7, 28, 20, 14, 10, 8.
Jei lygtis b) arba lygtis c) turéty sveikaji sprendini, tai
9377 mod 31=15 arba (—59) mod 31= 3 biity kvadratinés liekanos

moduliu 31. Taéiau ju gautame kvadratiniy liekany saraSe néra.
Vadinasi, $ios dvi lygtys sprendiniy neturi.
Kadangi 70 mod 31=8 yra kvadratiné lickana, kuria gavome

2
1-1 . . S .
i§ skaiiaus (%j =15, tai lygtyje a) galime imti x=15 (kita

galimybé yra x=31-15=16). Tada y=5.
Kadangi (—641) mod31=10 yra kvadratiné liekana, kuria

gavome i skaiGiaus 142, tai lygtyje d) galime imti x=14 (kita
galimybé yra Xx=31-14=17). Tada y=27.

Ats: 0, 1, 4,9, 16, 25, 5, 18, 2, 19, 7, 28, 20, 14, 10, §;

a) (15,5) arba (16, 6); b) ir ¢) sprendiniy néra; d) (14, 27) arba
(17, 30).
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T )
{39
o(2H 2)

ﬁ
oa|\'

j(l)z 2{71](1)2

5 173-13-1
i) L5 7
173 3

\1‘00

1 173°-1
I I N
71371
(g )
711
LE SRR IECEE
231 23-17-1
—(-1) 8 .(23j -1) 2 2 = (%j
724
(<) 8 =--1

Ats.:a) ir b) taip, yra; ¢) ne, néra.

4. Jei z=3x°+10x+6,
tai z=23x°+10x+6,
=(3x)% +2-3x-5+5% -52 +18= (3x+5)% - 7.
Jei z dalijasi i$ 67, tai (3X+5)2 =67y+7, kur skai¢ius y sveikasis,
ir (l] =1. Taciau
67
67-17-1

BT T3

Vadinasi, 3x° +10x+6 nesidalija i$ 67.
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Kadangi

73 499 499—1 73-1 61 73 73—1 61 1

BTGV

499 73 73

12\ (3)(2) (3) (61 ol
(G GHE) (@ (5w 7 -(5)=

61) \61) 61 61 3
ir 499 dalijasi i§ 4 su liekana 3, tai tinka x=73"2>-mod 499.
Turime 73° mod499=45, todél x=45% mod499. Turime

45° mod 499 =420, todél x=420° mod499=155. Tinka ir
X = 499155 = 344,
Ats.: 155 arba 344.

Jei z=x%-13x+41 dalijasi i§ 1471 tada ir tik tada, kai i§ 1471
dalijasi
47 = 4% — 4-13x+164 = (2X)% — 2. 2x-13+13° ~13% +164 =

= (2x-13)%-5.
5 1471 W
Kadangi | —— D 2 2 =|Z|=1, ta istuoja
g (1471) ( 5 j( ) (5) egzsol

toks sveikasis y, kuriam y2—5 dalijasi i§ 1471. Jei S$is y lyginis,
tai vietoj jo galime imti nelyginj skai¢iy y; = y+1471. Bet kuriuo

atveju arba x = y;131 arba X:yl%l?) tenkina uzdavinio salyga.
Beje, 1471 dalijasi i§ 4 su liekana 3, todél galime imti y=5°°¢ ir
5368413
X=—".
2

Akivaizdu, kad p# 2 ir p#3. Pazymékime
p=52k-1=13-4k-1.
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10.

Jei X% +2x+118=(x+1)2+117 dalijasi i§ p, ta —117 yra

kvadratiné liekana moduliu p. Ta¢iau

I Ber (e

p-1
(13 fk 1) ( l) > 7 _ {1—;-)'(—1)(2&(_1)7 =1. (_l) =1

Vadinasi, X+ 2x+118 nesidalija i p.

Turime 9576=2%.3%.7-19. Pastebékime, kad 127, 1201 ir 2017
nesidalija i§ 2, 3, 7 ir 19, todél Siems skaiiams galima taikyti
kvadratinés lickanos kriteriju.

Kadangi 9576 dalijasi i§ 8, 0 127 — 1 nesidalija i$ 8, tai 127
yra kvadratiné neliekana.

Kadangi 1201-1 dalijasi i 8, (%f’lj:[%j:],

1201\ (4 1201) (4) (2 _
() (sl - w ot e

kvadratiné liekana.
19-1 31

. 2017 3 19 — 1 .
Kadang (WHKJ ( )< D 22‘[5):‘“"’“

2017 yra kvadratiné neliekana.
Ats.: kvadratiné liekana moduliu 9576 yratik 1201.

Perrinkus pirminius skai¢ius iki 100, galima rasti, kad n dalijasi i$
p=83 ir tada q=n:p=211.. Kadangi p ir q dalijasi i§ 4 su

lickana 3, tai galime imti x =13818% mod83=40* mod83 ir
X, =13818° mod 211 =103>*' mod 211.
Turime 40" mod83=51, todél ¥ =513 mod83=17.
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Turime 103’ mod211=21 ir 103*mod211=105, todél
X, = 217 -105mod211=37 .

Sekoje 37, 37 +211, 37+ 2211, ... ieSkokime nario, kuris
dalytysi i§ 83 su liekana 17. Jau 37+18-211=3835 tinka.
Skai¢iuotuvu nesunku patikrinti, kad x=3835 galéty biti
uzsifruotasis skaicius.

Tadatinkair x=17513—-3835=13678.

Kad rastume dar bent viena X reikSme¢ imkime
X =83-17=66. Vel sekoje 37, 37 +211, 37 + 2:211, ... ieSkokime

nario, kuris dalytysi i§ 83 su liekana 66. Tinka 37+132-211=
=6789.

Taip randame dar dvi reikSmes X=6789 ir x=17513-
—6789=10724.

Ats.: p=83 g=211, x=3835,6789,10724 arba13678.

KETVIRTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Isitikinsime, kad Jonas visada laimi. Tam jam pakakty savo
pirmuoju &jimu i$braukti 2 skai¢ius paliekant juosteléje 2018 — 2 =
=2016 skai¢iy. Kadangi 2016 dalijasi i§ 3 (jis dalijasi net ir i§ 9),
todél likusius skaiCius bet kaip suskirstant skaiciy trejetais Jonui
toliau pakakty laikytis tokios laiminciosios strategijos: jeigu Petras
savo atsakomuoju éjimu iSbraukia viena skai¢iy, tai po jo Jonas
iSbraukia du skaicius ir, atvirksc¢iai, jeigu Petras iSbraukia viena, tai
tada Jonas iSbraukia du skai¢ius. Taip po vieno ju abieju éjimo
(neskaitant paties pirmojo Jono ¢&jimo) i§ juostelés ,,iSnyksta“
visada lygiai trys skai¢iai.

Taip juosteléje neiSvengiamai rastysi
2016, 2013, 2010.,.....,9,6, 3
skaiciai, o eilé eiti blity Petrui. Jeigu jis iSbrauks viena skaiciy, tai
tada Jonas iSbrauks paskutinius du ir
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laimés, o jeigu Petras iSbrauks du paskutinio trejeto skaicius, tai
tada Jonas iSbrauks pati paskutini ir taip pat laimés. Vadinasi, jis
laimi ,,visais‘ atvejais, kitaip sakant, jis turi laiminciajq strategija.

Ats. Jonas visada laimi, jeigu savo pirmuoju éjimu palicka
juosteléje i§ 3 besidalijanti skaiCiy kieki ir véliau visa laika
ripinasi, kad taip ir toliau biity po kiekvieno jo €jimo.

2. Zaidimo pradzioje juosteléje esantis skai¢iy kiekis dalijasi i§ 11,
nes 1001 yra 7 x 11 % 13. Todél dabar kad ir ka Jonas iSbraukty,
savo atsakomuoju ¢jimu Petras gali papildyti ju abiejy vienu bendru
¢jimu iSbraukty skaiciy kieki iki 11. Taip po pirmojo ju abieju
¢jimo (ir lygiai taip ir toliau) dabar jau Petras visada gali iSlaikyti
tokig padéti, kad bendras dar likusiy neisbraukty skaiciy kiekis yra
visada dalus i§ 11.

Todél Petras visada gali garantuoti, kad po kiekvieno jo &jimo
juosteléje esanciy dar neisbraukty skaiciy kiekis mazés vis po 11 ir
bus

990, 979, 968, ...... , 880, ....., 110, 99, 88, ...... 11.

Dabar kad ir kiek skai¢iy beisbraukty Jonas, Petras turés teisg
iSbraukti visus likusius, o tai reiskia, kad taip pat ir pati paskutini
skaiiy ir taip laiméti visa Zaidima.

Ats. Petras laimi laikydamasis tokios strategijos, kad po kiek-
vieno jo éjimo juosteléje likusiy dar neiSbraukty skai¢iu kiekis
sumazéja po 11 ir visada iSlieka dalus i§ 11.

3. Isitikinsime, kad dabar zaidima visada laimi Beatricé.

Tikrai, savo pirmuoju ¢jimu Aisté gali eiti { gretima pagal
krasting langeli esant] toje pacioje eilutéje, arba tame pacCiame
stulpelyje.

Pirmuoju atveju apatinéje eilutéje lieka 8 ,,nelankyti langeliai,
o likusioje po devyniose eilutése — po 10 nelankyty langeliy. Juos
visus lengva suskirstyti i 49 bendra krasting turinciy langeliy poras
ir toliau jau samprotaujame visiSkai pana$iai, kaip kad buvo
pasakyta miisy uzduoties 2-jame pavyzdyje.

Antruoju atveju, kai Aisté lieka pirmajame stulpelyje, tai jame
yra dar 8 nelankyti langeliai, o likusiose 9 — po 10 nelankyty
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langeliy, kuriuos vél panasiai galima suskirstyti i 49 bendra krasting
turinCiy langeliy poras. Toliau viskas vél kaip buvo pasakyta
antrajame pavyzdyje.

Ats. Beatricé laimi laikydamasi strategijos, kad po bet kurio (i$
dvieju galimy) Aistés ¢jimo ji likusius nelankytus 100 — 2 = 98
langelius suskirsto i 49 bendra krasting turincias langeliy poras. Ji
laikosi strategijos, kad kiekvienu éjimu Aistei iZengus i ,,nauja‘
pora, Beatricé eina | gretima tos pacios poros langelj. Kadangi pory
skaiCius po kiekvieno juy bendro ¢jimo sumazéja, tai kada nors visa
tai baigsis. Kadangi Beatri¢é uzsitikrino tokia padéti, jog jeigu
paeiti gali Aisté, tai paeiti gali taip pat ir Beatricé, tai éjimai baigsis
bitent Aistei ir baigsis tada, kai baigsis ,,neizengtos‘ poros.

Isitikinsime, kad né vienas i§ ju laiméti negali, nesvarbu, ko jie
griebtysi.

IS tikryju, ka jie darys, jie savo pasirinkimais suformuos
skai¢iy, kuriame po viena karta pasitaikys visi 10 skaitmeny.

Tokio 10-Zenklio skaiCiaus skaitmeny suma bus lygi visy
desimties skaitmeny sumai, kuri, kaip zinia, yra lygi

0+1+2+3+4+5+6+7+8+9=45

Kadangi 45 dalijasi i§ 9, tai, remiantis dalumo i§ 9 poZymiu, i$
9 privalés dalintis ir pats ju sudarytasis skaicius, todél nei Jonas, nei
Justas zaidimo nelaimés.

Siuo atveju galima sakyti, kad Zaidimas niekada neturés jokios
kuriam nors i$ jy palankios pabaigos.

Ats. Nei Jonas, nei Justas negali laiméti, nes né vienas ju
sudarytas skaicius niekada neturés nei liekanos 1, nei liekanos 2
lygios dalybos i§ 9 liekanos, nes jis visada dalinsis i§ 9.

Isitikinsime, kad Aisté visada gali laiméti Zaidima.

Tikrai, sakykime, kad Aisté savo pirmuoju éjimu ima kortelg 3.
Tada savo atsakomuoju ¢jimu Ausra arba ima kortelg 4, arba jos
neliecia. Jeigu Ausra neima kortelés 4, tai ja savo antruoju €jimu
paims Aiste ir iSdelios i§ 17 besidalijanti skaiciy 34.

Todél Ausra priversta imti kortelg 4.
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Tada savo antruoju ¢jimu Aisté ima kortele 1. Tada jeigu
Ausra neims kortelés 5, tai ja savo treCiuoju ¢jimu paims Aisté ir
18dés skaiciy 51.

Taip Ausra priversta imti kortele 5. Tada Aiste, kuri jau turi
korteles 1 ir 3, paims dar ir kortelg 6 ir iSdélios skai¢iy 136, kuris
dalijasi i§ 17, nes 136 =17 x 8

Taip matome, kad Aisté visada laimi.

Ats. Aist¢ laimi zaidima, sakysime, savo pirmuoju é&jimu
imdama kortelg 3.

6. Irodysime, kad zaidima gali laiméti Robinzonas. Tam jam pakakty
savo pirmuoju ¢jimu nudazyti abu treciojo stulpelio langelius
(nudazytus langelius Zymésime simboliu D). Tai padargs
Robinzonas padalina juostele

2x5
i dvi ,,nesusisiekiancias* dalis, kurias pavadinkime kairigja ir
desiniaja pusémis.

D
D

Jeigu dabar jau nudazyta treciaji stulpeli pavadintume dar ir
lentelés ,,simetrijos stulpeliu®, tai tolesné Robinzono strategija
darosi labai paprasta. Jeigu Penktadieniui pavyksta ka nors nudazyti
vienoje kurioje nors pus¢je, tai Robinsonas ta pati simetriskai
(treciojo stulpelio atzvilgiu) atkartoja kitoje puséje.

Langeliai greitai baigsis ir baigsis jie Penktadieniui, nes jeigu
¢jima vienoje kurioje nors puséje gali atlikti Penktadienis, tai kitoje
pus¢je simetriSkai treCiojo stulpelio atzvilgiu ji gali atlikti ir
Robinzonas.

O langeliy sulig kiekvienu &jimu juk mazéja.

Todél zaidima neiSvengiamai laimés Robinzonas.

Ats. Zaidima laimi Robinzonas savo éjimu nudazydamas abu
treciojo stulpelio langelius ir taip perskiria likusius 8 nenudazytus
langelius 1 dvi ,nesusiekianCias“ puses tuo priversdamas
Penktadieni dazyti grieztai vienoje kurioje nors puséje ir tada pats
simetriSkai to treciojo stulpelio atzvilgiu atkartodamas jo ,,darbus*
kitoje puséje.
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Irodysime, kad nors kiekvienu savo &jimu Karlsonas pasiima 4
kartus daugiau Sokolado negu Mazylis, vis dél to ,,po visam*
daugiau Sokolado bus gaves Mazylis.

Kad tuo isitikintume, pazymékime simboliu X Keturias
vienetines Sokolado dalis taip, kaip tai parodyta brézinyje zemiau.

X X

X X

Isitikinkime, kad yra teisingas toks faktas: kad ir kaip lauzty
plytele Karlsonas jis visada iSlau§ viena vienintele¢ Sokolado X
dalele. Todél jeigu vienetiniy X daleliy nebéra, tai lauzti toliau
Karlsonas jau nebegali.

Tai paaiSkina, kokios strategijos gali laikytis Mazylis — jiS savo
¢jimais turi naikinti vienetines X pazymeétas Sokolado dalis.

Pirmuoju éjimu Karlsonas pasiima 4 vienetines dalis ir taip
neiSvengiamai ,,panaikina“ viena X Sokolado dalelg. Tada bet kokia
kita X vieneting dalj i§lauzia Mazylis. Jei Karlsonas dar gali i§lauzti
eilines 4 Sokolado daleles, tai jis panaikina dar viena, jau trecig X
Sokolado dalelg, o Mazylis po jo — ir ketvirta, jau paskuting
vieneting X dalelg.

Tai reiskia, jog toliau lauzti Karlsonas nebegalés ir tada visas likes

Sokoladas, susidedantis i$

25-4-1-4-1=15
daleliy, atitenka Mazyliui, kuris, kaip matome, gauna maziausiai
15+2=17
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Sokolado daleliy tuo tarpu, kai Karlsonas liks su daugiausiai 8
vienetinémis dalimis.
Ats. Mazylis gauna didesne Sokolado plytelés dali.

8. Savo pirmuoju ¢&jimu iSmintingoji Albina paima i§ pirmosios
kriivelés tiek brangakmeniy, kad abiejose kriivelése ju biity po 13,
arba savo pirmuoju éjimu Albina pasiima 2005 akmenukus. Toliau
jai galvoti jau reikés ,.kiek maziau®, nes ji pagalvojo ,,pries tai“ ir
jai visiskai pakaks kartoti tai, ka darys profesorius Gaudencijus.

Tai reiskia, kad iSmintingoji Albina ims lygiai tiek brang-
akmeniy, kiek ju ka tik (tik i$ kitos kriivelés) paima Gaudencijus.

Kitaip sakant, iSmintingoji Albina, savo jZanginiu pirmuoju
¢jimu sulyginusi brangakmeniy abiejose kriivelése, ta pati daro ir
toliau. Ta yra, ji kiekvienu savo ¢jimu ,,islygina“ kraveles. Todél
jei po Gaudencijaus éjimo ant stalo vis dar yra 2 netuscios
akmenuky kravelés, tai dvi kriivelés (tik dabar abi su po tiek
akmenuky) bus ir po atsakomojo Albinos €jimo.

O jeigu Gaudencijus viena kuria krivelg ,,uzbaigs imti“ — 0
anksCiau ar véliau jis bus priverstas tai padaryti, tada savo
atsakomuoju éjimu kita kriivele ,,uzbaigs imti* ir iSmintingoji
Albina— tuo paciu laimédama visa zaidima.

Ats. ISmintingoji Albina savo pradiniu éjimu sulygina
brangakmeniy skaiciy abiejose kriivelése ir toliau laikosi strategijos
— kiek akmenuky Gaudencijus ima i$ vienos kurios nors kruvelés,
tai tiek pat ji ima i$ kitos. Taip kiekvienu éjimu ji iSlaiko vienoda
akmenuky skai¢iy abiejose kriivelése ir tai uztikrina jai pergale arba
paskutinio akmenuko pasiémima.

9. Zaidima visada laimi Rimas. Tam jam pakakty pirmu &jimu paimti
nuo stalo viena vienintel¢ moneta paliekant lentoje
2019-1=2018

monety.

Pastebékime, kad dabar, kad ir kokj lygini monety skai¢iy nuo
2 iki 100 imtinai imty Nerimas, Rimas savo atsakomuoju é&jimu
visada gali paimti tiek monety, kad ju per abu jie vienu &jimu biity
paémg ,.grieztai“ 101.

Taigi po savo ¢jimo Rimas visada gali palikti ant stalo
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10.

2018, 1917, 1816, 1715, 1614, 1513,
1412, 1311, 1210, 1109, 1008, 907, 806, 705, 604, 503, 402, 301,
200, 99 monetas.

Dabar, kai ant stalo yra 99 monetos, jy visy Nerimas savo
¢jimu nuimti negali, nes 99 yra nelyginis skaicius. Todél po bet
kurio Nerimo atsakymo Rimui liks dar mazesnis ir jau bitinai
nelyginis monety skaicius, kurias tada visas jis ir baigs imti tuo
paciu laimédamas ir visa Zaidima.

Ats. Rimas visada laimi nuimdamas savo pirmuoju éjimu viena
moneta ir toliau laikydamas strategijos, kad tolesniais ¢jimais jie
per abu per viena bendra €jima nuimty visada grieztai po 101
moneta, kol ant stalo teliks maziau kaip 100, arba, kaip kad miisy
atveju, 99 monetos.. Si padétis lyginj monety skaiéiy tegalinéiam
nuimti Nerimui yra pragaiStinga, nes visy ju nuimti jis negali, nes
99 yra nelyginis skaiCius. Todél Nerimas ima kazkoki nelygini
monety skaiCiy, palikdamas ant stalo dar labiau maZzesnj, bet jau
lygini monety skaiciy, kurias visas sekanciu savo éjimus ir nusluoja
laimétojas Rimas.

Pazymékime simboliu X kai kuriuos Sachmaty lentos langelius,
sudarancius savotisSka ,,réti.

X X X X

X X X X

X X X X

X X X X
=

Irodysime, kad Greta visada gali laiméti.

Tam jai pakakty savo pirmuoju &jimu perkelti mislinga figtira
F 1 pati deSiniausia apatini X langeli ir toliau laikytis tokios
strategijos — kokia kryptimi eity Deividas, tai ta pacia kryptimi tgsia
¢jima ir Greta.

Taigi, jeigu Deividas eity aukstyn, tai aukStyn po jo eity ir
Greta, jeigu desinén eity Deividas, tai to jo deSinén eity ir Greta.
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Jeigu istrizaine aukStyn-deSinén eity Deividas, tai istriZzaine
aukstyn-desinén eity ir Greta.

Zodziu, Gretos strategija ne tik kad atkartoja, bet kartu, galima
bty sakyti, kad ir pratesia Deivido strategija.

Taigi po kiekvieno tokio atsakomojo ¢jimo Gretos mislinga
figtira iSlieka ,,rétyje®, kurj sudaro visi X langeliai.
lentos X langel; tuo laimédama visa zaidima.

Sioje vietoje mes patartume susizyméti visus laiminéius ir
pralaimincius langelius.

Ats. Greta kiekvienu savo éjimu eina { artimiausia pasiekiama
X langeli ir toliau savo éjimais pratgsia Deivido &jimuy kryptj ir taip
»heisvengiamai‘ laimi.

PENKTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Sakykime, kad taskos O yra krastinés BC vidurio taskas (1 pav.).
Kadangi keturkampio ABMC jstrizainés AM ir BC susikerta taske O
ir jame dalijamos pusiau, tai $is keturkampis yra lygiagretainis.
Lygiagretainio istrizainiy kvadraty suma lygi krastiniy kvadraty

sumai, todél AMZ+BC?=2(AB%+AC?). I§ &a seka, kad
AM? +162 = 2(12% +15%). Taigi AM =/842.

AtS.: 1/842.

B M

1 pav.
2. Sakykime, kad tiesés CM ir BD kertasi taske N (2 pav.). Kadangi

atkarpa CN yra trikampio CBD pusiaukampiné, tai pagal pusiau-
kampinés savybg BN :ND =CB:CD. Kadangi tiesés AD ir BCyra
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lygiagrecios, tai ZLCMD = /BCM = ZDCM, taigi trikampis CDM
yra lygiasonis (CD=DM). Kadangi taskas M yra atkarpos AD
vidurio taSkas, tai BC=AD=2CD, taigi ieSkomasis santykis
BN:ND =2:1.

Ats.: 2:1.
Sakykime, kad rombo ABCD istrizainés B
susikerta taSke O jstrizainé AC=10, o
atstumas nuo tasko O iki krastinés AB lygus
OH =3 (3 pav.). Akivaizdu, kad H

A C
AO:%AC:S, AH =V AO?-OH? = 4. ©
I§ staciyjy trikampiy AOB ir AHO panasumo
turime, kad AH:AO=AO:AB, t. v,
2 D
AB=29" 2 rombo plotas S 4 kartus 3 pav.
AH 4
: o : .. 1 75

didesnis uz trikampio AOB plota, taigi S= 4-5- AB-OH = >

Ats.: E
Kadangi  rombo  istrizainé yra  jo B
pusiaukampingé, tai £ BAC:%A BAD = 2¢.

K

Kadangi atkarpa AK yra trikampio ABC
pusiaukampiné, tai pagal pusiaukampinés A o) C
savybe turime, kad BK:KC= AB:AC.
Zymékime AB=a, tuomet CK =a-b, i3
trikampio AOB randame, kad

D
B: AC=AB:2A0= 1 . 4 pav.
2c0s2¢
.. b 1 .
Taigh —= . I8 ¢ia surandame, kad a=b(1+2c0s2p).
a-b 2cos2¢
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Tuomet rombo plotas

S—Z-% AB- ADsin ZBAD = a? sin 4 = b?(1+ cos2¢)? sin 4¢.

Ats.: S=b? 1+ cos29) 2 sin 4.
Pastaba: pasirinkus kita sprendimo biida, atsakymas gali bati

2 in2
uzrasytas ir kita forma: S= bSILZ&pSin 4.
sin“ o
. . E
4. Kadangi tiesés AB ir CD lygia- D C
grecios (5 pav.), tai
LAEDzzEAB:ELA A
2

Analogiskali > pav.

Z/CEB=/EBA= %AB. Kadangi ~A+ B =180°, tai

Z/AEB=180° - ~/EAB— ~/EBA=
:180°—%(4A+AB):90°, taigi  tri-
kampis AEB yra statusis. Todél

AB=1AE®+EB? =10. Kadangi AB=
=2AD (jrodyta 5 pavyzdyje), tai
AD =5.

Ats.. AB=10, AD=5.

6. Sakykime, kad taske O susikerta kvadrato ABDE istrizainés
(6 pav.). Kadangi ~ACB+.AOB=180°", tai keturkampis ACBO
yra jbréztas | apskritima. Kadangi atkarpos AO ir BO yra statmenos
ir lygios, tai pagal 9 pavyzdzio rezultata i§ Cia iSplaukia, kad tieséje
CO yra kampo C pusiaukampiné. Kadangi ties¢ CO eina per
kvadrato istrizainiy sankirtos taska, tai kaip irodyta 1 pavyzdyje, ji
dalija jo plota pusiau. Taigi, AB=10, kvadrato plotas lygus 100,
daliy, i kurias kvadrata dalija tiesé¢ CO, plotai lygiis 50

Ats.:50 ir 50.
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Sakykime, kad ABCD duotasis keturkampis. I$ vir$tniy C ir D
nuleiskime statmenis CH ir DG |

krasting AB. IS staciyjy trikampiy c D
ADG ir CBH turime P
DG = ADsin60° = 10-@ =53,
2 B4 G A

AG = ADcos60’ =5, 7 pav.
BH = BCcos60° =4,
CH =BCsin60° = 4/3.
I8 taSko C nuleidziame statmenj CP | ties¢ DG, kadangi DG >CH,
tai taSkas P yra atkarpoje DG (7 pav.). Keturkampis GHCP yra
statiakampis, todél GP=HC = 4./3, tuomet DP=DG-GP =+/3.

¥ stadiojo trikampio CDP turime CP=+CD?-DP? =
=144-3=1141 Kadangi CH =CP, 0, AB=AG+GH = HB,
tal AB=5++141+4=9++/141.

Ats.: 9++/141 .

Sakykime, kad taskai K ir L yra

trapecijos ABCD S$oniniuy krastiniy D C

AD ir BC vidurio taskai (8 pav.).

Kadangi atkarpos NL ir ML yra K L

trikampiy BCD ir ABC vidurinés

linijos, tai A B
1 1

NLZEBD:4, ML=EAC=3. 8 pav.

Taikydami Herono formulg randame trikampio MNL plota. Kadangi

jo pusperimetris p:%(4+4+3) :1—21 , tai

s EE I 20

212 2
Kadangi Sis plotas lygus pusei lygiagretainio MLNK ploto, o
lygiagretainio MLNK plotas, kaip jrodyta 7 pavyzdyje, lygus
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10.

pusei trapecijos ABCD ploto S tai i§ ¢ia gauname, kad

S:4S\/|NL :3\/5_5.
Ats.: 3V55.
I trikampiy AEB ir FED panaSumo (9 pav.) turime lygybe
E:§,0 i§ trikampiy AED ir GEB g C G
EF ED /
anaSumo — lygyb BE_EG Is si 2
p ygyoe DE_ AE’ u x
. . AE EG A D
lygybi Splaukia, kad —=—,t.V. .
ygybiy 1Splauki EF . AE y 9 pav
2
EG=£=§.Taigi FG:GE—EF:E.
EF 3 3
Ats. FG:E.
3

Ibréztam { apskritima keturkampiui ABCP
taikome Ptolem¢jo teoremaq ir gauname, kad A B
BP-AC = AP-BC+ AB-CP. Kadangi kvad-

rato jstrizainé AC=\/§AB, tai suprasting
i§ kvadrato kraitines AB turime /2BP=

.. a+b D C
= AP+CP. Taigi BP=——.
J2 P
a+b 10 pav.
Ats.. ——.
J2

SESTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS
a) Apibrézkime Bilio funkcija f(a,b,c)=(avb)— ((=b)Ac).
Apskaiciave nustatome, kad f(0,0,0), f(0,0,2), f(1,0,0
reikSmés lygios 1, o likusos f(0,1,0), f(0,4,1), f(10,0),
f(1,1,0), (111 reiksmés lygios 0. Vadinasi, A, B, C loginés
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reik§més gali bati tokios: 0,0,0; 0,0,1; 1,0, 1, t.y. abavis trys
teiginiai klaidingi, arbateisingastik C, arbateisingi tik Air C.

Dalys b) ir ¢) sprendziamos analogiskai.

Ats.: @ (a,b,c)=(0,0,0),(0,0,1), arba (1,0,1), t. y. arbavis
trysteiginiai klaidingi, arba teisingas tik C, arba teisingi tik A ir C;
b) (a,b,c)=(0,1,0), arba (1,11, t. y. arba vis trys teiginiai
teisingi, arba teisingas tik B; ¢) (a,b,c)=(0,0,1), t.y. teisingas
tik teiginys C.

Apibrézkime Biilio funkcijas
fi(a b,c)=(a—>b)ac,
fo(a, b, c)=(avb)A((—a)vc),
f3(a, b, c) = ((—a) Ab)v (anc),
fs(a,b,c)=a-b-cdc-adc.
Apskaiciave f, visas reikSmes, randame, kad f,(a,b,c)=1 tadair
tik tada, kai (a,b,c)=(0,1,0),(0,11,(1, 0,1, arba (1,1,1). Tap
pat fi(a,b,c)=1 tada ir tik tada, kai (&, b, c)=(0,10),(0,11),
(1,1 0)arba (1,1,1). Vadinas, visada f,(a,b,c)= f3(a,b,c), o
teiginiai V ir W ekvivalentiis. Kad teiginiai U ir X ekvivalentis,
galima jrodyti analogiSkai. Bet galima ir pasinaudoti 1 pavyzdyje
irodyta tapatybe X > y=X-y® x@®1. Tada
fi(a,b,c)=(a—>b)arc=(a-b®adl).-c=a-b-cdc-ad®c=
= fs(a, b, ).
Jokie kiti du teiginiai néra ekvivalents, nes
f,(0,1,0) = f3(0,1,0) =1, bet f,(0,1,0)= f,4(0,1,0)=0.
Ats.: ekvivalentis yra teiginiai U ir X bei Vir W.

a) Ausros teiginys yra P— S, 0 Beno teiginys yra (—S) < A
Tada Cesiaus teiginys yra

C=((P=>9A((=S)«< A)— (A>(—P)).
Pazymékime

f(s p, &) =((P=> 9 A((=9) & &) > (@a—>(=p))-
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Tada visems 8 gadimiems rinkiniams (s, p,a) turime
f(s, p,a) =1. Todél teiginys C yra tapaciai teisingas.

b) Dabar Beno teiginys yra (—S) — A Analogiskai gauname
f(s p.a)=((p—>9A((=9) > &) >(a—(=p)).
Kadangi dabar f(1,1,1) =0, tai Cesiaus teiginys néra tapaciai
teisingas.

Ats.: a) taip, teiginys tapaciai teisingas; b) ne, teiginys néra
tapaciai teisingas.

5. Teiséju iSvadas galima atitinkamai uzrasyti:
X=(K—>B)A(=K)—>(=B), Y=(K —>B)A(=B)—>(=K) ir
Z=((K—>B)AB)—> K. Kadangi ((k—b)A(—K))— (=b)=0,
ka k=b=0, ir (k—>b)yab)—>k=0, ka k=0, b=1 ta
teiginiai X ir Z néra tapatiai  teisingi. Kadangi
((k > b) A (=b) — (=k) =1 visoms 4 poroms (k, b), tai teiginys Y
tapacCiai teisingas. Vadinasi, logiskai pagrista yra tik teis¢jo Y
iSvada.

Ats.: logiskai pagrista yra tik teiséjo Y iSvada.

5. a) Teiginiy A, B, C logines reikSmes pazymékime a, b, c. Tada
f(a,b,c)=1, kai lygia vienasis teiginiy A, B, C teisingas, t. y. kai
lygiai viena i8 reikSmiy a, b, c lygi 1. Todél f(4,0,0)= f(0,1,0) =
=1(0,0,1) =1, o likusios penkios f reilksmés lygios 0. Tada
f(1,1,) =0, bet 1®1®1=1. Vadinasi, f(a,b,c) nesutampa su
a®b®c, oteiginys f(A B, C) néra ekvivalentus A® B® C.

b) Jau zinome, kad f(a,b,c)=1, ka (a,b,c)=(10,0), (0, 1, 0),

(0, 0, 1). Siuos trejetus atitinka ,,sandaugos™ a-(=b)-(—c),

(—a)-b-(=c), (—a)-(=b)-c. Todél

f(a,b,c)=a-(=b)- (—c)®(—a)-b- (—-c)® (—a) - (—b)-c=

=a- (b®) - (c®)®(a®l)-b-(cr)®(a®l)-(bd-c=

=a-b-cOa-bda-chobad®a-b-cob-coa-bd®bda-b-c®
@a-cO®b-cdc=a-b-coad®b®c

ir f(ABC)=A-B-.C®PA®B®C.
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Ats: a) f(1,0,0)=f(0,1,0)=f(0,0,1) =1,
f(0,00=f01D)=f10D=f1LL0)=1(11D)=0
b) f(a,b,c)=a-b-c®da®b®dc; A-B-C®A®B®C.

6. Kadangi visada —x=Xx—>0, 0 i§ 3 pavyzdzio zinome, kad visas
Bilio funkcijas galima iSreik$ti per operacijas A ir —, tai visas
Biilio funkcijas galima isreiksti per operacijas A, —, 0, ir Siy
operacijy sistema yra pilnoji.

Jei x=1, tai kad ir ka bedarytume su X ir konstanta 1,
jungdami juos konjunkcijomis ir implikacijomis, atsakymo O
negausime (nes 1.1=1 ir 1—>1=1). Todél funkcija f(X)=-x
neisreiskiama per operacijas A, —, 1, ir Siy operacijy sistema néra
pilngji.

Funkcija f(x)=-x galima iSreik§ti per operacijas @, 1.
f(X) =x@1. Taciau Siy operacijy sistema néra pilnoji dél kity
priezas¢iy. Naudodami tik simbolius X, y, @, 1 (ir skliaustus, Siuo
atvgju neturinéius jokios reik§més), tegalime gauti ,,sumas‘
XOXD..OXOYyPyD..0yPle1ld...®1, turinCias bet kiek
»démenu“ (kuriy tvarka nesvarbi), o jas prastindami tegalime gauti
vieng i§ funkciju 0, 1, X, y, X@ 1, y®@ 1, XDy, x@ y® 1, i§ kuriy
né viena nesutampa su funkcijax - y.

Pastaba. Kadangi visada —-X=x—>0 ir

Xy==(X—=>(y)=(X—>(y—>0)—0, ta net ametus A,
sistema —», 0 lieka pilnoji.

7. a) Jei teiginial A ir B abu teisingi, t. y. a=b=1, tai aTh=0, o
visais kitais atvgais aTh=1. Todel 07T0=0T1=1%T0=1
1T1=0..

b) Teiginiy ,,Netiesa, kad A ir B“=—(AA B) bei ,Netiesa, kad
A, arba netiesa, kad B“=(—A) v (-B) sutampasu AT B prasme.
Todél aTb=(-a)v(—b)=—(a-b) =a-b@®1. Paskutiné israiska ir
yraANF.
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¢ Kadangi vissda aTa=za-a®l=a®l=—a ir
—(@Th =@Th®@l=a-b®1®l=anb, o visas Bilio funkcijas
galima iSreiksSti per operacijas A ir —, tai visas Bilio funkcijas
galima isreikti per Seferio operacija, ir sistema T yra pilnoji.

8. Ant pirmyjy dury uzrasytas teiginys C= A<« (AvB), o ant
antryu — D=(-C)v(A< B))—>(—B). Tada paryskintas
teiginys yra ,,Arba C, arba D*

=C®D=(A< (AvB)®((-(A< (AvB)))v (A< B)) > (—B)).
Atitinkama Bilio funkcija
f(a,b)=(a< (avb)®((—(a<> (avb)))v(a<> b)) - (=b))
lygi 0, ka (a,b)=(0,0), (0,1) arba (1,0), bet (1,1 =1
Vadinasi, a=b=1, t.y. abiejuose kambariuose yra po lilita ir né
vieno i$ ju geriau neatidaryti.
Ats.: abiejuose kambariuose yra lititai.

9. Pazymékime teiginius A=, Adomas sudauzé vaza“, D = ,,Domas
sudauzé vaza“, R=,Rimas sudauzé vaza“. Kadangi tiesa pasaké
lyginis skai¢ius berniukuy, tai ju keturiy teiginiy loginiy reikSmiy
suma lyginé, t. y. sujungus jas grieztomis disjunkcijomis, turi iSeiti
reikSmé 0. Ty 4 teiginiy reikSmés i§ eilés yra u=der,
v=_(2d) (-r)=d®B 1) -rH1)=d-rBdBT D1,
w={(-w—-a=(dBrdP1l)—a

=d®r@&D-aB(dBTOL D1
=d-aPr-aPBaBdPr,

ir
x=ao(a(-d)=a®(a-(dB1) Bl=aBa-dB

atbl=a-dP1l
Todél
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10.

0=uPvPwdx
=dPrPd-rDdPrPB1Pd-aPr-a
PBaPdPrPa-dP1
=d-rPr-aPaPBdPr
=r-(aPdB1)PBaPbdb1P1

rdD-(e®d®1 D1

= (=) -(a = D).

Tada(—r)-(a < d) =1.Vadinas, -r=a<d=1irr=0.Be
to, artbaa = d = 0, arbaa = d = 1. Pirmuoju atveju iSeity, kad né
vienas i$ broliy nesudauzé vazos, bet tai priestarauja salygai. Todél
a = d = 1. Gauname, kad vaza sudauzé Adomas ir Domas, bet ne
Rimas.

Ats.: vaza sudauzé Adomas ir Domas.
a) Kadangi visada
[a;\(a—> b))—>b= [a- (a-bEBaEBl))%b= (a-a-bPa-
aBa)—-b=(a-bBa®a)—=b=(a-b)=b=a-b-b&B
a-bbl=a-bBa-bPhl=1
, ta teiginys U tapaciai teisingas. Sudétingesniam teiginiui V
verGiau tiesiog patikrinkime, kad flcde)=1, ka
fle,d,e) = ((C =d)a(d - e)) = (c—e)ir (c,d,e) =(0,0,0),
(0,0,1), (0,1,0), (0,1,1), (1,0,0), (1,0,1), (1,1,0), (1,1,1).

b) Buitiné kalba daZznai biina netiksli. Pavyzdziui, joje
praleidziami zodZiai, kurie turimi omenyje ir kuriuos paSnekovas
gali numanyti i$ konteksto. Pirmosios i§vados atveju 1) ir 2) galima
perrasyti taip: 1) K neklysta sakydamas savo antraji pokalbio
sakinj; 2) jei K neklysta dél to, kad sniego zmogus egzistuoja, tai jis
egzistuoja. Taigi formuléje (A A (4 > B)) = B dvi raidés 4 zymi
skirtingus teiginius. Teisingas pazyméjimas biity
U= (A, A(A, > B))— B, o toks teiginys jau néra tapadiai
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teisingas. Tad K iSvada i§ tikryju néra logiSkai pagrista.

AnalogiSkai reikty Zyméti
V=_(C->D)A(D-E))~(C—E),

kur teiginiy E; = ,)K mano teisingai, laikydamas L Zzmogumi‘ ir

E; = K mano teisingai, laikydamas L sniego Zzmogumi* prasmé

néra tokia pati, nors jie abu sutrumpinami iki zodziy junginio ,,K

mano teisingai‘.

SEPTINTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

' 1
1. dy=d(x/1+ xz)z(\/lerz) -dx:%(+ x2>-(+ xzjdx:

= ; - 2xdx = xdx
201+ x2 1+ x2
Ats.: xax

1+ %2 .

5

1 > x2  x*
X ——=)dx= l(x2 =x AN AN
2. j(x X Xz)dx__[(x X “)dx = 5
2

2 5 1
+C==x°vx+—+C.
1 5 \/_ X
Ats.: Zx2\/;+£+C.
5 X

3. Pazymékime t = 2-3x. Tuomet
dt=d(2-3x) =-3dx= dx= —%dt =

- \/2—3xdx:—% j\/fdt:—%- +C=—§t\/¥+cz

N | rw
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= —S(Z—BX)\/2—3x +C.
Ats.: —5(2—3x)\/2—3x +C.

5. Pertvarkykime lygti iSreikSdami y':

xzy’+x+1:0:>y’:—1—i2. Integruodami  gauname,  kad
X X

dx pdx 1 o . L
y=—|—-|5=>- In|x|+=+C. Vadinasi, diferencialinés
X X X

lygtie bendrasis sprendinys yra y:—In|x|+1+C. I§ bendrojo
X
sprendinio, jras¢ X=1, y=2, apskaiiuojame C=1. Taigi

atskirasis  sprendinys, tenkinanti salyga Yy(1)=2, yra

y:—ln|x|+£+1.
X

Ats: y=—In|x|+1+C, y=—In|x|+ 241,
X X

6. Pertvarkykime lygti iSreikSdami y”:

Jx- Yy —J2x* -x=0=Yy" =2x-1. Du Kkartus suintegrave
funkcija f(X) =+/2x-1, gausime duotosios diferencialinés lygties

bendraji sprendini. Po pirmojo integravimo turésime:
3

> 3
y = \/2x—1dx:E jﬁdt :E-E+Cl :}(2x—1)2 +C;
2 2 3 3
2
(integruojant pritaikytas kintamojo keitimas t =2x-1). Suinteg-
rave dar karta gausime:

C

1 s 1 3
yzgj((Zx—l)Z +C) dx:éj(Zx—l)zdx+€x+CZ:
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1 5
=—(2x-1)2 +Cx+C,.
15( )2 +Cx+Cy

Cia C, ir C, yra laisvosios konstantos. Atkreipkime démesi i
»laisva‘“ elgesi su laisvaja konstanta ?17V1et0Je jos iraséme tiesiog
C.

5
Ats.: y:l—15(2x—l)2 +Cx+C,.

6. Atskirkime  kintamuosius, t.y. lygti padauginkime @ i$

L, y#-2,X#2. Gauname lygti &y :i
(Y+2)(x-2) y+2 x-2
atskirtaisiais kintamaisiais, kuria suintegrave turésime:

dy o dx

=|—+C=In|x-2|+C>
y+2 X-2

=>|ly+2 e“t. [X—-2=> y+2= J_recl(x—Z).
Pazymékime C= +e, Patikring, kad pastovioji funkcija
y=-2 tenkina duotaja diferencialing lygti (Xx—2)y'=y+2,
laikykime, kad konstanta C gali igyti ir nuling reikSme. Taip pat
dabar galime atsisakyti ir reilkalavimo x = 2. Tuomet:
y+2=+e%(x—2) > y+2=C(x-2) = y=C(x—2) - 2.
Ats.: y=C(x-2)-2.

7. Pertvarkykime lygti: x+3y2y’ =1= 3y2y’ =1-X. Padauging gau-
taja lygti i§ dX, turésime lygti su atskirtaisiais kintamaisiais, kuria
integruodami gauname:

2
3y?dy = (- x)ax= 3[y?dy = [1-X)dx+ C = y° = __(1‘2") LCo

2 2 { 2

3 X 1 3 X X
=X—-—+C-Z=y’=x-—+C=>y=3Ix——+C .

y 2 2 y 2 y 2
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Atkreipiame démesj, kad vietoje laisvosios konstantos C—E
paraséme tiesiog laisvaja konstanta C. Toliau | gautaji bendraji

sprendinj jraS¢ Xx=1, y=1 ir apskaiCiave C:%, gauname

, 2
. . - .. X 1 . :
duotosios lygties atskiraji sprendinj y = 3X— > + 5 kuris tenkina

salyga y(1)=1.
2
Ats.: yzﬂi”/x—x—+i .
2 2

Pirmiau i$sprgskime atitinkama tiesing homogening diferencialing
lygti y+y=0. Ta lygtis su atskiriamaisiais kintamaisias —

kintamuosius atskirsime padauging lygti i§ daugiklio %, y=0.

Gauname: ﬂ:—dx:ln|y|=—x+cl:>y:0e’x, C=+e“; C -
y

laisvoji konstanta (su galima nuline reik§me).
Dabar konstantos varijavimo metodu rasime duotosios

nehomogeninés lygties Yy +y=€ * bendraji sprendinj. Tegu
C=C(x). Ieskosime tokios funkcijos C=C(X), su kuria

y=C(x)e * tenkinty duotaja nehomogenine lygti:
(CX)e*)+C(x)e *=e ¥ =
=C(xXe ¥ -C(x)e *+C(x)g "= * =
=>C(X)=1=>C(x) = jdx+ A=>C(X)=x+A
Vadinasi, duotosios nehomogeninés lygties bendrasis sprendinys
yra y=(x+A)e X, A—laisvoji konstanta.

Ats.: y=(x+Ae X, A—laisvoji konstanta.
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10.

Sprendziame atitinkama homogening lygti:
y-Yoomy-Yoo Eo Y E 0 ypinx+g = y=cx,
X X y X

C - laisvoji konstanta.
Tegu C=C(x). Ieskosime tokios funkcijos C=C(X), su

kuria y=C(x)- x tenkinty duotaja nehomogening lygti:

(CH)x) —M—X2:>X+C(X)—C(X)=X2:>

2
=>CX)=x=>C(X) = J.xdx:XEJrA;

A — laisvoji konstanta. Tuomet nehomogeninés lygties bendrasis

2 3
sprendinys yra y= [X? + Aj X= XE + AX. Atskirgiam sprendiniui

rasti Cia iraSykime x=-1, y=0. Gauname:;
0= —% -A=> A= —% . Taigi ieskomas atskirasis sprendinys yra
3
X l 1 3
——=X==(X"—X).
=575 ( )

Ats. yzg(xs—x) .

Sprendziame tiesing homogening lygti (kai x=0, y=0):

dx d
Ky -2y =015 jyyz +C =

2
:>In|y|———+CI:>y Ce X,

2

C - laisvoji konstanta. Tarkime, C=C(x) . Funkcija y=C(X)e X
iraSome i duotaja nehomogening diferencialing lygti:
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!/

2 2
XZ(C(X)e x] —-2C(X)e X =1=

2, _2 _2
= X% C'(X)e ¥ +-=C(x)e X]—ZC(x)e x=1=
X
2 2 2
21 - ’ 1 - 1 -
= xC(¥e *=1=C'(x)=—e*=C(x) = j—zexdx+ A=
X X
2 2

e, (2 1 ..
=C(x) = > Iexd(;j+ A= C(x)= Eex +A;

A — laisvoji konstanta. Tuomet duotosios nehomogeninés lygties
bendrasis sprendinys toks:

Ieskodami atskirojo sprendinio jraSykime x=2, y=0. Gauname:
0:—%+ Aet=a=S

2
Tuomet atskirasis sprendinys yra

2 2
i 1-=
y:_E+E.eX:%[e X_l}_

2
AtS.: y:—%+ Ae X, A—laisvoji konstanta;

2
1] ==
=—le x-1|.
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ASTUNTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Pirma nelygybe padauging i 12, o antra — i§ 60, gausime
ekvivalencia nelygybiy sistema:
3(3x—2)+ 30> 4(2x—-1) - 2(3x+ 2),
{ZO(ZX —5)-30(3x-1) <12(3— x) —15(2x-1).
Toliau:
9x—-6+30>8x—-4-6x-4,
{4OX —100-90x+ 30 < 36 -12x —30x +15,
OX+ 24> 2x-8,
{— 50x—-70< —-42x+51,

32

x>-32, |[*7 77 4
= x> - 42
—8x<12l | 121 77

Uzdavinio salyga tenkinantis skaicius yra —4.
Ats.: 4.

2. Natiiralu nagrinéti du atvejus:

1) x2-2>0 ir 2) x¥*—2<0,
Pirmu atveju gausime

x2—2>0, x<—\/§arbax>\/§,
x+5>x2—2, = x2—x—7<0, =

3-9x>2(x>-2) [2x°+9x-7<0

—VJ2< x<\/§;
1-v29 -9+4/29
=IX< abax>1————;
2 2
-9-4/137 —-9+4/137
X<Tarbax>T

Antru atveju gausime:
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x2—2>0, —\/§<x<\/§,

x+5<x2—2, = x2—x—7>0, =

3-9x>2(x*-2) |2x?+9x-7>0

- 2<x<\/§;

1-/29 —9+\/2_9_
=IxX< ) arbax>1T, = .
-9-4137 -9+4/137
X<Tarbax>T

Ats.: 1_\2/E<X<—\/§.

3. I8 pradziy prie visy sistema sudaranciy reiskiniy pridékime skaiciy
—4. Gausime ekvi—valencia nelygybiy sistema
5x-7 X 3x
Y P AN
Xx-5 5-X x2_25

0 i$ jos — sistema

<0,

X+13 X 3X
< +
X—5 x-5 x2_925
Sia nelygybiy sistema uzrasykime jprastu pavidalu
X+13 X 3X
< + ,
Xx-5 x-5 x2_925
X 3x

< 0.

— <0
x-5 x2_25
ir spreskime taip:
X+13 X 3X
- — <0,
Xx-5 x-5 x2_25

1 3
x| ——+ <0
Xx-5 x2_25
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5(22x+13) -0
xXc—-25
X(X + 8)
x2 - 25
Jei x2-25<0, t.y. xe(-5,5), tai
2X+13> 0, X>—6,5,
{x(x+8)>0:>{x<—8arbax>0

<0.

= x> 0.

Joi x°-25>0, t.y. x<-5arbax> 5, ta
2X+13<0, X>—6,5,
=
X(x+8)<0
Taigi pirmu atveju gauname sprendiniy intervala (0; 5), o antru
— sprendiniy intervala (-8;—6,5). Siu intervaly sajunga
(-8; —6,5)U (0; 5) yra nelygybiuy sistemos sprendiniy aibé.
Ats.: (-8;-6,5) U (0; 5).

= -8<Xx<-65.
-8<x<0

4. Antra nelygybé ekvivalenti dvigubai nelygybei —1<x+1<1, o §i —
dvigubai nelygybei -1-1<(x+1)-1<1-1 t.y. nelygybei
—-2<x<0. Pirma sistemos nelygybé ekvivalenti dvigubai
nelygybel —6< X +5x < 6. Kadangi X2 +5X = X(x+5) <0, kai
xe[-2;0], ta sistemoje Sia dviguba nelygybe galima pakeisti

nelygybe X2 +5X > -6, Taigi pradiné nelygybiy sistema yra
ekvivalenti nelygybiy sistemai

X2 + 5x > -6,
-2<x<0.
Spresdami ja gausime:
X2 4+5x+6>0, [(x+2(x+3)>0, [x<-3arbax>-2,
= = =
—-2<x<0 -2<x<0 —_2<x<0
=-2<x<0.
Nelygybiy sistemos sprendiniy aibé yra intervalas (—2; 0].
Ats.: (-2; 0].
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5. Pirma sistemos nelygybé yra ekvivalenti nelygybei
0,2°05% < 0,29,
o 8i — nelygybei cosx>0. Pastarosios nelygybés sprendiniy aibg
nesunku uzrasyti remiantis funkcijos y=cosx grafiku (Zr. pav.)

Ji yra intervaly [—g + 2k; g+ 2kn} , ke Z, sajunga.

Spresdami antra nelygybg gauname:

X1l 0 X L 0=xe(02).
2-X 2 2(2—Xx)

Abiejy nelygybiy sprendiniy aibiy sankirta (bendroji dalis) yra

intervalas (0; g} Sis intervalas ir yra nelygybiy sistemos sprendi-

niy aibé.
Ats.: (O; E} .
2
6. Nelygybé
2
9 ( 4x— 22] -0
X-5
yra ekvivalenti nelygybiy sistemai
4x—22 <3
X—5
4x—22
2 —
X—5
Atsizvelge | tai, kad X222 _AX=9=2_, 2 = name
X-5 X-5 X-5

ekvivalencia sistemg
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(631

X—
I$ pirmos nelygybés aiSku, kad negali biti X—-5<0. Todél §i
nelygybiy sistema ekvivalenti sistemai

X-5>0,

2> x-5,

2<7(x-5).

I§ nelygybiy X>5, x<7 ir x23—77 gauname, kad funkcijos f(x)

apibrézimo sritis yra uzdaras intervalas [3—77, 7} .
Ats.: [g 7} .
7

7. R nelygybiy 4x—7>0, X+5>0 ir 5— x>0 gauname, kad batinai
xe[175;5].
Aisku, kad pradiné nelygybiy sistema yra ekvivalenti
nelygybiy sistemai

{4x— 7< x2,
(Vx+5+/6-x)? >16.
Spresdami ja gauname:

X2 —4x+7>0, (x-2)2+3>0,

j—
X+5+2025-x2 +5-x>16 [V25-x% >3

SV25-x2>325-x2>9= X% <16=>—4< x< 4.

Taigi nelygybiy sistemos sprendiniy aibé¢ yra intervalas
[1,75; 4).
Ats.: [1,75; 4).
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8. Kadangi X% —16X+64= (x— 8)2, tai pirmos nelygybés sprendiniy

aibé yra (—o0; 8) U (8; + )
I$ nelygybiy X+7>0 ir Xx—5>0 gauname, kad turi bati

X> 5.
Spresdami antra nelygybg gauname:

EIg(x+7)>£Ig(x—5)—2IgZ,
2 2
X—5
lg(x+7)>1g——,
g( )>916
x+7>§:§,
16

15x>-117,
xX>-7,8.
Kadangi x>5 ir x#8, ta xe (58)U(8; +x) .

Ats.: (58)U(8; +x).

9. Kadangi

3 ("2 43 Zf o

tai nelygybiy sistema yra ekvivalenti sistemai

HEHI

J— > J— ’.

4 4
2x2—6x—3,5 <235

Spresdami $ia sistema gauname:

X< 3, X< 3, X <3,
9 =17 5 = =-1<x<3
X-—-6x-35<35 X“—-6Xx-7<0 -1<x<7

Taigi nelygybiy sistemos sprendiniy aibé¢ yra intervalas

-1 3).
Ats.: (-1; 3).
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10. I8 pradziy i$spreskime pirma nelygybe. Gausime:
Ig2¥ L +1g(2% +1) < Ig(7- 2% +12),

lg 2¢1. (21 +1) <Ig(7-2%+12),
22X 21 <7.2%+12,
22X 12Xl _7.2X_12<0,
(29)%-6,5-2X-12<0.
Pazyméje t = 2%, gausime kvadrating nelygybe

t% 6,5t —12<O0.
Kvadratinio trinario  t2— 6,5t—-12 diskriminantas yra
D =90,25= (9,5)2, todél jo Saknys yra t) = 6’5;9’5 =-15 ir
t, = 6,5+9,5 _s
2

Vadinasi, nelygybés t2— 6,5t —12 < 0 sprendiniy aibé yra
intervalas (-1,5; 8).

Kadangi t=2">0, tai (1) nelygybés sprendiniams rasti
tereikia i¥spresti nelygybe 2° <8. Aisku, kad x< 3.

Taigi pirmos nelygybés sprendiniy aibé yra begalinis intervalas
(=0 3).

Nagrinédami antra sistemos nelygybg i§ karto atkreipkime
démesi | tai, kad turi bati x>0 ir Xx=1.

Kadangi 2=2-1=2-log, x=logy X?, tai antra nelygybé
ekvivaenti nelygybei

logy (X+2) > logy X2. )

Spresdami jg nagrinékime du atvejus: 1) 0<x<1ir2) x>1.

Pirmu atveju gausime:
X+2<x2 = x2—x-2>0= x<-larbax>2

Antru atveju gausime:

X+2>X2 5 X2 —X-2<0=> X< -1< X< 2.
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Suderine gautus atsakymus su salygomis O<X<1 (pirmu
atveju) ir X>1 (antru atveju) gausime, kad (2) nelygybés
sprendiniy aib¢ yra intervalas (1; 2). Sis intervalas yra intervalo
(—o0; 3) dalis (poaibis), todel yra nelygybiy sistemos sprendiniy
aibé.

Ats.: (1; 2).

BAIGIAMOSIOS UZDUOTIES ATSAKYMAI

1 2 3 4

18 arkliy ir 12 avi 60 Yy ! lir2

arkliy 1ir 12 aviy — =0 Ir
13 X2 —x+1
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