XXXV Lietuvos komandiné mokiniy matematikos olimpiada
prof. Jono Kubiliaus taurei laiméti

Atsakymai, sprendimai

Parengé Aivaras Novikas

1. Ats. (1,-1), (—23,13).
Sudéje lygtis, gauname kvadratine lygti 2z 4 y atzvilgiu:
320 +y) + 2z +y)* = 4.
Taigi 224y = —4 arba 2z+y = 1. Pirmuoju atveju —3 = 2y+2zy+y? =
=242+ (—y— 4y =2y, y = %, r=(—y—4)/2= —14—1. Antruoju

atveju —3 = 2y +2ry +y* = ¥ + 2y + (1 —y)y = 3y, y = —1,
r = (1—y)/2=1. Abu gauti sprendiniai tenkina duotaja sistema.

2. Ats. (2,4).
Atimkime antraja lygtj iS pirmosios ir iSskirkime pilnus kvadratus:
v’ y?
—12=2a2" —ay+9* — 6y = <x2—$y+4> +3<4—2y+4) —-12 =

P ra(3-2) i (s-g) wa(g-2)
—(z-2 I _9) —12 —Z Z_2) =0.
<;1: 2) +3(4 o (e=Y) (8 0
Taigi z —§ =0, § =2 = 01ir todél y = 4, v = 2. Gautas sprendinys

tenkina duotaja sistema.

3. Ats. f(z) =cx, x € R, kur ¢ € R — duotas skaicius.
Atskirai jrase duotojoje lygtyje z = 0 ir y = 0, gauname f(z?®) =
=2?f(z), v € R, ir f(y*) = yf(y*), y € R. Todeél f(0) =0 ir

f@ +y%) =2 f(2) +yf(y?) = f(2°) + f(y°), .y € R,
Lygybéje f(2*+y*) = f(2®)+f(y?) vietoj x ir y jrade ¥/z ir /Y, gauname
fle+y)=fla)+ fly), v,y eR.

Turime 2?f(z) = f(2*) = zf(2?), * € R, todél f(2?) = zf(z),
kai z # 0, ir f(2?) =0 = zf(z), kai x = 0. Vadinasi,

fa® 422 +1) = f() + f(w) + f(2) + (1) =
= af(z) +2f(z) + f(1), 2 € R,



f@+22+1) =@+ f(x+1) =
=af(x) +zf(1) + f(z) + f(1), z €R,
wf(x) +2f(x) + (1) = wf (@) + 2 f(1) + f(z) + [(1), z €R,
flz)=xf(1), z €R.
Taigi tiesinés funkcijos f(z) = cx, x € R, yra vieninteliai galimi spren-
diniai. Bet kuri tokia funkcija tenkina duotaja lygti: c(2® + 3?) =
=a2-cx+y-cy’

. Ats. 4.
Pastebékime, kad

(@ +1)(y° +1) =2’ + 1+ (2 +y)(2® —ay +y°) =
= (zy)?+ 1+ (x+y)? —3zylr +y) =a® —3a+2,

kur a = zy.

Kai a = —1, tai a® — 3a 4+ 2 = 4. Si reiksme 4 jgyjama, kai z +y = 1,

1+V5
5

vy = —1, t. y. kai x ir y yra lygties 22 — 2 — 1 = 0 sprendiniai
Taigi ieSkoma didziausia reiksmé yra ne mazesné uz 4.
Irodysime, kad a® — 3a + 2 < 4. Kadangi
da=day=(r+y)’—(z-y)'<(@+y) =1,
tai @ < ;. [rodyma galima uzbaigti, tiriant funkcijos f(a) = a® — 3a + 2
iSvesting, kai a € (—oo, i] Taciau tai nebutina. Jei a < 0, tai
—a*+2=(-a*)+1+1>3(-a3)-1-1=—3a

(aritmetinio ir geometrinio vidurkiy nelygybeé) ir a® — 3a + 2 < a® +

+(—a*+2)+2=4.0jei0<a <}, taia® —3a+2< 5—3-0+2 < 4
Vadinasi, skaiciaus (z® + 1)(y* + 1) = a® — 3a + 2 didZiausia galima

reiksSmeé yra ne didesné uz 4. Ji yra ir ne mazesne uz 4, todel ji lygi 4.

. Pastebékime, kad

AL ) S M) B
2(x + z) z(x + 2) T+ z
Taigi, du kartus pritaike aritmetinio ir geometrinio vidurkiy nelygybe,

(z + 2)? < daz dx

gauname nelygybe Z—i + z—z +2>2- f—fz. Analogiskai gauname dar dvi
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nelygybes % + % +2 > 2+ % ir 5 4+ 4 42> 2. 2= Sudéje visas tris

nelygybes ir ju suma padalije iS 2, gausime reikiama nelygybe.

. Ats. (13,325), (15,75), (25,25).

Tarkime, kad skaiciy pora (a,b) tenkina uzdavinio salyga.

Jei a > 25, tai%—i—% < % Jei a < 12, taii—l—% > é > %
Taigi pakakty patikrinti reikSmes a = 13,14, ..., 25, jrasant jas lygtyje.
Taciau vietoj to petvarkykime lygti: aa—*l;l’ = %, 2ab — 25a — 25b = 0,
2a-2b—25-2a—25-2b+25? = 252, (2a —25)(2b— 25) = 5*. Skaiciaus 5
daliklis 2a — 25 yra tarp skaiciy 2-13 —25 =1 ir 2- 25 — 25 = 25. Taigi
2a —25 =1,5,25 ir atitinkamai a = 13, 15, 25. Skaiciy b galime kaskart

25a
2a—25"

rasti is lygybés b = ekvivalencios pradinei lygciai.
. Ats. 1,2,3, ...

Pastebékime, kad lygybé n* + (n + 3)®> — (n + 1) — (n + 2)* = 4
yra tapatybeé. Joje vietoj n jrasius n + 4, gaunama dar viena tapatybé
(n+4)*+(n+7)?%*—(n+5)?— (n+6)? = 4. Vadinasi,

n*+(n+3)*—(n+1)?—(n+2)7*=
=n+4)>2+n+72—(n+5?2—(n+6)?
n’+(n+3)°+ (n+5)7°+ (n+6)°=
=n+1°+m+2*+n+4)>+n+7)7 kain=1,2,3,...
Maziausia iS Domo uzrasyty skaic¢iy pazymeékime m. Bet kuriai reiks-

mei m = 1,2, 3,... Domas galé¢jo uzrasyti skaicius m, m+1, ..., m+7,
ir pabraukti skai¢ius m, m + 3, m + 5, m + 6.

. Ats. 10.

Galéjo buti nutrinta tik 10 skai¢iy: nutrynus visus nelyginius skaicius,
bet kuriy dviejy lentoje likusiy skaic¢iy suma yra lyginis skaicius, didesnis
uz 2, taigi kiekviena tokia suma yra sudétinis skaicius.

Kita vertus, nutrynus 9 ar maziau skaicCiy, bent vieng iS 10 pory
(1,16), (2,15), (3,14), (4,13), (5,12), (6,11), (7,10), (8,9), (17,20),
(18,19) sudarys du nenutrinti skaiciai, kuriy suma lygi 17 arba 37 —

pirminiam skaiciui. Taigi Rima maziau nei 10 skaic¢iy nutrinti negaléjo.
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Ats. 1, 2 ir 4.

Jei a = 2k + 1 > 1 yra nelyginis skaicius, tai k?(a + k?) = (k(k +1))?
— priestara. Jei a =8, tai 1- (8 + 1) = 3% — prieStara.

Remdamiesi aptartais netinkamy a reikSmiy pavyzdziais, galime gau-
ti daugiau tokiy pavyzdziy. Jei a = (2k + 1)ag turi nelyginj pirminj
daliklj 2k + 1, tai k?ag(a+ k?ag) = (apk(k+1))? — priestara. Jei a = 8ay
dalijasi i 8, tai ag(a + ag) = (3ag)? — priestara.

Kadangi a neturi nelyginio pirminio daliklio, tai a yra dvejeto laipsnis.
Kadangi a nesidalija i$ 8, tai a = 1, 2 arba 4.

Jei a = 1 arba 2, tai n? < n(a +n) < (n+ 1)? kiekvienam n € N.
Taigi skaiciai n(n + 1) ir n(n + 2) negali buti tiksliaisiais kvadratais.
Vadinasi, reikSmeés a = 1 ir a = 2 tinka.

Jei a = 4, tai n? < n(a+n) < (n+2)? kiekvienam n € N. Jei n(n+4)
yra tikslusis kvadratas, tai n(n +4) = (n +1)? ir n = 5 ¢ N. Vadinasi,
reikSmeé a = 4 taip pat tinka.

Ats. (7,13,25), (13,25,7), (25,7,13).

Pazymékime 2a — 1 = ub, 2b — 1 = ve, 2¢c — 1 = wa. Cia skai¢iai
u,v,w € N yra nelyginiai. Siose lygybése panaikinkime b ir c:

1 2a — 1

v‘wa—i— —ve=2%-1=2.2

2 U

wvwa + uv = 8a — 4 — 2u, a(8 —uvw) = uv + 2u+4 > 0.

-1, | - 2u

Taigi 8 — wvw > 0, o nelyginis naturalusis skaicius uwow lygus 1, 3, 5
arba 7. Visais keturiais atvejais du is skaiciy u, v, w lygus 1.

Tarkime, kad u =v =1. Tadab=2a—1,c=2b—1=4a— 3, 0
skaic¢ius 2¢ — 1 = 8a — 7 dalijasi i a. Kadangi skaic¢ius 7 dalijasi i$ a,
tai @ = 1 arba 7. Atitinkamai b = 1, ¢ = 1 (netinka, nes a # b) arba
b=13, ¢c = 25.

Gavome (a,b,c) = (7,13,25). Kaiv = w = 1 ir kai w = u = 1,
analogiskai gausime (a,b,c) = (25,7,13) ir (a,b,c) = (13,25,7). Visi
trys skaiciy trejetai tenkina uzdavinio salyga.

Ats. 1440.

Priklausomai nuo fragmento 2021 vietos apverstuke, yra septyni tinka-
my apverstuky tipai: 1) 2021abal1202; 2) a202161202a; 3) ab2021202ba;
4) abc12021cba; 5) ab1202021ba; 6) a120262021a; 7) 1202aba2021. Siy




12.

13.

5

tipy pory perrankos budu nustatomi apverstukai, priklausantys dviem
tipams vienu metu: 20212021202 (1 ir 4 tipai), 12021212021 (2 ir 7
tipai), a120212021a (3 ir 6 tipai).

Kiekvieng skaitmenj a arba b galima parinkti 10 budy, iSskyrus atve-
jus, kai a yra pirmasis skaitmuo ir tada budy yra 9. Todeél tam tikro
tipo tinkamy apverstuky atitinkamai yra 1) 100; 2) 90; 3) 90; 4) 900;
5) 90; 6) 90; 7) 100. Sumoje 100 + 90 + 90 + 900 + 90 + 90 + 100 po du
kartus yra jskaiciuoti: vienas 1 ir 4 tipy apverstukas; desimt 2 ir 7 tipy

apverstuky; devyni 3 ir 6 tipy apverstukai. Taigi is viso yra
100 490 4+ 90 + 900 4+ 90 + 90 + 100 — 1 — 10 — 9 = 1440

vienuolikazenkliy proginiy apverstuky.

Ats. 200.

Nejmanoma uzsakyti 5 kambariy vienoje koridoriaus puséje: jei jokie
du i$ jy nebuty gretimi, tai su kambariais, skirianciais uzsakytus kam-
barius, toje koridoriaus puséje jau turétume bent 5 4+ 4 = 9 kambarius.
Todél vienoje koridoriaus puseéje reikia uzsakyti 3 kambarius, o kitoje
puséje — 4. Pasirinkti tris iS 8 kambariy vienoje puséje, kad jokie du
kambariai nebuty gretimi, galima tokiu budu: pasirinkti bet kuriuos
tris skaicius z < y < z i§ aibés {1,2,...,6}, o tada pasirinkti kamba-
rius vienoje koridoriaus puséje, kuriy eilés numeriai yra z, y + 1, z + 2.
Pasirinkti keturis is 8 kambariy vienoje puséje, kad jokie du kambariai
nebuty gretimi, galima tokiu budu: pasirinkti bet kuriuos keturis skai-
Gius © < y < z < tiS aibeés {1,2,...,5}, o tada pasirinkti kambarius
vienoje koridoriaus puséje, kuriy eilés numeriai yra z, y+1, 2+ 2, t + 3.

Vadinasi, tinkamai pasirinkti 3 kambarius koridoriaus kairéje ir 4
kambarius koridoriaus desinéje yra Cg - C¢ = 20 -5 = 100 budy. Yra
tiek pat budy pasirinkti 3 kambarius desinéje ir 4 kambarius kairéje. IS
viso gauname 200 budy.

Ats. Biruté turi pergalés strategija.

Zvaigzdutes, esandias lyginése pozicijose, vadinkime lyginémis, o li-
kusias zvaigzdutes — nelyginémis. Biruté po Arno kiekvieno éjimo gali
rinktis kitokio lyginumo zvaigzdute nei ta, kuria ka tik nutryné Arnas,

ir nesirinkti pirmosios zvaigzdutés (pries Arno kiekvieng éjima nelyginiy
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zvaigzduciy bus viena daugiau nei lyginiy). Taip darydama, Biruté gali
laikytis tokios strategijos: jei Arnas kg tik nutryné pirmajg zvaigzdute
ir parasé skaitmenj a (jis nelygus 0), tai Biruté paraso skaitmenj a — 1,
o jei Arnas ka tik nutryné ne pirmaja zvaigzdute ir paraseé skaitmenj a,
tai Biruté taip pat paraso skaitmenj a.

Paskutiné likusi zvaigzduté bus nelyginé. Arnas ja pakeis tam tikru
skaitmeniu b. Nagrinékime du atvejus.

1) Tarkime, kad si zvaigzduté yra pirmoji. Gautojo skai¢iaus skait-
meny nelyginése pozicijose sumos ir skaitmeny lyginése pozicijose sumos
skirtumas lygus b € [1,9]. Jis nesidalija i$ 11, todél pats gautasis skai¢ius
(pagal dalumo i$ 11 pozymj) nesidalija i$ 11.

2) Tarkime, kad si Zvaigzduté néra pirmoji. Tada skaitmeny nelygi-
nése pozicijose sumos ir skaitmeny lyginése pozicijose sumos skirtumas
pries Arno paskutinj éjima yra lygus 1, o po Arno paskutinio éjimo jis
tampa lygus b+ 1 € [1,10]. Sis skirtumas nesidalija i$ 11, todél gautasis
skaicius (pagal dalumo i$ 11 pozymj) nesidalija is 11.

Vadinasi, Birute laimi abiem atvejais.

Ats. Ne, nejmanoma.

Tarkime, kad skaiciai lenteléje surasyti reikiamu budu. Nagrinékime
pirminj skaic¢iy 41. Tarkime, kad jis yra i-tojoje eilutéje ir j-tajame
stulpelyje. Jei ¢ # j, tai i-tajame stulpelyje néra nei skai¢iaus 41 (kuris
yra j-tajame stulpelyje), nei kity skaiciaus 41 kartotiniy, kuriy lenteléje
apskritai néra, nes 41 - 2 > 81. Tada i-tosios eilutés skaié¢iy sandauga
dalijasi is 41, o i-tojo stulpelio skaiciy sandauga is 41 nesidalija. Vadi-
nasi, ¢ = j, ir skaiCius 41 priklauso pagrindinei lentelés jstrizainei (t. y.
ilgajai jstrizainei i$ kairiojo virsutinio kampo).

Analogiskai gauname, kad pagrindinei lentelés jstrizainei priklauso
pirminiai skaiciai 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79. Gavome 10 Sios
istrizainés skaiciy, taciau joje téra 9 langeliai. Priestara. Vadinasi,

lentelés reikiamu budu uzpildyti nejmanoma.

Lentelés skaiciy, esantj i-tojoje eilutéje ir j-tajame stulpelyje, zymési-

me ag;.
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Tarkime, kad n > 2. Nagrinékime bet kuriuos du apibrauktus skai-
ClUS Gyyp 1T Q. Tada u # w, v £ tIr Ay, < Ay < Ay Tuo paciu metu
At < Ay < Ay Priestara. Vadinasi, n = 0 arba n = 1.

Atveji n > 1, taigi atveji n = 1, gausime, pavyzdziui, pirmojoje eilu-
téje is eilés surase skaicius 8, 9, ..., 15, pirmajame stulpelyje — skaicius
8, 7, ..., 1, o likusius skaic¢ius langeliuose toliau surase bet kaip. Tada
skaicius 8 buty apibrauktas.

Atveji n = 0 gausime, pavyzdziui, lentelés ilgojoje jstrizainéje sura-
Se skaicius 1, 2, ..., 8, o likusius skaicius langeliuose toliau surase bet
kaip. Tada maziausias skaicius kiekvienoje eilutéje yra vienas is skaiciy
1,2,...,8. Todél tik Sie skaiciai galéty buti apibraukti. Taciau kiekvie-
nas is jy savo stulpelyje yra maziausias skaicius, o ne didziausias.

Ats. %.
Nagrinékime statujj trikampi ABC (ZC = 90°, /B = 2«), kuriame
nuleista pusiaukampiné BK. Tada staciuosiuose trikampiuose BCK ir
ABC turime:
BC

BC BC’_cosa
BK

BC, 2cos’a—1=rcos2a = —

AB 3
Taigi cosa = BC yra lygties 222 — % — 1 = 0 vienintelis teigiamas

sprendinys BC' = z = § Tada AC = VAB?> - BC? = /3 -3 = 2.

AC-BC __ 33
2 - 8

cosa =

Trikampio ABC plotas lygus

Ats. AB =6, BC =122, AC = 6+/5.

Atkarpy BC' ir AC vidurio taskus atitinkamai pazymékime F ir F.
Tada EF yra trikampio ABC' vidurio linija, AB = 2AD = 6, FF =
= AB : 2 = 3 ir EF||AB. Pastebékime, kad DM? = AM? + AD?
todel AD L AM. Kadangi EF||AB, tai EF 1 AM. Taskas M dalija
pusiaukrasting AE santykiu 2 : 1, todél AE = % - AM = % -4 = 6.
Pritaikykime Pitagoro teorema statiesiems trikampiams ABFE ir AEF"

BE? = AB*+ AE?> =172, BE=06v2, BC =2BE =12V2;

AF? = AE? + EF? =45, AF =3V5,  AC =2AF =65.
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Turime = + y + z = 180 (trikampio kampy suma), a < b+ ¢, b < ¢+ a,
¢ < a+ b (trikampio nelygybé). Todél

2ax + 2by + 2¢z = (ax + by + cz) + (ax + by + cz) <

<ar+by+cz+(b+c)r+ (c+a)y+ (a+b)z=

=(a+b+c)(z+y+2)=180(a+b+c), | :2(a+b+c)

ax + by + cz

a+b+c
Kitos nelygybés jrodyme galime laikyti, kad a > b > ¢ ir tada x >
> y > z (pries ilgesne krastine didesnis kampas). Prisiminkime Perstaty
nelygybe: jei ki, ko, ..., k, yra bet koks skaiciy 1,2,...,n kélinys (per-

stata) ir jel 1 < 2o < ... < Ty, 11 < Y2 < ... < Yy, tal

< 90.

T1Yn + ToYn—1 + ... + Tpy1 < T1Yk, + T2Ypy + - - + TpYp, <

STy +Tay2 + .o+ TpYn.
Todeél ax + by + cz = ay + bz + cx, ax + by + cz > az + bxr + cy ir

180(a+b+c)=(a+b+c)(x+y+2)=

= (ax + by + c2) + (ay + bz + cx) + (az + bz + cy) <

<3(ax+by+cz), | :3(a+b+c)

60 < ax+by—|—cz.

a+b+c
Sujunge taskus A, E, F, D gausime arba keturkampj AEF D, arba ketur-
kampj AFED. Cia i$nagrinésime pirmajj atveji (antrasis atvejis nagri-
néjamas analogiskai).

Kadangi ZAED = ZAFD = 90°, tai keturkampis AEF D jbrézti-
nis. Keturkampis AC'BD taip pat jbréztinis, todél ZABC = ZADC =
= /LADF = /180° — LZAEF = /BEF. Kadangi Z/CBE = ZBEF, tai
tiesés BC ir E'F' lygiagrecios. Vadinasi, ZDQP = Z/DEF = ZDAF.
Kadangi ZDQP = ZDAP, tai taskai A, P,Q, D priklauso vienam ap-

skritimui.
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20. Trikampio ABC' kampus pazymékime /A = 2«a, /B = 23, /C =
= 2v. Tarkime, kad Sio trikampio pusiaukampiné CK (kur K € AB)
kertasi su kitomis dviem pusiaukampinémis taske I, o su trikampio ABC
apibréztiniu apskritimu tiesé C'K kertasi taske L # C. Geometrijoje
zinomas toks faktas (ji galima jrodyti per kampus): jei trikampiui ABC
taskai [ ir L apibrézti taip, kaip musy situacijoje, tai LA = LB = LI.
Taigi taskas L yra apskritimo ¢, einancio per taskus A, B, I, centras.

Trikampio AI B kampai lygus «, § ir

LACB

LAIB =180°—a— 3 =90°+~ =90° + =/LADB.

Vadinasi, taskai A, I, D, B priklauso vienam apskritimui c.

Kadangi MC? = MA-MB ir NC? = ND - NA (kirstiné ir liestiné),
tai taskai M ir N priklauso apskritimo ¢ ir iSsigimusio apskritimo C'
radikalinei asiai. Taigi MN 1L CL.

Tiesé M C liecia trikampio ABC apibréztinj apskritimag, todél ZACM =
=/LABC =20 ir ZMCK = ZMCA+ ZACK = 23 + ~. Kita vertus,
IMKC = 180° — 4 BK(C = Z/CBK + /BCK = 2+~v = ZMCK.
Vadinasi, trikampis CM K lygiasonis ir MC = M K. Tieséje M N yra
sio trikampio aukstiné is M, kuri sutampa su trikampio pusiaukampine.
Todél /ZBMN = ZCMN.



