LIETUVOS JAUNUJU MATEMATIKU MOKYKLA

4 tema. NIUTONO BINOMAS
(2020-2022)
Teorine medziaga parengé bei ketvirtaja uZzduotj sudaré prof. dr. Eugenijus Stankus

Izaoko Niutono (Isaac Newton — angly fizikas, matematikas, astronomas, alchemikas, filosofas,
1643-1727) pavarde pavadinti fizikos désniai, zinomi kaip pirmasis, antrasis ir tre¢iasis Niutono désniai,
jégos matavimo vienetas. Niutonas atliko tyrinéjimus optikos, Siluminés fizikos, matematikos, chemijos,
geografijos, istorijos srityse.

Niutonui priskiriama ir formulé dvinario n-tajam laipsniui (x+vy)", n=12,..., apskai¢iuoti, kuri
vadinama Niutono binomu. Papras¢iausius tokios formulés atvejus, kai n=1,2,3, Zinome:

X+ Yl =x+y, (x+Y)2=x%+2xy+ V%, (x+y)® =x2+3x%y +3xy? + y°.
Pasinaudodami §iomis formulémis galétume apskaiGiuoti (x+y)*, (x+ y)® ir aukStesnius laipsnius. Tik
toks skai¢iavimo biidas nelabai patogus, nes norint apskai¢iuoti, pavyzdziui, (x+y)* reikéty gerokai

padirbéti. Sios temos tikslas — i§vesti reiskinio (x + y)" apskaigiavimo bendra formule (Niutono binomo),
galiojancia su bet kuriuo laipsnio rodikliu n=1,2,.... Taip pat panagrinésime kai kuriuos uzdavinius,
susijusius su Niutono binomu.

Irodinédami Sios temos teiginius naudosimés matematinés indukcijos metodu. Reikés ir kai kuriy
kombinatorikos ziniy.

Matematinés indukcijos metodas. Principas, kai nuo atskirojo teiginio pereinama prie bendrojo,

vadinamas indukcija. Taciau teiginys biidamas teisingas atskirais atvejais gali negalioti visais atvejais.
Toks pavyzdys galéty biti teiginys apie kvadratinj trinarj f(x)=x?+x+5— apskaiiave f(1)=7,
f(2)=11, f(3)=17, suklysime teigdami, kad f(n) su visais nattraliaisiais skai¢iais n yra pirminis
skaiCius, nes f(4)=25, f(5)=35 néra pirminiai. O kaip nesuklysti? Kada galima teigti, kad i§ teiginio
teisingumo atskirais atvejais iSplaukia jo teisingumas bendruoju atveju? Atsakyti j 8j klausima kartais
pavyksta matematinés indukcijos metodu. Sis metodas remiasi matematinés indukcijos principu, kuris
formuluojamas taip.

Tarkime, kad: 1) teiginys teisingassu n=1, 2) jei teiginys teisingas su n=k (k >1), tai jis teisingas
ir su n=k+1. Tuomet teiginys teisingas su bet kuriuo natiralivoju skaiciumi n.

Pagtaba. Kartais, priklausomai nuo nagriné¢jamo uzdavinio, teiginys galioja nebutinai pradedant
n=1. Sis pradinis numeris gali biti n=0,n=2arba n=3, arba bet kuris kitas nattralusis, netgi
sveikasis, skaiCius.

Deriniy i§ n elementy po M elementy skaicius. ISvedant Niutono binomo formulg¢ mums prireiks
iSmokti apskaiciuoti baigtinés aibés A, turin¢ios n>1 elementy, poaibiy i§ m elementy (0<m<n)
skai¢iy. Sis skai¢ius zymimas C™ ir vadinamas deriniy is n elementy po m elementy skaiciumi. Dar C
vadinami binominiais koeficientais, nes Sie skaiCiai, kaip toliau matysime, jeina j Niutono binomo
formulg. Taip pat jie naudojami ir daugelyje kity matematikos formuliy.

Aibés A elementy skaiCiy toliau zymésime |A|. Kad rastume C[', fiksuokime kurj nors aibés A,
| Al=n,elementg ae A. Visy aibés A poaibiy, turin¢iy po m elementy, aibe P (| P |=C/') suskaidykime j
dvi klases P, ir P,. Klasei P, priskirkime tuos poaibius, turinéius po m elementy, kuriems priklauso
elementas a, o klasei P,— tuos poaibius (turin¢ius po m elementy), kuriems nepriklauso elementas a.
Kadangi P=R UP, ir RnP, =0, tai

Cl =IPH PRI+, . (1)

Visus klasés P, poaibius galima gauti i§ aibés A\{a} (aibé A be elemento a, | A\{a}|=n-1) poaibiy

po m-1 elementy prie jy prijungus elementy a. Todél | P, |=CM';'. Klasé P, sutampa su aibiy, sudaryty
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i§ aibés A\{a} elementy po m elementy, aibe, taigi |P, |=C',. IraS¢ gautgsias israiskas j (1) formule,
gauname
Co =Cy +Cry. )

Si lygybé vadinama Paskalio (Blaise Pascal - pranciizy filosofas, matematikas, fizikas, 1623-1662)
lygybe, kuri daznai iliustruojama vadinamuoju Paskalio trikampiu (zr. LIMM 2003-2005 m. m. 4 tema,
autorius V. Stakénas). Zinoma, kad Paskalio trikampis ir jo sudarymo (2) formulé buvo Zinoma senovés
Indijoje apie II amziy pr. Kr., o binominiy koeficienty iki 8-0 laipsnio lentele 1303 m. sudaré kiny

matematikai. Binominiy koeficienty zymuo C|' atsirado 19 amziuje, jis, kaip matéme, skirtas Zyméti
deriniy skaiciui i§ n elementy po m elementy. Binominiams koeficientams zZyméti naudojamas ir kitas

. - n . o . . . .
zymuo, jvestas ankséiau, t. y. C = . Sio zymens autorius — Oileris (Leonhard Euler — $veica
ym 1 Y. Ly ym Y4
m

matematikas ir fizikas, 1707-1783).

Aptarkime ,,krastinius* binominiy koeficienty atvejus.

Kai n=1 (A={a}), tai m reik§més galéty biiti m=0 ir m=1. Akivaizdu, kad C{ =1 ir C =1 (i§
Viso yra du poaibiai — vienas i§ vieno elemento, kitas — tus¢ioji aibé¢). Kai n=2, tai aibés A={a;,a,}
poaibiy skaiéius yra 4, t. y. jis lygus CJ +C} +C2 =1+2+1.

Naudodamiesi Paskalio formule galime apskai¢iuoti ir tolesnes C' reikSmes ar duotosios aibés visy
poaibiy skai¢iy. Tik tenka susitarti, kad

C™M =0 suvisais n=1,2,..., kai m<0arbakai m>n,ir c?=1. (3)

Pastaroji lygybé reiskia, kad visuomet turime vieng poaibj be elementy (tai tuséioji aibé & — ji irgi
laikoma poaibiu). Natiralu, kad taip pat yra tik vienas poaibis, turintis n elementy — tai pati aibé A, todél
Cl=1.

Matematikoje bei taikant jg, binominiy koeficienty apibrézimas Kartais iSpleCiamas. Vietoje n

oy . .. Py . . . . (24 . v
jraSomas realusis (arba kompleksinis) skaifius « - tuomet turi prasme ir simbolis (mj . Tik dabar Sis

dydis jau negali biiti interpretuojamas deriniy skaiCiumi, o yra apibréziamas formule, kurig iSvesime
toliau.
Sandauga 1-2-3-...-n, kaip jprasta, Zymésime skai¢iaus n>1 faktorialu: n!'=1.2-3-....n, 0!=1.
Faktorialo sgvoka 1808 m. jvedé Krampas (Christian Kramp — pranciizy matematikas, 1760-1826).
Deriniy i§ n elementy po M elementy skaifiaus formulés jrodymas. Taikydami matematinés

indukcijos metoda, iSvesime formule binominiams koeficientams C' apskai¢iuoti.
Aukséiau matéme, kad C" =1, kaim=0,1. Naudojant faktorialo zymenj $ias lygybes galima
uzraSyti formule
I
cl zlz;, kaim=0,1.
m!- (1—m)!
Irodysime, kad formulé
I
?:L, kaim=0,1,2,...,n, (4)
m!-(n—m)!

teisinga su visais n>1.
Tuo tikslu tarkime, kad galioja formulé

—11I
en =&Y imoo12,.. k-1, ©)
m!-(k —1—m)!

Tuomet, pasinaudoj¢ Paskalio (2) formule ir (5) prielaida (vadinama indukcine prielaida), gausime:

—1I —1! |
cl=cl, +Cit= (=Dt (k=D ___ K , kaim=12,....k—1.
mt-(k=1-m)! (m-D'(k-1-m+2)! m!(k—m)!




I I
Kadangi formulé C}" =—k galiojairsu m=0 ir m=k, tai C; =—k' , kai m=0,1,....k .
m!- (k —m)! m!- (k —m)!

Remdamiesi matematinés indukcijos principu galime teigti, kad (4) formulé deriniy skaic¢iui C["
surasti galioja su visais n>1.

Pastaba. Skai¢iuojant koeficientusC' daznai naudojamasi formule
n-(n—l)-...-(n—m+1)’ kaim=0,12,...,n, (6)

m!

kuri nesunkiai iSvedama i§ (4)-0sios i$skleidus faktorialus ir suprastinus. Beje, pastaroji iSraiSka
naudojama apibréziant auk§¢iau minétus apibendrintuosius binominius koeficientus:

(a]za-(a—l)-...~(a—m+1)

m m!

C =

n

Atkreipkime démesj, kad i8 (4) formulés iSplaukia svarbi binominiy koeficienty savybé
CM=C"™, m=012,...n @)
(isitikinkite jos teisingumu savarankiskai).
Niutono binomo formulé. V¢l naudodamiesi matematinés indukcijos metodu jrodysime, kad su
visais n>1galioja Niutono binomo formulé
(x+y)" =CX"y? + Cox" Iyt 4L+ CI Y - IOy, (8)
Kuri, vartojant sumavimo simbolj Zk:ai =a, +a, +...+a, , gali buti uzrasyta taip:
i=1

n

(x+y)" =D Cix" Ty (9)

m=0
Niutono binomo (8) ir (9) lygybiy desines puses toliau vadinsime binomo (x+y)" skleidiniu, o
skleidinio (m+1)-aji narj zymésime T,,
nario suma.
Niutono binomo formulés jrodymas.

4 =CX"My™ 'm=0,1,...,n. Taigi binomo skleidinj sudaro n+1

Kai n=1, (9) formulé teisinga: (x+y)' = ZCm xMy™ = COxty? X0yt = x4y
m=0
Darome indukcing prielaida

k1
(x+y) =Dl YT k=2,

m=0
Tuomet
k-1
X+ ) =(x+y) (x+y) = (x+y)- Zcm XYM =3 Rl XMy +Zcm X< mym -
m=0 m=0 m=0

S k-1 1_ : 1 k- ‘ 1y k
ZZC My +ZC|< Lx Ty ZCk 1X Y +ZC|?11X my" = z (Cy + )X My =
m=0 m=0 m=0 m=0

k

_Zcm km m_

Cla pakelsdaml sumavimg pasinaudojome (3) lygybémis, o paskutiniame zingsnyje — Paskalio (2)
lygybe. Gavome, kad

k-1
(X+y)k—1:zc‘£n7 klm m:> (x+y) _Zcm k m m-

Pagal matematinés indukcijos principg galime teigti, kad Nlutono binomo formulé ((8) ir (9)
lygybés) galioja su visais natiiraliaisiais skaiciais n>1.



UZdaviniy, susijusiy su Niutono binomo formule, pavyzdziai.
1 pavyzdys. Tarkime, aibé A sudaryta i§ n elementy. Apskai¢iuokime, kiek i§ viso poaibiy, jskaitant
tuscia ir pacig aibe, galima sudaryti i$ jos elementy.

Aisku, kad $is skai¢ius yra C0 +C! +...+C"t +C . Pagal Niutono binomo formule gauname, kad
Cl+Cl+..+C +C =@+ =2". (10)
Taigi aibés A poaibiy skaiéius yra 2".
2 pavyzdys. Binominiai koeficientai tenkina lygybe
cl-ct+C2—..+(-1"C"=0. (11)
Jrodymas. Irase¢ j Niutono binomo (8) formule x=1 ir y=-1, gauname:
0=1+(-1)"=CP+C-(-1)+C2 - (-1)° +..+ C" ()" L+ CM (=" =CP —CL + C2 - ..+ (-))"C.
Taigi (11) formulé galioja.
3 pavyzdys. Apskaitiuokime sumg S, =C} +2C2 +3C3 +...+(n—-1)C"*+nC/".
Sprendimas. Pasinaudoj¢ (7) formule galime raSyti:
ct-cht c2=ch? ci=ch3, ., crt=ctcr=cP.
TuometS, =Ct +2C2 +3C3 +...+(n—-)CM* +nC = CM +2C12 +3C" 3 + ...+ (n—1)CE +nC?.
I§ ¢ia gauname: 2 S, = (C} +2C2 +3C> +...+(n—2)C) % +(n—-)Ct+nCM) +
+(nCY +(N-1Cr +(N-2)C2 +(n-3)C3 +..+2CM 2 +C ) =
=nCl+CL+C2+C3+..+CM2+CM+CM=n-2"= S, =n-2"". Ats.: S,=n-2""

4
4 pavyzdys. Raskime nattiralyjj skai¢iy n, su kuriuo C”+2 =11.

n
4

Sprendimas. Cnz 99,
Cn

(n+2)-(n+1)-n-(n-1)-1-2
1-2-3-4-n-(n-1)

(n+2)-(n+1)

=11 = =11=n°+3n+2=132=

—=n?+3n-130=0=n=10. Ats.: n=10.

6
5 pavyzdys. Rasime Niutono binomo (3X+3i2j skleidinio narj, kurio reikSmé yra pastovi su
X

visomis realiosiomis kintamojo x reik§Smémis.
Sprendimas. Tarkime, kad ieskomasis skleidinio narys yra T,,,; = CJ'(3x)®™" (:%iz)rn =Cl3oamyb3m,
X
Kai 6-3m=0, $io nario reikSmé bus pastovi nepriklausomai nuo X reik§meés. I§ ¢ia m = 2ir ieSkomasis
narys yra T, =CZ-3?.x° =15.9=135. Ats.: T, =135.

KETVIRTOJI UZDUOTIS

I
1. Naudodamiesi deriniy skai¢iaus formule C['= ﬁ kaim=0,12,...,n, irodykite Paskalio
m!-(n—m

lygybe " =CcMt+CM.

2. Jrodykite binominiy koeﬁmen‘rq savybe C'-CP =CP.CI" P, &ia p<m<n.

np1

3. Matematinés indukcijos metodu jrodykite nelygybe 1+-— >n, kain>2.

FET



4. Tegu n — lyginis natiiralusis skaiCius (n=2k). Nustatykite, kuris i§ binominiy koeficienty
Cm

n, m=0,12,...,n, yra didZiausias.

5. Naudodamiesi (10) ir (11) formulémis apskai¢iuokite sumg CJ+C2 +Cq +..+CN 2 +C] , kai n —
lyginis natiiralusis skai¢ius.

6. Raskite natiiralyjj skai¢iy n, su kuriuo C3"*.c2", =20.

7. Binomo (a\/g +—4j skleidinio treCiojo nario koeficientas yra 44 didesnis negu antrojo nario
a

koeficientas. Raskite nario, j kurj nejeina kintamasis a, koeficienta.
12
8. Kelintas binomo Gﬁ/a_z " %JE j skleidinio narys turi daugiklj a’?

9. Raskite binomo (3—3/3)'° skleidinio racionaliuosius narius.
10. Raskite reigkinio R(X) = 1+ %)%+ @+ x)* + @+ X)® +...+ 1+ x)' nario su daugikliu x> koeficients.

Ketvirtosios uzduoties sprendimus prasome issiysti iki 2021 m. geguzés 10 d. mokyklos adresu:
Lietuvos jaunyjy matematiky mokykla, Matematinio Svietimo centras, VU Matematikos ir informatikos
fakultetas, Naugarduko g. 24, LT-03225 Vilnius.

Mokyklos interneto svetainés adresas: LIMM | Matematikos olimpiados (vu.lt)
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