RIETAVO DVYLIKTOJI KOMANDINE MATEMATIKOS
OLIMPIADA MOKYTOJO KAZIO SIKSNIAUS TAUREI LAIMETI

Rietavas, 2013 m. gruodzio 6 d.

Uzduotis jaunesniyjy klasiy mokiniams
Sprendimai

1. Raskite z, jeigu v/24 + v/81 = /.

Sprendimas. Pertvarke kairigja lygties puse, gauname: /244 /81 = 2v/3+3v/3 = 5¢/3 = /375.
Todel x = 375. O

2. Funkcija f(x) yra apibrézta su visais realiaisiais = ir tenkina lygti f(2x) = 2f(z) + 1. Apskai-
ciuokite f(1), jei f(8) = 16.

Sprendimas. ] lygti vietoje z jrase 4 gauname f(8) = 2f(4)+1. Kadangi f(8) = 16, tai f(4) = L.

2
Dabar vietoj x jrase 2 gauname f(4) = 2f(2) + 1, todeél f(2) = %. Galiausiai vietoj x jrase 1

randame, kad f(1) = 2. O

3. Irodykite, kad:

(a) V3+2v2=1+V2

(b) /76 — 42v/3 + /31 + 121/3 yra sveikasis skaicius.

Sprendimas. (a) \/3+2\/§:\/1+2~1-\/§+2:\/(1+\/§)2:1+\/§.

(b) Panasiai, kaip ir (a) dalyje: /76 —42v/3 = /49 — 2-7-3v/3 + 27 = 7 — 3/3,
V31 4+12v3 = V4 +2-2-3V3 4 27 = 2 + 31/3. Pastaryjy dviejy reigkiniy suma lygi 9.
O

4. Jonas Rietaviskis kasmet Svencia Jonines. Atsventes siemetines Jonines, Jonas pastebéjo, kad si
diena buvo pirmadienis, kaip ir pries 28-erius metus, kai jis pirma karta minéjo savo vardo dieng.
Jonas Rietaviskis neturi kalendoriaus, tac¢iau zino, kad metuose yra 365 dienos, o kas ketverius
metus iSpuolantys keliamieji metai yra viena diena ilgesni. Kiek karty per §j laikotarpj jis Sventé
Jonines pirmadien;j?

Sprendimas. Jonas Rietaviskis Jonines Sventé 5 kartus. Visa cikla sudaro 28-eri metai. Per
ta laika ta pati savaités diena konkre¢ia mety diena pasitaikys keturis kartus (metuose, kuriuos
dalijant i$ 4 gaunamos skirtingos liekanos). 29-ieji metai pradeda nauja cikla (Siuo atveju, penktas
kartas). O

5. Raskite rombo ir j ji jbrézto skritulio ploty santykj, jei viena rombo jstrizainé yra dvigubai ilgesné
uz kita.

Sprendimas. Pazymékime rombo ABC' D jstrizainiy susikirtimo taska raide E. IS salygos zinome,
kad 2|AE| = |BE|. Tarkime, kad jbréztas apskritimas lie¢ia romba taske F. Statieji trikampiai

AFEF ir EF B yra panasus, todel % = % = 2. Pagal Pitagoro teorema |AF|*+|EF|*> = |AE|*.

Kadangi |EF| = 2|AF|, tai |AE|* = 5|AF]?>. Rombo plotas yra lygus 2|AE||EB| = 4|AE|* =
20|AF|?. Tbrézto apskritimo spindulys lygus |[EF| = 2| AF |, o plotas 47| AF|?. Taigi ploty santykis

20[AF>2 _ 5
lygus T[AFE = = ]

6. Lygiasonés trapecijos pagrindo ilgis yra 3, o du kampai prie jo - po 60°. Be to, i ja galima jbrezti
apskritima. Raskite tos trapecijos aukstine.



Sprendimas. Pazymékime AH ilgi raide x. Tada |DC| = 3 — 2z. Kadangi ZADH = 30°, tai
|AD| = 2z. [ trapecija yra jbréztas apskritimas, todél jos priesingy krastiniy ilgiy sumos yra

lygios. I§ lygties 6 — 22 = 42 gauname, kad 2 = 1. Todél |[DH| = 4 —1 = /3. ]
D C
'A P 'B

7. Ant stalo yra dvi kruvelés akmenuky — vienoje yra 13, kitoje — 2013. Kestutis ir Akvilé zaidzia

10.

toki zaidima. Jie paeiliui i§ bet kurios kruvelés (i$ vienos) ima bet kurj akmenuky skaiéiy ir
taip zaidzia kol ant stalo nebelieka né vieno. Laimi tas, kas paima paskutinj akmenuka. Pirmoji
pradeda Akvilé. Ar gali Akvilé laimeéti pries Kestutj kad ir kaip jis zaisty? Jeigu taip, nurodykite,
kaip Akvilé turi zaisti.

Sprendimas. Gali. Akvilé is didesnés kruvelés paima 2000 akmenuky. Tada abiejose kruvelése
lieka po lygiai. Jei Kestutis paima x akmenuky, tai Akvilé is kitos kruvelés paima irgi x akmenukuy,
kad vel abiejose likty po lygiai. Kai Kestutis paims paskutinj vienos kruvelés akmenuka, Akvilé
paims paskutinj kitos kruvelés akmenuka ir laimes zaidima. O]

Raskite visus nattraliuosius skai¢ius n, su kuriais n* + n% + 1 yra pirminis.

Sprendimas. ISskaidykime: n*+n?+1 =nt+2n>+1-n? = (n?+1)?—n? = (®+n+1)(n*—n+1).
Kai n > 1, abu dauginamieji yra didesni uZ vienetg, todél n* +n? + 1 néra pirminis. Kai n =1,
14+ 12 + 1 = 3. Taigi n* + n? + 1 yra pirminis tik tuomet kai n = 1. O

Irodykite, kad tarp 10 iS eilés einanciy naturaliyjy skaic¢iy yra bent vienas tarpusavyje pirminis
su likusiyjy sandauga.

Du naturalieji skaiciai vadinami tarpusavyje pirminiais, jei ju didziausias bendras daliklis lygus
vienam.

Sprendimas. Tarp 10 iS eilés einanc¢iy naturaliyjy skaiciy yra 5 lyginiai ir 5 nelyginiai. Tarp nely-
giniy skai¢iy yra daugiausiai 2, kurie dalijasi iS 3, daugiausiai 1, kuris dalijasi is 5, ir daugiausiai
1, kuris dalijasi si 7. Taigi dar lieka bent vienas nelyginis skaic¢ius a, kurio visi pirminiai dalikliai
yra ne mazesni uz 11 arba jis lygus 1. Nagrinékime pirmag atveji. Tarkime, a turi bendra pirminj
daliklj p su likusiyjy sandauga. Tada kazkuris is likusiy skaiciy taip pat dalijasi is p, bet taip buti
negali, nes p > 11. Antruoju atveju nesunku pastebéti, kad skaicius 7 bus tarpusavyje pirminis
su likusiyjy sandauga. O

Ant kiekvieno 16 x 30 matmeny lentos langelio tupi po muse. Jei du langeliai turi bendra krastine,
tai juose tupincios musés vadinamos kaimynémis. Pabaidytos musés visos nuskrenda ir sutupia
po viena kiekviename kitos lentos, kurios matmenys yra 15 x 32, langelyje. Ar gali jos sutupti
taip, kad kaimynés pirmoje lentoje buty kaimynémis ir kitoje lentoje?

Sprendimas. Negali. Pirmojoje lentoje 14 - 28 = 392 museés turi po keturias kaimynes, o antrojoje
lentoje 13 - 30 = 390 musiy turi po keturias kaimynes. Todél jos sutupti taip, kad kaimynés
vienoje lentoje buty ir kaimynés kitoje lentoje, negali. O]



RIETAVO DVYLIKTOJI KOMANDINE MATEMATIKOS
OLIMPIADA MOKYTOJO KAZIO SIKSNIAUS TAUREI LAIMETI

Rietavas, 2013 m. gruodzio 6 d.

Uzduotis vyresniyjuy klasiy mokiniams
Sprendimai

1. Irodykite, kad \/76 — 42¢/3 + \/31 + 12v/3 yra sveikasis skai¢ius.

Sprendimas. Pertvarkykime abu démenis: \/76 —424/3 = \/49 —2.7-3V/3+2T=7— 3\/5,
V314 12v3 = V/4+2-2-3V/3 + 27 = 2 + 3/3. Pastaryjy dviejy reiskiniy suma lygi 9. O

2. Jonas Rietaviskis kasmet Svencia Jonines. AtSventes Siemetines Jonines, Jonas pastebéjo, kad si
diena buvo pirmadienis, kaip ir pries 28-erius metus, kai jis pirma karta minéjo savo vardo diena.
Jonas Rietaviskis neturi kalendoriaus, taciau zino, kad metuose yra 365 dienos, o kas ketverius
metus iSpuolantys keliamieji metai yra viena diena ilgesni. Kiek karty per $j laikotarpj jis Svente
Jonines pirmadienj?

Sprendimas. Jonas Rietaviskis Jonines Sventé 5 kartus. Visa cikla sudaro 28-eri metai. Per
ta laika ta pati savaités diena konkrecig mety diena pasitaikys keturis kartus (metuose, kuriuos
dalijant i$ 4 gaunamos skirtingos lieckanos). 29-ieji metai pradeda nauja cikla (Siuo atveju, penktas
kartas). O
3. Skritulio formos pica dviem statmenais pjuviais buvo supjaustyta j keturias dalis. Paulius paéme
didziausiaja ir maziausiaja iS juy, o Ugnei atiteko dvi likusios dalys. Ar galéjo Ugnei atitekti

daugiau picos negu Pauliui?

Sprendimas. Tarkime, kad pica buvo padalinta pjuviais AB ir C'D.

0, }

Us

Nubrézkime stygai AB simetriska skritulio centro atzvilgiu styga E'F. Paulius paémé Py, P, ir
Ps dalis, o Ugnei atiteko Uy, Us ir Us dalys. Kadangi U; dalies plotas lygus Ps, P; lygus Us, o
U, < P, tai Ugnei negaléjo atitekti daugiau picos, negu Pauliui. O]

4. Raskite rombo ir | jj jbrézto skritulio ploty santykj, jei viena rombo jstrizainé yra dvigubai ilgesné
uz kita.

Sprendimas. Pazymékime rombo ABC' D jstrizainiy susikirtimo taska raide E. IS salygos zinome,
kad 2|AFE| = |BE|. Tarkime, kad jbréztas apskritimas lie¢ia romba taske F. Statieji trikampiai

AFEF ir EF B yra panasus, todél % = % = 2. Pagal Pitagoro teorema |AF|?*+|EF|*> = |AE|*.

Kadangi |EF| = 2|AF|, tai |AE|?* = 5|AF]?>. Rombo plotas yra lygus 2|AE||EB| = 4|AE|* =

20|AF|%. Tbrézto apskritimo spindulys lygus |EF| = 2|AF|, o plotas 47| AF|*. Taigi ploty santykis
2

lygus igﬁl;lp =2. H




5. Taskas M yra trikampio ABC krastinéje AB, o taskas N — krastinéje BC. Be to, |[AM| =
2|MB|, |[BN|=2|NC|ir ZACB = 2/M N B. Irodykite, kad trikampis ABC' yra lygiasonis.

Sprendimas. Atkarpos AM vidurio taskg pazymeékime raide E, o atkarpos BN vidurio taska
- raide F'. Trikampis EBN yra panasus j trikampj ABC, todél /BNFE = ZBCA. Kadangi
/ZBNM = %ABCA, tai ZBNM = ZMNE. Atkarpa MF yra lygiagreti atkarpai EN, todél
LMNE = ZNMF ir trikampis M FN yra lygiasonis. Kadangi |BF| = |FN| = |MF]|, tai ir
trikampis BFM yra lygiasonis. Pastarasis trikampis yra panasus j AABC, todél jis irgi yra
lygiasSonis. O

6. Racionalieji skaiciai a; < as < az < --- < a9 sudaro tokig aritmetine progresija, kad
a4 + ag + ayg + a1 = 448.

(a) Raskite suma a; + as + az + -+ - + aqg.

(b) Ar gali vienuoliktasis Sios progresijos narys aj; buti lygus 2013?

(c) Ar gali septintasis Sios progresijos narys a; buti lygus 2013?

Sprendimas. (a) Pazymékime duotos aritmetinés progresijos ai, as,..., a9 skirtuma raide d.
Tada ay = ay 4+ 3d, ag = a1 + 7d, a;2 = a; + 11d, a;6 = a1 + 15d. Pasinaudoje salygoje duota
lygybe, gauname: a;+9d = 112. Pagal aritmetinés progresijos formule a;+as+asz+- - -+a9 =
Blorter) — 19(q; +9d) = 19 - 112 = 2128,

(b) IS (a) dalies zinome, kad ajg = a3 + 9d = 112. Progresija yra didéjanti, todel 112 < aq;.
Kadangi = 2013 < 112, tai a;; negali buti lygus 2013.

(c) Jei az = a1 + 6d = 242 0 a; + 9d = 112 (pagal dalj (a)), tai d = 12 > 0, 0 a; = 2. §j

19 0
progresija tenkina uzdavinio salygas, todél a; gali buti lygus 2%3.

O

7. Trodykite, kad tarp 10 isS eilés einan¢iy naturaliyjuy skaic¢iy yra bent vienas tarpusavyje pirminis
su likusiyjy sandauga.

Du naturalieji skaiciai vadinami tarpusavyje pirminiais, jei juy didziausias bendras daliklis lygus
vienam.

Sprendimas. Tarp 10 iS eilés einanc¢iy naturaliyjy skaiciy yra 5 lyginiai ir 5 nelyginiai. Tarp nely-
giniy skai¢iy yra daugiausiai 2, kurie dalijasi iS 3, daugiausiai 1, kuris dalijasi i$ 5, ir daugiausiai
1, kuris dalijasi si 7. Taigi dar lieka bent vienas nelyginis skaicius a, kurio visi pirminiai dalikliai
yra ne mazesni uz 11 arba jis lygus 1. Nagrinékime pirma atveji. Tarkime, a turi bendra pirminj
daliklj p su likusiyjy sandauga. Tada kazkuris is likusiy skaiciy taip pat dalijasi is p, bet taip buti
negali, nes p > 11. Antruoju atveju nesunku pastebéti, kad skaicius 7 bus tarpusavyje pirminis
su likusiyjy sandauga. O

8. Raskite visus naturaliuosius skaicius n, su kuriais n* + n? + 1 yra pirminis.

Sprendimas. Isskaidykime: n?*+n?+1 = n?+2n?+1—n? = (n®*+1)2—n? = (n*+n+1)(n*—n+1).
Kai n > 1, abu dauginamieji yra didesni uZ vienetg, todél n* +n? + 1 néra pirminis. Kai n = 1,
144+ 12+ 1 = 3. Taigi n* + n? + 1 yra pirminis tik tuomet kai n = 1. O]

2013 + y2013 — 22014

9. (a) Raskite bent viena lygties z sveikaji sprendinj (z,y, 2).

(b) Irodykite, kad $i lygtis turi be galo daug sveikuju sprendiniy.

Sprendimas. (a) Atkreipkime démesj, kad 22013 4 22013 — 9. 92013 — 92014 Todel g =y = 2 = 2
tenkina lygtj.



(b) Su bet kuriuo natiiraliuoju skaic¢iumi k z = y = 2k, 2 = 2k%°13 tenkina lygtj.

10. Raskite suma

3 n 4 n 5 T 2013
4+20+30 201431 +4! 31441 4 5! 2011! + 2012! +2013!"

Sprendimas. Nagrinékime n-taji sumos narj:

n n 1

m—2+m-—Dl+n m-21+n-1+m—1n) (-2

Taigi duota suma galima perrasyti taip:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

o T3 T3 T m T T oo1r T 20120 T 2012 20131 21 20130




