PASVALIO KRASTO MOKSLEIVIU
SEPTINTOJI KOMANDINE MATEMATIKOS OLIMPIADA
PROFESORIAUS BRONIAUS GRIGELIONIO
TAUREI LAIMETI

Pasvalys, 2005 m. lapkricio mén. 25 d.
UZdaviniy sprendimo trukmé — 2 val.

VII-VIII Kklasiy uzdaviniai

1. Raskite visus natiiraliuosius skaicius, kurie jrasius nulj tarp vienety skaitmens ir deSiméiy skaitmens

padidéja 9 kartus.

Sprendimas. Tegu ieskomasis skaiCius yra 10N +a; ¢ia a vienety skaitmuo. Jras¢ nulj turime gauti

lygybe
9(10N +a) =100N +a.
IS ¢ia randame, kad
5N =4a.

Taigi, a turi dalytis i§ 5. Atvejis a =0 netinka, nes tada 10N +a =0 néra nattralusis skaicius. Kai

a=>5,gauname N =4 ir 10N +a=45.
Ats.: 45,

2. Ar galima i§ medZiagos atraizos, kurios ilgis % metro, atkirpti % metro dalj, neturint po ranka metro?

Sprendimas. Sulankstome medziagg j keturias lygias dalis ir vieng dalj nukerpame. Likusios dalies ilgis

bus lygus
2 12 1
—m-=-Zm==m
3 4 3 2
3. Stagiakampis ABCD padalintas | 9 maZesnius statiakampius. Langeliuose yra B
jrasyti atitinkamy staciakampiy perimetrai (Zr. pav.). Raskite stac¢iakampio 11
ABCD perimetra. 20 8 11

Sprendimas. Prie staciakampiy krastiniy (Zr. pav.) paraSykime jy ilgius.

Skai¢iuodami ABCD perimetrg gausime: 12

P=2(6+x)+x+@5+x)+(6—-x)+(4—-x)+(55-x)) =46 A
B 6+X X 15+x ¢
5,5-x 11 5,5-x
4-x 20 8 11 4-x
6—x 12 6—x

A e+x x 15+ D

4. 1 5x5 lentele surasykite skaiCius O ir 1 taip, kad visuose 3x3 kvadratéliuose jrasyty skaiciy sumos biity

skirtingos.
Sprendimas. [0 |0 |0|0|0
Pavyzdys 0j0j0|0]0
0j0|1(1]1
111111
111111




10.

IS skaitmeny 1, 2, 3 ir 4, raSydami juos po du kartus, sudarykite aStuonzenklj skaiciy, kuriame tarp dviejy
vienety yra vienas skaitmuo, tarp dvejety yra du skaitmenys, tarp trejety — trys skaitmenys, o tarp ketverty
yra keturi skaitmenys.

Sprendimas. 41312432 arba 23421314.

Nuvaziaves tre¢dalj kelio, keleivis uzmigo ir miegojo tol, kol liko nuvaziuoti trec¢dalj to kelio, kurj jis
vaziavo miegodamas. Kurig viso kelio dalj keleivis pramiegojo?
Sprendimas. Tegu s yra viso kelio ilgis, 0 m — kelias, kurj keleivis pramiegojo. Pagal uzdavinio salyga
1 2 .. 4 2 S
m+-—m=—s.IS¢la —-m=—s = m=—.
3 3 3 3 2
Ats.: keleivis pramiegojo puse kelio.

Dviejose klasése yra 70 mokiniy. Vienoje klas¢je % mokiniy mégsta Zaisti krepSinj, o kitoje — é mokiniy

mégsta zaisti futbolg. Kiek mokiniy yra kiekvienoje klaséje?

Sprendimas. Tegu m yra vienos, 0 n yra kitos klasés mokiniy skaicius. Skai¢ius m turi dalytis i§ 17, o
skaiCius n turi dalytis i§ 9.

Nagrinédami variantus, gauname m =34 ir n=36.

Ats.: 34 ir 36.

Devynios kortelés yra sunumeruotos nuo 1 iki 9 ir iSdéliotos taip, kaip parodyta paveiksle.

Sioje lenteléje rodyklés yra nukreiptos nuo kortelés su maZesniu numeriu
j kortele su didesniu numeriu. Apskaiciuokite korteliy A, B ir C numeriy > B > C
suma. A A A
Sprendimas. Kortelés A numeris yra pats maZziausias, taigi A=1.
Kortelés C numeris pats didziausias, taigi C =9. Tarp korteliy 9 ir 7 gali - -
stovéti tik 8. Kortelés B numeris didesnis uz likusiy penkiy korteliy, taigi - g
B =6. Vadinasi, A A A
A+B+C=1+6+9=16.
Ats.: 16. A > > 7

Tegu ABC yra statusis trikampis, 0 AB yra jo jzambiné.
Ties¢je AB | prieSingas puses nuo jzambinés yra atidétos M
atkarpos AK ir BM, kuriy ilgiai yra AK = AC, BM =BC.
Raskite kampo KCM diduma.
Sprendimas. Pagal trikampio priekampio savybe B
ZCKA+ £ KCA=~ZCAB.
Trikampis CAK yra lygiaSonis, todél

4KCA=4CKA=%4CAB. A

Analogiskai /BCM =/ BMC = %LCBA. Vadinasi, K

ZKCM = Z KCA+ 22 ACB+ 2 BCM =Z ACB+%(4CAB+4CBA) =90° +%-90o =135°.

I$ trijy skaiciy, a, b ir c, vienas yra teigiamas, vienas yra neigiamas ir vienas yra lygus nuliui. Skaic¢iai a, b ir
C yra susij¢ lygybe a? =b%(b-c). Nustatykite, kuris skai¢ius yra lygus nuliui ir kokie yra kity dviejy
skai¢iy zenklai.

Sprendimas. Jei bty a =0, tai gautume b =c (nes b = 0). Bet taip negali bati, nes b ir ¢ zenklai turi
bati prieSingi. Taigi a # 0. Aisku, kad b # 0 (nes tada turéty biiti a=0). Taigi c=0.

Toliau nagrinékime lygybe a? =b3. Jei buty b <0, tai gautume a? <0. Vadinasi, b>0 ir a<0.
Ats.: a<0,b>0,c=0.
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IX-X Kklasiy uzdaviniai

. Tegu ABC yra statusis trikampis, kuriame £ BAC =15°, Z ACB =90°. [rodykite, kad
1

AC-BC= AB?.
Irodymas. 1§ virsiinés C bréziame pusiaukrasting CM ir auksting CH.
Aisku, kad AC-BC =CH - AB. C
Kadangi ~ CMH =30°,0 CM =1AB,tai CH =ECM =1AB.
2 2 4 A 150 B
1 M H

Vadinasi, AC-BC = 7 ABZ.

. Trodykite, kad su kiekvienu natiiraliuoju skai¢iumi n suma n® + (n+2)% + (n+2)° dalijasi i3 9.

Jrodymas. Taikykime matemating indukcija. Kai n =1, teiginys yra teisingas, nes 1+ 23 + 3% =1+8+27=
=36=4-9. Tegu suma k> + (k +1)% + (k + 2)° dalijasi i§ 9. Tada

k+D3+(k+2)°3+(k+3)° =k +D)° +(k+2)° + (k3 +3-3k? +3-3% .k +3°) =

=k3+(k+1)3 + (k+2)% +9(k? + 3k + 3) . Taigi teiginys teisingas.

. Tegu &, ay, ..., &, yra teigiami skaiciai, kuriy sandauga lygi 1. Jrodykite, kad

(1+ay) @+ay)..A+a,)=2".
. . 2
Jrodymas. Kadangi su visais a,b>0 teisinga nelygybé a+b=> 2\/ab (nes (\/E ~b ) =

—a-2J/ab+b>0), tai 1+a; >2,/a; suvisais i=12,..,n.I5¢ia
L+a) (1+ay)..A+a,)>2" /g ...a, =2".

. Jonas uz gera pazymj (sakykime, 8) gavo n dviejy lity monety. Petras uz geresnj pazymj gavo maziausig
suma, didesne uz 2n lity, kuria galima sumokéti 5 Lt monetomis. Uz geriausia pazymj Povilas gavo
maziausig sumg, didesn¢ uz Petro, kurig galima sumokéti 10 Lt banknotais. Koks didZiausias skirtumas
galéty biti tarp Povilo ir Jono gauty pinigy?

Sprendimas. Priklausomai nuo 2n dalumo i§ 5 Petras galéjo gauti 2n+5, 2n+4, 2n+3, 2n+2 arba
2n +1 lita. Povilas gavo 5 arba 10 lity daugiau uz Petra.

Skaicius 2n+5 nelyginis, todél Siuo atveju Povilas gauty tik 5 litais daugiau uz Petrg, t. y. 2n+10. Jei
Petras gauty 2n+4, tai Povilas 2n+14. Taigi didziausias skirtumas tarp Povilo ir Jono gauty pinigy
(2n+14)-2n=14.

. 175 obuoliai yra sudéti j kelias lygias kraveles. Dviejy kriiveliy obuolius iSskirscius j likusias krtveles, jose
prisidéty po 10 obuoliy. Raskite krtiveliy skaiciy.

Sprendimas. Kriveliy skai¢iy pazymékime X, X €N. Kiekvienoje kriveléje 1 obuoliy. Dviejose
X

kriivelése yra 2- i obuoliy. Jas iSskirséius po lygiai j kitas X — 2 kraveles, prisidéjo 10(X —2) obuoliy.
X

Sudarome lygtj: 2 - e =10(x — 2) . Vienintelis jos nattralus sprendinys X =7 .
X

Ats.: 7.



6.

10.

Ar jmanoma sura$yti skaicius 0 ir 1 | 6x6 lentele taip, kad visuose 3x3 kvadratéliuose jraSyty skaiciy
sumos biity skirtingos?

Sprendimas. Negalima. 6x6 lenteléje yra SeSiolika 3x 3 kvadratéliy. Viename 3x 3 kvadratélyje
jrasyty skai¢iy suma gali buti nuo 0 iki 9. Tod¢l atsiras bent 2 kvadratéliai su vienoda suma.

Yra deSimt atkarpy, kuriy ilgiai nelyginiai sveikieji skaiciai, mazesni uz 100. Jrodykite, kad i§ kuriy nors
trijy atkarpy galima sudaryti trikampj.
Irodymas. Jei c>b>a>0 yra atkarpy ilgiai, tai trikampj i§ jy galima sudéti tik tada, kai galioja
trikampio nelygybé c<a+Db.
PrieStaraudami teiginiui tarkime, kad i§ jokiy trijy atkarpy negalima sudaryti trikampio. Atkarpas
sunumeruokime pagal jy ilgius —nuo trumpiausios iki ilgiausios:
1S|1 Slz S-"Sllo <100.
Kadangi trikampio nelygybé negalioja, tai I3 =1y +1, 21+1=2= 153 >3 (nes I3 nelyginis).
Toliau panasiai:
421, +1321+3=4=1, 25,
|5 Z|3 +|4 Z3+5=8:>|5 29,
|6 2'4 +|5 25+9:14:>|6 215,
|7 le +|6 29+15=24:>|7 225,
|8 2'6 +|7 215+25=40:>|8 241,
|g 2|7 +|8 225+41:66:>|9 267,
|10 > |8 + |9 >41+67=108=> |10 >109.

Sis rezultatas priestarauja salygai lyg <100 . Taigi prielaida reikia atmesti.

Paveiksle pavaizduota (Zr. 1 pav.) figiirg sudaro kvadratai. Paties maziausio kvadrato krastinés ilgis yra
lygus 1. Raskite nuspalvinto kvadrato krastinés ilgj.

x-3 X2

1 pav. 2 pav.

Sprendimas. Kvadraty viduje surasSykime jy kraStiniy ilgius (Zr. 2 pav.). Figtros plotj galima iSreiksti
dvejopai: suma X+ (x—1) irsuma y + (x—3) + (x — 2) . Skaiciy y randame i$ lygybés
y+(Xx=3)+(x-2) =x+(x-1).Gauname y =4.
Trapecijos pagrindy ilgiai yra sveikieji skaiCiai. [rodykite, kad S§ig trapecija galima suskaidyti lygiais
trikampiais.

Sprendimas. Padalykime abu trapecijos pagrindus, AB ir CD, D C
atkarpélémis, kuriy ilgiai yra lyglis vienetui. Nubrézkime per

atkarpéliy galus tieses, lygiagreCias su kraStine AD, ir tieses M /\W\/\/\N
lygiagrecias su krastine BC (zr. pav.). NubréZe vidurinigjg linija MN, A B

gausime lygiy trikampiy, dengian¢iy trapecija, aibe.

Su kuriais natiiraliaisiais skaiGiais n, priklausanéiais intervalui [2000; 2005], skai¢ius 6,25-10" yra kurio
nors sveikojo skaiciaus ketvirtasis laipsnis?

5n+2 oN=2 _ 4

Sprendimas. Tegu m yra sveikasis skai¢ius toks, kad 27? 10" =m* = m* =

n+2 n-2
—=m=54 .2 4

n+2. n-2
ir

; m sveikas skaicCius, todél turi biiti natiiralieji skaiciai. Tinka tik 2002.
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XI-XII Kklasiy uzdaviniai

1. Trodykite, kadjei X+ Y+ 2 21ir 242,80 @i X4 Y12 1
a b c X y z a b c

Irodymas. Pagal pirma salyga

I§ antros salygos gauname

c_[(a_ b} —ay+bx
Xy Xy
018 Cia
oy irﬁ+£+£:ﬂ_i(l+lj:
C ay+bx ab ac bc ab ay+bxla b
Vadinasi,
2 42 2
X—+y—2+z—=1.
a® b° c
2. Raskite sumg
1

+i+...+;.
1.4 4.7 (Bn-2)(3n+1)

Sprendimas. Pastebékime, kad

1 1 1
(Bk—-2)3k+1) 3(3k-2) 3(3k+1)’
Todél
1 1 1 (1 1) ( 1 1) 1 1
—+ .t =l ————|+| ——— |+...+ - =
1.4 4.7 (Bn-2)3n+1) (31 3-4) \3.4 3.7 3(3n-2) 3(3n+1)

211 N
3 3(3n+1) 3n+1

3. Nustatykite, kiek nuliy yra sumoje S, kai
S=9+99+999+..+ 99...99.

\ﬂ/—J
99 skaitmeny's
Sprendimas. S = (10 —1) + (100 —1) + (1000 —1) +...+ (10%° —1) = 111...10-99 = 11...11 —100 =
— —
99 vienetai 100 vienety

= 111...1011. Taigi sumoje S yra vienas nulis.

"
97 vienetai



4. Isspreskite lygtj
2

X
a+VX+D2.
Sprendimas. Tegu t =+/x+1. Tada t >0 ir x=t2-1. Irase j lygti, gauname:
2 42 2 2
D2 ppe_gy (DD
+1) d+t)
=t=3(nest>0) = x=8.

2(x—16) =

2t2 -7) = 2(t2-7)=t? -2t +1= t? +2t-15=0 =

5. Irodykite, kad kvadratiné lygtis ax? +bx—c =0 turi tik vieng sprendinj, priklausant] intervalui [0; 1], kai a,
b ir ¢ yra kurio nors trikampio krastiniy ilgiai.
Irodymas. Funkcijos y = ax? +bx —c grafikas yra parabolé, kurios Sakos eina j virSy (nes a>0).
Taske x=0 gauname y=-c<0 (nes c>0), o taSke x=1 gauname y=a+b—-c>0, nes a+b>c
(pagal trikampio krastiniy savybe). Tai reiskia, kad parabolé susikerta su aSimi Ox kuriame nors intervalo
(0; 1) taske; taigi lygtis ax? +bx—c=0 turi sprendinj intervale (0; 1). Kitas Sios lygties sprendinys yra
neigiamas, nes y <0, kai x =0, 0 parabolés Sakos kyla j virsy.

6. Nataraliyjy skaiciy X, y ir z suma yra lygi 407. Raskite didziausig skaiciy nuliy, kuriais gali baigtis sandauga
Xyz.
Sprendimas. Skaiciy 250,125 ir 32 suma yra lygi 407, o jy sandauga yra lygi 1 000 000 = 108, Taigi Siy
trijy skaiciy sandauga baigiasi SeSiais nuliais.

. e .. . . X+Vy+12
Pagal aritmetinio ir geometrinio vidurkiy nelygybe % >3/xyz gauname:

3 3
xyz< X+y+z) _ 407 :67419143<3.106.
3 3 27

Taigi sandauga xyz negali baigtis daugiau kaip Sesiais nuliais, kai X+ y+z =407 .
Ats.: 407.

7. Uzpildykite lentelg

AC
C |24

jraSydami skaiCius tusCiuose langeliuose ir vietoj raidziy. Sioje lentel¢je kiekvienos eilutés, kiekvieno

stulpelio ir kiekvienos jstrizainés skaifiy sandauga yra ta pati ir lygi skai¢iui ABCD (A, B, C ir D yra
skirtingi skaitmenys).

Sprendimas. [vedame pazyméjimus (Zr. lentele)

Z y 4
AC
X C 24

Turime:

4(10A+C)-x=24-Cx = C=2A

4yz =24(10A+C)z=24-12Az = y=T72A

y (10A+C)C =72A-12A-2A=1728A%3 = ABCD = A=1—= B=7,C=2, D=8
Taigi turime lentele

6 7 24
8 12 | 18

2



136 | 2 | 24 |

8. Raskite begaliniy periodiniy trupmeny 0,19 =0,191919... ir 0,199 =0,199199199... sumos 0,19+ 0,199

10.

perioda (trupmenos 0,aa, ...ay, ) periodas yra n).

Nurodymas. 0,19 = % nes 0,19 (100 —1) = 19,19-0,19=19.

Sprendimas.
— — 19 199 19-111+199-11 19-111+199-11 19-111-1001+11-199-1001
0,99+0,199 =— +—— = — - _
99 999 9.11-111 999-11 999999 -11
19-10101+199-1001 391118
999999 999999

Periodas lygus 6.

Taskas E trapecijos ABCD Sonin¢ krasting CD dalija santykiu 2:1 (CE : ED = 2:1). Atkarpa AE trapecijos
jstrizaing BD kerta taske O; be to, AO:OE =5:1. Trikampio AOB plotas lygus 26 cm? Raskite:
1) trikampio DOE plota; 2) trapecijos ABCD plota.

Sprendimas. 1) Sakykime, Spog =X. Tada Spgp =5X, B

C
SaBD =26+5X, Sppp =6X. Kadangi SAED=%SABD, tai “ e
A o\

6x=%(26+5x) I &ia X =2. Taigi Spog =2.

D

2) Nubrézkime atkarpq BE. Tada SOBE = %SABO ; todél SOBE =2—56 . Toliau:

26 36
SpBE =SpOE * SoBE =2+ —=—1
5 5
72
SeBc =2SpgE =z

Vadinasi, SABCD :SAOB +SAOD +SDBE +SEBC =26+1O+%+7—52=36+%=2—§8=57,6.
Ats.: SDOE =2 sz, SABCD =57,6 cm?.

Su kokiu sveikuoju skai¢iumi k lygties tgz(x—2005 tgoo+1=0 sprendiniy, priklausanciy intervalui

[0; 2n] , suma yra lygi km ?
2005 ++/20052 — 4

Sprendimas. I§ lygties gauname tgo = 5 . Pazymékime:
. _ 2005 ++/20052 — 4
1 2 ,
2005 —/20052 — 4
t) = 5 :

Sprendiniai i$ intervalo [0; 2xt] yra
o = arctg t]_, Qo = arctg tl +7T, 03 = arctg t2, Qg = arctg t2 + 7.
Kadangi t1t, =1, tai

tg aqtg oy =1 = sin aySin oy =COS yCOS oLy => COS(ay + ) =0 = oy +ar =— =

T

2
= oq+oy+oagz+oy =3t = k=3.

Ats.: k =3.



