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1. Ats. 6.
Keliant kvadratu ir panaikinant Saknis, gaunama kvadratiné lygtis,
kurios tik vienas sprendinys tinka. Gavus lygti 7vx — 2 = 4z — 10,
papras¢iau ne naikinti Saknj, bet atlikti keitinj Vo —2 =t, v =2+ 2.

2. Ats. (z,y,2) = (4,3,2) arba (—6, —5, —4).

Pazymékime x +1 = a,y +1 = b,z + 1 = ¢. Prie pirmosios lygties
abieju pusiy pridéjus 1, gaunama lygtis (x + 1)(y + 1) = 20. Panasiai
pasielge su kitomis lygtimis, gauname sistema ab = 20, bc = 12, ca = 15.
Sudauginame visas lygtis ir iStraukiame Saknj: abc = 60 arba —60.
Pirmu atveju gauta lygybe dalydami iS lygybés ab = 20, randame c ir

z. Analogiskai randame visy nezinomyjy reikSmes abiem atvejais.

3. Ats. Negali.

Reiskinyje A = 23y* + y32% + 2324 — 2ty — yt23 — 24

2® grupuojant
narius, galima iskelti reiskinj x — y, toliau y — z, z — x. Apskritai 24 =
= (z—y)(y—2)(z—2)(@®y? +y? 22 + 2202 + (xy +yz+22)%). Jei A=0ir
x,y, 2z yra skirtingi skaiciai, tai apskliausta neneigiama kvadraty suma
lygi nuliui, todél xy = yz = zax = 0 ir bent du is skai¢iy z,y, z lygus

nuliui — priestara.

4. Ats. ¢ € (7;33).

Nagrinékime lygtyse pastebimus skaicius xy, yz, zx. Remiantis pradi-
ne sistema, lengva jrodyti, kad jie visi teigiami (bet kuriy dviejy i ju
suma neneigiama; ju visy sandauga neneigiama; x = 0, y = 0 arba z = 0
netenkina sistemos).

Sudedant ir atimant lygtis, lengva iSreiksti zy per ¢: zy = (33 —
—?)/2 > 0. Galima gauti ir yz,zx iSraiSkas. Taip gauname, kad
c? < 33 ir ¢® > 7. Sudaugine dvi i§ trijy iSraisky, padalije i§ trecios,



istrauke Saknj, rasime x,y, z israiskas, padedancias nustatyti, kad jei

¢ € (7;33), tai lygciy sistema turi sprendinj
r=1/(33—c)(2+7)/(2¢2 - 14), y= /(33 —c2)(c2—T7)/(2c2 + 14),
z=/(2+T7)(c2—T7)/(66 — 2c2).

5. Nelygybéje esancios israiskos simetriskos x,y, z atzvilgiu, todél galime
laikyti, kad =z > y > z.
1) Tegu y > 1. Nelygybé ekvivalenti nelygybei

(0= 92+ (2= P+ 2:(x — Dy —1) > 0.
2) Tegu y < 1. Nelygybeé ekvivalenti nelygybei
(z—y)?+(z—1)?+22(1 —gy)(1—2) =0.

6. Ats. a) 3969; b) 16.

(6k + 1)+ (6k +2) + ... + (6k + 6) = 21(2k + 1) = n®. Nelyginis
skai¢ius 2k + 1 turi dalytis is 21, t. y. n? = 21?2m?, kur m yra nelyginis
skaic¢ius. Su kiekvienu tokiu m pavyks rasti 6 pradinius skaic¢ius pagal
2k + 1 = 21m?.

a) Tinka m = 3, tada n®> = 3969 = 63%>. Kai m = 1 arba m > 3,
gaunamas neketurzenklis skaicius (217 - 52 > 100?%).

b) Reikia iSspresti nelygybes 100000 < 212m? < 999999. Kiek nelygi-

niy naturaliyjy skaiciy m jas tenkina?

7. Ats. 25.

2 ir 3 yra vieninteliai 12'2 = 22432 pirminiai dalikliai, todeél ir k = 2¢3°
(skaiciai a, b — sveikieji nenegiami). Turime 6° = 2035 8% = 224(.3%). Di-
dziausias dvejeto laipsnis 2%, i§ kurio dalijasi maZiausias bendras kar-
totinis, lygus didZiausiam is skaiciy 2%,2¢,2%*. Analogiskai 3'? yra di-
dziausias i skaiciy 3°,3%,3%. Taigi 0 < a <24 ir b= 12.

8. Ats. b) 299999999998999...9.
H/—/

45 skaitm.
Jei skaic¢iaus n + 1 gale yra £ > 0 nuliy, tai skaiciaus n gale yra

k devynety, o pries juos paskutinis nenulinis n 4+ 1 skaitmuo sumazéja
vienetu (kiti nepakinta). Skai¢iaus n + 1 skaitmeny suma pazymeékime
s. Tada n skaitmeny suma lygi s+ 9k — 1. Taigi 9k — 1 dalijasi i 101 ir
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maziausia galima k reiksmeé yra 45 (101-4 = 9-45—1). Maziausia n+ 1
reikSme gausime, kai pries 45 nulius paraSysime maziausig naturalyjj
skaiciy m, kurio skaitmeny suma s dalijasi i$ 101. Skaic¢ius m gaunamas
imant maziausig reikSme s = 101 = 2 + 9 - 11 ir didziausius galimus
skaitmenis (devynetus) kaupiant gale, kad, visy pirma, skaitmeny buty
kuo maziau, o tada — kad pirmasis skaitmuo buty kuo mazesnis. Taigi
m = 299999999999 (nesibaigia nuliu, todél iSsaugota salyga k = 45).

CAts. a) 1,3,9;b) 1, 3,9, 27, 37, 67.

102013 — 1 = (10%)570 — 167! dalijasi i 10° — 1 = 37 - 27, taigi is 37 ir
27 (ir i§ 1, 3, 9). Skaifiavimai moduliu 67 parodo, kad 103 — 1, todél
ir 102913 — 1 = (10%3)% — 15! dalijasi i$ 67 (pvz., Zinant 10'® (mod 67)
galima i karto rasti 1032 (mod 67)). Jei ieSkomas daliklis pats turéty
tik jau iSvardytus pirminius daliklius 3, 37 ar 67, tai jis buty lygus 67,
37, 74 arba buty trejeto laipsnis 3, 9, 27, 81. Nenagrinétos reiksmeés 74
ir 81. Skaic¢ius 74 netinka, nes 10?°!® — 1 nesidalija i3 2, o 81 netinka, nes

10%13 —1=9. 111...1 ir antrasis dauginamasis nesidalija i$ 9 (dalumo
—_—

2013 skaitm.
pozymis).

Belieka jrodyti, kad 10%°'3 — 1 neturi kitokiy pirminiy dalikliy. Jei
102013 — 1 dalytysi i$ pirminio skai¢iaus p # 2,5, tai pagal Mazaja Ferma
teoremg 10P~! — 1, todel ir 10PBP(P=1.2013) _ 1 dalytysi i$ p. Kadangi d =
= DBD(p — 1,2013) < 99 ir dalija 2013, tai d = 1,3,11,33 arba 61.
Skaicius d dalija p — 1 < 99.

Jei d =61, tai p— 1 =61, ir p = 62 néra pirminis skaicius.

Jei d = 33, tai p— 1 = 33 arba 66, ir p = 67.

Jeid =11, tai p — 1 = 11,22,33,44,55,66, 77 arba 88, ir p = 23,67
arba 89. Naudojant lyginius, lengvai suskai¢iuojama, kad 101 — 1 i§ 23
ar 89 nesidalija.

Jei d = 1 arba 3, tiesiogiai patikriname 10¢ — 1 pirminius daliklius.

Galima laikyti, nemazinant bendrumo, kad DBD(a, b, c) = 1 (pamasty-
kite kodél). Imkime bet kurj pirminj skai¢iaus abc daliklj p. Pakanka
irodyti, kad didziausias p laipsnis, i§ kurio dalijasi abe, yra p**,n € N.
Laikykime (vél nemazindami bendrumo), kad p nedalija ¢, bet dalija a
arba b. Lygybé babc = ab® + bc? + ca? parodo, kad bet kuriuo atveju p

dalija ir a, ir b.
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Tegu didziausi p laipsniai, iS kuriy dalijasi a ir b, atitinkamai lygus p®
ir p®. Skaic¢ius be? + ca® = Sabe — ab? dalijasi i$ ab, taigi i p®+'. Taciau
sumos bc? 4 ca? pirmasis démuo dalijasi tik i p®. Jei antrasis démuo ca?
nesidalija i$ p®, tai ir visa suma nesidalija — priestara. O jei jis dalijasi i$
didesnio laipsnio nei p?, tai suma dalijasi tik i§ p® — vél priestara. Todél
ca® dalijasi tiksliai i§ p? ir 2a = . Vadinasi, abe dalijasi i§ p®*? = p3@,
bet ne didesnio laipsnio. Tai ir reikéjo jrodyti.

Kitas budas. Jei DBD(a, b, ¢) = d, tai pazymékime DBD(a,b)/d = dj,
DBD(b,c)/d = dy, DBD(c,a)/d = dy. Tada a = ddsdsz, b = ddsdyy, c =
= ddydsz, ,y, z € Z. IrasSius Sias israiskas ] lygybe, galima jrodyti, kad
x dalija ds ir dy dalija x. Todél x = =£d,, analogiskai y = £ds, 2 = +d;.
Tada abc = (£ddydads)3.

Ats. —178.

Nagrinékime pirmus du stulpelius (i$ kairés) ir jiems priklausancius
2 x 2 kvadratus bei 1 x 2 staciakampius. Persidengianciuose kvadratuose
skaiciy sumos lygios, todél jos lygios ir 1 x 2 staciakampiuose su tokiais
skaidiais: (1,7),(3,7),...,(99,7). Vietoj pirmojo klaustuko reikia rasyti
20—0—1—1 = 18, todél antrojo stulpelio apacioje bus 1418 —99 = —8&0.

Dabar nagrinékime 2-aji, 4-aji, ..., 100-aji stulpelius. Juose tame
paciame aukstyje esanciy 2 x 1 staciakampiy skaic¢iy sumos velgi ly-
gios. Todél jei pirmoje eilutéje ir Siuose stulpeliuose 50 skaiciy is kai-
rés j desine sudaro aritmetine progresija su skirtumu 2: 1, 3, ..., 99,
tai antroje eilutéje bus aritmetiné progresija su skirtumu —2, trecio-

je vél su skirtumu 2 ir t. t. Paskutingje eilutéje skirtumas bus —2:
—80,—82,...,—80+ (—2) - (50 — 1) = —178.

Ats. Ne.

Skaiciais nuo 1 iki 13 is eilés sunumeruokime tiek eilutes, tiek stulpe-
lius. Langelyje (7, 7) irasykime skai¢iaus i + j dalybos is 5 liekana: 0,
1, 2, 3, 4. Langeliai iSskaidomi j 5 nelygias aibes: pvz., nuliy yra 34,
o vienety — tik 33. Kiekvienu éjimu pakei¢iama lygiai vieno langelio su
nuliu ir lygiai vieno langelio su vienetu spalva. Pradzioje juody lange-
liy, pazymeéty tiek nuliu, tiek vienetu, yra 0 — lyginis skaic¢ius. Taigi po

pirmojo éjimo abiejy rusiy juody langeliy skaic¢iai abu taps nelyginiai,
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tada abu lyginiai, ir t. t. Niekada negausime skirtingo lyginumo skaiciy

34 ir 33. Taigi visy langeliy juodai nenudazysime.

Ats. a) Taip; b) ne.

a) (1,12,21),(3,14,23), (5,16, 25), (7, 18,27), (9, 20, 29),

(2,11,22), (4,13,24), (6,15, 26), (8,17, 28), (10, 19, 30).

b) Tarkime, kad skai¢ius jmanoma suskirstyti. Nagrinékime taisyk-
lingaji daugiakampj su 33 virSunémis, jas is eilés sunumeruokime. Kiek-
vieng skaiciy trejeta atitinka trikampis su atitinkamomis virsunémis.
Pastebékime, kad visi tokie trikampiai lygus (sujungtu virSuniy poras
visada skiria 11, 10 ir 9 daugiakampio virsunés). Nagrinékime bet kurj
trikampj ir jo ilgiausig krastine. Nemazindami bendrumo, galime laiky-
ti, kad krastinés galai yra virsunés 1 ir 13 (pakeitus virsuniy numeracija,
trikampius atitinkantys skaiciy trejetai vis tiek tenkinty salyga).

Virsune 2 turi buti sujungta su viena is virsuniy 12, 13 ir 14. Virsuné
13 jau uzimta. Jei tai buty virsuné 14, tai 3 belikty jungti su 15, tada
4 su 16, ..., 12 su 24. Taciau taip gauname net 12 skirtingy trikampiy!
Taigi 2 turime jungti su 12. Kita vertus, tiek 2, tiek 12 turime jungti su
23 arba 24, ir tiek 1, tiek 13 — taip pat su 23 arba 24. Yra dvi galimybes,
bet abiem atvejais turime trikampiy pora: vieno is jy ilgiausia krastiné
lygiagreti su kito trumpiausia ir atvirksciai.

Tokiu budu visi trikampiai suskirstomi j poras, bet tada jy turéty buti
lyginis skaicius, o ne 11.

Ats. 42.

Salyga tenkina akmeny kruvos, kuriose yra 42, 41, 40, 38, 37, 36, 35,
34, 33 akmenys.

Tarkime, akmeny kruvose yra x; < xo < ... < x9. Kad maziausia
kruvg sumetus j likusias, akmeny skaic¢iai kruvose buty lygus, prie xg
akmeny reikés pridéti bent viena, prie x7 — bent 2, ..., prie x5 — bent 7.
Taigi z1 > 14+2+.. .+7 =28 ir x1+2o+. . . +29 = 28429+...436 = 288.
Kadangi akmenis galima po lygiai sudeéti j 8 ir j 7 kruvas, tai ju bendras
skaic¢ius dalijasi iS 56 ir 1 + 29 + ... + x9 = 336. Jei n < 41, tai
Tr+To+ ...+ 29 <41 +40+ ...+ 33 < 336. Taigi n > 42.

Ats. 233625.
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Iprastu budu langeliams priskirkime koordinates (i,7),1 < 4,7 <

< 2013. Atsakymas gaunamas pazymeéjus siuos langelius:
(19,190 + 1), (19,191 + 2), k = 1,2,...,105,0l = 0,1, ..., 105;

(m,19n),n =1,2,...,105,m = 1,2,...,2013.

Indukcijos metodas padeda jrodyti tokj teiginj: uzdavinio salyga ten-
kinancioje (19k—1) x (19k—1) lenteléje pazymeéty langeliy yra maziausiai
(k —1)(21k — 1). Tai jrodo, kad maziau nei 233625 langelius pazymeéti
nepavyks.

Jei trikampio ABC krastinés lygios a, b, ¢, o plotas lygus S, tai jo auks-
tinés lygios a; = 2S/a, by = 2S/b, c¢; = 2S/c. Jei trikampio A B1Cy
plotas lygus S, tai jo aukstinés lygios ay = 2S1/a; = a-S1/S, by =
=251/by =b-51/S, co =251/c; = ¢-51/S. Taigi ABC ir A3ByCY
krastinés proporcingos: “ = %2 =2 = %; trikampiai panasus.

Duota, kad AB+BC+CA = AB+AD+BD irCD+BC+BD =CD+
+AD+ AC. 15 siy lygybiy isplaukia, kad AC' = BD ir BC' = AD. Tada
trikampiai ABC' ir BAD lygus pagal tris lygias krastines ir ZABD =
= /BAC. Tada trikampis AOB lygiasonis, OA = OB. Analogiskai
OC =0D, tad AD+0OA+OD = BC+ OB+ OC.

Ats. 3 :5.

Kvadrato krastinés ilgj pazymékime a, krastinés C'D vidurio taskg —
E, tiesés [ sankirtg su AD — F, su BC' — G, statmens i§ G | AD pagrinda
— H, atkarpos AFE vidurio taska, per kurj statmenai AE dél simetrijos ei-
na tiesé [, — K. Bendrg kampa turintys statieji trikampiai ADFE ir AKF
panasus, analogiskai AAKF ~ AGHF. Tada AADFE ir AGHF net ly-
gus (AD = GH = a). Taigi FH = DE = a/2, AF/AK = AE/AD —
AF = AK - AE/AD = AE?/(2AD) = (AD? + DE?)/(2a) = 5a/8,
GB=AH = AF — FH =a/8.

Nagrinéjami keturkampiai yra staciosios trapecijos, taigi ABGF' plo-
tas lygus %AB(AF + BG) = 3a*/8, analogiskai CDFG plotas lygus
5a? /8. Teskomas santykis lygus 3 : 5.
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Pazymeéjus trikampio ABC kampus A, B, C' atitinkamai «, 3, ir w cent-
ra — O, lengva gauti ZBOC = 2/BAC = 2« (jbréztinis ir centrinis
kampai), ZOCB = (180° — ZBOC)/2 = 90° — a (ABOC lygiaso-
nis), ZAA1B; = ZB;BA = 90° — «a (keturkampis ABA; B, jbréztinis),
/B1AC = 90° — LZAA B, = a. Taigi kampas tarp OC ir A;B; lygus
180° — £LB1A1C — ZOCB = 90°. Vadinasi, OC statmena A;B,. Taciau
statmuo i§ O | A; By eina per Sios stygos vidurj, taigi ir per lygiasonio
trikampio Ay BoC) auksting (A2Cy = BeCy kaip liestiniy i$ to paties

tasko atkarpos). Todél O, C, Cy priklauso siam statmeniui.

Irodysime, kad ADFE aukstiné i$ tasko E eina per BC' vidurio taska M
(aukstinei i§ D jrodymas analogiskas). Tiksliau, jrodysime, kad tiesés
EM ir AB statmenos.

ABPC lygiasonis (PB = PC kaip liestiniy atkarpos), tad atkarpos
MP ir BC' statmenos. Tada ZCMP + ZPEC = 180°, keturkampis
CEPM jbréztinis ir ZPEM = /ZPCM = ZBAC (paskutiné lygybé —
deél to, kad PC liedia w trikampio ABC' virsunéje). Pagaliau kampas
tarp EM ir AB lygus 180°—ZMFEA—/BAC = 180°—(90°—ZMEP)—
— /BAC = 90°.



