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Atsakymai, nurodymai, sprendimai

Parengé Aivaras Novikas

1. Ats. (z,y) = (2,3) ir (—2,-3).

Abieju lygciy kairiosios puseés dalijasi i z +y. Be to, jei z4+y = 0, tai
pirmoje lygtyje turétume 0 = —5. Taigi x4y # 0 ir tai leidzia suprastinti
lygéiy suma: 32% + 2y — 29> = B3z —2y)(z +y) = 0 = x = 2y/3.
Dabar eliminuojame x vienoje is lygciy ir gauname kvadratine lygtj su

vienu nezinomuoju.

2. Ats. . = (—114/97)/6.

Apvertus duotas trupmenas arba padalijus ju vardiklius i§ x (z = 0
lygties netenkina), galima pastebéti tokj patj reiskinj y = 3x+2/x. Taigi
iveskime naujg kintamajj y. Tada kairioji lygties puseé lygi
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Prilygine gauta reiskinj 1 ir padaugine viska is (y — 1)(y + 5), gauname
lygti ¥> + 9y — 22 = 0. Tada 3z + 2/x = —11 arba 3z + 2/z = 2.
Dauginame sias lygybes is x ir sprendziame dar dvi kvadratines lygtis.

3. Ats. A), B) (2,2,2,2,2).
Jei X yra didziausias, o x yra maziausias is penkiy sprendinio skaiéiy,
tal X2 =+ 0; <2X ra? =a4+ 2, 220 = X <2, x> 2. Visi
penki skaiciai yra tarp X ir z, taigi visi lygus 2.

4. JeiS=a+b+c, x=5+a, y=S+b, 2=S+c¢ taia/(2a+b+c) =
=a/(S+a) = 1—S/x ir kairé nelygybés puse lygi 3—S(1/z+1/y+1/2).
[rase §j reiskinj ir pertvarke pradine nelygybe, gauname ekvivalencig
nelygybe 4S(1/x + 1y + 1/z) > 9. Taciau 4S = x + y + z ir gautoji
nelygybé ekvivalenti aritmetinio ir harmoninio vidurkiy nelygybei (z +
+y+2)/3=23/(1/z+1/y+1/z).



5. Aritmetinis ir geometrinis vidurkiai: a® +4 = (a®* + 1+ 1) +2 >
>3Va*-1-14+2=30+2 = Z5 < 3% =35 (1-325) Taip
iverting kitus tris duotos nelygybés kairés puses narius, gauname, kad
kairé pusé ne didesneé nei § — 2(525 + 5555 + 305 T 3043)-

Harmoninis ir aritmetinis vidurkiai:
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3a+2+3b+2+3c+2+3d+2
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(3a+2) + (3b+2) + (3¢ +2) + (3d + 2)
4

16

3a+b+c+d) +8 5
Taigi kairé duotos nelygybés pusé ne didesné nei 3 — % - £ = :.

6. Ats. A), B) 555555.

B) Kadangi ieskomas skaicius dalijasi i$ 5, tai jo paskutinis skaitmuo
ir visi kiti skaitmenys lygus 5, t. y. turime skaiciy 5-11...1. IS anksto
nezinodami skaiciaus 11 ... 1 ilgio, dalykime jj kampu is 7, kol pasidalys.
Taip gauname maziausia tinkama 5 - 7 kartotinj 555555.

7. Ats. 3-55.

Paskutinis skaitmuo kinta taip: i§ 1] 2,i$2j4,i83i6, ...,1i8 8]
6, i8S 9 j 8. Didziausiag skaitmens sumazé¢jima gauname, kai 6 pavirsta j
2, tada skaitmuo sumazéja 3 kartus. Su skaiciaus kitais 6 skaitmenimis
ivyksta tas pats, tik dar gali tekti prideéti 1 (kurj daugindami turéjome
mintyse). Taigi 1 virsta 2 arba 3, o 2 virsta 4 arba 5, ir t. t. Didziausias
santykis bus, kai iS 5 gausime 1 — bet kuris iS 6 skaitmeny sumazéja
daugiausiai 5 kartus. Taigi sandauga sumaZéja daugiausiai 3 - 5° karty.
Sis pokytis pasiekiamas, imant skai¢iy 5555556.

8. Ats. Lygtis sprendiniy neturi.

Kairé lygybes pusé dalijasi is a = z —y (nes (y — 2)3 + (2 — z)? dalijasi
i$ (y — 2z) + (2 — x)), taip pat ir i b = y — z bei ¢ = z — x. Apskritai ji
lygi 3(z — y)(y — 2)(# — x). Taigi lygtj galima perrasyti kaip abc = 10.
Galima perrinkti visus skaiciaus 10 daliklius, taigi visus gautos lygties
sprendinius. Taciau dar galioja lygybé a + b + ¢ = 0, kurios nei vienas

is ty sprendiniy netenkina.
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Ats. (2271 +1,2272+1,2),2 > 4;
(2571 — 1,222 - 1,2),2 > 5; (2° — 1,2 — 2,2),2 > 3.

Desiné lygybés pusé nelyging, todél z = 2X + 1, X € N (z # 1), ir
Y2 =4X(X +1).

Jei skaicius X lyginis, tai X + 1 dalija y < = < 2X + 2. Taigi
y=X+1 = 22 =4X = 222, 0=2""141,y=2"24+1> 2
Paskutiné nelygybé galioja, tik jei z > 4 (galima jrodyti pagal indukcija).

Jei skaicius X nelyginis, tai X dalija y < oz —1 = 2X, todel y = X
arba y = 2X. Ir sSiais dviem atvejais analogiskai gaunamos begalinés

sprendiniy klasés.

Ats. 21.

Aibés M elementus surasykime didéjimo tvarka: a; < as < .... Tarp
bet kuriy trijy skai¢iy a,,a,i1,a,12 yra vienas, dalijantis kita, todél
santykis tarp dviejuy iS jy ne mazesnis uz 2, ir tuo labiau didziausias
galimas santykis a,io/a, = 2. Jei aibéje M yra elementas agy, tai
ay = a1 +1>2 a4 >2ay >4, ag = 2a4 = 8,... a9 = 21 > 2011 -
priestara. Taigi aibéje M daugiausiai 21 elementas. Tiek jy ir yra aibéje
M={1,2,22...,21.3.3.23-22 ...,3-2°} (imant 3 elementus, du i$
ju bus lygis 2° ir 2/ arba 3 - 2 ir 3 - 27).

Ats. 9.

Jei turime n partijy, tai jose yra maziausiai 3n ereliy. Kadangi kiek-
vienas i$ 14 ereliy jskaiciuojamas daugiausiai 2 kartus, tai skirtingy ere-
liy turime maziausiai 3n/2 < 14 = n < 9. Lygiai 9 partijas galima
suformuoti taip: (1, 2, 3); (4, 5, 6); (7, 8, 9); (10, 11, 12); (13, 14, 1);
(2, 3,4); (5,6, 7); (8,9, 10); (11, 12, 13).

Ats. Taip.

Skaicius galima perstatyti nurodytu budu 503 x 503 lenteléje. Tam is
eiles sunumeruokime lentelés eilutes bei lentelés stulpelius, kiekvienam
langeliui priskirdami koordinates (7,7),1 < 7,5 < 503. Tada i-tosios
eilutes, 1 < i < 503, skaicius paslinkime j deSine per ¢ langeliuy (skai¢ius
esancius eilutés gale keldami j jos pradzia). Po to ta patj padarykime
su stulpeliais. Skai¢ius, buves langelyje (i,j), iS pradziy perkeliamas
i langeli (i,i + 7), otada i (i + (i + 7),i+7) = (20 + 4,0 + j) (jei
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koordinatés virsija 503, jas kei¢iame ju lieckana moduliu 503). Jei turime
to paties stulpelio langelius (i, j) ir (k, j), i # k, tai ju skaiCiai atsiduria
langeliuose (2i+7,i+7) ir (2k+j, k+7). Jei sie langeliai vienoje eilutéje,
tai 26 + 7 = 2k +j (mod 503) — ¢ =k. Taippat i +j =k +J
(mod 503) = i = k. Taigi to paties stulpelio, o analogiskai ir tos
pacios eilutés skaiciai iSharstomi po skirtingus stulpelius bei eilutes. (Sis
irodymas tinka n x n lenteléms, kai n yra nelyginis skaicius.)

Skaicius galima perstatyti nurodytu budu 4 x4 lenteléje. Jei eilutese is
kairés j desine jrasyti skaiciai (a, b, ¢, d); (e, f, g, h); (4, 7, k,1); (m, n,0,p),
tai juos galima taip sukeisti vietomis: (a, f,0,1); (k,p,e,b); (n,i,d,g);
(h,c,j,m).

Pagaliau 2012 x 2012 lentele galima suskirstyti j 503 x 503 kvadraty,
kuriy matmenys yra 4 x 4. Lentel¢je sukeiskime vietomis kvadratus (su
juose esandciais skaiciais) pagal pirmajj algoritma, o kiekviename i$ ju
sumaisykime skaicius pagal algroritma 4 x 4 lentelei.

Saliamonas kiekvienam vergui gali priskirti po dvejeto laipsnj: 1, 2, 4,
8, 16, 32, 64, 128, 256, 512. Sunumeraves butelius skaiciais nuo 1 iki
1000, karalius gali uzrasyti kiekvieno skaiciaus dvejetaing israisksa ir taip
ta skaiciy isreiksti kaip skirtingu dvejeto laipsniy suma (didesnio nei
512 neprireiks, nes 1024 > 1000). IS kiekvieno butelio turi atsigerti tie
vergai, kuriy skaiciai yra to butelio dvejeto laipsniy sumoje. Saliamonas
gaus uznuodyto butelio numerj, sudéjes mirusiy vergy skaicius.

Turime 76 taskus, todél pagal Dirichlé principa viena spalva (laikykime,
kad juoda) nudazyti bent 76/3, t. y. bent 26 taskai.

Jei bent 7 tiesése, lygiagreciose su Oy, yra bent po 2 juodus taskus, tai
dvi i$ tasky pory turi tokias pacias y koordinates (tasky porai jas galima
parinkti tik C% = 6 budais) ir yra reikiamo staciakampio virsunes.

Jei bent po 2 juodus taskus yra daugiausiai 6 tokiose tiesése, tai kitose
13 tiesiy yra daugiausiai 13 juody tasky. Todél 6 tiesése yra bent 26 —
— 13 = 13 tasky ir pagal Dirichlé principa vienoje i$ ju yra bent 13/6,
t.y. 3 arba 4 juodi taskai. Jei ju 4, tai kitoje i$ tiesiu yra bent 2 (pagal
Dirichlé principa), tad vél gauname reikiama staciakampj; taip pat ji is

karto gauname, jei dviejose tiesése yra bent po 3 juodus taskus.
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Belieka atvejis, kai vienoje is 6 tiesiy yra lygiai 3 juodi taskai, kitose
5-iose — daugiausiai po 2. Kadangi 5 tiesése yra 13—3 = 10 juody taskuy,
tai jose turi buti po lygiai 2 juodus taskus. Dvi i$ 5 pory turés tas pacias
ordinates, arba, jei visoms 5 poroms jos skirtingos, tai viena is jy tures
tas pacias ordinates, kaip ir du i$ 3 tasky pirmoje ties¢je. Vélgi gauname

reikiamg staciakampj.

Ats. 7.

Kiekvienas is 8 teis¢juy tam tikra tvarka surikiuotus 7 dalyvius galéjo
jvertinti taip: n, n, n, n, n, n,n; n,t, t,t, t,n,n; n,t t, n n,t,
n,n,n, t, 6ttt tn t,n t,n t; t,n t t,n t,n; t,t, 0 n,t t n;
t, t, n, t, n, n, t.

Jei dalyviy yra bent 8, tai galima sudaryti 8 x 8 lentele, kurios bet
kuriuose dviejuose stulpeliuose kombinacijos t, t; t, n; n, t; n, n randa-
mos po du kartus. Raidziy n lenteléje yra 64 : 2 = 32. Raidziy n kiekius
eilutése pazymekime ay, as, ..., as (ju suma lygi 32). Lentelés savybés
nepakis, jei bet kurio dalyvio visus jvertinimus pakeisime priesingais,
tad visus stulpelius galime pakeisti taip, kad ag = 8. Skaic¢iuokime kom-
binacijy n, n skaiciy visoje lenteléje: skai¢iuojant pagal stulpeliy poras,
kuriy yra CZ = 28, ju yra 28 - 2 = 56. SkaiCiuojant pagal eilutes, ju
yra C2 +CZ2 + ...+ CZ. Tada af + a3 + ... + af = 144. Pazyméje
b; = a; — 4, gauname, kad by +by+...+bg = 0ir b3 +b3+...+ b2 = 16.
Be to, by = 4, tad by = by = ... = by = 0 — priestara, nes tada b; suma
nelygi 0.

Ats. 90°.

CM ir AD sankirta pazymekime N. Kadangi AD||BC, tai AM BC' ~
AMAN (lygus priesiniai ir kryZminiai kampai). Dar daugiau, M B =
= MAir AMBC = AMAN = AN = BC ir DN = AN + AD =
= BC + AD = CD. Taigi ACDN lygiasonis ir jo pusiaukrastiné DM
(MC = MN) yra aukstiné. Todél ieskomas kampas statusis.

Ats. 60.

Pagal pusiaukampinés savybe, BH : BC = MH : MC = 3 : 5.
Pazymékime BH = 3x, BC = 5x. Pagal Pitagoro teorema, 2522 =
= BC?*=BH?+CH? =92°+64 = x =2, BH =6.
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Bendra aukstine turinciy trikampiy AMC ir AMH ploty santykis
lygus S; : S = CM : MH =5 : 3. Analogiskai trikampiy ABK ir
AKC ploty santykis lygus BK : CK = 1; trikampiy BMK ir CMK
plotai taip pat lygus. Tada lygiaplociai yra ir trikampiai ABM ir AMC
(ju plotas yra Sy). ABM ir AM H ploty skirtumas S3 = S;—5; = 25, /5.
Taigi Sy : S3 = 3 : 2; kita vertus, Sy : S3 = AH : BH — AH =
= 3BH/2 = 9. Pagaliau AB = 15 ir ieSkomas plotas yra %CH-AB = 60.

Ats. V/21.

Statmeny is C' ir Y | AX pagrindus atitinkamai pazymékime M ir
F. Trikampiai ACX ir CY B yra lygiasoniai, juy krastiniy santykiai
yra 4 : 3 : 3, taigi jie panasus. Tada L/YCB = ZXAC, taigi tiesés
CY ir AX lygiagrecios, YCMF yra staciakampis, MF = CY = 3,
YF = CM. Atkarpa CM yra ACX aukstiné ir pusiaukrastine, todeél
AM = MX =4, AC? = AM? + CM? = FY?=CM? = 20. Be to,
FX = MX — MF = 1. Pagal Pitagoro teoremg, XY? = FY?+ FX? =
= 21.

Pazymeékime w centrg O. Pakanka jrodyti, kad ZAQP = ZBQO. Ne-
mazindami bendrumo laikykime, kad taskas B yra tarp P ir A.

Bendra kampa turintys statieji trikampiai PCO ir PQC' panasus, to-
del PC? = PQ - PO. Kita vertus, pagal liestinés ir kirstinés savybe
PC? = PA - PB. Tada bendra kampg ir proporcingas krastines turin-
tys trikampiai APQ ir OPB panasus — JAQP = /PBO —
ZAQO = ZABO ir keturkampis AOQB yra jbréztinis. Trikampis
AOB lygiasonis (jo krastinés yra w spinduliai). Tada ZBQO = 180° —
— ZOAB =180° — ZOBA = ZPBO = ZAQP.

Tegu AE yra apibréztinio apskritimo skersmuo. Uztenka jrodyti, kad
ZAPI remiasi j §j skersmenj, t. y. kad taskai P, I, E yra vienoje tiesé¢je
<~ /EPM = /ZIPM <= /FEAM = ZIPM.

Trikampis AOM lygiasonis (OA ir OM yra spinduliai), todél ZEAM =
= LOAM = ZOMA. Kadangi ZBAM = ZCAM, tai M yra lanko
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BC vidurys ir OM yra stygos BC' vidurio statmuo, OM]||ID (spin-
dulys ID statmenas liestinei BC) ir ZOMA = ZMID. Taigi pa-
kanka jrodyti, kad ZMID = ZIPM <— AMDI ~ AMIP. Pa-
starieji trikampiai turi bendra kampa M, taigi pakanka jrodyti lygybe
MI:MD=MP: MI.

Trikampio ABC kampus A, B, C atitinkamai pazymékime 2a, 23, 2.
Ibréztiniai kampai, besiremiantys j ta patj lanka, lygus: ZMPC =
= /LMAC = «a, LDCM = /BCM = /BAM = o = ZMPC. Tri-
kampiai PMC' ir CM D turi po du tokius pacius kampus (kampas M
bendras), todél panasis, ir MC? = MD - MP. PanaSiai randame
LAMC =28, /MCI = o+, LZMIC = a+~. Taigi AIMC lygiasonis
ir MI? = MC? =MD -MP = MI:MD=MP:MI.



