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1 (9-10 klasés). Raskite visus realiuosius lygciy sistemos
(1 +4z%)y = 422,
(1 + 4y?)z = 422,
(1+42%)z = 4y

sprendinius.

Sprendimas. Jei x = 0, tai y = 0 (i$ tre¢iosios lygties) ir tada z = 0 (i8 pirmosios
lygties). Analogiskai, jei bent vienas skaicius i§ trejeto (x,y, z), tenkinancio
lygciy sistema, yra lygus nuliui, tai tada ir kiti du skaic¢iai yra lygus nuliui.
Aigku, kad trejetas (z,y,z) = (0,0,0) yra sistemos sprendinys. Tarkime, kad
yra dar koks nors lygé¢iy sistemos sprendinys (x,y, z), kur x,y,z # 0. Tada
x,y, %z > 0. Sudaugine visas tris lygtis ir padalije i§ zyz, gauname lygybe

(14 422)(1 + 49)(1 + 42%) = 64xyz=.

I8 nelygybés (2o — 1) > 0 igplaukia, kad 1 + 42% > 4z, kur lygybé teisinga su

vienintele z reikéme x = 1/2. Analogiskai, 1 + 4y* > 4y ir 1 + 422 > 4z, taigi

(14 42%)(1 + 4y?)(1 + 42%) > 64zyz, kur lygybe galioja tada ir tik tada, kai

x =y = z = 1/2. Nesunku jsitikinti, kad §is trejetas (1/2,1/2,1/2) taip pat

yra lyg¢iy sistemos sprendinys, nes (1 +4-(1/2)%)-(1/2) =1=4-(1/2)>
Atsakymas: (x,y,z) = (0,0,0) ir (1/2,1/2,1/2).

2 (9-10 klaseés). Atkarpa BD yra trikampio ABC pusiaukrastiné, o atkarpos
DE ir DF — trikampiy ADB ir C'DB pusiaukampinés. Atkarpos EF ir BD
kertasi taske M. Raskite atkarpy EF ir M D ilgiy santykj.
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Sprendimas. Pastebékime, kad

BE DB DB BF

EA DA DC FC’
todél atkarpos FF ir AC' yra lygiagrecios. Kadangi D yra atkarpos AC' vidurio
taskas, tai M — atkarpos E'F' vidurio taskas. Be to,

1 1 1
/EDF = /EDB + /BDF = 5 Z/ADB + 5 /BDC = 51800 = 90".
Kadangi staciojo trikampio £ D F pusiaukrastiné DM yra lygi pusei jo jzambinés
EF, gauname, kad EF' : M D = 2.
Atsakymas: EF : MD = 2.

3 (9-12 klasés ir mokytojy olimpiada). Ant stalo yra 2011 monety. Du
zaidéjai paeiliui ima monetas. Pirmasis gali imti bet kurj nelyginj monety
skai¢iy nuo 1 iki 99. Antrasis gali imti bet kurj lyginj monety skaic¢iy nuo 2
iki 100. Pralaimi tas zaidéjas, kuris nebegali padaryti ¢jimo. Ar gali pirmasis
zaidéjas laimeéti? Jei taip, tai nurodykite jo strategija.

Sprendimas. Pirmasis zaidéjas visada gali laiméti zaisdamas taip. Pirmuoju
savo éjimu jis paima 91 moneta. Jei antrasis savo i-tuoju éjimu paima k;
monety, tai pirmasis savo ¢ + l-uoju éjimu ima 101 — k; monety ir taip to-
liau. (Aisku, kad 101 — k; yra nelyginis skai¢ius nuo 1 iki 99, kadangi k; yra
lyginis skai¢ius nuo 2 iki 100.) Po 20 pirmojo ir 19 antrojo zaidéjo éjimy bus
paimta 91 + 19 - 101 = 2010 monety. Vadinasi, ant stalo liks viena moneta ir
antrasis zaidéjas nebegalés padaryti éjimo.
Atsakymas: Pirmasis zaidéjas visada gali laiméti.

4 (9-10 klasés). Tegul aibe S sudaro tie naturalieji skaiciai n, su kuriais abu
skaiciai 3n 4+ 1 ir 10n + 1 yra naturaliyjy skaiciy kvadratai.

a) Nurodykite bent viena aibés S elementa.

b) Raskite bent vieng n € S, su kuriuo skai¢ius 30n + 11 yra sudétinis.

¢) Irodykite, kad su kiekvienu n € S skai¢ius 29n + 11 yra sudétinis.

Sprendimas. a) Skai¢iai 3n+ 1 ir 10n + 1 yra naturaliyjy skai¢iy kvadratai, kai,
pavyzdziui, n = 8. Tada 3-8 +1=5%ir 10-8 + 1 = 9%. Taigi 8 € S. Nesunku
jsitikinti, kad tai yra maziausias aibés S elementas.
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b) Jei n = 8§, tai skai¢ius 30n + 11 = 30 - 8 + 11 = 251 yra pirminis. Taigi
n = 8 netinka. Raskime antrajj aibés S elementg. Jei 10n + 1 = k%, tai k
yra 10s + 1 arba 10s — 1 su s € N. Tikriname ar 3n + 1 = 2(k? — 1) + 1
yra kvadratas, kai k =9,11,19,21,29,31. Atvejis £k = 9 jau i8nagrinétas (tada
n = 8), o sekanti tinkama reikmé yra k = 31. Tada n = (312 — 1)/10 = 96
ir3n+1=3-96+1= 289 = 172 yra kvadratas. Vadinasi, 96 yra aibés S

elementas. Su §ia n reikSme
30n +11=30-96 +11 = 2891 = 7-413

yra sudeétinis skaicius.

¢) Tegul 3n+1=m? ir 10n + 1 = k? su m, k € N. Tada
(mk)* = (3n + 1)(10n + 1) = 30n> + 13n + 1.
Atéme i3 abiejy lygybés pusiy (n + 1), gauname
(mk)? — (n+1)>=30n> +13n+ 1 — (n+ 1)* = 290> + 11n = n(29n + 11).
Vadinasi, skai¢ius p = 29n + 11 dalija sandauga (mk —n — 1)(mk + n + 1).
Tarkime, kad p yra pirminis skaic¢ius. Tada jis dalija bent viena is dviejy
dauginamyjy mk—n—1, mk+n-+1. Taigi didesnysis dauginamasis, mk+n-+1,

negali buti mazesnis uz p. IS nelygybés mk +n +1 > p = 29n + 11 iSplaukia,
kad mk > 28n + 10 > 28n. Tadiau tada

44n? > 30n* + 13n + 1 = (mk)* > (28n)* = 784n?,

priestara. Todél p = 29n 4 11 yra sudétinis skaicius.
Atsakymas: a) pavyzdziui, n =8; b) pavyzdziui, n = 96.

5 (11-12 klasés). Raskite visas tokias funkcijas f, apibréztas naturaliyjy
skaiciy aibéje ir igyjancias naturaligsias reikSmes, kad bet kuriems naturaliesiems
skai¢iams m ir n buty teisinga lygybe

mf(n) +nf(m) = (m+n)f(m?*+n?).

Sprendimas. Jrodysime, kad f(n) = f(1) su kiekvienu n € N. Tarkime, kad
taip néra. Tada egzistuoja bent vienas toks ¢ € N, kad f(¢) # f(1). I8 visy
tokiy ¢ € N paimkime kurj nors k£ € N, su kuriuo reigkinys |f(k) — f(1)| igyja
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maziausig nenuline reikSme, sakykime, ¢ € N. Irase i funkcine lygti m = 1 ir
n = k, gauname lygybe f(k) + kf(1) = (k+ 1)f(k* + 1). Vadinasi,

f(k) = f(1) = f(k) + kf(1) = (k+1)f(1) = (k + D(f(E* + 1) = f(1)).
Todél f(k*+1) # f(1) ir

FE 1) - fy = PRSIt

= <= <t
k+1 k+1 52

priesStara.
Taigi funkcine lygtj gali tenkinti tik funkcija f(n) = s, kur s yra fiksuotas
naturalusis skai¢ius. Akivaizdu, kad visos tokios funkcijos $ia lygtj tenkina:

mf(n)+nf(m) = (m+n)s = (m+n)f(m?+n?).
Atsakymas: f(n) =s, kur s € N.

6 (11-12 klasés). Duotas iskilasis keturkampis ABC'D. Tiesé, einanti per
taska B ir lygiagreti tiesei C'D, tiese AC' kerta taske M. Tiesé, einanti per taska
C'ir lygiagreti tiesei AB, tiese BD kerta taske V. Irodykite, kad tiesés M N ir
AD yra lygiagrecios arba sutampa.

Sprendimas. Tegul O yra keturkampio ABCD jstrizainiy susikirtimo tagkas.
Kadangi trikampiai OM B ir OC'D panasus, OM : OC = OB : OD. Analogis-
kai, is panasiyjy trikampiy OCN ir OAB, gauname ON : OC = OB : OA.
Padalije viena lygybe i§ kitos, gauname OM : ON = OA : OD. Jei tiesés
AB ir CD yra lygiagrecios, tai A = M ir D = N, o tada tieses M N ir AD
sutampa. Tarkime, kad tiesés AB ir C'D kertasi taske (). Galimi du atve-
jai: pirmas, kai taskai A ir D priklauso atitinkamai atkarpoms @B ir QC, ir
antras, kai taskai B ir C' priklauso atitinkamai atkarpoms QA ir QD. Nesunku
jsitikinti, kad pirmuoju atveju taskai A ir D priklauso atkarpoms OM ir ON,
o antruoju atveju taskai M ir N priklauso atkarpoms OA ir OD. IS lygybés
OM : ON = OA : OD i8plaukia, kad abiem atvejais tieses M N ir AD atkerta
dvi proporcingas kampo AOD krastines, todél M N ir AD yra lygiagrecios.

7 (11-12 klasés). Tegul d(n) yra naturaliojo skai¢iaus n dalikliy skai¢ius
(pavyzdziui, d(1) = 1, d(2) = 2, d(4) = 3). Naturaliyjy (nebutinai skirtingy)
skai¢iy rinkinj aq,as,...,a, vadiname tobulu, jei d(ay + -+ + ar) = ax su
kiekvienu £k =1,2,...,m.



a) Nurodykite bent viena tobula penkiy skai¢iy rinkinj.
b) Raskite visus tobulus penkiy skai¢iy rinkinius.
¢) Ar egzistuoja bent vienas tobulas 2011 naturaliyjuy skai¢iy rinkinys?

Sprendimas. a) Tegul a; =2, as =4, a3 = a4 = 6, a5 = 4. Tada
d(a)) =d(2) =2 =ay, d(a;+az)=d(6)=4=ay,
d(a; 4+ ag +a3) =d(12) =6 = a3, d(a; + as +az + as) = d(18) = 6 = ay,
d(ay + as + az + ag + as) = d(22) = 4 = as.
Taigi 2,4,6,6,4 yra tobulas penkiy skaiciy rinkinys.

b) Tegul g > 2 fiksuotas naturalusis skaic¢ius. Aisku, kad visi skai¢iaus n € N
dalikliai nevir§ija n/g, iSskyrus daugiausiai g — 1 daliklj, n,n/2,...,n/(g — 1)
(jei visi sie skaifiai yra sveikieji). Taigi

din) <nfg+g—1.

IraSe g = 2, gausime
d(n) <n/2+1.

Vadinasi, d(n) < n, kai n > 3. Kadangi d(1) = 1 ir d(2) = 2, tai kiekviename

tobulame rinkinyje a; = 1 arba a; = 2.

Pradékime nuo atvejo a; = 1. Irodysime, kad jokiame tobulame penkiy
skai¢iy rinkinyje a; # 1. Tarkime, kad a; = 1. Norédami surasti ay turime
igspresti lygti d(1 4+ az) = as. Raskime kiek bendresnés lygties d(a + ) = x
sprendinius, kai a yra koks nors konkretus fiksuotas naturalusis skai¢ius. (Jy
mums prireiks véliau.) I8 nelygybés

r=dla+2) < (a+a)/g+9—1,
irase g = 2 + [/a], gauname, kad
T < - +9=

g1 TW+2+[\/E]<2+\/E+[\/E].

Patikrine visus naturaliuosius x nuo 1 iki 24-2[/a], sudarome lygties d(a+x) = z
naturaliyjy sprendiniy lentele:

a|l 1]2(3|4]5 678910 11112114 |18

v dlat+z)=x23]4]2]4[2]3,46|0[0]2] 4]2,45] 6| 6] 4

Taigi, jei a; = 1, tai i§ d(1 + a2) = as iSplaukia, kad a; = 2 arba ay = 3.
Jei (aj,a2) = (1,2), tai i§ d(3 + a3) = az matome, kad a3 = 2. Dabar i§
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d(b+a4) = a4 gauname ay = 2. Taciau lygtis d(14-2+2+42+a5) = d(7+as) = a;
naturaliyjy sprendiniy neturi, taigi néra ir tokio tobulo penkiy skai¢iy rinkinio.
Kita vertus, jei (a1,a2) = (1,3), tai i§ d(4 + a3) = a3 randame a3 = 4. Lygtis
d(1+ 344+ a4) = d(8+ ay) = a4 sprendiniy neturi, todél néra tobulo keturiy
(0 juo labiau penkiy) skai¢iy rinkinio su (a, as) = (1, 3).

Nagrinékime kita atvejj a; = 2. I8 lygties d(2 + ag) = ag ir lentelés matome,
kad ay = 4. Lygtis d(6 + a3) = as duoda tris galimas a3 reiskmes 3,4 ir 6.
Pirmuoju atveju, (a1, as,a3) = (2,4,3), 18 d(9+a4) = a4 gauname a4 = 2, o tada
i$ d(11 4 a5) = as gauname as = 2,4, 5. Visi trys rinkiniai (pirmasis 2,4, 3,2, 2,
antrasis 2,4, 3,2,4 ir treciasis 2,4, 3,2,5) pagal § sprendimo buda tinka, t. y.
jie yra tobuli penkiy skai¢iy rinkiniai. Antruoju atveju, (ay,as,a3) = (2,4,4),
turime lygtj d(10+ay) = a4, taigi ay = 4. 18 d(14+a5) = as ir lentelés matome,
kad a5 = 6. Gavome rinkinj 2,4, 4,4, 6. Trec¢iuoju atveju, (aq,as,as) = (2,4,6),
is lentelés gausime a4 = 6, 0 po to a; = 4. Aisku, kad abu rinkiniai, 2,4,4,4,6
ir 2,4,6,6,4, taip pat yra tobuli. [rodéme, kad yra penki tobuli penkiy skaiciy

rinkiniai ir juos suradome.

¢) Irodysime, kad koks bebuty m € N (pvz., m = 2011), egzistuoja tobulas
m skai¢iy rinkinys ai, ..., an. I8 nelygybés d(n) < n/2+1 (7r. b)) gauname

d(n) <n/2+4+1<3n/4,

kai n > 4. Be to, d(3) = 2, taigi § nelygybé yra teisinga ir su n = 3. Nag-
rinékime sekg b; = 4™,

brst = by — d(by), k=1,2,3,....

Sekos k + 1-asis narys yra naturalusis skai¢ius, kai by > d(by). Aisku, kad taip
bus, kai by, > 3, o jei by € {1,2}, tai by = d(by,) ir bry1 = 0. Tada laikykime, kad
b; = 0 su kiekvienu j > k + 1. Kadangi $i seka yra maZzéjanti, tai atsiras toks
indeksas ¢, su kuriuo b, = 1 arba b, = 2. Gausime lygiai ¢ teigiamy sekos nariy
by > by > -+ > by, kur by € {1,2}. Be to, i$ nelygybés d(n) < 3n/4 isplaukia,
kad

brr1 = b — d(b) = by, — 3b/4 = b /4, kai k<l —1,

todel
bg_g by gm—1

b(—l m—/
2>bé>T>—>...>F:F:4 )

Taigi ¢ > m.



Pazymeékime
alzbg, CLQZbg_l—bg, ey ag_lzbg—bg ir ag:bl—bg.

Tada ay + -+ -+ ag = bpr1_ su kiekvienu k = 1,... £ ir d(ay) = d(by) = by = a;
bei
d(a; + - +a) = d(br1-x) = bey1—k — bro—i = ag

su kiekvienu k& = 2,...,¢. Vadinasi, aq,...,a, yra tobulas naturaliyjy skaiciy
rinkinys, todél rinkinys ay, ..., a,, (kur m < ¢) taip pat yra tobulas.

Atsakymas: a) pavyzdziui, 2,4,6,6,4; b) yra penki tokie rinkiniai 2,4,3,2,2;
2,4,3,24; 24325, 24446; 24,6,6/4; c) egzistuoja.

8 (mokytojy olimpiada). [rodykite, kad nelygybé
4
a+ Vab + Vabe < Slatb+o)

teisinga su bet kuriais realiaisiais skaiciais a, b, c > 0.

Sprendimas. 1§ aritmetinio ir geometrinio vidurkiy nelygybés iSplaukia, kad

Vab— | oy < YW2H20
2 2
e — S/Z.b.zlcgw_

Sudéje Sias dvi nelygybes ir lygybe a = a, gausime

1 1 1 4 4
a—i—@—l—@abcéa(l—i——%——)—l—b(l—i——)—i——c——(a—i-b—l—c).

ir

4 12 3 3 3

9 (mokytojy olimpiada). Ar galima per kurj nors smailiojo kampo viduje
esant] taska nubrezti tris tieses, kurios kirsty kampo krastines taip, kad kiekvie-
noje kampo krastinéje vienas sankirtos taskas buty vienodai nutoles nuo kity
dviejy sankirtos tasky?

Sprendimas. Tarkime, kad per kurj nors kampo viduje esantj taska O yra
nubréztos trys tokios tieses AA;, BB; ir C'Cy taip, kad taskai A, B,C prik-
lauso vienai kampo kraStinei, taskai Ay, By, C) — kitai, ir, be to, yra teisingos
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lygybés AB = BC ir AiB; = B;C;. Pazymékime o = ZAOB = ZA,0B; ir
6 =/BOC = £ZB,0C,. Tada
AB OA . BC ocC
sima _ sinZABO " sng  sinZCBO'
Kadangi AB = BC ir ZABO = 180° — ZCBO, i3 iy lygybiy isplaukia, kad
OAsina = OC'sin 3. Analogiskai, OA; sin = OC sin 5. Vadinasi,
OA ocC
0A;  OCy’
Gavome, kad trikampio AOC' dvi kraStinés yra proporcingos trikampio A;OC,

dviems krastinéms ir kampai tarp ty krastiniy yra lygus (abu a + f3), taigi
trikampiai AOC' ir A;OC] yra panasus. Todél ZOCA = ZOC1 Ay ir tiesés AC
ir A;C} (smailiojo kampo krastinés) yra lygiagrecios, priestara.

Atsakymas: negalima.



