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1. Ciakui Norisui pavyko suintegruoti integralg,

T xsinzx
/ _renr g,
o l+cos?x
Suintegruokite Ciako Noriso integralg.

Pirmas sprendimas. Atlike kintamojo pakeitima z = 7 — y integrale,
gauname

. /7r xsina; . /0 (7 — y)sin(ﬂ - ) d(r —y) =

o 1+cos?x = 14 cos?(m—y)

_ _/° (W—y)S;nydy _ /” (W—y)S;nydy

» l-+cos?y o l-+cos?y
Pakeitus kintamojo zyméjimag i$ x atgal | y, gauname
I /” (W—x)sinwdz
o 1+cos’z

Sudékime senaja ir naujaja israiskas kartu, o po to atlikime kintamojo
pakeitimg u := — cos z:

QIZIHZ/”ﬂdH/“w@:
o 14 cos?x o 14cos?x

/” sinx /1 du
=7 —dr=m =
o 1+4cos?x 14 u?
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= m(arctg 1 —arctg (—1)) = 5

Taigi [ = 72 /4.

Antras sprendimas. Pateiksime kita sprendima, kuriame geriau matosi,

kodél integralas “susiprastina” dél integruojamos funkcijos simetrijos in-

tervale [0, w]. Pazymékime f(z) := arctg(cosz). Galime pastebéti, jog
sin

1+ cos?x

fla) = -

Integruojame dalimis:

T xsinzx T
I: —d = — / = —
/0 1+costz /0 v fiw)de v/

Apskaic¢iuojame, kad

[ e

f(m) =aretg (<1) = =7, f(0) =arctg 1 =7

Be to, pastebime simetrija f(x) = —f(m — x) intervale [0, 7| todél pasku-
tinis integralas lygus 0 (tuo galima jsitikinti atlikus kintamoj pakeitima
y = ™ —x, o paskui grizus prie seno kintamojo x kaip ir pirmajame spren-
dime). Taigi, gauname

[=—n f(m)+0- f(0)+0="

Trecias sprendimas. Pateiksime ir treciajj sprendimag, kuriame naudoja-
masi f’(z) iSraiSka begaline eilute.

Pasirinkime teigiama skaic¢iy ¢ < w/2. Pagal begalinés nykstamos geo-
metrinés progresijos sumos formule, kiekvienam z € [e,m — ] teisinga
lygybé

oo
1
—2:1—0082m+cos4x—0086m+-~: E (—1)* cos? z.
1+ cos*x —

Kadangi |cosx| < cose < 1 intervale [e, 7 — €], gautoji eiluté tame inter-
vale konverguoja tolygiai. Galime integruoti panariui:

— OO
¢ rsinx e
I(e) := 2 sinz cos? x dx
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1+ cos?x



00 — 00 — /
= Z(—l)k/ 6xsinxcos%xdx = Z(—l)k“/ 695 w dx
; ; % + 1

k=0 k=0

o0 (_1)k+1 T—¢ T—E
- Z ST (x cosZFtl ¢ — / cos?Ftl g dx) )
o T : €

Pastebime, kad [ cos? !z dz = 0 kiekvienam k > 0, nes kosinusas jgy-
ja to paties dydzio, bet priesingo Zenklo reiksmes intervalo [0, 7] galuose.
Be to,

e %41 k1

2k g = (7 —¢) cos® (1 — ) — ccos® e = —mcos? T g,

T COS

&€

todeél

©© (_l)k cos2ktl ¢
Ie)=m Z = marctg (cose).
— 2k +1

Cia mes pasinaudojome funkcijos arctg x Teiloro formule

oo L a2
arctg r = Z(—l) ST
k=0

Peréje prie ribos, kai ¢ — 0, gauname

T zrsinz 2
/0 [t ooz @0 = im I(e) = lmmarctg (cos €) = marctg(1) = 7

. Stropioji studenté Simona daugianarj p(x) € R[z] vadina teigiamu jeigu
daugianario reiksmeé p(y) > 0 visiems skaic¢iams y € R. Tarkime, kad
p(z) € Rlz] yra teigiamas daugianaris. [rodykite, kad daugianariai

p'(x)  p"(x)

pla) — o)+ P

ir
p(@) +p'(x) + p'(x) + p"(x) + -
taip pat abu yra teigiami.

Sprendimas. I$skleiskime daugianarj p(z) taske z = x jo Teiloro eilute:

Y@, (

p(z) = pla) +P(2)(z —2) + (2 —2)"+ (z— )+ -
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Pasirinke z = x — 1, gaumame

p//(x) p///<x>
ple = 1) = pla) — /() + P -
Desinéje puséje gavome pirmajj daugianari: jis yra lygus p(x — 1) > 0,
visoms kintamojo reikSméms x € R. Vadinasi, jis yra teigiamas.

Dabar nagrinésime antrajj daugianarj. Pirmiausia pastebékime, kad p(x)
laipsnis yra arba 0 (Siuo atveju jrodymas akivaizdus) arba lyginis natura-
lusis skaicCius (nes nelyginio laipsnio daugianariai visada jgyja ir teigiamas,
ir neigiamas reiksmes). Be to, p(x) vyriausiasis koeficientas turi buti tei-
giamas; jis sutampa su daugianario

g(x) = p(z) +p'(x) +p" (@) + p"(2) + .
vyriausiuoju koeficientu. Vadinasi,

lim g(z) = lim g(z) = +oo,

T—r—00 T——+00
taigi g(r) igyja maziausia reikSme. Tarkime, kad ta maziausia reikSmeé
igyjama taske x = xy. Tuomet xg yra funkcijos lokaliojo minimumo tas-
kas. Pagal Ferma teorema, funkcijos isvestiné ¢'(zo) = 0. Parodysime kad
visiems y € R, kuriems yra teisinga lygybé ¢'(y) = 0, galioja g(y) > 0. I8
tikryjy,

g'(x) =p'(x) +p"(@) +p" (@) + - = g(x) — p(x)

taigl

9(y) =ply) + 9'(y) = p(y) > 0.
Paskutiné nelygybé teisinga, nes p(z) yra teigiamas daugianaris. Vadinasi,

g9(x) = g(x9) > 0,

todél g(z) yra tegiamas daugianaris.

. Baigtiné aibé A, sudaryta iS n elementy, yra vadinama savanaudiskgja,
jeigu patsai aibés elementy skaic¢ius n yra aibés A elementas. Savanau-
diskoji aibé A yra minimali, jeigu joks tikrinis jos poibis B C A néra
savanaudiskoji aibé. Zavioji studenté Monika nori apskai¢iuoti, kiek ai-
beés {1,2,...,n} poibiu A yra minimalios savanaudiskosios aibés. Raskite
tokiy aibiy skaiciy, o savo atsakyma pagriskite.
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Sprendimas. Minimaliy savanaudiskyju aibés {1,2,...,n} poaibiy skai-
¢iy pazymékime f,. Patikriname, kad f; = 1 ir fo = 1. Suskaiciave dar
kelias papildomas f,, reikSmes, n = 3,4,... (iSrasome visus minimalius
savanaudiskuosius poaibius), galime pastebéti lygybe f, = f._1 + fu_2,
kai n > 3. Irodysime $ia lygybe. Padalykime aibés {1,2,...n} minima-
lius savanaudiskuosius poibius A j dvi grupes. Pirmaja grupe sudarykime
is ty aibiy, kuriuose néra skaic¢iaus n. Akivaizdu, kad sie poibiai sudaro
visus aibés {1,2,...,n — 1} savanaudiskuosius poaibius, taigi, ju skaiius
yra lygus f,_1. Dabar nagrinékime visus poaibius A kuriuose yra skaicius
n. Kadangi n > 3, tokiame poaibyje néra elemento 1 (antraip {1} C A, ir
A nebuty minimalus). IS poaibio A pasaline n ir atéme po 1 i$ likusiyju

poaibio A elementy, gausime aibés {1,2,...,n— 2} minimaly savanaudis-
kaji poaibj. Kita vertus, i§ bet kurio aibés {1,2,...,n — 2} minimalaus
savanaudiskojo poaibio galime gauti aibés {1,2,...,n} minimaly savanau-

diskaji poaibj, kuriame yra skaicius n atlike prieSinga procedura. Be to,
is skirtingy poaibiy visada gaunami skirtingi poaibiai. Vadinasi, aibés
{1,2,...,n} minimaliy savanaudiskuju poaibiy A, n € A, skai¢ius yra
fng. Taigi, f, = fan1 + fan_e visiems n > 3. Kadangi f; = fo = 1,
gauname, f, = F,,, ¢ia (F),)%° (1,1,3,5,8,...) yra Fibonacio skaiciai.

n=1 —

. Kiekvienam skaic¢iui n € N, katinas super-matematikas Micius nagrinéja

matricos "
3 2 " 10
4 3 01
elementy didziausigjj bendrajj daliklj, kurj Micius zymi d,,. Pavyzdziui,
dy = ged(4,2,4,4) = 2.
Irodykite, kad

lim d,, = co.
n—oo

Pirmas sprendimas. Pazymékime

().

Irodysime, kad egzistuoja dvi sveikyjy skaic¢iy sekos a,, b,, n € N, tokios

kad )
n __ Qp, n
AT = (an an) ’
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Pastebékime, kad galime matrica A uzrasyti pavidalu A = 31 + 2D, kur

(1 0 (0 1 o (2 0) _,
r=(p ) p=(30) =(59)-21

Kadangi D yra perstatoma dauginant ja su vienetine matrica I arba dau-
ginant ja pacia su savim, prastindami aukstesnius D laipsnius ir sutrauk-
dami panasius narius gausime:

n __ n __ - an bn
A" = (3] + 2D)" = a, ] + b,D = <%n aﬂ) ,

¢ia a, ir b, yra sveikieji koeficientai. Be to, i$ lygybés
An+1 _ Qp, bn . 3 2 _ Ap+1 bn+1
2bn Ay, 4 3 2bn+1 Ap41
randame, kad

Any1 = 3an, + 4bna anrl = 2a, + 3bn>

CL1:37 b1:2

visiems n € N. Taigi, abi skai¢iy a,, > 0, b, > 0 sekos arteja | oo, kai
n — oo.

Suskaic¢iave matricos A" determinanta, pastebime kad

a? —2b2 = det(A") = (det A)" = (3> —2-4)" =1,

todél
202 = a2 — 1.
Matricos A™ + [
n [ an +1 bn
Atrl= ( 2b, an—|—1>

elementy didziausias bendras daliklis d,,
d, = DBD(a, + 1, b,,2b,,a, + 1) = DBD(a, + 1,b,).
Jo dvigubas kvadratas

2d> = 2DBD(a,,+1,b,)? = DBD(2(a,+1)%,2b%) = DBD(2(a, +1)?, a—1)
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dalijasi i§ a, + 1, vadinasi 2d*> > a,. Kadangi lim, .o a, = oo, tai
lim,, ,, d,, = o0 ir jrodymas baigtas.

Antras sprendimas (A. Novikas). Pastebékime, kad

(3 2\ o .. (11
A—(4 3)—37 cia B—(2 1).

Pastebésime, kad bet kuriai 2 x 2 matricai X galioja lygybé
X2 =tr(X)X — det(X)I. (1)

Sioje lygybéje tr(X) Zymi matricos X pédsaka (jstrizainés elementy su-
ma), o det(X) - tos pacios matricos determinanta. Lygybe (1) galima
patikrinti tiesiogiai arba pasinaudojus Hamiltono-Keilio teorema. Kai
X = B, apskaic¢iuojame, kad tr(B) = 2, det(B) = —1, todél

B*=2B+1. (2)
Padaugine sig lygybe iS B™, gauname
B"t? = 2B + B, (3)

Apibrézkime matricy B™ pédsaku seka t, := tr(B"),n € N. Kadan-
gi pédsakas tr(X) yra tiesiné kintamojo X funkcija, is (3)-ios tapatybes
gauname

tr(B"*?) = 2tr(B™™) + tr(B"),

arba
tn+2 - 2tn+l + tn (4)

I$ rekurenciojo sarysio (4) su pradine salyga t; = 2,t, = 6 matome, kad
seka t,,n € N yra grieztai didéjanti ir auga j begalybe. Skirtumy seka
thio — ty, n € Nirgi yra monotoniska ir neapréztai didéjanti, nes

tn+2 - tn—‘rl = tn-‘,—l + tn.

Apibrésime pagalbine matricy seka C),,n € N:

oo B" kai n lyginis,
" | B"!' — B"  kain nelyginis.

Lyginius ir nelyginius atvejus nagrinésime atskirai.
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a) Kai n yra lyginis, det(C,,) = det(B") = (det(B))" = (-1)" = 1.
Remiantis (1)-aja tapatybe,
A"+ 1=B"+I=C+1=
=tr(C,)C,, —det(C,)I + I =
=1,C, —I1+1=
=1,C,,.

Matome, kad skaicius t,, dalija visus matricos A™ 4 I elementus, taigi
tn | dp.

b) Kai n nelyginis,
det(C,,) = det(B""! — B") = (det(B))"det(B — I) = (—1)"(-2) = 2.
Viena vertus,

C? 4 2FE = (B"™ —B™? +2I =
= B¥2 _op*tl L B 4 o] =
=B"(B*—2B+1I)+2I =
=B +1)+2] =
=2B"" +2] =
=2(A" +1).

Kita vertus, remiantis (1)-aja tapatybe,

C? +2F = tr(C,)C, — det(C,)I + 21 =
= (tr(B"*Y) — tr(B"))C,, — 21 + 21 =
- (tn+1 - tn)Cn

Todél t,,.1 — t, dalija 2d,.
Irodéme, kad skaicius 2d,, dalijasi is t,, arba ¢, —t,. Vadinasi,

lim d,, = oo.
n—oo



