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1. Zaviajai studentei Monikai pariipo, ar egzistuoja tokia 2 x 2 matrica B su
sveikais koeficientais, kad
11
2= ?
B ( - ) .

Sprendimas. Pazymékime

Tada
p2_ (@ b\ (a b\ _ a?+bc ab+bd
“\e d ¢ d)  \ac+ecd be+ d?

Sulygine matricy koeficientus, randame, kad

a? + be = 1
ab + bd = 1
ac + cd = 0

be + d*2 =1

IS trecios lygties: c(a + d) = 0, taigi ¢ = 0 arba a = —d. Lygybé a = —d
negalima, nes, jsistate i antraja sistemos lygtj, gautume 0 = 1. Vadinasi,
¢ = 0. Tuomet, i§ pirmos lygties, a®> = 1, i$ ketvirtos d*> = 1. Vadinasi,
a,d € {—1,1}. Tokiu atveju, suma a + d turi buti lyginis skaicius (—2, 0,
arba 2). Tai nejmanoma, nes antroje lygtyje b(a + d) = 1 desiné pusé yra
nelyginis skaicius.

Atsakymas: tokia matrica neegzistuoja.



2. Katinas Micius apibrézé realiyju skaiciy seka (n), kuri tenkina tapatybe

1 n+e(n)
e= (1 + —) .
n

(skai¢ius e = 2.718... yra naturalaus logaritmo pagrindas). Katinas Micius
praso jrodyti, kad seka (¢(n)) konverguoja, ir suskai¢iuoti jos riba

lim e(n).

n—o0

Sprendimas. Logaritmave abi tapatybés puses, gauname

1=(n+e(n))log (1 + %) )

taigl
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Pagal Teiloro formule su Peano liekamuoju nariu,

e(n)

t2
log(1+1t) =t — 3T o(t?),

kai t — 0. Pritaike formule su ¢t = 1/n, gauname, kad
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Atsakymas: seka konverguoja ir jos riba lygi 1/2.



3. Kuriems skai¢iams n € 7Z egzistuoja toks skaicius £ € N ir tokia seka
(g5)%_, su nariais ; € {—1,1}, kad

k
2
n:ZSj-j ?
=1

Sprendimas: Pirmiausia pastebékime, kad dviejy gretimy skaic¢iy kvadra-
ty skirtumas
G+ =" =2+1,

o bet kuriy gretimy skaiciy pory skirtumy skirtumai
G+3) = +2° =+ +°=(2j+5) - (27 +1) =4
Vadinasi, imdami skaiciy
A G+DA o, (t+4k—1)?
sumg su zenklais
+ - — 4+ ... 4+ - -+
Galime gauti bet kurj naturalyjj 4 kartotinj n = 4k. Toliau nesunku
suskaiciuoti, kaip gauti 1, 2, 3:

1 =12 2=—12-2% - 3% 442 3=—-12+4+22

Kadangi galima gauti skaicius 0, 1, 2, 3, o iS likusiy skaic¢iy sudéti bet kurj
4 kartotinj, tai galima gauti visus naturalius skaicius n = 4k, n = 4k + 1,
n = 4k + 2, n = 4k + 3. Belieka pastebéti, kad galima gauti ir visus
neigiamus sveikus skai¢ius —n, naturalaus skaic¢iaus n israiskoje zenklus
+ ir — pakeite priesingais.

Atsakymas: uzdavinio salyga tankina visi sveiki skaiciai n € Z.



4. Stropioji studenté Simona sako, kad bet kuriam sveikyjuy skaiciy trejetui
a, b, ¢ € 7, visada egzistuoja toks naturalus skaic¢ius n € N, kad reiskinys

nd +an® +bn+c

néra jokio sveikojo skaic¢iaus kvadratas. Jrodykite stropiosios studentés
Simonos teiginj.

Sprendimas. Tarkime priesingai - tokio naturalaus skaiciaus n néra, tai
yra, rei$kinio n® + an? + bn + ¢ reikéme visada yra kokiy nors sveikyjy
skaiciy kvadratai visiems skaic¢iams n € N. Pasirinke n =1, n =2, n = 3,
n = 4, turime:

1 + a + b 4+ ¢ = A?
8 + 4da + 2b + ¢ = B?
27 + 9 + 3b + ¢ = C? 7
64 4+ 16a + 4b + ¢ = D?

kur A, B,C, D € Z. IS trecios lygties atéme antraja, gauname
26 +8a +2b = C* — A%

Kadangi kaire lygties pusé dalijasi is 2, tai ir desiné turi dalytis is 2. Bet
tuomet desinioji pusé dalijasi is 4 (nes sveikyju skai¢iy kvadraty dalybos
is 4 liekanos gali buti tik 0 arba 1). Gauname, kad

26+2b=0 (mod4) = b=1 (mod 2)

Vadinasi b yra nelyginis.

Kita vertus, is ketvirtosios lygties atéme antraja, gauname
56 + 12a + 2b = D? — B

Samprotaudami kaip ir anks¢iau matome, kad kvadraty skirtumas desi-
néje puseje dalijasi is 4, vadinasi,

2b=0 (mod4) = b=0 (mod 2).

Gavome, kad b turi buti lyginis - prieStara. Vadinasi, visuomet galime
rasti tokj skaic¢iy n € N, kad n3 + an® + bn + ¢ nebiity jokio sveikojo
skaiciaus kvadratas.



Antras sprendimas (A. Novikas). Pateiksime antrajj sprendima, kuriame
panaudojamos sveikyjy skaiciy kvadratiniy liekany savybés. Mums reikeés
tokios paprastos lemos:

Lema: Jei skaic¢ius a € 7Z yra kvadratiné liekana moduliu n kiekvienam
n € N, tai jis yra tikslusis kvadratas.

Lemos grodymas: 1S tiesy, jei kazkuriam pirminiam p skaic¢ius a dalijasi
i p?*~1, bet ne i§ p** (s € N), tai a néra kvadratiné liekana moduliu p*.
Todél |a| turi buti tikslusis kvadratas. Jeigu a neigiamas, tada a = —|al
néra kvadratiné liekana moduliu ¢, kur ¢ yra bet koks pirminis skaicius,
besidalijantis iS 4 su liekana 3. Taigi a > 0, ir a = |a| yra tikslusis
kvadratas.

Uzdavinio sprendimas: Pazymékime f(x) = z3+az?+br+c. Kadangi f(z)
yra kubinis daugianaris, tai jis jgyja neigiamy reiksmiy. Tegu f(m) < 0
su tam tikru m € Z. I8 lemos aisku, kad egzistuoja toks d € N, kad f(m)
yra kvadratiné neliekana moduliu d. Taciau tada visi sveikieji skaiciai
f(m+d), f(m+ 2d), ... yra kvadratinés neliekanos, be to, f(m + kd) >0
visoms pakankamai dideléms naturaliosioms k reikSméms. Vadinasi, f(n)
néra tikslusis kvadratas su be galo daug naturaliyjy skaiciy n.

Trecias sprendimas (A. Dubickas). Pateiksime sprendima, kuris teisingas
bet kuriems nelyginio laipsnio polinomams f(x), ta¢iau naudoja Hilberto
neredukuojamumo teorema. Pazymékime

f(z) =2 + az® + bz + c € Z[z].

Parodysime, kad dviejy kintamyjy polinomas g(x,y) = y* — f(x) yra
neredukuojamas ziede Zz,y|. I8 tikruju, jeigu g(z,vy) = u(z,y)v(z,y)
tada viename i§ daugianariy u,v € Z[z,y] (tarkime, u) yra narys 3%, o
tuomet v = 1, (priestara), arba abiejuose yra narys 0y, kur § = 1 or —1.
Tokiu atveju, nesunku pastebéti, kad uw = Oy + h(z) ir v = Oy — h(z) su
kazkokiu daugianariu h(z) € Z[z], taigi h(z)* = f(x), kas yra nejmanoma,
nes f(z) laipsnis yra nelyginis.

Pagal Hilberto neredukuojamumo teorema, egzistuoja be galo daug skaiciy
n € N, su kuriais polinomas y* — f(n) yra neredukuojamas ziede Z[y]. Su
Siais skaiciais n, polinomas y* — f(n) neturi sveikyjy Sakny, taigi f(n)
néra sveikojo skaiciaus kvadratas.



