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1. Zaviajai studentei Monikai buvo duota 2 x 2 matrica

a=(10)

Grieztasis MIF algebros déstytojas liepé rasti visas tokias 2 x 2 matricas
B su realiais koeficientais, kurios komutuoja su A, tai yra, A-B = B - A.
Ar galite pagelbéti studentei Monikai?

a b
B_(C d).
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A'B:<1 —1)'(0 d):(a—c b—d>’
_fa D 3 =1\ (3a+b —a-0»
3”4_(cd>'6 —J__Qk+d—w—d)’

Kadangi matricos A- B ir B - A yra lygios, tai visi jy koeficientai turi buti
lygus:

Sprendimas. Pazymékime

Tada

3a¢. — ¢ = 3a + b
3b — d = —a — b
—c¢c = 3¢ + d
b — d = —c — d
IS ¢ia randame: ¢ = —b, d = a + 4b. Taigi:

a b
B_(—ba+40’ bdeR



2. Dvi tolydzios funkcijos f(x) ir g(z), apibréztos realiyju skaiciy aibéje,

turi savybe, kad f(g(z)) = g(f(z)) visiems z € R. Yra zinoma, kad
lygtis f(z) = g(x) neturi realiyju sprendiniu. Irodykite, kad tada ir lygtis
f(f(z)) = g(g(x)) neturi realiyju sprendiniy.
Sprendimas. Pazymékime h(x) = f(x) — g(z). IS uzdavinio salygos,
h(z) # 0. Tada funkcija h(z) > 0 su visais © € R arba h(z) < 0 su visais
z € R. I8 tikro, jeigu yra du tokie skaiCiai a < b, kad h(a) ir h(b) yra
priesingy zenkly, i Bolcano — Kosi tarpinés reikSmeés teoremos gauname,
kad egzistuoja toks ¢ € (a,b), jog h(c) = 0 - priestara. Taigi, h(x) yra
pastovaus zenklo. Neprarandant bendrumo, laikykime, kad h(z) > 0.
Tada:

= h(f(x)
nes, pagal uzdavinio salyga, f(g(v)) = g(f(z)) -

3. Lygiakrascio trikampio ABC' virsunés guli ant plokstumos kreivés
2+ 3zy + 9 = 1.

Raskite trikampio ABC' virsuniy koordinates ir suskaic¢iuokite plota.
Sprendimas. Nagrinéjamos plokstumos kreives taskai P = (z,y) yra lyg-
ties F/(X,Y) = 0 sprendiniai; ¢ia F'(X,Y’) yra algebrinis daugianaris
F(X,)Y)=X?4+3XY +Y® - 1.
Grupuodami narius ir pritaike kuby skirtumo formule, isskaidome F/(X,Y")
dauginamaisiais:
F(X,)Y)=(X34+Y)43XY -1 = (X +Y)? -3XY(X+Y)+3XY -1 =
=(X+Y)P -1 -3XY(X+Y -1)=
=(X4+Y -1 (X+Y) +(X+Y)+1)-3XY(X+Y —1)=
=(X+Y -D(X? - XY +Y?+ X +Y +1).

Matome, kad nagrinéjama kreive sudaryta is tieseés x4y = 1 ir kvadratinés
kreives H(X,Y) := X2 = XY +Y?+ X +Y +1 = 0 tasky. ISskiriame
kvadratus:

AH(X,Y) =4X? —4XY +4Y? 44X +4Y +4 =
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= (@AX?+ Y2412 —4XY +2X —2Y) + (3Y? 4+ 6Y + 3) =
=(2X -Y +1)*+3(Y +1)2

Vadinasi, nagrinéjama kreivé sudaryta is tiesés x + y = 1 tasky ir tasko
P = (—1,-1). Tokiu atveju viena i$ trikampio ABC vir$uniy turi sutapti
su P, sakykim, virsuné A = P. Tada B ir C guli tieséje x +y = 1, tiesé
y = x yra trikampio simetrijos asis, o taskas H = (1/2,1/2) - trikampio
aukstinés, nuleistos is virsunés A j BC, pagrindas. Naudodamiesi atstumo
tarp dviejuy tasky formule, apskaic¢iuojame:

AH = d(A, H) = /(12— (1) + (1/2 - (~D)) = 3/v/2,

BC = 2BH = 2AH tan 30° = 2./3/2 = V6.

Todél ieskomas trikampio plotas yra

Suse — tam.pe - 2V
2 2
Liko rasti trikampio virsunes. Kadangi taskas B priklauso tiesei x4y = 1,
pazymékime B = (x,1—z). Taskas C yra simetriskas taskui B tiesés y = x
atzvilgiu, todél C' = (1 — x,z). Vél pritaike atstumo tarp dvieju taskuy
formule, randame:

6=BC*=d*B,C)=((1-2)—2)*+(z—(1—12))* =22z — 1)

pe

_1_

1
r—12=3, 1= oy = —

2 2
Laikykime kad tasko B z koordinaté yra x;. Tuomet:

B:<1—\/§’1+\/§>’ C:<1+\/§71—\/§>‘

1%

2 2 2 2

Pirmoji pastaba. Daugianarj F'(X,Y') galima isskaidyti ir neapibréztiniy
koeficienty metodu. Tarkime, kad

F(X,Y)=G(X,Y) H(X,Y),

kur G ir H yra kintamyjy X ir Y daugianariai su sveikais keoficientais.
Kadangi daugianario F' laipsnis deg (F') = 3, tai vienas iS G(X,Y’) arba
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H(X,Y) turi buti pirmo laipsnio, kitas - antro laipsnio. Tegul deg (G) =
1, deg (H) = 2. Tada G(X,Y) yra tiesinis, tai yra,

G(X,Y)=aX +0bY +¢, a,b,c € Z.

Kadangi H koeficientai taip pat yra sveikieji skaiciai, koeficientas prie X3
daugianaryje F yra lygus ad, kur d yra koeficientas prie X? i§ H. Taigi
ad = 1, vadinasi, a = 1 arba a = —1. Lygiai taip pat samprotaudami apie
koeficientus prie Y laipsniy, randame, kad b = 1 arba b = —1. Koeficienty
a ir b zenklai turi sutapti, antraip, jsistacius Y = X, gautume G(X, X) =
c. To negali buti, nes tuomet daugianario

F(X,X)=2X*+3X?-1=G(X,X)H(X,X)

laipsnis buty mazesnis nei trys. Taigi a = b. Dar daugiau, galime laikyti,
kad a = b = 1, priesingu atveju, F ir G pakeistume j —F', —G. Liko surasti
c. Daugianario G laisvasis narys ¢, padaugintas iS H laisvojo nario e turi
buti lygus F' laisvajam nariui, ce = —1. Taigi ¢ = 1 arba ¢ = —1. Pirmasis
variantas netinka, nes tuomet jsistacius X = —1, Y = 0, gautume

—2 = F(~1,0) = G(—1,0)H(~1,0) = 0,
nes G(—1,0) buty lygus 0. Taigi ¢ = —1,
GX,)Y)=X+Y -1
Padalije F(X,Y) ,kampu“ is X +Y — 1, randame
HX,Y)=X*- XY +Y?’+ X +VY +1.

Antroji pastaba. Norint jsitikinti, kad ant kvadratinés kreivés H(z,y) = 0
yra tik vienas taskas su realiosiomis koordinatémis P = (—1, —1), galima
spresti lygti
P —ay+yP+r+y+1=0
kaip kvadrating lygtj kintamojo x atzvilgiu, antra kintamajj y laikant
parametru:
?—(y—z+ (¥ +y+1)=0.

Sios lygtis diskriminantas D = (y — 1) —4(y?> +y +1) = —3y> — 6y — 3 =
—3(y + 1) < 0, todél lygtis turi sprendinj tik tuo atveju, kai y = —1.
Panasiai, sukeite x ir y vietomis, gautume x = —1.



4. Katinas Micius bet kuriam teigiamam realiam skaic¢iui « € R, o > 0
apibrézia aibe
S(a) =A{[na]:n=1,2,3,...},

kur [z] zymi skai¢iaus = € R sveikgja dalj. Katinas Micius iskélé hipoteze,
kad triju tokiu nesikertanciy aibiu S(«), S(B) ir S(v) sajunga niekada
negali buti lygi visai naturaliyjy skaic¢iy aibei N:

N={1,2,3,4,...}.

[rodykite katino Miciaus hipoteze.
Pirmas sprendimas (A. Dubickas). Tarkime priesingai: tegul o, f ir 7y yra
trys tokie realieji skaiciai, kad
N = S5(a)us(B)uUSh),
ir
S(@)Ns(B) =5(B)NS(y) =S()NSla) = 2.
Jeigu bent du is skaic¢iy a, § ir v yra racionalus, tai poaibiai kertasi. IS
tiesy, tarkime, o = a/b € Q, 8 = ¢/d € Q. Tuomet
bea = adf = ac € S(a) N S(B).

Vadinasi, bent du skaiciai i$ trijy yra iracionalus. Né vienas i$ «, (3, v
negali buti lygus 1: jei, pavyzdziui, o = 1, tai S(a) = N, ir aibés kirstysi.
I$ kitos puses, maziausias elementas aibiy S(a), S(8) ir S(v) sajungoje yra
1, todél a, ( ir  visi trys yra grieztai didesni uz 1. Tuomet visi skaiciai
[nal, n =1,2,... yra skirtingi, nes bet kuriy gretimy nariy skirtumas:

[(n+1)a] — [na] = (n+1)a—{(n+ 1a} — (na — {na}) =

=a+{na} —{(n+1a} >a—-1>0.

Cia simboliu {z} pazZyméjome realaus skai¢iaus 2 trupmenine dalj. Pa-
nasiai patikriname, kad skai¢iai [nf], n € N yra tarpusavyje skirtingi;
skaiciai [n], n € N taip pat yra skirtingi.

Parodysime, kad galima rasti tokig naturaliy skaic¢iy aritmetine progresija

N =an,n € N,



kad né vienas is skaiciy

N +1 N +1 N +1

a ) /6 ) ’)/ Y

nebuty naturalusis skaicius. IS tikro, jeigu visi trys skaiciai «, 3, v yra
iracionalus, galime imti @ = 1, ir nei vienas iS triju minéty skaic¢iy negali
buti sveikasis skaic¢ius. Dabar tarkime, kad vienas iS juy yra racionalus.
Jau jrodéme, kad toks skaicius buty vienintelis, sakykime, v. Tuomet
v = b/c su DBD(b,c) = 1, todél galime paimti aritmetine progresija su
a = b. Dabar suskai¢iuosime, kick elementuy i$ aibiu S(«), S(B) ir S(y) guli
intervale [1, N]. Pastebékime, kad sveikoji dalis [na] patenka | intervala
tada ir tik tada kai

N+1
na < N + 1, arba n < i .
a

Pagal aritmetinés progresijos parinkima, skai¢ius (N + 1)/« néra natura-

lusis, todél
n < [N + 1} |
o

Kadangi visos sveikosios dalys [na], n = 1,2, ... skirtingos, randame, jog
intervale [1, N| yra lygiai

#5(0) N 11N = |22
o
Samprotaudami lygiai taip pat, turime:
N N
#S5(8) N [1,N] = [%1] ir #S(y)N[1,N] = {%1}

IS kitos puseés, j intervala [1, N| patenka lygiai lygiai N naturaliyjuy skaiciu,

todeél:
N+1 N+1 N+1
+ +|——| =N.
o B Y

Perrase sveikasias dalis [x] = x — {z}, € R, gauname:

{N;l}Jr{%}Jr{%}:(NH) ($+%+%>_N (1)
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Kadangi visos trupmeninés dalys 0 < {z} < 1, tai i$ (1) gauname

1 1 1
OS(N—Fl)(a-I—E—F;)—NS&

Vadinasi,
N 1,1, 1_N+3
N+1""a B ~v~ N
Peréje prie ribos, kai N — 0o, gauname

1+1+1—1 (2)
a [y

Gautg rezultata (2) jsistate i (1), turime:

{N;l%{%%{#}:l. (3)

Jau zinome, kad bent du is trijy skaic¢iy «, 3, v yra iracionalus. Tegul
« iracionalus. Tada trupmeniniy daliy seka {(N + 1)/a}, kai N = an
perbéga aritmetine progresija, yra visur tirSta intervale [0,1). Vadinasi,
kiekvienam e > 0, galime parinkti tokji Ny = N(¢e), kad

No+1
1—5<{ 0t }<1.
(6]
{N0+1} {N0+1}
+ <e,
5 gl
{No-i-l} . {No—l—l}
<€ 1r <e€,
B gl

Pasirinkime ¢ < min{1/a,1/8}. Parodysime, kad tuomet Ny priklauso
abejoms aibéms S(«) ir S(f). Paéme n = [(Ny + 1)/8], gauname

. N0+1 - N0—|—1_ N0+1 _
”ﬁ‘{ 5 }5‘( 3 { B })B

:N0+1—{N°ﬂ+1}5, (4)

I$ (3) gauname

taigl
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be to, {(No + 1)} # 0, nes (N + 1)/ néra sveikas skaicius. Taigi is (4)
gauname

Ny < nf < Ny +1, vadinasi, [nf] = Ny.

Pakartoje ta patj samprotavima su v vietoj 8 ir n = [(No+1)/7], irodome
[ny] = Np. Vadinasi, Ny € S(8)NS(7) - gavome priestara, kad aibés S(/5)
ir S(7y) nesikerta.

Antras sprendimas (A. Novikas). Tarkime priesingai: tegu triju nesiker-
tanciy aibiy
S(Oé) = {a1 < ar <agz < },S(ﬂ) = {bl < by < bg < },

S(’}/) = {Cl < g <y < }

sajunga lygi aibei N. Nemazindami bendrumo galime laikyti, kad a; =
[a] = 11ir kad by = [B] = k < ¢;. Pasirinkime tokj skaiciu m € N, kad
by < c1 < by Pastebékime, kad

b1 = by = [(m +1)8] = [mf] =

= ((m+1)8 — {(m + 1)5}) — (mp — {mp}) =
=B~ {(m+ D)} + {mB} <6+ By + 1< (8] +2=k +2.

Vadinasi,
b1 — b < k+ 1. (5)

Analogiskai gauname, kad kiekvienam n € N galioja
pi1 — ap < [a] +2=3 = ap11 —a, < 2.

IS sios nelygybés isplaukia, kad aibéje S(5) U S(vy) néra dviejy gretimy
naturaliyjy skaiciy (kitaip aibéje S(a) = N\(S(5) U S(7)) buty tokie du
elementai a1 ir a,, kad a, 11 —a, > 2). Vadinasi, skaiciai b,, — 1 ir ¢; +1
priklauso aibei S(a). Pazymékime b,, — 1 = ;. Visi naturalieji skaiciai
tarp b, ir ¢; taip pat priklauso S(a) (is skaic¢iaus m parinkimo) — ju yra
t—1, kurt=c—by :aii1, ..., 41041, todél ¢; +1 = a;14. Be to, gauname
nelygybe b,,11 > ¢ + 2, i8 kurios ir (5) galime jvertinti ¢:



Dabar jvertinkime skirtumsa a;y; —a; =¢; — b, +2 =1+ 2:
arpy — ap = [(I+t)a] = [la] = (I + )a = {( + t)a} = (lo = {la}) =
=ta—{(+t)a} +{la} <tla]+t{a}+1=
=t+1+t{a} = t{fa}>aq—aq—-(t+1)=t+2—-(t+1)=1.
Pasinaudokime (6):
(k—1{a} >1, arba (k—1)(a—][a])>1,

todel
(k—Da>1+(k—1)a] =k

Vadinasi,
ax_1 = [(k—1)a] > k.

Taciau pagal musy prielaida, by = k bei a,, = n, kol n < k; todél a5_; =
k — 1. Gavome priestara; vadinasi, Miciaus hipotezé teisinga.



