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1 Jaunesniyjy grupé (I-III semestras)

1.

Matrica A turi savybe : yra naturalus skaicius n, kad matricos laipsnis
A" = 4A3 4+ 3A% + 2A + T (I-vienetiné matrica). Irodykite, kad A yra
neissigimusi matrica.

Sprendimas. Pazymékime matricg B = A" ! — 4A4% — 3A — 2I. Pagal
uzdavinio salyga, I = A" —4A43—-3A%2—-2A = A-B. Taigi B yra atvirkstiné
matricai A, todél A yra neiSsigimusi. ]

. Tegul a, b, c, d - teigiami realus skaiciai, a > b. Irodykite, kad funkcija

f(x) = ca® — db® bet kuria reiksme y € R jgyja ne daugiau kaip 2 kartus.

Sprendimas. Tarkime priesingai: tegul lygtis f(x) = y turi tris sprendinius
r =a,b,ir ¢, kur a < b < ¢. Pagal Rolio teorema, iSvestine f'(x) igyja
reikSme 0 intervaluose (a,b) ir (b,c). Bet f'(z) = ca®lna — db”Inb yra
lygi nuliui vieninteliame taske £ = In(dlnb/clna)/In (a/b) arba is vis
néra lygi 0, jeigu tik @ = 1 arba b = 1. Taigi gavome priestara. O]

Skaic¢ius N = pips...p, yra lygus pirmy n > 2 pirminiy skaiciy p;, 1 <
j < n sandaugai. [rodykite, kad nei N + 1, nei N — 1 néra naturalaus
skaiciaus kvadratas.

Sprendimas. Tarkime, kad N + 1 = k?, k € N. Skaic¢ius N yra lyginis,
todél k - nelyginis. Vadinasi, N = (k+1)(k — 1) dalijasi iS 4, nes k — 1 ir
k+1 abu yra lyginiai. Taciau to buti negali pagal skaic¢iaus N apibrézima.
Toliau, tarkime, kad N — 1 = k2, k € N. Pastebime, kad N dalijasi i$



trijy, todél skai¢iaus k? mazoji dalybos i§ 3 liekana turéty buti —1. Tai
nejmanoma, nes sveikojo skaic¢iaus kvadrato dalybos is trijuy liekana gali
buti tik 0 arba 1.

Pastaba. Jeigu N = pips...p, ir n < 3, abu skaiciai N + 1 ir N — 1
yra pirminiai. Didesnéms n reikSméms tai jau nebéra teisinga: patikrine
n=4gauname N —1=2-3.-5-7—1=209=11-19, o jeigu n = 6, tai
N+1=2-3-5-7-11-13+1 = 30031 = 59 - 5009. 0

. Seka a,, apibrézta lygybe a,10 = 3a,+1 — 2a,, be to, pirmi nariai as > ay
yra natiralieji skai¢iai. Jrodykite, kad aggro > 220%.

Sprendimas. Seka a, yra sveiky skai¢iy seka. Kai n = 1,2, gauname
a; >1=2% ay >2=2' nesay > a;. Tegul nelygybe teisinga, kai n = k.
Dviejy gretimy sekos nariy skirtumas

Api1 — A = (3an — 2ap-1) — @ = 2(api1 — ay).
Keisdami n j n — 1, gauname
Uns1 — Qp = 2(ap — Qp_1) = 4(ap_1 — p_o) = - = 2" ay — ay).

I§ ¢ia any1 = an + 2%(ay — ay). Kadangi a; —a; > 1, ap > 2F°1) tai
Upy1 > 2871 4 281 = 2% Vadinasi, a,4; > 2" visiems n € N. O

. Funkcija f : R — R vadinsime pakankamai baisia, jeigu kiekviename taske
z € R ji jgyja baigtine realig reiksme y = f(x), taciau bet kuriame realiy
skaiciy tiesés atvirame intervale funkcija jgyja neapréztai dideles reikSmes.
Sukonstruokite pakankamai baisios funkcijos pavyzdj.

Sprendimas. Kiekviena racionaly skai¢iy x galime vienareikSmiskai uzra-
syti pavidalu z = m/n, kur m € Z, n € N, DBD(m,n) = 1. Dabar
apibrézkime funkcija

0, jei z yra iracionalus
fz) = . .
n, jei x = m/n yra racionalus.

Akivaizdu, kad kiekviename taske z € R funkcija f(x) igyja baigtine
realig reiksme. IS kitos pusés, bet kuriame baigtiniame atvirame intervale
(a,b), a < b funkcija jgyja kiek norima dideles naturalias reikSmes n.
I$ tikro, intervale (a,b) yra be galo daug racionaliy skaiciy, bet i ju
tokiy racionaliy skai¢iy, kuriy vardiklis n yra apréztas, yra tik baigtinis
skaicius. O



2 Vyresniyjy grupé (IV-VIII semestras)

1. Zavioji studentée Monika noréty suzinoti, ar konverguoja eiluté

o0

1
annn'

n=2

Ar kas nors galéty padéti studentei Monikai?

Sprendimas. Skai¢iy eilutés Y 2, 1/(nlnn) nariai a, = 1/(nlnn) yra
teigiami ir monotoniskai mazéjantys. Pritaikysime integralinj eiluciy kon-
vergavimo kriterijy. Netiesioginis integralas
/  dx Ad(Inz)
2

In A dt
= lim = lim — =
rlnr A-+o Jy  Inz Astoo [l ot

= lim (InlInA—1Inln2) =400
A——+o0

diverguoja, todeél nagrinéjama eilute taip pat diverguoja. O]

2. Matricos A ir B yra panasios, jei egzistuoja neiSsigimusi matrica T, tokia
kad B = TAT~!. Nustatykite, ar matricos

a=(5 1) 2= (3

Sprendimas. Panasiy matricy pédsakai (pagrindinés jstrizainés elementy
suma) yra lygus. Tr (A) =ay +ap =1+1=2, Tr (B) = by + by =
1+(—1) = 0. Gauname Tr (A) # Tr (B), taigi A ir B néra panasios. [

yra panasios.

3. Raskite visas naturaliy skaiciy poras (m,n), kurios tenkina nelygybe
m 1
vi-2)<4
n n
Sprendimas. Padaugine pradine nelygybe is skaiciaus nQ(nﬂ +m), gau-

name m
n|2n? —m?| < V24 —.
n



Po modulio zenklu esantis sveikas skai¢ius néra lygus nuliui (nes priesingu
atveju gautume kad /2 = m/n yra racionalus). Vadinasi, |2n* —m?| > 1,

todel m
n<v2+—.
n
IS kitos puses, is pradinés uzdavinio nelygybeés gauname
1 m 1
V2- = <—<V2+—, (1)
n n n

taigi n < 2v/2 4 1/n?, arba kitaip

1
n

Pastaroji nelygybé teisinga su n = 1 ir n = 2, o kai n > 3, jos kairé
puse virsija desine. Lieka surasti visus sveikus skaic¢ius m, kurie tenking
nelygybe (1). Tam tikslui padauginame nelygybe (1) iS n, jsistatome
galimas n reikSmes n = 1,2 ir randame sveikus skaic¢ius m, kurie tenkina
nyv2—1/n* < m < ny/241/n%. I8 viso randame tris poras (m,n) = (1,1),
(2,1), (3,2). O

. Funkcijg f : R — R vadinsime pakankamai baisia, jeigu kiekviename taske
z € R ji jgyja baigtine realig reikSme y = f(z), taciau bet kuriame realiy
skaiciy tieses atvirame intervale funkcija jgyja neapréztai dideles reiksmes.
Sukonstruokite pakankamai baisios funkcijos pavyzdj.

Sprendimas. Zr. Jaunesniy studenty grupés 4 uzdavinio sprendimg. [

. Legendinis katinas super-matematikas Micius aibiy rinkinj
Ay Aoy AL

vadina mielu SirdZiai, jei kiekviena i$ ty aibiy turi po 3 elementus ir bet
kurios dvi i$ ju, sakykim, A; ir A;, ¢ # j turi lygiai vieng bendra elementa.

a) Raskite tokj rinkinj i§ n = 7 aibiy, kuriame Ay N AsN---NA; = .

b) Micius mano, kad visuose mieluose sirdziai rinkiniuose i§ n > 8 aibiy
visada egzistuoja elementas, kuris priklauso visoms aibéms A, 1 <
k < n. Ar Micius teisus? [rodykite.



Sprendimas. a) Vienas i miely Sirdziai rinkiniy yra toks:
Al = {172a3}7 AZ = {1a475}> A3 = {1767 7}7

A4 - {2,4, 6}, A5 - {2, 5,7}, A@ - {3,4, 7},
A; ={3,5,6}.

b) Tarkime, kad joks elementas nepriklauso aibéms
Ala AQa A?n A47 A57 A67 A77 AS

vienu metu. Pazymékime A; = {a,b,c}. Likusias Aibes Ay, As, Ay, As,
Ag, Az suskirstykime j tris klases: klasei K, tegul priklauso aibés, kuriy
bendras elementas su A; yra a, klasei K, - aibés, kuriy bendras elementas
yra b, klasei K. - aibés, kuriy bendras elementas yra c. Tegul didziausia
klasé yra K,. Tada ji turi bent 3 aibes, sakykime, Ay, A3, A4. Pagal
uzdavinio salyga, viena i§ aibiy A; nepakliuna j K,. Tegul tai aibé As.
Be to tarkime, kad A; = {b,u,v}, kur u yra bendras aibés Aj ir A,
elementas, o v yra bendras As ir Az elementas. Tuomet A, ir A5 bendras
elementas yra b, u arba v. Bet tai nejmanoma, nes A, turéty du bendrus
elementus su viena i$ aibiy Ay, As, As. Gavome priestara. Taigi, visos
aibés A;,1 < j < 8 turi vieng bendra elementa. O



