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XVII LIETUVOS KOMANDINĖ MATEMATIKOS OLIMPIADA

Vilniaus universiteto Matematikos ir informatikos fakultetas, 2002 09 28

Uždaviniu
‘
sa

‘
lygos

1. Išspre
‘
skite lygti

‘
x12 − x9 + x4 − x+ 1 = 0.

2. Išspre
‘
skite lygčiu

‘
sistema

‘ {
x2 + y2 = 2,
x3 + y3 = 2.

3. Raskite visus teigiamu
‘
ju
‘
skaičiu

‘
ketvertus (x, y, z, t), tenkinančius lygčiu

‘
sistema

‘{x+ y − zt = 0,
xy − z − t = 0,
xyzt = 16.

4. Realieji skaičiai x, y, z, t tenkina nelygybes x+y+z+t < 0, xy+xz+xt+yz+yt+zt > 0,
xyz + xyt+ xzt+ yzt < 0 ir xyzt > 0. I

‘
rodykite, kad x, y, z, t < 0.

5. I
‘
rodykite, kad bent vienas ǐs skaičiu

‘
x−xy, y−yz, z−xz neviršija 1/4, kai x, y, z > 0.

6. Realiojo skaičiaus x ̸= 0 atvirkštiniu yra vadinamas skaičius 1/x. Yra žinoma, kad
keturiu

‘
nenuliniu

‘
skaičiu

‘
ir ju

‘
atvirkštiniu

‘
sumos abi yra lygios nuliui. I

‘
rodykite, kad

tarp tu
‘
keturiu

‘
skaičiu

‘
atsiras du, kuriu

‘
suma yra lygi nuliui.

7. Raskite mažiausia
‘
ja
‘
funkcijos f(x) = −2

√
3 cos(3x) sin(6x) i

‘
gyjama

‘
reikšme

‘
, kai x –

realusis skaičius.

8. I
‘
rodykite, kad 10n + 45n− 1 dalijasi ǐs 27, kai n – natūralusis skaičius.

9. I
‘
rodykite, kad egzistuoja natūralusis skaičius n, toks kad skaičiaus 2n dešimtainėje
ǐsraǐskoje yra ne mažiau kaip 2002 ǐs eilės einantys nuliai.

10. Raskite mažiausia
‘
natūralu

‘
ji
‘
skaičiu

‘
, kurio pusė yra sveikojo skaičiaus kvadratas,

trečdalis yra sveikojo skaičiaus kubas, o penktadalis yra sveikojo skaičiaus penkta-
sis laipsnis.

1



11. Tegul a1 = 1, a2 = 2, an+1 = (anan−1 + 1)/an−1, n = 2, 3, . . . . I
‘
rodykite, kad

an >
√
2n, kai n > 3.

12. Ar egzistuoja sveikieji skaičiai a ir b, tokie kad skaičiai

(a+ 1/2)n + (b+ 1/2)n

taip pat būtu
‘
sveikieji su kiekvienu natūraliuoju n?

13. Ar egzistuoja 100 laipsnio daugianaris p(x) su realiaisiais koeficientais, toks kad

p(0) > |p(1)|+ |p(2)|+ . . .+ |p(2001)|+ |p(2002)|?

14. Raskite visas funkcijas f(x), apibrėžtas su kiekvienu realiuoju x, tenkinančias sa
‘
lygas

f(f(x)) = x, f(1 + f(x)) = 1− x.

15. Raskite visas funkcijas f(x), apibrėžtas realiu
‘
ju
‘
skaičiu

‘
aibėje, tenkinančias sa

‘
lyga

‘

f(x2 + y2 − 2xy) = f(x)2 + y2 − 2xf(y).

16. Per metus mokyklos bibliotekoje apsilankė 410 mokiniu
‘
. Jie visi kartu paėmė 5081

knyga
‘
. Ar galima tvirtinti, kad atsiras 18 mokiniu

‘
, kurie visi kartu paėmė ne mažiau

kaip 224 knygas?

17. Šachmatu
‘
lentoje 8× 8 karalius gali eiti tik per viena

‘
langeli

‘
i
‘
kaire

‘
, per viena

‘
langeli

‘
i
‘
apačia

‘
arba per viena

‘
langeli

‘
i
‘
strižaine aukštyn–dešinėn. Ar jis gali 64 ėjimais apeiti

visa
‘
lenta

‘
taip, kad kiekviename langelyje apsilankytu

‘
po viena

‘
karta

‘
?

18. Kokia
‘
didžiausia

‘
reikšme

‘
gali i

‘
gyti i

‘
vienetini

‘
apskritima

‘
i
‘
brėžto keturkampio kraštiniu

‘
sandauga?

19. I
‘
smailu

‘
ji
‘
trikampi

‘
ABC i

‘
brėžto kvadrato, kurio dvi viršūnės priklauso kraštinei BC,

o kitos dvi priklauso AB ir AC, kraštinė yra lygi a. Analogǐskai, tegul b ir c yra
kraštinės dar dvieju

‘
kvadratu

‘
, kuriu

‘
po dvi viršūnes priklauso atitinkamai AC ir AB,

o kitos dvi – atitinkamai AB, BC ir AC, BC. I
‘
rodykite, kad

BC

a
+

AC

b
+

AB

c
> 5 +

√
2.

20. Yra žinoma, kad bet kokie keturi ǐs penkiu
‘
plokštumoje nubrėžtu

‘
apskritimu

‘
turi bent

viena
‘
bendra

‘
taška

‘
. Ar visada tie penki apskritimai turi bent viena

‘
bendra

‘
taška

‘
?
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