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XI LIETUVOS KOMANDINE MATEMATIKOS OLIMPIADA
Vilniaus universiteto Matematikos fakultetas, 1996 10 05

Olimpiados réméjas: INFO-TEC - direktorius Kestutis Naujokaitis

Organizacinis komitetas: R. Kasuba (pirmininkas), A. Dubickas.

Vertinimo komisija: A. Dubickas (pirmininkas), A. Kac¢énas, R. Kasuba, R. Lapinskas, K. Liubin-
skas, H. Marksaitis, A. Plikusas, G. Puriuskis, V. Stakénas, S. Zubé.

REZULTATAI

Pirmoji vieta ir profesoriaus Jono Kubiliaus pereinamasis prizas - Panevézio
J.Balcikonio gimnazijos komandai (mokytojas B. Budvytis).

Antroji vieta — Kauno Technikos universiteto gimnazijos komandai.

Trecioji vieta — Kauno ,,Saulés” gimnazijos komandai.

Komanda 1(2]3[4(5|6|7|8|9[10/11{12013/14/15[16(17/18/1920>"| Vt.
VU Maf 318]-13|4|5/5|-|5|5|6|5|4|5|5/4|8|5[1]8|89|
Panevézys 71-1814]-|5|5/8|5|3|6[-[85|5/0]/3|5/5/0[82|1
Kauno TU 2 (1[4]8]0|5|5/-|0[5[1]5[1]|5(5[1|0|5|5/2]60]2
VU FuX 71-1-1-10|5|5|-|5|5|6(5]3]5|5/0|3|5|-|-|59|—
,Saule” 110/-[2[-]0|5]|-|0|5|0|5|4|-|5[2|3|5|5|1|43|3
Vilniaus Lic. 2 [-|-10[-|-13[1]5]|-|2|5|3|-|5|2|3|5|5|1|42|4
Palanga 1|-|-[1]-]-]5]|0|5|0|-|5|4|-|5[4|0|5]|-]|1|36|5
Klaipeda 2 10[-1]-1-15|5/0/-|-|-|5]1]-|5]-|1|5|5|1|35|6-7
Vilniaus Rink. |2 |0|0[1[-]0|5|2|0|5|2|5|1|-|5|2|0|5]|0]-|35|6-7
Kaisiadorys 2 (2(0]-]-]-15/0|5|5[-]0[1]-|5[0|-|5|-|1]31|8
Siauliai - |-10|2]-|-|5|-|1|-]-|-]4|-]5|0]3|5]1|0]26|9
Jonava, O f-]-]-1-10[3]-]-|-]-]-]2[-]5[1]0|5]|-|-]15]10

Vilniaus universiteto Matematikos fakulteto pirmakursiy ir VU FuX (Fizikos ir Teisés fakulteto
pirmakursiu) komandos dalyvavo be konkurencijos.

Pilnas kiekvieno uzdavinio sprendimas buvo vertinamas 5 balais. Be to, uzdavini teisingai iSsprendus
tik vienai komandai jai buvo pridedami 3 balai, dviem komandoms — po 2 balus, trim komandoms — po
1 bala.
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. Raskite visus tokius a, su kuriais nelygybé 3 — |z —a| > =
. Jeigu n prabéga nattiraliuju skaiciu aibe, tai irodykite, kad skaiciu [v/5-2"] aibéje yra be galo daug
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Uzdaviniy salygos

2 turi nors viena neigiama sprendini.

sudétiniu (nepirminiu) skaiciu (Simboliu [z] Zymime skai¢iaus sveikaja dali).

. Trodykite, jog kiekvienam naturaliajam skai¢iui m galime surasti toki naturaluji skaiciu n, jog

skaic¢iaus n - 5" deSimtainéje (iprastinéje) israiskoje néra né vieno nulio.
Raskite nattiraliuosius lygties

\/x+\/x+\/x+...+\/%=z

sprendinius x, y ir z (kairgje puséje yra y radikalu).

Duota didéjanti nattraliuju skaic¢iu seka a1 < as < a3z < ... < a, < .... Simboliu S pazymékime
aibe, kurios kiekvienas elementas yra tos sekos nariy (nebutinai skirtingu) suma. Irodykite, jog
imanoma surasti toki baigtini sekos nariu skaiciy, kad visus S elementus galime iSreiksti to posekio
nariy (nebfitinai skirtingu) suma.

. Isspreskite lygc¢iu sistema

{ ad —bc =1,
a2+ ++d>+ab+ted=1.
Isspreskite lygti

(tgz + ctgz) (2 +siny) = 2.

. Irodykite, jog kaip beimtume 51 skaiciu i§ skaiciu 1,2,3,...,100 aibeés, joje visada surasime du

vienas i§ kito besidalijanc¢ius skai¢ius.

Trapecijos ABCD Soniné krastiné AB yra statmena abiems pagrindams, o istrizainé BD yra
statmena istrizainei AC. Raskite ZZ | jeigu zinome, kad 42 = /2.

Duotas taskas D, esantis trikampio ABC krastinéje AB. Raskite atstuma tarp apskritimu,
apibréztu apie trikampius DBC' ir ADC', centru, jeigu zinome, kad AB =4, AC =+/17, BC =5
ir AD=1.

Raskite visas tokias realiuju skai¢iu a ir b poras, jog kad ir koks bebutu =z, yra teisinga lygybé

acosz + b* = cos(ax + b*) — 1 + a.

Du zaidéjai paeiliui ant staciakampio 1x 2 metru matmenu staciakampio stalo deda 1 cm skersmens
monetas (déti viena moneta ant kitos negalima). Pralaiméjusiu laikomas nebegalintis padéti naujos
monetos zaidéjas. Irodykite, jog pirmaja moneta padedantis zaidéjas visada gali laiméti, kad ir kaip
bezaistu kitas zaidéjas.

Su kokiais naturaliaisiais n reiskinyje

¥1x2%...xsn=n+1

zvaigzdutes galime taip pakeisti + arba — Zenklais, kad gautume tikra lygybe.
Realiuju skaiciu aibéje apibrézta ir realiasias reikSmes igyjanti funkcija su kiekvienu x tenkina lygybe

fla+1)+ flx—1) = V2f(2).

Irodykite, kad f(x) yra periodiné funkcija.

Albinas, Bronius ir Ceslovas turi nudazyti 56 kambariu viesbuti. Albinas moka dazyti lubas arba
grindis, o Bronius su Ceslovu — tik sienas. Per diena kiekvienas spéja nudazyti tik vienas lubas arba
grindis, arba viena kurio nors kambario siena. Per kiek dienu greiciausiai jie spétu isdazyti visus
viesbucio kambarius, jeigu vienu metu atskirame kambaryje teleidziama dirbti tik vienam zmogui.
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16.

17.

18.
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20.

Raskite maziausiaja reiskinio

igyjama reiksme.

| cos x| + | cos 2z

Ar atsiras toks trikampis, kurio
a) visos aukstineés trumpesnés uz 1, o plotas didesnis uz 3?
b) dvi aukstinés ilgesnés uz 2, o plotas mazesnis uz 1?7

Kokiems natiiraliesiems skai¢iams n esant 1996 x n matmeny staciakampi imanoma supjaustyti i

1 x 3 matmenu staciakampius?

Isspreskite lygé¢iu sistema

{

x+xly — x| — |z| =0,
2z —yl+]z+y—1+|z—yl+y—-1=0.

Raskite pacia didziausia neneigiamu skai¢iu x1,zs,..., 2, sandaugy sumos

igyjama reiksme, jeigu

T1T2 +T2x3 + ...+ Tp_1Tp

T+ T2+ ...+ x, = 1996.



Komentarai, nurodymai, sprendimai, atsakymai
1. Kadangi
|t —a| <3 -2 <=2 -3 <z —a<3—2?%

tai reikia rasti tokius a, su kuriais nelygybiu sistema

22+2x-3-a<0,

{xz—x—3+a<0,
z <0

turi sprendini. Taigi lygéiu 22 —2x—3+a =0 ir 224+ 2—3—a = 0 diskriminantai turi biti teigiami
(t.y. 13—4a >0, 13+ 4a > 0), o ju maZesniosios Saknys neigiamos

1—+13 —4a —1—+/13+4a
t.y.f<07 f<0 .

Is pirmosios salygos gauname —13/4 < a < 13/4, o tada i§ antrosios 1 < 13 —4a, t.y. a < 3.

Atsakymas: —13/4 < a < 3.

2. Kaip matome i$ pateiktos rezultatu lentelés, sis uzdavinys buvo vienas i$ sunkesniu. [rodysime, kad
sekoje [a2"], kur a > 0 (tame tarpe ir a = \/5)7 yra be galo daug lyginiu skaiciu.

1 budas. Uzrasykime skaic¢iaus « trupmenine dali {a} dvejetainéje skai¢iavimo sistemoje, t.y.

[e%S) ap
{o} =25
k=1

kur skaiciai aj,as,as,... lygis 0 arba 1 ir néra tokio ko, kad ar, = Gry+1 = Aket2 = - .
Tada

|
—

02 = [la)-2" + e} 2] = ol 2+ [} 2] -
:[a].2n+a1.2n—1_’_a2.2n—2+.“+an71.2+an.

Sis skaicius yra nelyginis tada ir tik tada, kai a,, = 1. Taigi jeigu sekoje [a2"] visi nariai, pradedant

nuo tam tikro k; , yra nelyginiai skaiciai, tai ax, = ag,4+1 = ... = 1. Priestara.
2 biidas. Pazymékime z,, = [a 2"], y, = {a 2"} ir tegul k yra maziausias natiirinis skaicius,
tenkinantis nelygybe
1
Yo < 1 — oF

Irodysime, jog tada, koks bebutu n, skai¢ius x,1, yra lyginis. I8 tiesu, jei k=1, tai y, < 1/2 ir
Tpi1 + Y1 = 2" =2(z, +y,) = 22, + 2y

Taigi xp+1 = 22, , t.y. ZTpt1 — lyginis. Bendru atveju turime

Perrasome §ia salyga taip:
0<2-2"1—y,) <1

I3 lygybés
Totk + Ynsk = a 2"TF =2F(z, 4+ y,) =
=2kz, 428 —242-2F1 —y,)

gauname z, 5 = 2Fx, + 2% — 2, t.y. skaicius z,,5 — lyginis.
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3. Uzrasykime skai¢iu 5™ deSimtaine iSraiska
5" = @,a,_1...a1a0.

Tegul ag #0,a1 #0,...,ak—1 #0,0 ar =0 (jeigu tokio aj néra, tai skai¢iaus 1-5™ desimtainéje
israiskoje néra né vieno nulio). Nesunku pastebéti, kad skaic¢iaus 5™(10*~! + 1) paskutiniai k
skaitmenuy nelygis nuliui. Taigi pirmasis i$ desinés skai¢iaus 5 nulis, dauginant §j skai¢iy is 10~ —
1, ,pasistumia” kairén. Lygiai taip pat pirmaji i§ desinés skai¢iaus 5™(10*~! 4 1) nuli galima
,bastumti” kairén. Tesiame procesa tol, kol gausime skaic¢iu 5™ - t, kurio deSimtainéje iSraiskoje
néra nuliy arba jo paskutiniai 5™ skaitmenu ne nuliai. Siuo atveju, atmesdami likusius skaiGiaus
5™ -t skaitmenis, gausime skaiciu
u=>5m-t—10"v

Kadangi 10°" = (2-5)>" dalijasi i 5™, tai skaicius u turi pavidala n -5 ir jo deSimtainéje
iSraiskoje néra né vieno nulio.

2

4. Jeigu y =1, tai v/ =z, v = 2% ir gauname sprendini (z,y,z) = (n?,1,n), n € N. Tarkime, kad

y=2. Tada
r+Vr=2>= z=u* ueN

2 —u?. Taigi z > u+1 ir i§ nelygybés

Gauname u = z
u=2>—u?>(u+1)? v =2u+1>u

gauname prieStara. Jeigu y > 2, tai, keliant abi lygties puses kvadratu ir perkeliant x i deSine

puse, gausime
\/x+\/x+...+\/5222—3::v,

kur kairéje puséje y — 1 radikalas. Tesiame §j procesa tol, kol liks tik du radikalai ir gausime lygti
VT +y/xr=w,ty x4+ /x=w?, kuri, kaip jau irodéme, natiiraliyju sprendiniu neturi.

Atsakymas: (x,y,2) = (n?,1,n), n € N.
5. Sis uzdavinys pasirodé sunkiausiai jveikiamas olimpiados dalyviams. Pateiksime du sprendimo biidus.

1 budas. Simboliu Ag, £k =0,1,2,...,a; — 1, zymékime aibe sekos a1, as,as,... elementu, kuriu
liekana dalijant i§ a1 lygi k. Taip, pvz. a1 € Ag. Pazymékime maziausia aibés Aj elementa
(jeigu ji netuscia) simboliu by . Taip, pvz. by = a1 . Jeigu s € S, tai s =) a;. Kiekvienas Sios
baigtinés sumos narys a; patenka i kazkuria aibe Aij . Keisdami Sioje sumoje a; atitinkamu b;; ,
sudarome suma s; = Ebij . Taciau visiems j a; —b;; dalijasii§ a; = bg, todél s —s; dalijasi i§
bo . Kadangi s > si, tai skaiciu s galima uzrasyti

3281+Tb022bij—|—7“b0,

kur r sveikasis neneigiamas skaicius. Aibéje {b;} yra ne daugiau kaip a; elementas, todél uzdavinio
teiginys irodytas.

2 buidas. Teigini irodysime indukcija pagal a;. Jeigu a; = 1, tai teiginys akivaizdus: i ieskoma
baigtine aibe pakanka paimti a;. Tarkime, kad teiginys teisingas visoms sekoms, kuriu pirmasis
narys yra mazesnis uz a; . Irodysime teigini sekai, kurios pirmasis narys lygus a; . Sakykime, kad

— 1,02 Qe
a1 =Py Py”---Pr

kur p; — pirminiai skaiciai, o «; — naturalieji skaic¢iai. Jeigu visi sekos a,, n = 1,2,3..., nariai
dalijasi i$ p; , tai galime pritaikyti indukcijos prielaida sekai a,/p1, n=1,2,3.... Jei ne, tai tegul

ay bus sekos a, elementas, nesidalijantis i p; . Analogiskai, tegul ab,a%,...,al. bus sekos a,

o r
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elementai, nesidalijantys atitinkamai i§ po, ps3,...,pr. Irodysime, kad kiekviena pakankamai dideli

natiiraluji skaic¢iu galima isreiksti elementu aq,a},ab,ah, ..., al suma. Pazymékime

b= a\paps...pr+ P1a5P3 ... Py + P1P2ASPL - Dr ..t
+ pip2 ... Pro1a;.

Kadangi nei vienas i skai¢iaus aq pirminiu dalikliu p1,ps,...,p, nedalija skaiciaus b, tai a; ir b
yra tarpusavyje pirminiai. Todél egzistuoja tokie sveikieji = ir y, kad

ax — by = 1.

Pazymékime N = (|z| + |y[)(a1 4+ b)? . Matome, kad N isreiskiamas elementu

ay,ay,...al. suma (kadangi b isreiskiamas a},al,...,a. suma). Irodysime, kad N +v, v >
+

)

1
w )

s Y

taip pat isreiskiamas Siu elementu suma. Dalijame v i§ a1 +b su liekana: v = u(a; + b)
0<w<a;+b. Turime

N +v = (|z| + |y|) (a1 + b)* +u(ar + b) + w(a1z — by) =

= al((|x| + |yl) (a1 + b) +u+w:c)+
—I—b((|a:| + [yl) (a1 + b) +u—wy).
Teiginys irodytas, kadangi
(|z] + yl) (a1 + b) + u+ wz > |z|(a1 +b) — w|z| >0
ir
(] + [yl) (a1 + b) +u — wy > |yl(ar + b) —wly| > 0.

Taigi i misu ieskomaja baigtine aibe pakanka paimti aq,ab,...,a. (ju sumomis isreiskiami visi

»
natiriniai skai¢iai ne mazesni uz N ) ir, pavyzdziui, sekos a, elementus, nevirijanc¢ius N (a, <
N), kuriy taip pat yra baigtinis skaic¢ius.

. Padaugine abi lygtis i§ 2 ir atéme pirmaja i§ antrosios, gausime

2a” + 2b% + 2¢* + 2d* + 2ab + 2ed — 2ad + 2bc =
=(a+b?*+(c+d)?*+(a—d)?+ (b+c)* =0.
Todél a+b =0, c+ d=0, a—d=0 ir b+ c = 0. Issprende Sia sistema, nesunkiai gauname
a=b=c=d=0. Sis sprendinys musu sistemos netenkina.
Atsakymas: ()

. Pazymékime z = tgz. Tada ctgx = 1/z. Jeigu z < 0, tai kairé lygties pusé neigiama, kadangi
24siny>2—1=1. Taigi 2 >0 ir

1
2:(2—|—siny)(z—|—1/z)>z+1/z>2\/z-;:2.

Lygybé bus tik tada, kai siny =—1 ir z=1.

Atsakymas: v =75 +7k, k€ Z,
y=—5+2mn, nez.
. Nattraluji skai¢iu n, 1 < n < 100, vieninteliu budu galima uzrasyti n = 2¥m , kur k ir m sveikieji
neneigiami skaiciai, m — nelyginis ir 1 < m < 99. Tokiu m yra 50, o paimtas 51 skaic¢ius. Taigi
atsiras du n su vienodu m: n; = 2¥m, ny = 2¥2m . Aigku, kad vienas i§ ju dalinsis i$ kito. Lygiai
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taip pat jrodomas bendresnis teiginys: kaip beimtume n+ 1 skaiciu i$ aibés {1,2,...,2n} , tarp ju
visada atsiras tokie du skaiciai, jog vienas i$ ju dalijasi i§ kito.

9. Tieséje AD pazymeékime taska M toki, kad M A = BC. Trikampis DBM
B C

statusis.Is panasiu trikampiu DBM ir DAB gauname

BD  AD
— = BD? = AD - MD.
MD  BD

Analogiskai BM? = MA-MD . Todél
BD _BD _ [AD _ [AD _ 4
AC  BM MA BC

10. Aisku, kad BD = AB — AD = 3. Pastebékime, kad

Atsakymas: il/i .

AC? — AD?=17T-1=16=5%>—-32 = BC? — BD>.

Taigi C'D yra trikampio ABC' aukstiné. Todél apskritimu, apibréztu apie trikam-

pius DBC ir ADC, centrai yra atkarpu BC' ir AC vidurio taskai. Atstumas
tarp ju lygus %AB =2.

Atsakymas: 2

11. Imkime misu lygybéje z = 0. Gausime
a+b? = cos(b?) — 1 + a <= cos(b?) = 1 + V°.

Kadangi cos(b?) < 1,0 1+b% > 1, tai vienintelis lygties cos(b?) = 1 + b? sprendinys yra b = 0.
Taigi, jeigu bent viena ieskomoji pora (a;b) egzistuoja, tai joje butinai b= 0. Turime lygybe

a cosx = cos(axr) — 1 + a.
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12.

13.

14.

Imkime joje z = 27 . Gausime cos(2ma) =1, t.y. a — sveikasis skai¢ius. Imdami z = 7, gausime

—a = cos(ma) — 1 + a,
cos(ma) = 1 — 2a,
t.y. —1 <1—2a < 1. Kadangi a — sveikasis skaicius, tai i§ Sios nelygybés seka, kad a = 0 arba

a = 1. Nesunku isitikinti, kad abi poros a =0, b=0 ir a =1, b =0 tenkina uzdavinio salyga,
t.y. lygybé teisinga visiems realiesiems z .

Atsakymas: (a;b) = (0;0) ir (1;0).

Pirmaja moneta pirmasis zaidéjas deda ant stalo centro, o véliau, kur bepadétu moneta antra-
sis, pirmasis zaidéjas deda moneta simetriskai stalo centro atzvilgiu. Taigi po kiekvieno pirmojo
zaidéjo éjimo ,laisvas plotas” ant stalo yra simetriskas stalo centro atzvilgiu, ir pirmasis visada gali
padéti moneta, jeigu tai gali padaryti antrasis. Aisku, kad §is sprendimas tinka bet kokiu matmenu
simetriskam stalui ir bet kokio dydzio monetai.

Visu pirma pastebékime, kad kei¢iant zenkla — i Zenkla -+, reiSkinio *1 %2 % ... % n lyginumas
nesikei¢ia. Todél skaic¢ius
1+243+...+n=n(n+1)/2

yra lyginis arba nelyginis vienu metu su skai¢iumi n+ 1. Jeigu n =4k (k€ N), tai n(n+1)/2 =
2k(4k + 1) — lyginis skaicius, o n+ 1 = 4k + 1 — nelyginis. Jeigu n =4k +1, tai n(n+1)/2 =
(4k + 1)(2k + 1) — nelyginis, o n+ 1 = 4k + 2 — lyginis. Tai reiskia, jog tais atvejais, kai n = 4k
arba n = 4k+1, keic¢iant zvaigzdutes + arba — zenklais, tikros lygybés gauti negalima. Irodysime,
kad abiem likusiais atvejais, t.y. n =4k +2 ir n = 4k + 3, lygybe gauti galima. Pirmuoju atveju
(n =4k + 2) zvaigzdutes kei¢iame taip:

Fh——t+——F+ .+ —++
Pirmasis ir paskutinis + duoda 1+4+4k+2=4k+3 =n+1. Kiti 4+ ir —, suskirstyti i ketvertus
+ — —+, duoda 0, kadangi v — (u+1) — (u+2) 4+ (u+3) = 0. Antruoju atveju (n =4k +3)
zvaigzdutes i + ir — galime pakeisti, pavyzdziui, taip:

—tt——tt—— At —++

Tada pirmieji du — + ir paskutinis + duoda —1+2+4k+3 =4k+4 =n+ 1, o kiti, suskirstyti
i ketvertus + — —+, duoda 0.

Atsakymas: n=4k+2, n=4k+ 3,
kur k — sveikasis neneigiamas skai¢ius.

Imdami =z + 1 vietoj x gauname
f@+2)+ f(@) = V2 fla+1) = V2 (V2 f(2) - fla— 1)) =
2 f(x) = V2 flz - 1),
flx+2) = fx) = V2 f(z ~1).

Dabar imkime x + 2 vieto] =

fle+4)=fle+2) V2 flz+1) = f@) = V2 fle —1) = V2 fz + 1) =

F@) = V2 (fla =1+ fe+1)) = fl@) - 2/ (@) = —f(2).
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15.

16.

17.

Taigi
fl@+8)=—f(z+4) = f(x),

t.y. 8 yra funkcijos f(x) periodas. Beje, funkcijos, tenkinancios duotaja lygybe, egzistuoja. Tokia
yra, pavyzdziui, funkcija f(x) = sin(ma/4) .

15 viso viesbutyje 6-56 sienu, lubu ir grindu. Per diena dazant 3 plokstumas is aibés {visossienos, visoslubos, visosgrine

prireiks ne maziau kaip % = 112 dienu. I kitos pusés tiek dienu pakanka. IS tikruju, tegul pirmaja
diena Albinas dirba pirmame, Bronius antrame, o Ceslovas tre¢iame kambaryje. Po to kiekviena
diena kiekvienas i$ ju i§ kambario, pazymeéto numeriu n, pereina i n+ 1 kambarj (laikome, kad uz
56 vél eina pirmasis kambarys). Per 112 dienu kiekvienas i$ ju kiekviename kambaryje pabuvos 2
kartus. Jeigu Albinas pirmas 56 dienas dazys grindis, o likusias 56 dienas lubas, viesbutis bus pilnai
nudazytas. Lygiai taip pat irodoma, jog n kambariy viesbuc¢iui nudazyti, kur n > 3, prireiks 2n
dienuy.

Atsakymas: 112.

Keista, tac¢iau nebuvo nei vieno pilno Sio ,,standartinio” uzdavinio sprendimo.
Pazymékime ¢ = |cosz|. Tada cos2z = 2cos?x — 1 = 2|cosx|? — 1 = 2t — 1 ir mums belieka rasti
maziausiaja reiskinio f(t) =t + |2t> — 1| reik§me intervale [0;1]. Turime

i) 224+t +1, kai 0<t<1/V2,

22+t —1, kai 1/vV2<t<l1.
Kadangi (—2t24+t+1)" = —4t+1, tai funkcija f(t) intervale [0;1/4] didéja, o intervale [1/4;1/v/2]
~ mazéja. Kita vertus, (22 +t¢ — 1)’ = 4t + 1, todél intervale [1/v/2;1] funkcija f(¢) didéja.

Taigi maziausioji f(t) reikdmé intervale [0;1] yra lygi f(0) arba f(1/v/2). Belieka paskaiciuoti:
f(0)=1, f(1/v2) =1/v/2. Taigi maziausia igyjama reiksmé lygi 1/v/2.

Atsakymas: 1/ V2.

a.) Irodysime, kad tokio trikampio plotas gali virsyti ne tik 3, bet ir bet koki teigiama skaic¢iu a.
Imkime ,suplota” lygiasoni trikampi ABC',

D

kurio aukstine BE = 1/2, o pagrindas AC = 4a. Tada jo plotas lygus %AC’ -BE = a. Tegul
CD — trikampio ABC aukstiné, nuleista is tasko C'. I$ panagiu trikampiu ACD ir ABE turime
lygybe
CD BE
AC ~ AB

AC - BE 2a 2a
= CD = = = <1
AB VAE? + BE?  \/4a? +1/4

Kitos dvi trikampio ABC' aukstinés (viena is kuriu lygi CD, o kita BE = 1/2) taip pat mazesnés
uz 1.

b.) Sakykime, kad a, b, ¢ — trikampio krastiniu ilgiai, hs, hy, h. — atitinkamu
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18.

19.

20.

aukstiniu ilgiai, 0 S < 1 trikampio plotas. Laikykime, kad h, > 2 ir hy, = BD > 2. Turime
2a < ah,=25<2=—a<1.

Taciau BD > 2, t.y. stataus trikampio BDC' aukstiné BD didesné uz izambine BC'. Priestara.
Veél gi irodéme bendresni teigini: toks trikampis, kurio viena aukstiné ilgesné uz 2, kita ilgesné uz 1,
o plotas mazesnis uz 1, neegzistuoja.

Atsakymas: a.) taip, b.) ne.

Jeigu n dalijasi i§ 3, tai staciakampi 1996 x n galima padalintii 1996 x 3 stac¢iakampius, o kiekviena
i$jui 1x3 staciakampius. Tarkime, kad n nesidalija i$ 3, o stac¢iakampi 1996 xn galima supjaustyti
i m 1x 3 staciakampiu. Skai¢iuodami didziojo sta¢iakampio plota dviem budais, gauname

1996 n = 3m.
Cia desiné pusé dalijasi i$ 3, o kairé ne. Priestara.
Atsakymas: n =3k, k€ N.

Nagrinésime tris atvejus: z <0, £ =0, = > 0. Pirmuoju atveju |z| = —z ir i§ pirmosios lygties
gauname
et zly—z| =22+ ly—z|) =0= |y — z| = -2.

Taigi siuo atveju sistema sprendiniu neturi. Antruoju atveju is antrosios lygties gauname
2yl +ly—1+y—1=0.

Kadangi |y| >0 ir |[y—1|4+(y—1) > 0, tai lygybé ¢ia galima tik tada, kai abi sios nelygybés tampa
lygybémis, t.y. y = 0. Sprendinys = =0, y = 0 tenkina misy sistema. Tre¢iuoju atveju |z| = x
ir i§ pirmosios lygties gauname z|y —x| =0, t.y. =y . Imdami antrojoje lygtyje y = z, gauname
||+ 2¢ —1|+z—-1=2z—-1|+22—-1=0,
ty. 20 —1<0, 2 <1/2.
Atsakymas: (z,y) = (¢,t), kur 0<¢<1/2.
Sakykime, kad xzj didziausias skaic¢ius i§ x1,2a,...,2, (jeigu yra keli didziausi, tai tegul z; — bet
kuris i$ ju). Tada
T1x2 + Tox3 4+ ...+ Tp—1Tk + TpTk41 + ..o F Tno1Tn <
< 21Tk + Toxk + ..+ T 1Tk + TpTh41 + TeTh2 + ...+ Ty, =
=xp(x1+224+.. . FTh1+ T+ ...+ xy) =
= 21,(1996 — ) = 9987 — (998 — 1)? < 998% = 996004.
Taigi, kokie bebiitu 1, zs, ...,z , sandaugu suma nevirdija 996004. Si reiksmeé pasickiama, kai pvz.,
Ty =22=998,0 z3=24=...=2,=0.

Atsakymas: 996004.
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,Baltijos kelio” olimpiada

1996 m. lapkricio ménesi XI Lietuvos komandinés matematikos olimpiados nugalétojai (trys is
Paneveézio J. Bal¢ikonio gimnazijos — V. Gasitinas, M. Juodis, T. Reingardas ir du i§ Kauno Tech-
nikos universiteto gimnazijos — V. Sileika, R. Zubrickas) atstovavo Lietuvos komandai ,Baltijos kelio”
olimpiadoje Suomijoje. Sios olimpiados rezultatu lentelé tokia:

1. Lenkija — 89 6. Suomija — 63
2. Latvija — 82 7. Vengrija — 61
3. Svedija - 81 8. Lietuva — 56
4. Danija — 70 9. Estija — 50

5. Sankt-Peterburgas — 66 10. Islandija — 43.

Pateiksime kai kuriu idomesniu uzdaviniu salygas ir sprendimus:

1. Per bet kurias dvi nelygiagrecias taisyklingo 1996-kampio istrizaines isveskime tieses. Tegu «a ir
yra §iu tiesiu sankirtos kampai. Irodykite, kad «/8 yra racionalusis skaicius.

2. Tegu a,b,c,d yra sveikieji teigiami skaic¢iai, ab = cd. Irodykite, kad skai¢ius a + b+ c+ d yra
sudétinis.
3. Sveikuju skaiciu seka ai,as,. .. sudaroma, pagal tokia taisykle:

ap =1,a2 =2, ojei n >3, tai

o — 54y _1 — 3Gn_2, Kkai a,_2a,_1 yra lyginis skaicius,
"7l @pe1 — Gn_a, kai a,,_2a,_1 yra nelyginis skaic¢ius.
Irodykite, kad a, # 0 visiems naturaliesiems n .
4. Skirtingu natuiraliojo skaic¢iaus n dalikliu skai¢iuy (iskaitant 1 ir n) zymékime d(n). Tegu a > 1

ir n > 0 yra tokie sveikieji skaiciai, kad a™ 4+ 1 yra pirminis. Irodykite, kad

d(a™ —1) = n.

5. Tegu x1,xs,...,%1906 yra tokie realieji skaiciai, kad su bet kokiu antrojo laipsnio polinomu W (z)
bent trys i$ skaiciu
W(l’l), W(CL’Q), ey W(l’lggg)

yra lygts. Irodykite, kad tada bent trys is skai¢iu x1,x2,..., %1996 irgi yra lygus.

6. Tegu S yra sveikuju skai¢iu aibé, 0 € S,1996 € S. Tarkime, bet kurio nenulinio daugianario su
koeficientais i§ S sveikoji Saknis (jei jis ja turi) irgi priklauso S. Irodykite, kad tada —2 € S.

7. Raskite visas lygines ir visas nelygines funkcijas, apibréztas sveikyju skai¢iu aibgje ir su bet kokiu
sveikuoju x tenkinancias salyga
f(@) = fa®+a+1).

8. Funkcijos
fx)=a"+ap 12" "+ a, 02" 2+ .. tarx+ag, n>1,

grafikas kerta tiese y = b taskuose Bj, Bs,..., By, otiese y=c (c#b ) taskuose C1,Cs,...,Cy,
(taskai numeruojami i3 kairés i desine). Tegu P yra desiniau tasko C,, esantis tiesés y = ¢ taskas.
Raskite suma

ctg(£LB1C1P) + ctg(LB2CoP) + ... + ctg(LB,C, P).

9. Su kokiomis realiosiomis teigiamomis a ir b reikSmémis nelygybé

b b b
T1T2 + ...+ Ty 1Ty + TpT1 = TTT9T + T5TITY + ..+ ThT TG
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10.

yra teisinga su visais sveikaisiais n > 2 ir su visais teigiamais realiaisiais skai¢iais z1,x2,...,2, 7

Du zaidéjai paeiliui zenklina begalinés Sachmatu lentos langelius. Vienas raso zenkla x , kitas —
o. Laimi tas zaidéjas, kuris savo zenklu sugeba pazyméti 2 x 2 dydzio kvadrata. Ar pradedantis
zaidéjas visada gali laiméti?

Sprendimai ir atsakymai:

. Irodysime teigini taisyklingam n-kampiui A;A4s...A4,, n > 3. Tegu O yra to taisyklingojo

n—kampio centras, t.y. ibrézto arba apibrézto apskritimo centras. Sujunkime taska O su taskais
Ay, As, ... A, ir su atkarpu Aj Ao, AsAs, ..., A, Ay vidurio taskais. Gautuju tiesiu aibe Zymékime
L . Nesunku pastebéti, kad kiekviena i3 tiesiu A;A; yra statmena kazkuriai tiesei i§ aibés L. Taigi
tiesiu A;A; ir A, A, sankirtos kampai yra lyglis tiesiu {; ir Iy (l1,l2 € £) sankirtos kampams.
Taciau tiesiu Iy ir Iy sankirtos kampai lygiis 7k/n (k € N,k <n/2) ir 7 —7k/n=7n(1—k/n).
Ju santykis

wk k

nt(l—k/n) n-—k

racionalus skaicius.

. Uzragykime a/c¢ = d/b = m/n, kur naturaliei m ir n - tarpusavyje pirminiai.

Taigi, egzistuoja naturalieji u ir v tokie, kad a =um, c=un, d=vm, b=ovn. Tada
a+b+c+d=um+ovn+un+om=(u+v)(m+n),

todeél skaicius a + b+ ¢+ d yra sudétinis.
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3. Pazymékime b, , 0 < b, < 3, skai¢iaus a, liekana dalijant ji i 4. Skaic¢ius b, yra lyginis tada ir
tik tada, kai skai¢ius a, yra lyginis. Taigi skai¢iai ap_oan—1 ir b,_2b,_1 yra vienodo lyginumo.
Kadangi 5a,—1 — 3a,—2 = 4(a”_1 - an_g) 4+ an_14+a,_2,tai by =1, bo =2, 0]jei n > 2, tai

b (bn—1 + bp—2)mod4, kai b,_ob,_1 — lyginis,
") (bp—1 — bp—o)mod4, kai b,_sb,_1 — nelyginis.

Taigi b3 =bs+b1 =3, by = (b3 + b2>m0d4 =1, b5 = (b4 - b3>m0d4 =2 ir t.t.

Gauname periodine seka 1,2,3,1,2,3,1,2,3,... . Vadinasi, b, # 0, todél a,, nesidalija is 4 ir a, #0.
4. Kadangi a™ + 1 — pirminis ir @ > 1, tai a — lyginis. Jeigu n turi bent viena nelygini dalikli m ,

m > 1, tai a® + 1 dalijasi i§ ™ + 1 ir skai¢ius @™ + 1 néra pirminis. Vadinasi, n = 2F, k> 0.

UzraSome tapatybe
k—1

a? —1= (a—1) H(a2j +1).
§j=0
Nesunku irodyti, kad skaic¢iai a®>" +1 ir a®’ + 1 yra tarpusavyje pirminiai. I$ tiesu, jei u > v ir d
dalija abu §iuos skai¢ius, tai pazyméje b = a? gauname, kad d dalija skai¢iu

1= — 1= — 1= 1 -2,
Vadinasi, d dalija 2 ir, kadangi d — nelyginis, d =1. Tegu p; — pirminis skai¢ius (p; > 2), kuris
dalija skaiciu a? +1. 13 irodyto teiginio iSplaukia, kad visi aibés {po,p1,...,pk—1} elementai yra
skirtingi. Sioje aibéje yra k elementu, todél ji turi 2% poaibiu. Kiekvienam poaibiui priklausanciu
elementy sandauga Zymékime s;, t = 1,2,...,2% . Visi skaiciai s;, t =1,2,...,2F, yra skirtingi ir
visi jie yra skai¢iaus a2 — 1 =a® — 1 dalikliai. Taigi

d(a™ —1) > 2% =n.

5. Sakykime, kad skaic¢ius a tenkina salyga

a>2 max |xj|.
11996

Nagrinékime polinoma W (z) = 2% — ax . Jeigu W (z;) = W(x;), tai
Wi(x;) —W(x;) = xf —ax; — x? +az; = (x; —xj)(x; + x5 —a) =0.

Kadangi z; +x; —a < 0, tai x; = x;. Taigi irodytas teiginys: jeigu xy...,x, yra tokie re-
alieji skaiciai, kad su bet kokiu antrojo laipsnio polinomu W(z) bent k& (2 < k < n) i§ skaiciy
W(z1),...W(x,) yralygts, tai bent k i$ skai¢iu zy,xo,...,z, irgi yra lygis.

6. Panasiai kaip ir 2—ojo Lietuvos olimpiados uzdavinio sprendime ¢ia pravers dvejetainé skai¢iaus 1996
israigka: 1996 = 210 +29 + 28 427 1 26 4+ 923 1 22 Imdami daugianari 1996z 4+ 1996 gauname, kad
—1 € S. Dabar imame daugianari —z'% —2° — 28 —27 —264+0-2° +0-2* — 2% —224+0- 24 1996 .
Jo sveikoji saknis 2 € S . Belicka paimti daugianari —2% — z + 2, kad isitikintume, jog —2 € S .

7. Sis uzdavinys, lyginant su 14-uoju Lietuvos olimpiados uzdaviniu, labai paprastas. Imdami —z — 1
vietoj x gauname

flez—1)=f((—z -1 —2-1+1) = f@*+ 22+ 1—2) = f(a® + 2+ 1) = f().
Taigi, jeigu funkcija f(x) — lyginé, tai f(z) = f(—z—1)= f(x +1) = f(zx) = f(z +k),k e N=
visiems sveikiesiems z turime f(z) = ¢, kur ¢ — konstanta. Jeigu f(x) — nelyginé, tai f(z) =

f(=z=1) = = f(z+1) = f(x) = f(z+2) = f(z) = f(x+2k),k € N. Imdami Sioje lygybéje z = —k,
gauname f(—k) = f(k). Kadangi f(z) — nelyginé, tai f(k) = f(—k)=—f(k) = f(k)=0.
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Atsakymas: lyginés funkcijos — f(z) = ¢, kur ¢
— konstanta, ir nuliné funkcija f(xz) =0,
kuri yra vienu metu ir lyginé ir nelyginé.

8. Laikykime, kad b < ¢ (jei b > ¢, tai sprendimas analogiskas). Tegu tasku Bi, Ba, ..., B, koordi-
nates atitinkamai yra (b1,b), (b2, b), ..., (by,b), o tasku
C1,Cq,...,C,  koordinatés atitinkamai yra (e1,c¢),(c2,¢),...,(cn,C). Pazymeékime
/B;C;P = ¢;. Tegu D,; — statmens, nuleisto i§ tasko C; i tiese y = b, susikirtimo taskas su
ta tiese. Aisku, kad b; # ¢; . Jei b; < ¢; , tai i$ stataus trikampio B;D;C; turime

i — bi
c—b=(c;—b;)ctg(w; —90°) = ctgyp; = i b
c—
Jei b; > ¢;, tai analogiskai gauname
i — b
bi — ¢; = (¢ — b)ctgy; = ctgp; = - =
c—

Taigi

Z;Ctg%: L}(;bi—zci)-
1= 1=

i=1

Taciau f(b;) = b, todéel b; (i = 1,2,...,n) yra n—tojo laipsnio polinomo f(z) —b nuliai. Ju
suma lygi —a,_1, todél >, b; = —an—1. Analogiskai, Y . ¢ = —a,—1. Vadinasi, ieskomoji
kotangentu suma lygi 0.

Atsakymas: 0.

9. Sio uzdavinio sprendimas yra analogiskas 11-ojo Lietuvos olimpiados uzdavinio sprendimui. Imkime
ri=x, i=12,...,n. Gausime nz? > na?*t? t.y. nelygybé 2272470 > 1 yra teisinga su visais
teigiamais realiaisiais x. Imdami = > 1 ir z < 1 gauname, kad 2 —-2a—-06>0 ir 2—2a —b <0,
t.y. b=2—2a. Tegu n =4. Imdami kiek norima maza x4 (x4 — 0) gausime nelygybe

T1T9 + ToTs = x‘f:cg_za:cg,

x%“fl > xizs /(1 + x3).

Jei a > 1/2, tai imdami zo — 0 ir ;1 = z3 = 1 gausime 0 > 1/2. Priestara. Jei a < 1/2,
tai analogiska priestara gausime imdami kiek norima didelj x5 (22 — 00) ir 3 = 3 = 1. Taigi
a=1/2, b=2—2a =1. Nesunku irodyti, kad gautoji pora tenkina uzdavinio salyga. Patikriname
remdamiesi nelygybe vab < 1a+b):

To/T123 + T3/ T4 + ...+ Tp/Tn_121 + T1/TpT2 <

1 1 1 1
< 5%2(1’1 +x3)+ img(xg +a4)+...+ ixn(acn,l + 1)+ ixl(acn +x9) =

1% + Toxz + ... +Tp_12y + Tpx1.
Atsakymas: a=1/2, b=1.
10. Suskirstykime begalinés lentos langelius i poras taip, kaip pavaizduota paveikslélyje:
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Laikome, kad du langeliai priklauso vienai porai, jeigu ju centrai sujungti atkarpa. Po kiekvieno
pirmojo zaidéjo éjimo antrasis visada gali pazyméti ta langeli, kuris yra poroje ka tik pazymétajam.
Tokiu budu pirmajam zaidéjui niekada nepavyks pazymeéti dvieju langeliu i$ vienos poros. Kadangi
kiekviename kvadrate 2 x 2 yra du langeliai i§ vienos poros (Zr. pav.), tai ir kvadrato pazymeéti savo
zenklais pirmasis zaidéjas negalés.

Atsakymas: ne
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