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PRATARME

1993 metu spalio ir lapkri¢io ménesiais ivyko dvi jaunuju matematiku
komandinés olimpiados — VIII Lietuvos komandiné matematiku olimpiada
Vilniaus universiteto Matematikos fakultete ir IV tarptautiné komandine
olimpiada ,,BALTIJOS KELIAS — 93“ Rygoje. Individualios jaunuju mate-
matiku olimpiados Lietuvoje turi gilias tradicijas — Siais mokslo metais vyks
jau 43-i0ji, o apie Siuos palyginti naujus moksleiviu matematinius konkursus
noretusi papasakoti placiau.

Komandiniu olimpiadu taisyklés labai paprastos — komanda (5 vyres-
niuju klasiu moksleiviai) 4 valandas bando kartu spresti 20 matematiniu
uzdaviniu. Galima kalbétis, diskutuoti, spresti uzdavinius lentoje... Vienas
Sios olimpiados motyvu yra tai, kad daznai matematines problemas spren-
dzia ne matematikai ,,individualistai®, bet mokslininku grupeés ar net kolek-
tyvai, ir, be giliu individualiu ziniu bei gebéjimu, labai svarbus yra teisin-
gas kolektyvinio darbo organizavimas, problemos sprendimo ,taktika“. O
ir rengiantis matematiniams konkursams mokyklos matematiniame bire-
lyje uzdaviniai dazniausiai nagrinéjami grupés moksleiviu, — taip lengviau
suprasti pagrindines uzdavinio idéjas, sprendimo metoda,.

Pirmoji komandiné moksleiviu matematikos olimpiada Lietuvoje ivyko
1986 metais Vilniaus universiteto Matematikos fakulteto déstytoju inicia-
tyva. Prof. J. Kubilius, 1951 metais organizaves pirmaja Lietuvos indivi-
dualiaja moksleiviu olimpiada, isteigé pereinamaji priza geriausiai jaunuju
matematiku komandai. Nuo to laiko kiekvienu metu rudeni i VU Matema-
tikos fakulteta renkasi miusu jaunuju matematiku komandos. 1989 metais
i olimpiada atvyke sveciai — Latvijos ir Estijos moksleiviai — nesunkiai
yuzsikrete“ kolektyvinio uzdaviniu sprendimo varzybu idéja. Visi gerai
prisimename ir tu metu rugpjucio ,,Baltijos kelia“ — tukstancius zmoniu,
susiémusiu rankomis kelyje Vilnius — Ryga — Talinas. Tad kito Baltijos
valstybes jungiancios olimpiados pavadinimo ir negaléjo biti. Sia idéja
paréme ir 1ésas pereinamajam prizui isteigti skyre Lietuvos Sajudis, Latvijos
ir Estijos Liaudies Frontai. Grazi gintariné tauré pirmuosius dvejus metus
,gyveno“ Latvijoje. 1992 metais, kai ,,Baltijos kelio“ olimpiada vyko Vil-
niuje, i ja pasikvietéme ne tik tradicinius kaimynus, bet ir Lenkijos, Danijos,
Islandijos, Svedijos, Sankt Peterburgo moksleivius. Tiesa, Islandija néra la-
bai arti Baltijos, bet jos pakvietimas isreiSké misu ypatingas simpatijas
Saliai, pirmajai oficialiai pripazinusiai triju Baltijos valstybiu nepriklauso-
mybe. Olimpiadoje stipriausi buvo Danijos jaunieji matematikai, misu, ko-
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manda liko penkta. Tokia Siu dvieju olimpiadu istorija.

O Siu metu rudeni astunta karta vykusioje Lietuvos komandinéje mate-
matiku olimpiadoje geriausi vél (jau ketvirta karta!) buvo Kauno ,,Saulés*
gimnazijos matematikos mokytojos Birutées Vosylienés auklétiniai. Be prof.
J. Kubiliaus pereinamosios taurés ir VU MaF dekano R. Kudzmos ,,valgo-
mojo“ prizo (didelés saldainiu dezés), nugalétoju lauké malonus siurprizas —
olimpiada igijo solidu réme¢ja — firma INFO-TEC. MaF absolventas, dabar
INFO-TEC firmos direktorius, Kestutis Naujokaitis visiems olimpiados nu-
galétojams — kaunieciams, antraisiais buvusiems SiaulieCiams bei treciajai
komandai i§ Vilniaus Gamtos, tiksliuju ir technikos mokslu licéjaus — iteike
puikius prizus. Pagal olimpiados rezultatus buvo sudaryta Lietuvos ko-
manda dalyvauti IV tarptautinéje matematiku olimpiadoje ,,BALTIJOS
KELIAS — 93“ Raminta Stuikyté, Andrius Bernotas, Paulius Cerka i§
Kauno ,Saulés® gimnazijos bei du viceGempionai i§ Siauliu komandos —
Evaldas Cepulis ir Darius Magalas, lydimi kaunie¢io matematikos moky-
tojo Zenono Repcio, iSvyko i Latvija.

I Ryga atvyko komandos i§ 8 Saliu. Be pastoviu Siu olimpiadu dalyviu
— Estijos, Latvijos ir Lietuvos komandu, vél pamatéme Islandijos, Svedijos,
Danijos, Lenkijos moksleivius bei debiutantus — Suomijos komanda. Olim-
piados ziuri Siais metais buvo labai sunku — visos komandos labai gerai pa-
sirenge konkursui. Lietuvos moksleivius nuo pereinamaja taure iSkovojusios
Lenkijos komandos skyré tik 9 taskai, bet ji — tik penkta. Antri, nuo nu-
galétoju atsilike tik dviem taskais, buvo latviai, toliau rikiavosi Estijos,
Svedijos komandos. Po misu liko suomiai, islandai ir praeitosios olimpia-
dos nugalétoja — Danijos komanda. Tiesa, danai deél to nelabai liudéjo —
tai buvo visai nauja ir labai jauna komanda, kurios nariai dar tik kaupia
tarptautiniu matematiniu konkursu patirti. Patirtis, igyta Latvijoje, bus
labai naudinga ir musu komandos moksleiviams. Ju dabar laukia indi-
viduali matematiku olimpiada, po kurios geriausieji igis teise kita vasara
vykti i 35-aja tarptautine matematiku olimpiada Hong Konge. Tikékimes,
kad Lietuvos jaunieji matematikai sekmingai dalyvaus ir Sioje tarptautineje
matematiku olimpiadoje.

Autoriai
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VIII LIETUVOS KOMANDINE MATEMATIKOS OLIMPIADA

Olimpiados remeéjas

(direktorius Kestutis Naujokaitis)

Organizacinis komitetas
A. Zabulionis (pirmininkas), V. Mackevicius.

Vertinimo komisija

V. Mackevicius (pirmininkas), V. Bagdonavicius, G. Bakstys, M. Bloz-
nelis, V. Cekanavicius, Z. Gimbutas, K. Liubinskas, R. Kasuba, J. Magcys,
E. Marksaitis, A. Plikusas, G. Murauskas, K. Karciauskas, R. Krasauskas,
S. Norvidas.

REZULTATAI
Pirmoji vieta ir prof. Jono Kubiliaus pereinamasis prizas — Kauno miesto
pirmoji komanda — Kauno ,,Saulés‘ gimnazijos komanda:

e Indré Asauskaité (11 kl.),
e Andrius Bernotas (12 kl.),
e Paulius Cerka (12 kL),
e Raminta Stuikyteé (12 kL),
e Giedrius Trumpickas (12 kl.).

Komanda rengé Kauno ,,Saulés® gimnazijos mokytoja Biruté Vosyliené.

Antroji vieta — Siauliu miesto pirmoji komanda:

e Evaldas Cepulis (9-0ji vid. m-kla),
e Paulius Damskis (5-0ji vid. m-kla),
e Marius Dunda (3-0ji vid. m-kla),
e Dalius Masalas (9-0ji vid. m-kla),
e Darius Zuokas (9-0ji vid. m-kla).

Komanda olimpiadai rengé mokytoja Petré Grebenicenkaité.

Trecioji vieta — Vilniaus realiné gimnazija (Gamtos, tiksliuju ir technikos
mokslu licéjus):
Rimantas Lazauskas ( )
Ignas Krasuckis (11 kL),
(11 kL)
(11 kL)

Nerijus Kukuraitis
Vytautas Paskiinas
Vytenis Pazemys (11 kl.).

Komanda olimpiadai rengé mokytojai Pranas Gudynas ir Antanas Skiipas.
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Rezultaty suvestiné

Komanda |12 (|3(4|5|6|7|8(9(10{11{12]|13|14|15{16|17|18|19|20| X |Vieta
Kaunas I 107 -(-5]0]3]|-|5]1|5[1|3|2|7|5|-]5]3(52] 1
VU FuX** |0 -|0|-({0|5|1]|4|5|5|-|5|-|-|2|-|5|3|5]|3]|43| -
Siauliai I 0/6[0|-]10]|5|1[4|5[4(0(0|0]|1|-]-]4]0|5|6|41] 2
Vilnius 1 O[-|-|-|-15]0[5[5]|0(-|5|8]|-12]|-|5]-]1[3|39] 3
Vilnius II |0 6|0 |-|-|5|-{4]|-|14]0|5]|0(0|2|-|5]|0(4]|2|37 4
Panevézys [0(0[0|0|-]12{0(2|5|5|-|0|-]8[|2]|-]5]0[5|1|35] 5
Jonava I O(-(-10]|-15(2]1|5|1|-|5|0]|0|0]|-]5]|1|5|3|33] 6
MaF FuX* |- |6 |-|-|-|-|-[1|5|1|1|3|1|-]|2|-|5|2|-]|5]|32] -
Klaipeda O[-|7|-1-15]-10]-10(-|3]|-|-1]-1]-1]-|-|-|5]20] 7
Kaunas I |- |- |[-(O0|-|-|-|-|1|5]|-|4]|-|-|2|-]|-]1|5]|-|18] 8
Jonava II -1 =100 -|D|-|-|-|-1-10]-|-1-|-1-/-14/-19| 9
Siauliai II |- |-|0|-|-|-]0|1|O|-|-]|O0|-]|O]|O|-|O|1|-|-]2] 10

* VU Matematikos fakulteto pirmakursiai (be konkurencijos).

** VU kitu fakultetu pirmakursiai (be konkurencijos).
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IV TARPTAUTINE KOMANDINE MATEMATIKOS OLIMPIADA
,BALTIJOS KELIAS — 93«

Ryga, 1993 11 11-15

Lietuvos komanda IV tarptautinéje komandinéje matematikos olimpiadoje
,Baltijos kelias — 93

e Andrius Bernotas, Kauno ,,Saulés“ gimnazija
e Evaldas Cepulis, Siauliu 9-ji vid. mokykla

e Paulius Cerka, Kauno ,,Saulés“ gimnazija
e Darius Masalas, Siauliu 9-0ji vid. mokykla
e Raminta Stuikyteé, Kauno ,Saulés“ gimnazija

Komandos vadovas
e Kauno ,,Saulés® gimnazijos mokytojas Zenonas Repcys.

Olimpiados ziuri narys
e Vilniaus universiteto docentas Algirdas Zabulionis.

Rezultaty suvestiné

Komanda| 1 |2|3|4|5|6|7|8|9(10|11|12{13]14|15(16(17|18]|19|20| X | Vieta
Lenkija [5|5|5|5|5|5(3]|0|5[4(2{0|0|0|5|1|{0|5]|0|5|60] 1
Latvija 410(5|13|5|5|4|0({5|5(5(0|0]|0|5[4|5]0|3|0|58] 2
Estija 5(0|15|5(|5]0({5]0(5|0|5|5|0(1[{4]3[5(0|2]|1]|56] 3
Svedija 415(5|5|5(213[2|12(0(4]4]0[2(5(4]0]0]|1]|1|54| 4
Lietuva (5|5|5|5(3|2(3|3|5]0(1{0|0|1|5|0|0|5]|2|1|51] 5
Suomija |30 |5({4(5|1[5|0[5(0]|4]|0|0|1(5]|4[4|0[2|0]48| 6
Islandija [5|5(5|4]|5/0({3|0|5]|0(2|0|0|1[5(0|2|0|0|0|42] 7
Danija 410(515|5|0{0(3|5|1(5(0|0]|1|5{0]0]0|2|0 (41| 8
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VIII LIETUVOS KOMANDINE MATEMATIKOS OLIMPIADA

Uzdaviniai

. Raskite skaiciaus 9999!! =1-3-5-...-9999 tris paskutiniuosius skait-

menis.

Irodykite, kad tarp skaic¢iu 2™ + 2%, 3™ + 3% yra be galo daug sveikuju
skai¢iu kvadratu (m, k € IN, m # k).

I trikampi AABC' ibréztas apskritimas, lieciantis krastines AB, BC,
C'A atitinkamai taskuose Cy, Ay, B;i. Zinoma, kad |AA,| = |BB;| =
|C'C1|. Trodykite, kad trikampis yra lygiakrastis.

Ar gali naturaliojo skaiciaus kvadrato skaitmenu suma biti lygi 19937

. Irodykite, kad su visais a >0, b > 0

b

e

. Irodykite, kad su visais natiiraliaisiais n skai¢ius 4n> 4 6n? +4n+1 yra

sudétinis.

Irodykite, kad jei du apskritimai turi du bendrus taskus, tai jie yra
vienoje sferoje arba plokstumoje.

Kertant kuna ivairiomis plokStumomis, pjuvyje visada gaunamas skri-
tulys arba taskas. Irodykite, kad tas kuinas yra rutulys.

. Isskaidykite tiesiniais ir antrojo laipsnio dauginamaisiais reiskini

I+z+2)1+z+2°+--+20) - (Q1+z+2°+--- +2°°
ISspreskite lygti
32[z])? + 162° — 32z[z] — 242 = 11.

~

Cia [x] — sveikoji skai¢iaus = dalis.
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14.

15.
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Irodykite, kad jeigu

1 1 1
1+§+§+--~+E>m (n,me]N),

tal

1—|—1—|—1+ —|—1> +1
J— J— o o e —_— m .
2 3 3n

Ar egzistuoja tokie du iskilieji keturkampiai, kad vienas ju yra kito
viduje ir vidinio keturkampio istrizainiu suma yra didesné uz iSorinio
keturkampio istrizainiu suma?

Irodykite, kad iS bet kokiu skirtingu septyniu tasku, priklausanciu in-
tervalui (—1;1), galima i8rinkti tokius du taskus, sakykime, z ir y, kad

Irodykite, kad su visais naturaliaisiais skaiciais n > 1 suma

1+ # + 3% + % néra sveikasis skaicius.
n

a) Nurodykite tokia funkcija f (nelygia tapatingai nuliui), kad
f(x+1)=2f(x) su visais & € (—o0, +00);
b) raskite visas tokias funkcijas.

Irodykite, kad skaicius

3 1

199241993

yra kvadratinés lygties az? + bx + ¢ = 0 su sveikaisiais koeficientais
saknis.
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17.

18.

19.
20.

Komandinés matematikos olimpiados — 93
Su kuriomis naturaliuju parametru m ir n reikSmémis lygciu
> —mr+n+1=0 ir 2> —(n+ 1Dz +m=0
saknys yra naturalieji skaiciai, kartu su m ir n sudarantys aritmetine

progresija su suma 217

Ar gali

a) plokstumoje;

b) erdvéje

taisyklingojo Sesiakampio visu virsuniu koordinatés buti sveikieji skai-
¢iai?

Irodykite, kad jeigu 2° — 2% + 2 =p > 0, tai 25 > 2p — 1.

Isspreskite sveikaisiais skaiciais lygti

k3 + 1000k*n — 2kn? — 1993 = 0.
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Nurodymai, sprendimai, atsakymai

1. Pazymékime a = 9999!! ir b — skai¢iu, sudaryta i$ triju paskutiniuju
skaic¢iaus a skaitmenu. Aisku, kad a = 1000 - k + b (k € IN). Kadangi
1000 = 8 - 125, tai skaiciu a ir b liekanos, dalijant i§ 8 ir iS 9, su-
tampa. Kadangi a dalijasi i§ 125 = 53 ir b — nelyginis skai¢ius, tai
b gali buti tik 125, 375, 625 arba 875. Kuris iS ju yra ieskomasis,
suzinosime, rade skaic¢iaus a liekana dalijant i§ 8. Visus sandaugoje
9999!! esancius dauginamuosius galima sugrupuoti i 1250 sandaugu
(8n+1)(8n+3)(8n+5)(8n+7) =8m+1-3-5-7=8(m+13)+1. Kaip
matome, kiekvienos tokios grupés (taigi ir visos sandaugos) liekana da-
lijant is 8 yra lygi 1. Tokia liekana i§ nurodytu keturiu skaic¢iu — galimu
b reik§miu — turi tik 625. Ats.: 6, 2, 5.

2. Jei tarp pavidalo a™ + a® (m,k € IN U {0}) skai¢iu yra bent vienas
sveikojo skai¢iaus kvadratas, tai ju yra be galo daug, nes a™t?" +
a2 = (a™+a") (a”)z. Atvejais a = 2; 3 turime, pavyzdziui, 23+2° =
32, 31 + 3% =22,

3. Irodysime, kad, pavyzdziui, AC' = BC'. Trikam- C
piuose ANAA1B; ir ABB1A; bendra krastiné
AlBl, ‘AAl‘ = |BBl| ir ZABlAl = ZBA:[B By Aq
(nes /CB1A; = /C Ay By kaip kampai tarp lies-
tiniu ir stygos, jungiancios ju ir apskritimo lie- A B
timosi taskus). Taigi ANAA1 By = ABB1A; =
AB; = BA, = AC = AB, + B1C = BA, + A;C = BC.

4. Tirkime bendresni uzdavini: kokie natturalieji skaiciai gali buti lygus
naturaliojo skaiCiaus kvadrato skaitmenu sumai. Pazymékime S(n)
naturaliojo skaic¢iaus n skaitmenu suma. Skaic¢iu n ir S(n) liekanos
dalijant i§ 9 sutampa. Kadangi (9% + 1)2 = 9(9k? + 2kl) + 1> =
9m 4+ 12, tai, norint rasti galimas lickanas, pakanka perzitiréti skai¢ius
12,1 =1,2,...,9. Tai 0, 1, 4, 7. Taigi natiiraliojo skai¢iaus kvadrato
skaitmenu sumos liekanos dalijant i§ 9 gali buti tik 0,1,4,7 (arba dali-
jant i§ 3 — 0 arba 1). Beje, 1993 = 9 - 221 + 4. Pasirodo, teisingas ir
atvirkscias teiginys: bet kuris naturalusis skaicius, kurio liekana dali-
jant i§ 9 lygi 0,1,4 arba 7, yra naturaliojo skaiciaus kvadrato skaitmenu
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suma. IS tikruju

S((10™ —1)%) = S(10°™ —2-10™ + 1)

S(9...980...01) = 9n;
—— =~
n—1 n—1
S(4-10%" —4-10™ + 1)
= S(39...960...01) = 9n + 1;
S—— >~
n—1 n—1
S(9-10°" —6-10" + 1)
= S(89...940...01) = 9n + 4;
S~ Y~

n—1 n—1

S((2-10™ —1)?)

S((3-10" = 1)?)

S((5-10" —1)%) = §(25 - 10*"+2 — 1012 + 1)

= 5(249...90...01) =9n + 7.
— 7 ——
n n+1

Atskiru atveju 1993 = S(89...940...01) = S((3-10%2* —1)?).
N—— N~
220 220

5. Naudosimeés elementariomis nelygybémis 0 <1 —e™* <z, ¥ > x, kai
x > 0 (funkcijos f(z) =x+ e * — 11ir g(x) = e* — z yra didéjancios
intervale [0, c0); be to, f(0) =0, g(0) = 1). Isskirsime 3 atvejus.

—b _ 2la—1b)

< ;
b — b

b— 2la — b
b) O<a§b§2a:>\e_a—e_b\§ a§ ]ab ’;
a
c) 0<2a<b=le®—e’l=e"(1- e_(b_a)) <1-e -9 <1
2(b—a) 2|a—1
< = .
- b b

a) 0<b<a=le—e? = e_b}e_(b_“) -1 < ¢

6. 4n® +6n’ +4n+ 1= (n+1)* —n* = ((n+ 1) + n?) ((n + 1)? — n?)
=2n?2+2n+1)(2n+1).

7. Per apskritimu bendrosios stygos AB vidurio taska F iSveskime ploks-
tuma, statmena stygai AB. Si plokStuma eina per apskritimu centrus
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O ir O ir yra statmena abieju apskritimu plokStumoms. Todél stat-
menys, iskelti iS centru O; ir Os i atitinkamu apskritimu plokStumas,
yra iSvestoje plokstumoje. Jei jie nesikerta, tai apskritimai yra vienoje
plokstumoje. Jei Sie stamenys kertasi, tai nesunku suvokti, kad ju
susikirtimo taskas C' yra sferos, kuriai priklauso abu apskritimai, cen-
tras (sferos spindulys lygus |CA| = |CB|).

[sveskime visas galimas plokstumas per du tolimiausius kiino taskus.
Visuose pjuviuose gausime vienodo (didziausio) skersmens skritulius.

Pateiktas reiskinys lygus

-1 2 -1 (2"-1)? 2" —2d+2" -2t 3t -1)?

t—1 z-1 (z—-12 (z —1)2 T (z—1)?
= —2*(z +1)*(2* + 1)%

Pazyméje [z] =y € Z, z = x —y € [0,1) ir iraSe i lygti, paprastais
pertvarkiais gauname

(4y — 3)% + (42 — 3)* = 29.

Kadangi (4y — 3)? < 29, tai sveikasis skaic¢ius y gali biiti lygus tik

0, 1 arba 2. Pirmosios dvi reikSmés netinka, nes tada atitinkamos z

reik§meés yra uz intervalo [0,1) ribu. Atveju y = 2 gauname z = 211 ir

2 = 9 (antroji reiksmé netinka). Taigi « =y + 2 = 2, 25.

Pazymékime a,, = n—ll—l + n—1|—2 + -+ ?%n’ n € IN. Seka {a,} yra
didéjanti, nes

1 N 1 n 1 1
a/n _an: -
+l 3n+1 3n+2 3n+3 n+1
3 1

> — =0, € IN.
In+3 n+1 "

Kadangi as = %—i—%—k- : -—|—1—15 > 1 (patikriname tiesiogiai arba kalkulia-

toriumi — jais naudotis komandinése olimpiadose leidziama), tai a, > 1
su visais n > 5. Tai irodo teigini su visais naturaliaisiais n > 5. Deja,
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ay = % + % +-ee+ %2 < 1, ir todél likusiais atvejais (kai n < 4) teigini
reikia patikrinti atskirai. Kadangi m > 1, tai n > 2. Jei n = 2 arba
n = 3, tai m = 1, ir reikia patikrinti, kad 1+ % + % + le + % —|—% > 2. Si
nelygybeé teisinga (nelygybeé 1+ % + % +- -+% > 2 juo labiau teisinga).

Jei n =4, tai m < 2, ir reikia patikrinti, kad 1 + % % 4+ 4 1—12 > 3.

Si nelygybé taip pat teisinga.

Gali. Pavyzdziai lengvai matomi iS pateikiamu bréziniu eskizu.

—— =
<< =
\/

Tarkime, kad z;, i = 1,2,...,7, yra skirtingi intervalo (—1;1) taskai.

)

Tada z; = arcsinx;, ¢ = 1,2,...,7, yra skirtingi intervalo (
taskai. Tarp ju atsiras du tokie tagkai 2’ ir 2", kad 0 < 2z’ — 2" %
(Dirichlé principas!). Pazymékime z = sin 2/, y = sin z”/. Tada

) ) LT 1
0=sin0 < sin(z’ — 2") <sin - = =
6 2

. / /! . 1) / 1

= (0 <sinz cosz —sinz' cosz < 5

1
=>0<zyv1—y?—y 1—m2<§.

Su visais n € IN

1<1+1+1+ +1<1+1+1+ + :
22 32 n? 1-2 2. (n—1)n

1 1 1 1 1 1

+(1-D+G-3)+ =7 -

Dauguma komandu pateiké kaip pavyzdi funkcija f(z) = 2%, taciau né
vienai nepavyko rasti bendro tokiu funkciju pavidalo. Jei f(x + 1) =
2f(x), tai funkcija g(z) = 27% f(z) yra periodiné su periodu 1:

gz +1) =27t sz +1) =272 f(2) = g(z), zeIR.
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Todél kiekviena funkcija f, tenkinanti uzdavinio salyga, turi pavidala
f(x) = 2%¢g(x); ¢ia g — periodiné funkcija su periodu 1. Lengva patik-
rinti, kad visos tokio pavidalo funkcijos tenkina salyga f(x+1) = 2f(x).

Padaugine paskutinés (,,zemiausios®) trupmenos skaitikli ir vardikli i$
1992 + 1993, ,zemiausioje® eilutéje gauname skaiciu ri; + r2v/1993;
¢ia 1 = 1991 + 1992/(1992% — 1993), ro = —1/(1992% — 1993), nors
mums svarbu tik tai, kad r; ir ro yra racionalieji skaiciai. Veél
dauginame paskutine tapusios trupmenos skaitikli ir vardikli i§ r; —
rov/ 1993 ir t.t. Kiekviename zingsnyje trupmenu briuksniu skaic¢ius
sumazéja vienetu, ir galiausiai (po 1992 zingsniu) gausime x = ¢q1 +

q2v/1993 = + nkv 1993; ¢ia q1,q2 € Q, m,n, k € ZZ. Sis skai¢ius yra
kvadratinés lygties k222 + 2mkx + (m? — 1993n?) = 0 Saknis.

Pirmosios lygties Saknis pazymeékime x; ir x5, antrosios — xg ir z4. IS
salygos turime, kad x1+xzo+x3+2x4+m+n = 21. Kadangi pagal Vietos
teorema x, + ro = m, x3 + x4 = n + 1, tai gauname, kad m + n = 10.
Nesunku patikrinti visas galimas (m,n) poras (1,9),(2,8),...,(9,1),
ypac jei atsizvelgsime i lygybes x1x2 = n + 1, x3z4 = m. Tinka tik
m=06,n=4suprogresijaxy =1, 3 =2, x4 =3, n=4,x0 =5, m =
6. Atsakymas: (m,n) = (6,4).

a) Negali. Imkime taisyklingaji trikampi, kurio virsunés sutampa su
trimis SeSiakampio ,,sveikaskaitémis“ virsuinémis. Jo plotas lygus S =
a®v/3/4; ¢ia a — trikampio krastiné. Remiantis Pitagoro teorema, a? —
sveikasis skaicius. Todeél S — iracionalusis skai¢ius. Kita vertus, S lygus
pusei ploto maziausio trikampi dengiancio staciakampio su krastinémis,
lygiagre¢iomis koordinaciu asims. Todél S yra lygus sveikojo skaiciaus
pusei. Gautoji priestara rodo, kad plokStumoje néra trikampio (taigi
ir Sesiakampio) su sveikaskaitémis virsuniu koordinatémis.

b) Gali. Toki Sesiakampi galima gauti, pavyzdziui, kertant kuba, ku-
rio prieSingos virsunés yra taskuose (0,0,0) ir (2,2,2), plokStuma,
einanc¢ia per SeSiu jo briaunu vidurio taskus. Tie vidurio taskai ir
yra Sesiakampio virsunés (1,0,0), (2,1,0), (1,2,0), (0,2,1), (0,1,2)
ir (0,0,1).
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Visu pirma pastebékime, kad jei x(z* — 22 +1) = p > 0, tai z > 0 (nes
x* — 22 +1 > 0 su visais € IR). Turime

29— (2p—1)=2°—-22° +22° — 22+ 1
=% —at e at —? —22° 223 — 220+ 1
=22’ -2 4 x) - 2@° -2 +a)+ 2t — 2?1

:xp—2p+§:§(x—l)220.

Kadangi k(k? + 1000kn — 2n?) = 1993 — pirminis skaicius, tai galimos
k reiksmes yra k1o = £1; k3 4 = £1993. Nesunku istirti atitinkamas
kvadratines lygtis 2n? — 1000k;n + (1993/k; — k?) = 0. Tik atveju
k = ki1 = 1 gauname sveikuosius sprendinius n = 2;498. Atsakymas:
(k,n) = (1,2); (1,498).
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Priedas — Appendix

PROBLEMS
of VIII Lithuanian Mathematical Team Contest
Vilnius, October 30, 1993

. Find the last three digits of the number 9999!! =1-3-5-...-9999.

Prove that there are infinitely many squares of integer numbers both
among the numbers 2™ + 2% and among the numbers 3™ + 3% (m, k €

IN, m # k).

A circle is inscribed into a triangle ABC' with the tangency points C; €
AB, A; € BC, B; € CA. It is known that |AA,| = |BB;| = |CC4].
Prove that the triangle is equilateral.

Can be the sum of the digits of a positive integer be equal to 19937

5. Prove that, for all a > 0, b > 0,

10.

Prove that the number 4n3 + 6n? + 4n + 1 is composite for all positive
integers n.

Prove that if two circles have two common points, then they are either
in one sphere or in one plane.

All sections of a solid are either disks or single points. Prove that this
solid is a ball.

Decompose the expression
I+z+2®)1+z+2”+ - +2'%) - Q+z+2°+ - +2°)7°

into a product of the first and second order polynomials.

Solve the equation
32[z]? + 162? — 32z[z] — 242 = 11,

where [z] denotes the integer part of a number z.
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Prove that if

11 1
lf5+g++->m (n,meN)

then

1+1—|—1+ —|—1> +1
J— J— o o e —_— m .
2 3 3n

Do there exist two convex quadrangles such that one of them is inside
of another one, and the sum of the diagonals of the internal quadrangle
is greater than the sum of the diagonals of the external one?

Given seven different points in the interval (—1;1), prove that one can
choose two points, say x and y, such that

1
O<zv1—92—yv1l—a2<—.

2

Prove that the sum 1 + 2% -+ 3—12 + -+ % is not an integer for any
n

n > 1.

a) Give an example of a non-trivial function f such that
f(x+1)=2f(x) for all z € (—o0,+00);
b) find all such functions.

Prove that the number

1

* 199241993

is a solution of a quadratic equation az? + bx + ¢ = 0 with integer
coefficients.
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Positive integers m, n, and four positive integer roots of the equations
> —mr+n+1=0 and 2> —(n+ 1Dz +m=0

form an arithmetical progression with the sum 21. Find m and n.

The coordinates of the vertices of a regular sexagon are integers. Is
this possible in

a) the plane;

b) the (three-dimensional) space?

Show that if 2° — 23 +x =p > 0, then 2° > 2p — 1.

Solve in integers the equation

k3 + 1000k%*n — 2kn? — 1993 = 0.



