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I SKYRIUS

Pagrindinés savokos

1.1. APIBREZIMAI IR ZYMENYS

Sioje knygoje vartosime tokius Zymenis:
R™ — n-maté euklidiné erdve, n > 2; R'=R- realiyju skaiCiy aibé.
R = R U {00, —00} —igpléstiné realiyju skai¢iy aibe.

x = (x1,...,2,) — taSkas erdvéje R". Kartais ji apibréSime kaip vektoriy stulpelj.
Siuo atveju raysime x = colon(zy, ..., z,). Abiem atvejais

1/2
2\ Y/
x; .
1

2l = (

n
1=

R} = {z € R" : z, > 0} — puserdve erdvéeje R".

Q — sritis erdvéje R”, t.y. atvira jungioji aibé; S = 9 — srities {2 krastiniy tasky
aibé; Q = Q U 09 — uzdaroji sritis, t.y. srities  uzdarinys; 2/ — grieztai vidiné
sritis, t.y. © yra kompaktas ir ' C Q; || — srities § tiiris. Visoje knygoje,
jeigu nenurodyta prieSingai, {) yra aprézta sritis.

n = (nq,...,n,)—iSorinis srities € atZvilgiu vienetinis pavir$iaus .S normalés vekto-
rius. Norédami pazZyméti, kad normalés vektorius yra skai¢iuojamas taske x € S,
raSysime n,.

Sp(z) = {y € R" : |z —y| = r} C R" - sfera, kurios centras yra taske x ir
spindulys 7; sferos S, plotas |S,.| = r"~!|S;|; vienetinés sferos plotas |S;| =
27"/2 /T (n/2), T — gama funkcija.

B.(z) = {y € R" : |x —y| < r} C R" - rutulys, kurio centras yra taske x
ir spindulys r; rutulio B, tdris |B,| = |S1|r"™/n; jeigu taskas = sutampa su
koordinaciy pradzia, t.y. x = 0, sfera S, (x) ir rutulj B, (x) Zymésime trumpiau:
S, ir B,..

n
a = (ai,...,a,)—multiindeksas, |a| = > a;, a; — sveikieji neneigiami skaiciai.
i=1

Dy = 9l®lu/9xsr ... §x2n — funkcijos u daliné |a-osios eilés iSvesting'; pirmo-
sios eilés daling i$vesting Ju/dx; Zymésime u,, ; antrosios eilés daling i§vesting

1Jeigu funkcija u = u(x, y), tai norédami pabrézti, kad daliné ivesting D v skai¢iuojama kintamuojo
x atzvilgiu, raSysime D u.
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0%u/0x;0x; Zymésime Uy, ;5 Uy = (Ugy, - - . , Uy, ) — funkcijos u gradientas;
n 5 \1/2 n ) 1/2
= (302) 7 el = (3 w2,)
i=1 ij=1

L, (£2) — maciujuy srityje €2 funkcijy, turin¢iy baigting norma
1/p
Jull o / () do) "

Banacho erdve; kai p = 1, Banacho erdve L (2) Zymeésime L(€). Jeigu u €
L(£2), tai sakysime, kad u yra sumuojama srityje €2 funkcija; kai p = 2, erdve
Ly () yra Hilberto erdveé. Skaliaring sandauga joje galima apibréZti taip:

(U, )1,0) = /u(w)@dm, Vu,v € La(£2).
Q

Jeigu Ly (2) yra realiyju funkcijy erdve, tai bruk$nys neraSomas. Kartais skalia-
ring sandauga (-, )1, (o) ir ja atitinkan¢ia norma || - |1, () Zymésime atitinkamai

Coir |-

Lp10c(£2) — maciyjuy ir lokaliai integruojamy laipsniu p srityje Q funkcijy tiesiné
erdve. Erdve Ly 1o0(€2) Zymésime Lo (€2).

Lo (92) — i8 esmés aprézty maciyjy srityje 2 funkciju, turindiy baigting norma
l[ullLo, () =vraisup [u(z)],
zeQ

Banacho erdvé.

Ck(Q) — tolygiai tolydziy uzdaroje srityje Q (sritis gali biiti ir neapréZta) funkciju,
turinCiy tolygiai tolydzias dalines i§vestines iki k-osios eilés imtinai ir baigting
norma

e = 3 sup| D u(a),
lal<k zeQ)

Banacho erdve. Cia k — sveikasis neneigiamas skai¢ius. Kai k = 0, erdve C°(Q)
Zymésime C(€2).

Ck(Q) — tolydziy srityje 2 funkciju, turinéiy tolydZias dalines i§vestines iki k-osios
eilés imtinai, aibé. Kai k = 0, aibe C°(Q) zymésime C ().

C° () — be galo diferencijuojamy srityje €2 funkcijy aibé.

suppu — funkcijos w atrama, t.y. aibés {z : u(z) # 0} uZdarinys erdvéje R".
Funkcija w yra finicioji srityje €2, jeigu supp u yra kompaktas ir supp u C €.

C5°(€2) — be galo diferencijuojamy fini¢iujy srityje € funkcijy aibeé.



1.1. APIBREZIMAI IR ZYMENYS 7

osc {u; Q} — funkcijos u svyravimas srityje €, t.y. skirtumas tarp sup u(z) ir igf u(x).
Q

diam Q = sup |z — y| — srities Q2 skersmuo.
x,yeN

dist{z, Q} = ing2 | — y| — tasko = € R™ atstumas iki aibés Q.
ye

dist{ P = inf — y| —atst t ibiy P ir Q.
ist{P,Q} xe})r’lyeQ | — y| — atstumas tarp aibiy P ir Q)

Sakysime, S yra C¥ klasés pavirsius, jeigu kiekvieno jo tasko aplinkoje ji galima
apibréZzti lygtimi

Yn = F (W1 Yn-1);

¢ia f yra CX klasés funkcija, y1,s, . . . , ¥n — vietiné ortogonali koordinaciy sistema,
asis y,, nukreipta normalés kryptimi, o asys y1, . . . , y,—1 yra lie¢iamojoje plokstumoje.
Kai k = 1, pavirSiy S vadinsime glodZiuoju pavir$iumi.

Sakysime, funkcija u, apibrézta uzdaroje srityje €2, tenkina Sioje srityje Helderio
salyga su rodikliu A € (0, 1] ir Helderio konstanta M, jeigu

(u)gy = sup {ptosc{u; Q,}} = M < o0, p < po;

¢ia Q, yra srities € ir rutulio, kurio spindulys p, sankirta, o supremumas imamas pagal
p- -
Sakysime, funkcija wu, apibréZta uzdaroje srityje €2, tenkina Sioje srityje LipSico
salyga, jeigu ji tenkina Helderio salyga su A = 1.
Jeigu srities § kraStas 99 yra pakankamai glodus, pavyzdZiui, C! klasés, tai (u)g
galima apibréZti ir taip:
\ lu(z) — u(y)|
u = Su .
< >Q TE‘?/EPSZ ‘.’E — y|)‘
Ay

CK+A(Q) - tolygiai tolydZiy uZdaroje srityje Q funkciju, turinéiy tolygiai tolydZias
dalines iSvestines iki k-osios eilés imtinai ir baigting norma

Jull e = 3 sup D% u@)| + 3 (D*wh, A€ 0.1),
|a|=0 |a|=k

Banacho erdve; sakysime, funkcija u priklauso aibei Ck+A(Q), jeigu ji priklauso
erdvei C**2(€)) kiekvienoje grieztai vidingje srityje '

Integralus Zymésime vienu integralo Zenklu. Jeigu x yra integravimo kintamasis
erdveje R™, tai simboliu dx Zymésime tario elementa (Lebego mata). Jeigu keliy kin-
tamyjy funkcija f(x,y) yra integruojama kurio nors vieno kintamojo (pavyzdZziui, y)
atzvilgiu pavirSiumi S, tai pavirSiaus S ploto elementg Zymésime d.S,,.

Ivertinant reiSkinius pastovius dydzZius patogu Zyméti viena bendra konstanta. Ja
Zymésime raide C. Atkreipsime démesij, kad pereinant nuo vieno reiskinio prie kito,
paprastai gaunamos skirtingos konstantos. Vis délto jas dazniausiai Zymésime ta pacia
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raide C'. Jeigu reikia pabréZti, kad konstanta priklauso nuo kokio nors parametro ¢, tai
tokia konstantg Zymésime C-..

Kiekviename skyriuje yra sava formuliy, lemy, teoremy ir paveiksléliy numera-
cija. Numeris Zymimas dviem skaiciais. Pirmasis i§ ju nurodo skyriaus, o antrasis —
formulés, lemos, teoremos arba paveikslélio numerj. Teoremos arba lemos jrodyma
pradésime Zenklu <. [rodymo pabaiga Zymésime Zenklu >. Be to, kartais naudosime
tokius Zenklus: V — su visais; <= - tada ir tik tada; — — konverguoja, arba artéja;
— —tolygiai konverguoja; b.v. — beveik su visais (beveik visiems); — — isideda.
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1.2.

1.

KAI KURIOS DAZNAI VARTOJAMOS NELYGYBES

Tegu p > 1. Tada Va,b € R' yra teisinga Jungo nelygybé:

1 1., 1 1
lab] < ~lal? + = [b]", —+ = =1 (1.1)
p p b p
IS jos lengvai iSvedama nelygybé
e p/p
[b]P, Ve >0,

jabl < =laf? +
p
kuri, kai p = 2, virsta tokia:

1
lab| < %\a|2 + 2—€|b|27 Ve > 0.

. Tegup > 1. Tada Vf € L,(2), Vg € L () yra teisinga Helderio nelygybeé:

1 1
‘/f(x)g(x) dl“ < @ llglle, @) Z;+ s 1. (1.2)
)

Taikant matematinés indukcijos metoda, Jungo ir Helderio nelygybes galima
apibendrinti. Tiksliau, yra teisingos tokios nelygybés:

N N
1
|a1.....aN| SZ—M p ‘/fldefE‘ SHHLHLPI(Q),
i1 Pi a i=1
N
Gaa; €RY, f; € Ly (Q),pi >1,Vi=1,2,...,N zpi:

. Tegup > 1. Tada Vf, g € L,(€?) yra teisinga Minkovskio nelygybé:

1+ gl < 1fllL,@ + 9l @- (1.3)

. Tegu ) yra aprézta sritis erdvéje R™. Tada Vy € R" yra teisinga nelygybé

2d n—e
Jle-yar<is B2 0<e < (1.4

¢ia d = diam 2.

.Tegul < p<oo, X CR™ Y C R™ir f - apibréZta, macioji aibéje X x Y

funkcija. Tada yra teisinga Minkovskio nelygybé kartotiniams integralams

1/p /p
/\/fxydy] i) //\fxyI”dfc dy,  (15)
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jeigu tik integralas (1.5) nelygybés deSinéje yra baigtinis.
Sia nelygybe irodysime, kai abu integralai yra baigtiniai. PaZymékime

0= [ fe)
Y

[Pr@ars [P / |, )| dyde =
//\f ,y)|[FP~ Y (z) dedy <
/ /|f z,y |pd:c r (/Fp(x)dx)l/p/dy.

X
Ivertindami pastaraji 1ntegrala, pasinaudojome Helderio nelygybe. Suprasting
kairiaja ir deSiniaja gautos nelygybés puses, i

( / FP() daz) v
X

6. Tegu f yra pusties¢je ¢ > 0 diferencijuojama funkcija ir jos i§vestine f’ €
Lp(Ri)7 p > 1. Tada yra teisinga HardZio nelygybé

Tada

gausime (1.5) nelygybg.

oo

1= / U - P < (25) / FoPd. (16

0

Pagal Niutono—Leibnico formulg

() - F0) =t / f(r) dr = / £(st) ds

oo 1
:/’/f’stds dt.
0 0

Pagal Minkovskio nelygybe

Todél

1

11/P</ /|f (st |pdt) ds—/ _1/pds /|f |pdt)
0

0

Apskai¢iave integrala nuo s~ /7 ir pakéle abi gautos nelygybés puses laipsniu
p, gausime (1.6) nelygybe.

Pirmy keturiy nelygybiy irodyma galima rasti [1] knygoje.
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1.3.  KAI KURIE MATEMATINES IR FUNKCINES ANALIZES
TEIGINIAI

Tegu 2 yra apréZta erdvéje R™ sritis, S = 0€2 — dalimis glodus pavirsius, o funkcijos
u,v € CY(Q). Tada yra teisinga integravimo dalimis formulé:

/umkvdaz = /uvcos(n,:ck) de/uvmk_ dx. (1.7)

Q S Q

Tuo atveju, kai viena i§ funkcijuy u arba v pavirSiuje S lygi nuliui, integravimo dalimis
formulé supaprastéja ir ja galima perrasyti taip:

/uggkv dx = —/uvmk dx. (1.8)

Q Q

Tegu X, Y yra Banacho erdvés. Aibé ) C X yra salyginis kompaktas erdvéje X,
jeigu i8 bet kurios jos sekos galima iSskirti konverguojantj poseki. Sakysime, operato-
rius (gali bati ir netiesinis) A : X — Y yra apréZtas, jeigu jis bet kokia aprézta erdvéje
X aibg perveda i aprézta erdvéje Y aibe. Operatorius A yra visiskai tolydus (kom-
paktinis), jeigu jis yra tolydus ir bet kokia aprézta erdvéje X aibg perveda i salygini
kompakta erdvéje Y.

Tegu X, Y yra tiesinés erdvés. Operatorius A : X — Y yra tiesinis, jeigu

A(dx 4+ py) = NMa + pAy, Ve, y € X, A, p € R.

Jeigu A : X — R, tai operatoriy A vadinsime funkcionalu.

Tegu X yra Banacho erdvé, A : X — X tiesinis apréZtas operatorius. Sakysime,
skaiCius A yra operatoriaus A tikriné reik§Smé, o elementas x € X — ja atitinkanti tikriné
funkcija, jeigu x yra netrivialus lygties

Ar =z

sprendinys erdvéje X. Sakysime, skaiCius p yra operatoriaus A charakteristiné reiks-
mé, jeigu lygtis
pAx =z

turi netrivialy sprendinj erdvéje X.

Tegu X yra tiesiné erdvé. Visy tiesiniy, tolydziyjuy funkcionaly f : X — R aibe
vadinsime jungtine erdve erdvei X ir Zymésime simboliu X*. Jungtiné erdve X* yra
pilna. Jeigu erdvé X yra normuota, tai jungtiné erdvé taip pat normuota ir norma joje
galima apibrézti taip:

I1£1

= s |f(w).

lull<1
Kaip iprasta, funkcionalo f € X* reik§me taske u € X Zymésime f(u). Kartais lygia-
greciai vartosime Zymenj (f, u) . ReiSkinys f(u) = (f, u) yra tiesinis pagal f ir pagal
u. Be to,
X* U”X, Vf EX*, Yu € X.

[f ()] = [{f, w) [ < [If]
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Erdvei X galima apibréZti antraja jungting erdvg X** = (X*)*. Erdve X izometriskai
isideda | X**, ty. X C X**. Jeigu X = X**, tai erdvé X vadinama refleksyvigja.
Kiekvienas refleksyviosios erdvés tiesinis poerdvis taip pat yra refleksyvioji erdvé.

Tegu A : X — Y yra tiesinis tolydus operatorius ir g € Y*. Tada g o A yra tiesinis
tolydus funkcionalas, apibréztas erdvéje X. Kiekviena funkcionala ¢ € Y™ atitinka
funkcionalas f = g o A € X*. Si atitiktis apibréZia operatoriy, veikiantj i3 erdvés Y*
i erdve X*. Gautas operatorius vadinamas jungtiniu operatoriui A. Ji Zymésime A* .

Tegu H yra Hilberto erdveé. Sakysime, seka {u,} C H silpnai konverguoja i ele-
menta v € H ir raSysime u,, — u, jeigu

(up, —u,v) - 0, Vv eH,
kai n — oo. Jeigu seka {u,, } apréZta ir
(U, —u,v) = 0, YveQ,

kai n — oo, tai u,, — u; ¢ia Q) — tirSta erdvéje H aibé. Jeigu u,, — u, tai u,, — wu.
Atvirkstinis teiginys yra neteisingas. Taliau jeigu w,, — wir ||u, || — ||u||, tai w, — u
erdvéje H.

1.1 teorema. Tegu {uy} yra apréZta Hilberto erdvéje H seka. Tada i jos galima
iSskirti silpnai konverguojantj posekj.

1.2 teorema. Jeigu seka {uy} C H silpnai konverguoja j elementa u € H, tai

lull < lm fJup|| < Tim [Jun]| < co.
n—o0 n—oo
Tegu X yra Banacho erdvé. Sakysime, seka {u, } C X silpnai konverguoja i ele-
menta v € X ir raSysime u,, — u, jeigu

(fyup —u) — 0, VfeX"

1.3 teorema. Banacho erdvé X yra refleksyvioji tada ir tik tada, kai iS kiekvienos
apréZtos (pagal norma) sekos galima iSrinkti silpnai konverguojantj posekj.

Kiekviena konverguojanti seka konverguoja silpnai. AtvirksCias teiginys yra netei-
singas. Pavyzdziui, sin nx — 0 erdvéje Lo (0, 7), kai n — oo. Tadiau sinnx /4 0, kai
n — 00, nes atstumas tarp bet kuriy dvieju skirtingy Sios sekos elementy

| sinna — sinma ||y, 0,r) = V.

Baigtiniamatés erdvés atveju silpnasis konvergavimas sutampa su konvergavimu
pagal norma. Placiau apie silpnaji konvergavima zr. [50], [19], [33], [34].

Tegu X yra Banacho erdvé, A : X — X — tiesinis visiSkai tolydus operatorius,
A* : X* — X* — jungtinis operatorius. Siuo atveju X* taip pat yra Banacho erdve, o
A* — visi8kai tolydus operatorius.
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1.4 teorema. Lygtis

r—Ax=y, yeX, (1.9)
turi sprendinj x € X tada ir tik tada, kai f(y) =0, Vf € X* :
[—A"f=0. (1.10)

I$Svada. Jeigu (1.10) Iygtis turi tik trivialy sprendinj, tai (1.9) lygtis turi sprendinj
Yy € X.

1.5 teorema. Homogeninés lygtys
x— Az =0, (1.11)
f-Af=0
turi vienodg skaiciy tiesiSkai nepriklausomy sprendiniy.
1.6 teorema. Nehomogeniné (1.9) lygtis turi sprendinj Yy € X tada ir tik tada, kai
homogeniné (1.11) lygtis turi tik trivialy sprendinj. Be to, jeigu (1.11) lygtis turi tik
trivialy sprendinj, tai (1.9) lygtis Vy € X turi vienintelj sprendinj ir operatorius (I —
A)~! yra apréZtas. Tuo atveju, kai (1.11) lygtis turi netrivialy sprendinj, bendrajj (1.9)
Iygties sprendinj galima iSreiksti formule
r =Ty + x';

Gia x' yra atskirasis (1.9) lygties sprendinys, o xo — bendrasis (1.11) Iygties sprendinys.

1.7 teorema. 1. Operatoriaus A tikriniy reik§miy aibé yra baigtiné arba skaicioji ir,

.....

2. Jeigu skaiCius A # 0 yra operatoriaus A tikriné reikSmé, tai ja atitinkanciy
tikriniy tiesiskai nepriklausomy funkcijy aibé yra baigtiné.

Sios keturios teoremos yra tiesiniy integraliniy lygéiy teorijoje Zinomy Fredholmo
teoremy analogas. Todél jas vadinsime Fredholmo teoremomis.

Tegu H yra Hilberto erdvé. ApréZtas tiesinis operatorius A : H — H yra savijungis,
jeigu A = A*, ty. jeigu

(Az,y) = (v,Ay), Vz,yeH.

1.8 teorema. Tegu H yra Hilberto erdvé, A : H — H - savijungis, visiSkai tolydus
operatorius. Tada operatorius A turi bent vieng tikrine reikSme.

Tegu {A;} yra tikriniy operatoriaus A reik§miy sistema, N; = {x € X : Az =
Aix}. Jeigu Ao = 0 yra tikriné operatoriaus A reik§mé, tai Ng = {x € X : Az = 0}.

1.9 teorema. Tegu H yra Hilberto erdvé ir A : H — H — savijungis, visiskai tolydus
operatorius. Tada

H=No& Y Ni

¢ia & — tiesioginé suma.
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1.10 teorema. (Ryso) Tegu f yra tiesinis apréZtas (tolydus) funkcionalas Hilberto erd-
véje H. Tada egzistuoja toks vienintelis elementas xo € H, kad

f(z) = (z,20), Vo € H, (1.12)

ir || f|| = ||zol|. AtvirksCiai, (1.12) lygybé Vxo € H apibréZia tiesinj aprézta (tolydy)
funkcionalg f su || f|| = ||zo]|-

1.11 teorema. (Hano-Banacho) Tegu X yra realioji normuota erdvé, E — tiesinis po-
erdvis erdvéje X, f : E — R — tiesinis apréZtas funkcionalas. Tada egzistuoja toks
apibréZtas visoje erdvéje X funkcionalo f tesinys f, kad

1Al =17l it (f, @) =(f 2), VoeE.

Tegu X, Y yra Banacho erdvés, L(X,Y) — tiesiniy tolydZiy operatoriy, veikianiy
i§ erdvés X i erdve Y, aibé. Aibé L(X,Y) su joje apibréZta norma

[All = sup [[Az]], AeL(X)Y)
=lI<1
yra normuota erdve. Jeigu operatorius A € L(X, X), tai jo norma Zymeésime || A||x.

1.12 teorema. Tegu X, Y ir Z yra Banacho erdvés, A € L(X,Y),B € L(Y,Z).
Jeigu bent vienas i operatoriy A arba B yra visiskai tolydus, tai jy sandauga B A yra
visiskai tolydus operatorius, veikiantis i$ erdvés X j erdve Z.

1.13 teorema. Tegu A, A, € L(X,Y),n = 1,2,..., ir operatoriai A,, yra visiskai
tolydas. Jeigu ||A,, — Al — 0, kai n — oo, tai operatorius A taip pat yra visiskai
tolydus.

1.14 teorema. (Banacho-Steingauzo) Tegu X, Y yra Banacho erdvés. Seka {4,} C
L(X,Y) konverguoja j elementa A € L(X,Y) tada ir tik tada, kai:

1. Seka{|| A,, ||} yra aprézZta.

2. Seka{A, } konverguoja j elementa A kokiame nors erdvés X tiesiniame tir§tame
poerdvyje E.

1.15 teorema. (Hausdorfo) Tegu X — metriné erdvé ir aibé K C X.

1. Tam, kad aibé K bity salyginis kompaktas erdvéje X biitina, o jeigu X pilna
erdvé, tai ir pakankama, kad Ve > 0 aibei K egzistuoty baigtinis € tinklas.

2. Tegu X — pilna metriné erdvé. Tada aibé K yra salyginis kompaktas erdvéje X,
jeigu Ve > 0 aibei K egzistuoja salygiskai kompaktinis € tinklas.
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1.16 teorema. (Arceld) Aibé U yra salyginis kompaktas erdvéje C(S2) tada ir tik tada,
kai ji yra apréZta, t.y.

sup ||“Hc(ﬁ) <M,

uelU

ir vienodai tolydi, t.y.

sup sup [u(z +2) — u(@)||o@ — 0, kaih — 0.
uel |z|<h

éitu teoremy jrodyma galima rasti [19], [33] knygose.

1.17 teorema. (Fubinio) Tegu P yra mati erdvéje R™ aibé, (Q — mati erdvéje R™ aibé,
E =P x Q, f —sumuojama aibéje E funkcija. Tada funkcija

o(z) = / £ ) dy
Q

yra sumuojama aibéje P ir

/ f(x,y)dydx:/(/f(x,y)dy)dw. (1.13)

PxQ P Q

1.18 teorema. (Tonelio) Tegu P yra mati erdvéje R™ aibé, ) — mati erdvéje R™ aibé,
E = P x Q, f — neneigiama mati aibéje E funkcija. Tada:

1. Formulé (1.13) teisinga (netgi tuo atveju, kai funkcija f néra sumuojama aibéje
E).

2. Jeigu funkcija
v(x) :/f(x,y) dy
Q

sumuojama aibéje P, tai funkcija f sumuojama aibéje E.

Siy teoremy irodyma galima rasti [54], [18] knygose.

1.19 teorema. (Vieneto skaidinys) Tegul{ yra aibés Q) C R" atvirasis denginys. Tada
egzistuoja tokia apibréZty atviroje aibéje () D €2 ir be galo diferencijuojamy funkcijy
Seima ®, kad:

1. Kiekvienai funkcijai ¢ € ®

0<p(x)<1, Vre@;

2. Kiekvienam taskui x € §) egzistuoja jo atvira aplinka, kurioje tik baigtinis
skaicius funkcijy i§ ® yra nelygus nuliui;
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3. Kiekvienam taskui xz € §

Y el =1

ped

(pagal 2 teiginj kiekvieno tasko x € () pakankamai maZoje aplinkoje sumos
nariy yra tik baigtinis skaicius);

4. Kiekvienai funkcijai ¢ € ® egzistuoja tokia atvira aibé U C U, kad

supp ¢ C U.

Sios teoremos jrodyma galima rasti [46] knygoje.
Funkcija u yra absoliuciai tolydi segmente [a, b], jeigu Ve > 0 galima rasti tokj
skai€iy § > 0, kad bet kuriam baigtiniam segmento [a, b] skaidiniui

a<m<z)<... <z, <z, <b

teisinga nelygybé
Dof@d) = flw)] <e
i=1
jeigu tik
Z(x; —x;) < 0.
i=1

gioje knygoje daZnai vartosime kitg ekvivalenty apibréZima (Zr., pvz., [22], [54]):
apibréZta segmente [a, b] funkcija u yra absoliuciai tolydi, jeigu egzistuoja tokia funk-
cijav € L(a,b), kad

x

u(w) = u(@) + [v@)dy. Vo€ o],

a

Be to, b.v. z € [a, b] funkcija u yra diferencijuojama ir v/ (z) = v(z).

1.1 lema. (Gronuolo) Tarkime, neneigiama funkcijay yra absoliuciai tolydi segmente
[0,T] irb.v. t € [0, T) tenkina nelygybe

y'(t) < cr(ty(t) + ea(t); (1.14)

dia ¢y, co — integruojamos intervale (0, T) funkcijos. Tada

t t s

y(t)gexp{/cl( +/C2 exp /1(T)dr}ds] (1.15)

0 0

Be to, jeiguy(0) =0, ¢1(t) = C >0, co(t) > 0 ir funkcija co yra nemaZéjanti, tai

y(t) < 5 ea(t), Y(t) < ea(t)eft. (1.16)
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t
< Padaugine (1.14) nelygybe i§ exp{f Jei(s) ds}, perraSysime ja taip:
0

t t

%(y(t} exp{*/a(s) ds}) < ca(t) exp{*/cl(s) ds}.

0 0

Integruodami §ia nelygybe nuo 0 iki ¢, gausime (1.15) nelygybe. Tuo atveju, kai
y(0) = 0, c1(t) = C > 0, co(t) > 0, i§ (1.15) ir (1.14) nelygybiy iSvedamos
(1.16) nelygybeés. >
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1.4. ISKILOSIOS AIBES IR ISKILIEJI FUNKCIONALAI
Tegu X yra normuota erdvé, M C X, R = RU {00, —oo} —iSpléstiné realiujy skaiciy
aibé.

Apibrézimas. Aibé M C X vadinama iskilgja, jeigu

A+ (1—XNvelM, kai w,v€ M, Xel0,1].

1.20 teorema. Tegu X yra Banacho erdvé, M C X - iskiloji aibé. Tada ekvivalentiis
tokie teiginiai:

1. Aibé M yra uZdara®.

2. Aibé M yra silpnai uZdara.

Sios teoremos jrodyma galima rasti [33] knygoje.

Jeigu aibé M yra silpnai uZdara, tai ji yra ir uzdara. Atvirkscias teiginys bendru
atveju yra neteisingas. Todél silpno uZdarumo salyga yra stipresné negu uzdarumo
salyga.

Apibrézimas. Tegu M C X yra iSkiloji aibé, f : M — R — funkcionalas
(nebitinai tiesinis). Funkcionalas f vadinamas iskiluoju aibéje M, jeigu Vu,v € M
yra teisinga nelygybé

ir deSinioji §ios nelygybés pusé turi prasme (t.y. i§skyrus atveji, kai f(u) = —f(v) =

+00). Jeigu Vu # v ir A € (0,1) yra teisinga grieZta nelygybe¢, tai funkcionalas
vadinamas grieZtai iskiluoju.

1.21 teorema. (Jenseno nelygybé) Tegu f : M — R yra iSkilasis funkcionalas, M C

X — iskiloji aibé, u, € M, A\, > 0,k =1,...,n, Y, A\x = 1. Tada su bet kuriuo
k=1
n € N yra teisinga nelygybé

f(z /\kuk) < Z)\kf(uk), (1.18)
k=1 k=1

jeigu tik reiSkinys Sios nelygybés deSinéje turi prasme.
ApibréZzimas. Aibé
dom f = {u:ueX, f(u) < +oo}

vadinama funkcionalo f : X — R efektyvumo sritimi.

I8kilojo funkcionalo efektyvumo sritis yra iskila aibé.

2 Aibé M yra uzdara (silpnai uzdara), jeigu bet kokios konverguojangios (silpnai konverguojancios) sekos
{un} C M ribinis elementas u € M.



1.4. ISKILOSIOS AIBES IR ISKILIEJI FUNKCIONALAI 19

Apibrézimas. Aibé
epif ={(u,a) :ueX,aeR, f(u) <a}.

vadinama funkcionalo f virsgrafikiu.
1.22 teorema. Funkcionalas f : X — R yra iSkilas tada ir tik tada, kai jo virSgrafikis
yra iSkiloji aibé.

aTegu f yraiskilas ir taskai (u, @) ir (v, b) priklauso epif. Tada pagal apibréZima

fu) <a< +oo, f(v)<a<+oo.
Kadangi f iskilas, tai su kiekvienu A € [0, 1] yra teisinga nelygybé
FOu+ (1 =XNv) <Af(w)+ (1 —=A)f(v) < Aa+ (1 —N)b.

Vadinasi, A(u, a) + (1 — A)(v,b) € epif. Todel epif yra iskiloji aibé.

Tegu epif yra iskila aibé. Jos projekcija domf taip pat yra iSkila aibé. Todél
pakanka jrodyti, kad (1.17) nelygybé teisinga aibéje dom f. Imkime taskus u, v i§
domfira > f(u),b> f(v). Kadangi epif iskila aibé, tai

AMu,a) + (1 = A)(v,b) € epif, VAe€][0,1].

Todél
FOu+ (1T =XNv)<Xa+(1-XDdb, VAelo,1]. (1.19)

Jei taskuose u ir v funkcionalas f jgyja baigtines reikSmes, tai (1.19) nelygybéeje paéme
a = f(u),b= f(v), gausime (1.17) nelygybe. Jeigu f(u) = —oo arba f(v) = —o0,
tai (1.19) nelygybéje peréjus prie ribos, kai a arba b artéja | —oo, vél gausime (1.17)
nelygybe. Todél funkcionalas f yra iSkilas.



2 SKYRIUS

Apibendrintosios iSvestinés. Erdves w'(Q)

Klasikinéje daliniy i$vestiniy lygciy teorijoje nagrinéjamy lygciy sprendiniai yra ieS$-
komi pakankamai glodziy funkcijy klas¢je. Taciau praktikSkai daznai susiduriama
su tokiomis lygtimis, kurios negali turéti glodziy sprendiniy, nors apra$o paprastus ir
daznai gamtoje pasitaikancius reiskinius. PavyzdZiui, bangavimo lygtis

gy — a2 (2) Uy = 0

su trikiu koeficientu a apraSo nevienalytés stygos svyravima. Akivaizdu, kad tokios
lygties sprendinys negali turéti tolydziy antrosios eilés iSvestiniy.

IS pateikto pavyzdZio matome, kad nagrinéjant tokias daliniy iSvestiniy lygtis ju
sprendiniams reikia suteikti kita, platesng prasme. Tiksliau, sprendiniy reikia ieSkoti
platesnéje funkcijy klaséje, kuriai priklausyty ir trikios funkcijos. Kartu §i funkcijy
klasé neturi buti labai plati. Ja reikia parinkti taip, kad apibendrintasis sprendinys bty
vienintelis. Be to, trikios funkcijos neturi klasikiniy iSvestiniy. Todél reikia i vesti kita
(apibendrinta) iSvestinés savoka.

Ivairis apibendrintos iSvestinés apibréZimo variantai buvo siiilomi jau tre¢iame §io
amZiaus deSimtmetyje. TaCiau tik ketvirto deSimtmecio pabaigoje S. L. Sobolevas
ivedé apibendrintosios i§vestinés savoka, kuri S§iuo metu visuotinai priimta; apibrézé
funkciju erdves W (€2), Wg (€) ir nustaté pagrindinius tokiy erdviy sary$ius. Erdvés
WE(Q), WE(Q) plagiai naudojamos Siuolaikiniy diferencialiniy daliniy i§vestiniy lyg-
iy teorijoje.

2.1. VIDUTINES FUNKCDIOS. JU SAVYBES

Tegu 2 yra sritis erdvéje R™, u — sumuojama srityje §2 funkcija. Prilyging ja nuliui sri-
ties (2 iSoréje, gausime funkcija (ja Zymésime ta pacia raide), apibrézta visoje erdvéje
R™. Kiekvienai tokiai funkcijai sukonstruosime vidutiniy funkciju seka, kurios ele-
mentai yra glodZios ir tam tikra prasme artimos u funkcijos.

Tegu w € C>®[0,00), w(t) >0, Vt € [0,1)irw(t) =0, Vt € [1,00). Apibrézki-
me funkcijy seka

wp(x) = cp "w(p~|z*), = €R", p>0;

¢ia ¢ — teigiama konstanta. Integralas

[enrde=eom [ o ey da -

R" e <p

=cp "|S’1|/ 2|r|?)rn 1dr—c|51|/ Hntdt >0
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ir nepriklauso nuo parametro p. Parinkime konstanta c taip, kad
/wp(a:) dr=1, VYp>0. 2.1
R
Su kiekvienu p > 0 funkcija w, € C>*(R") ir
wp(z) >0, kai |z|<p,
wp(xz) =0, kai |z]>p.
Funkcija

up(z) = / wp(z — y)u(y) dy 22)

yra vadinama funkcijos v vidutine funkcija. Sioje formuléje specialiai nenurodéme
integravimo srities. Kartais taip darysime ir ateityje. Galima manyti, kad integravimo
sritis yra €2 arba net visa erdvé R™. Tadiau i§ tikryjy integravimo sritis yra

Qn{y eR" : [z —y| < p},

nes funkcija u yra lygi nuliui srities € iSoreje, o funkcija w,(z—y) = 0, kai [z —y| > p.
ISnagrinésime pagrindines tokiy funkcijy savybes.

1. Funkcija w, € C*(R"). Be to, (2.2) formuléje integravimo sritis yra baigtiné.

Todeél vidutiné funkcija u, € C*>°(R") ir ja galima diferencijuoti po integralo
Zenklu:

D%u,(z) = /Dg wp(z —y)u(y) dy. (2.3)

2. Tegu x € R" : dist{x,Q} > p. Tada (2.2) formuléje pointegralinis reiskinys
lygus nuliui ir vidutiné funkcija u,(z) = 0.

3. Teguu € Ly(2), p € [1, 00]. Tada

lupllL, @ < llullL,@)- (2.4)

< Funkcija w, yra neneigiama. Todél

()] < / wp( — y)lu(y)] dy. @5)

Kai p = o0, (2.4) ivertis tiesiogiai iSplaukia i§ (2.5) nelygybés ir (2.1) formulés.
Kai p = 1, Sitas jvertis gaunamas integruojant (2.5) nelygybe sritimi €. Tegu
p € (1, 00). Siuo atveju

1
wp(z —y)|u(y)| = w;/”’(m - y)w;}/p(gﬂ = ylu)l, p + o L.
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2. APIBENDRINTOSIOS ISVESTINES. ERDVES W‘;

Pritaike tokiai funkcijuy sandaugai Helderio nelygybe bei (2.1) formulg gausime

) < [ o - y>|u<y>de)l/p.

Pakéle abi Sios nelygybés puses p laipsniu ir suintegrave sritimi {2, perraSysime
gauta nelygybe taip:

Jru@rar< [ [ o -l dud
Q Q

Paskutinio integralo pointegraliné funkcija yra neneigiama. Todél galime keisti
integravimo tvarka. Be to,

/wp(x —y)dx §R[wp(a: —y)dx = 1.

[luste)r s < [ty dz.
Q Q

IS Sio jvercio iSplaukia (2.4) nelygybé. >

Taigi

. Teguu € L(2), p € [1,00). Tada

lup = ullL, @) — 0, (2.6)

kai p — 0.

< Pasinaudoje (2.1) formule, jvertinsime skirtuma

fup(2) — u(z)] = \ [enta =) - u(w) dy| <

< [ wple = pluty) - uta) dy. @)

Tegu p > 1. Pakartoj¢ (2.4) nelygybes iSvedima, gausime

J1uste) ~u@ldo < [ [ wyle = plutw) - u@)p dyds <
Q Q

< sup |lu(z + 2) — u(w)||’ﬁp(g). (2.8)
[z|<p

Toks pats jvertis yra teisingas ir kai p = 1. Tik, ji iSvedant, nereikia taikyti
Helderio nelygybés.
IS (2.8) nelygybés iSplaukia

up —ullL, (@) < ‘S?p u(z + 2) —u(z)||L, (@)
z|<p
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Funkcija u € L (). Todél ji yra tolydi L, prasme', t.y.

IS““P lu(x + 2) —u(@)|L, @) <elp)
z|<p

ire(p) — 0, kai p — 0. Taigi

lup —ullL, @ —+0, kai p—0.>

Pastaba. Kai p = oo, tokios savybés néra. Be galo diferencijuojamy
funkciju u, sekos riba erdveés Lo (€2) normoje yra tolydi funkcija. Jeigu u €

C(€2), tai natdralu tiketis, kad u, = u srityje €2, kai p — 0. Taliau §ita savybé
bus teisinga tik tuo atveju, jei funkcija u pratgsime i platesng sritj iSlaikydami
gloduma. Pratese ja nuliu i srities €2 iSorg, bendru atveju gausime trukia funkci-
ja. Todel funkcijy u € C(Q) vidutines funkcijas u,(z) nagrinésime tik tokiems
z € Q, kuriems dist{z,9Q} > p. Siuo atveju (2.2) formulé islieka teisinga
nepriklausomai nuo funkcijos u pratgsimo i platesng sritj.

5. Tarkime, funkcija u € C(f2). Tada

u,(z) Zu(x), YV :Q CQ.

a4 Tegu Q' C  yra bet kokia grieztai vidiné sritis. Tada i§ (2.7) nelygybés ir
(2.1) formulés iSplaukia

sup |up(z) — u(z)| < sup sup |u(z + 2) — u(z)| = 0,
e zeQ |z|<p

kai p — 0. >

I8 vada. Jeigu funkcija u yra tolydi ir finiti srityje €2, tai
u,(z) Zu(x), Vre.
Trodysime du teiginius.
2.1 teorema. Aibé C3°(Q2) yra tirsta erdvéje L, (2), Vp € [1, 00).
<aTegu u € L,(2). Tada Ve > 0 egzistuoja tokia grieZtai vidiné sritis Q' C €, kad
lullL, @\ <e/2.
Apibrézkime funkcijy seka

e Ju(z), e,
u(x)—{o’ z e R"\ .

Akivaizdu, kad
[u® —ullL, @) <e/2.

1Sio teiginio jrodyma galima rasti [44] knygoje.
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Pakankamai maziems p > 0 funkcija u;, € C3°(€2). Pagal 4 vidutiniy funkcijy savybeg
uy, — u® erdvéje L (€2), kai p — 0. Pasirinkime toki skaiCiy p, kad
g, — uf |, (@) < &/2.
Tada
v — ullL, @) < llug —usl|lL, @ + [[v° —ullL,@ <e
Taigi bet kokios funkcijos v € L,(€2) pakankamai maZoje aplinkoje yra funkcija i3
erdvés C5°(Q). >

2.2 teorema. Tarkime, funkcijau € Lio.(Q2) ir integralas

/undm =0, VneCg(Q).
Q
Tadau(z) =0 b.v. x € Q.

< Tegu n yra bet kokia apréZta, mati ir finiti srityje €2 funkcija. Parodysime, kad

/unda: =0.

Q
Pakankamai maziems p funkcija 77, € C3°(€2). Pagal teoremos salyga

/unp dx = 0. 2.9)

Q
Kadangi 1, — n erdvéje L(Q2), kai p — 0, tai egzistuoja tokia artéjanciy i nulj
teigiamy skaiCiy seka {p;}, kad n,, () — n(z) b.v. = € Q. Pagal 3 vidutiniy
funkcijy savybe

M1 ()] < In()]
b.v. x € Q. Todél b.v. z € Q

|u(@)np, ()| < fu(z)n(z)|-

Sios nelygybés desinéje yra sumuojama srityje € funkcija. Todél galime pasinaudoti
Lebego teorema ir (2.9) formuléje pereiti prie ribos po integralo Zenklu. Taigi

/undx =0;

Q
¢ia i) — bet kokia aprézta, mati ir finiti srityje 2 funkcija. Imkime $ioje formuléje

[ signu(z), ze,
”(””)_{0, z e\

&ia ' C Q) - bet kokia grieztai vidiné sritis. Tada

/ lu(z)| dz = 0.
2

I§ Sios lygybes iSplaukia, kad u(x) = 0 b.v. x € . Kadangi sritj 2’ C ) pasirinkome
laisvai, tai u(x) =0 b.v. x € Q. >
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2.2. KOMPAKTISKUMO KRITERIJUS ERDVESE L, ()

Tegu ) yra apréZta erdvéje R™ sritis. ISvesdami kompaktiSkumo kriterijy erdvéje
L, (£2), remsimés Hausdorfo teorema (Zr. 1.3 skyrelio 1.15 teorema).

Pagal ArcelAa teorema (Zr. 1.3 skyrelio 1.16 teorema) aibé U yra salyginis kom-
paktas erdvéje C(€2) tada ir tik tada, kai:

1. Aibe U yra apréZta, t.y.
sup ||“Hc(§) <M.
uelU

2. Aibé U yra vienodai tolydi, t.y.

sup sup [lu(z + 2) — u(z)|cm — 0,
uelU |z|<h

kai h — 0.

Analogiskas teiginys yra teisingas ir erdvése L, (12).

2.3 teorema. Tegu Q C R"™ yra apréZta sritis, p € [1,00) ir U C Ly (). Aibé U yra
salyginis kompaktas erdvéje L, () tada ir tik tada, kai:

1. Aibé U yra aprézta, t.y.
sup HUHLP(Q) < M.
uelU

2. Aibé U yra vienodai tolydi, t.y.

sup sup ||u(z + 2) — U(gj)”Lp(Q) -0,
u€elU |z|<h

kai h — 0.

< Tarkime, aibé U yra salyginis kompaktas. Tada ji yra apréZta. Jeigu aibé U biity
neapréZta, tai egzistuoty tokia funkcijy u,, € U seka, kad |un |1, @) > n. Tatiau tai
neimanoma, nes i$ tokios sekos negalima isskirti konverguojancio posekio.

Irodysime, kad aibé U yra vienodai tolydi. Fiksuokime skaiciy € > 0. Pagal Haus-
dorfo teorema aibei U egzistuoja baigtinis /4 tinklas

UL, U2,...,UN.
Kiekviena i§ funkcijy u; € L, (€2). Todél ji yra tolydi L, prasme, t.y.

sup [lui(z + 2) —ui(z)||lL, @ — 0, Vi=1,2,...,N,
|z|<h

kai h — 0. Kartu egzistuoja toks skaicius h > 0, kad

sup sup [lui(z + 2) — ui(z)||lL, (@) < /2.
i=1,...,N |z|<h
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Antra vertus, kiekvienai funkcijai © € U egzistuoja toks elementas u;, kad
lu = willr, @) <e/4
Pagal Minkovskio nelygybe

sup sup ||u(x + z) — u(a:)HLp(Q) < sup sup |Ju(z + 2) —u;(z + z)||LP(Q)+
wel |z|<h wel |z|<h

+ sup sup [lui(z + 2) — ui(2)llL, @) + sup sup [ui(z) —u(@)L,@) <e
i=1,...,N |z|<h w€U |z|<h
Taigi aibé U yra vienodai tolydi.
Dabar tarkime, aibé U yra apréZta ir vienodai tolydi. [rodysime, kad ji yra salyginis
kompaktas erdvéje L, (£2). Su kiekvienu fiksuotu p > 0 aibé
Up={u, :ueU}

yra salyginis kompaktas erdvéje C(£2) . I8 tikryjy

[nla—uty) dy| <

sup sup |u,(x)| = sup sup
u,€U, z€Q uelU zeQ

< wplle, ) sup [ullL, @) < Clp)M
ir

sup sup sup |u,(z + 2) — u,(z)| =
u, €U, |z|<h T€Q

= sup sup sup /[wp(x +z—y) —wylx— y)]u(y) dy‘ <

u€U |z|<h x€Q

< sup sup ||wp(z + 2 —y) —wy(x — y)HLp,(Q) sup ||uHLp(Q) <
€N |z|<h uelU

< M|QMP sup sup |w,(z+ 2 —y) —w,(x —y)| =0,
z,y€Q |z|<h

kai h — 0. Kartu aibé U, yra salyginis kompaktas ir erdvéje Ly, (€2) (nes kiekviena
seka, konverguojanti erdvéje C(€2), konverguoja ir erdvéje L, (2)). Be to,

sup up(x) — u(®@)|L, @) < sup sup [[u(z + 2) — w(z)l|L, @) < &(p);
ue

uel |z|<h

Ciae(p) — 0, kai p — 0. Vadinasi, aibé U, yra £(p) tinklas aibei U. Pagal Hausdorfo
teorema aibé U yra salyginis kompaktas erdvéje L, (€2). >

AnalogiSkas teiginys yra teisingas ir neapréZtos srities atveju. Tiksliau, yra teisinga
tokia teorema.

2.4 teorema. Tegu () yra neapréZta sritis ir 1 < p < oco. Aibé U yra salyginis kom-
paktas erdvéje L, (§2) tada ir tik tada, kai tenkinamos abi 2.3 teoremos salygos ir

sup [[ullL, @\Br) < I(R);
uelU
&ia §(R) — 0, kai R — oc.

Sio teiginio jrodyma galima rasti [8] knygoje.
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2.3.  APIBENDRINTOSIOS ISVESTINES IR JU SAVYBES

Tegu u ir ) yra glodZios srityje €2 funkcijos, i$§ kuriy bent viena yra finiti. Tada yra
teisinga integravimo dalimis formulé

/unwk dr = —/uwkndm. (2.10)

Q Q

Remiantis $ia formule, ivedama viena i§ pagrindiniy Siuolaikinés matematinés fizikos
savoky — apibendrintoji iSvestineé.

Apibrézimas. Teguu,v € Ljo.(f2). Funkcija v yra funkcijos u apibendrin-
toji i§vestiné srityje (2 kintamojo xj, atzvilgiu, jeigu

/W]xk dr = —/vndx, Vn € C°(§2). (2.11)
Q Q

Kaip ir klasikiniu atveju, funkcijos v apibendrinta iSvesting Zymésime u,, . Toks
Zyméjimas neturéty kelti painiavos, nes jei funkcija u turi klasiking iSvesting, tai ji
tenkina (2.10) integravimo dalimis formulg, kartu ir (2.11) tapatybg. Vadinasi, jeigu
egzistuoja funkcijos u klasikiné iSvestiné, tai egzistuoja ir jos apibendrinta iSvestiné ir
jos abi sutampa.

Analogiskai apibréZiamos bet kurios eilés apibendrintos iSvestinés.

Apibrézimas. Teguu,v € Lijoe(), @ = (aq, ..., a,) — fiksuotas multiin-
deksas ir
/uD"ndw = (—1)lel /vnalx7 Vn € C3°(Q). (2.12)
Q Q

Tada v := D u yra funkcijos u apibendrinta i§vestiné srityje 2.
Apibendrintoms i$vestinéms galioja didelé dalis (taciau ne visos!) klasikiniy iSves-
tiniy savybiy. Paminésime kai kurias i$ jy.

1. Apibendrintos iSvestinés apibréZimas yra korektiSkas. Tiksliau, jeigu v = D% u
srityje €, tai v = D® u kiekvienoje srityje 2’ C ). Norint tuo isitikinti, pakanka
(2.12) integralingje tapatybéje paimti funkcija 7, kurios suppn C .

2. Tarkime, srityje €2 egzistuoja funkciju u ir v apibendrintos iSvestinés D% u ir
D% v. Tada egzistuoja ir ju tiesinio darinio cju + cov apibendrinta iSvestiné
D%(c1u + cov) ir teisinga formulé

D% (cru+ cav) = ¢4 DY u+ ¢ D% .
Si formulé tiesiogiai i§plaukia i§ apibendrintos i§vestinés apibréZimo.

3. Jeigu srityje () egzistuoja funkcijos w apibendrinta i§vestiné D w, tai ji yra vien-
intelé. [rodysime tai. Tegu v1 = D u ir v = D wu yra funkcijos u apibendrin-
tos iSvestinés srityje ). Tada funkcija v = v; — v, tenkina integraling tapatybg

/v(x)n(a?) dz =0, VneCyrQ).
Q
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Pagal 2.2 teorema v(x) = 0 b.v. « € Q. Taigi v1 = vs.

. Tarkime, srityje {2 egzistuoja funkcijos u apibendrinta i§vestiné v = D% u ir

funkcijos v apibendrinta i§vesting w = D” v. Tada srityje 2 egzistuoja funkcijos
w apibendrinta i§vesting D7 v ir ji sutampa su w. I§ tikruju

/uDa”*ndx: (—H'“‘/vDﬁndaz: (—1)‘a+ﬁ‘/wndw-

Q Q Q

Taigi w = D*TF u.

. Betkokioje grieztai vidinéje srityje Q' C €2 pakankamai maZiems p galima keisti

vietomis vidurkinimo ir diferencijavimo operaciju tvarka. [rodysime tai. Tegu
v = D%u yra funkcijos u apibendrinta i$vestiné srityje Q, 6 = dist{Y, 90},
xz € Q' ir p < 6. Kintamyju y atzvilgiu funkcija w,(z — y) € CF(Q). Be to,

0
afEk ("“],l)(JU y) 8yk wp(x y)? Vk P ,
Todel

D% u,(z) = / D3 wy(z — y)uly) dy =

= (0" [ Dyl = pu)dy = [wyle = v dy = ).
Taigi
vp(x) = D% up(z). (2.13)

Pastaba. Kadangi funkcijos v, ir u, yra glodZios, tai (2.13) formuléje
iSvestiné D yra klasikiné.

Tegu funkcijos v apibendrinta i§vestineé D*u € Ly(2), 1 < p < oo. Tada i§
(2.13) formulés ir 4 vidutiniy funkcijy savybés iSplaukia, kad

D*u, = (D" u)p — D%u, (2.14)

erdvéje L, (Q), VQ' : Q' C Q, kai p — 0.

. Dvieju funkcijy sandaugos apibendrintai i§vestinei galioja iprasta formulé. Tik-

sliau, jeigu srityje €2 egzistuoja funkciju u, v apibendrintos i§vestings u., , vy, ir
reiskinys u,,v + uv,, yra lokaliai sumuojama srityje {2 funkcija, tai egzistuoja
sandaugos uv apibendrinta i§vestiné (uv),, ir teisinga formulé

(U’U)zi = ul’iv + uva:i . (2]5)

Dél paprastumo §j teiginj jrodysime, kai funkcijos u, v, uy, ir v, yra lokaliai
kvadratu integruojamos srityje 2. Laisvai pasirenkame 7 € C3°(2). Tada

/upvpnwi dr = — /(upmvp + upvpmi)ndx, Vp > 0. (2.16)
Q Q
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Be to,

Up —> Uy, Vp =V, Upg; — Uz;, Vpz; — Vg,
erdvéje Lo(Q), VO : & C Q, kai p — 0. Remiantis 3 vidutiniy funkcijy
savybe, (2.16) tapatybéje galima pereiti prie ribos. Taigi

/UW?@ dr = — /(umv + uvg, )n dx

Q Q

ir teisinga (2.15) formulé.

Suformuluosime kita apibendrintos iSvestinés apibréZima ir jrodysime, kad abu
apibréZimai yra ekvivalentis.

Apibrézimas. Tegu funkcijos u ir v € Ljoc(Q). Sakysime, funkcija v yra
funkcijos u apibendrinta i§vestiné srityje 2 ir ra8ysime v = D%u, a = (1, ..., ap)
— fiksuotas multiindeksas, || = k, jeigu egzistuoja tokia seka {u,, } C C*(), kad

U — Uy, DY Uy = v

erdvéje? Lioc(Q), kai m — oc.
Tegu v = D% wu pagal pastaraji apibréZima. Tada Vm = 1,2,... yra teisinga
integravimo dalimis formulé:

/um D ndx = (—1)le /Da umndz, Yne Cio(RQ). (2.17)
Q Q

Peréje Sioje formuléje prie ribos, kai m — oo, gausime, kad funkcijos w ir v tenkina
(2.12) tapatybe, t.y. v = D u pagal pirmaji apibréZima.
Tegu v = D wu pagal pirmajj apibréZima. Tada V p > 0 vidutinés funkcijos
u, € C®(Q) ir
u, = u, D%u, = (Do‘u)p — D%

erdvéje Lo (2), kai p — 0. Vadinasi, v = D® u pagal antraji apibréZima.
2.5 teorema. Tarkime, Vm = 1,2, ... funkcija u,, srityje §) turi apibendrinta iSvesting

D% u,, ir

Uy —> U, D%u,, —v
erdvéje Lio.(S2), kai m — oo. Tada srityje §) egzistuoja funkcijos u apibendrinta
isvestiné D™ w ir ji lygi v.

Norint jrodyti $ig teorema, pakanka (2.17) formuléje pereiti prie ribos, kai m — oo.
Pastaba. Teorema iSlieka teisinga ir tuo atveju, kai sekos {u,,} ir {D* u, }
konverguoja silpnai, t.y. pakanka reikalauti, kad ¥n € C5°(Q2)

/umndx—> /undx, /DO‘ U dT — /vndx,
Q Q Q

Q

2Sakysime, seka {um } konverguoja i funkcija u erdvéje Lioc(2), jeigu wm — u erdvéje L(Q'), kai
m — oo; &ia 0 — bet kokia grieZtai vidiné sritis.
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kai m — oo.

Tarkime, srityje € egzistuoja funkcijos u pirmos eilés apibendrintos iSvestinés
Uy, Vi = 1,2,...,n, iry = y(x) — C! klasés difeomorfizmas, transformuojantis
sritj €2 { sritj €. Trodysime, kad funkcija @(y) = w(z(y)) srityje Q turi pirmosios
eilés apibendrintas iSvestines ir jos skai¢iuojamos pagal iprastas formules. Pagal antra
apibendrintos i§vestinés apibrézima egzistuoja tokia seka {u,,} C C1(2), kad

Um, — u, uT}'L.’L'i — ua;i

erdvéje Lioc(2), kai m — o0o. Tegu Gy, (y) = um (z(y)). Tada
~ n ox;
ﬂm € Cl Q ) ﬁmq ;T Umez, —
( ) Yk ; ayk
ir
~ ~ ~ ~ al’i
m — ) m — xri o

erdvéje Lioc(€), kai m — oo. Pagal 2.5 teorema srityje Q egzistuoja funkcijos @
pirmosios eilés apibendrintos i§vestinés ., ir yra teisingos jprastos formulés

Uy, = Uy, —, Ve =1,2,... n.

AnalogiSkas teiginys teisingas ir aukStesniyju eiliy apibendrintoms i§vestinéms.

Priminsime viena paprasta fakta iS analizés: diferencijuojama funkcija, kurios vi-
sos pirmosios eilés i§vestinés lygios nuliui, yra konstanta. Si savybé yra teisinga ir
apibendrintoms iSvestinéms. Cia irodysime bendresni teigini.

2.6 teorema. Tarkime, funkcija u srityje ) turi visas k-osios eilés apibendrintas is-
vestines ir jos visos lygios nuliui. Tada funkcija u yra (k — 1)-ojo laipsnio polinomas
srityje Q.

< Pagal teoremos salyga VQ' : €’ C € ir pakankamai maZiems p teisinga lygybe
D u, = (D* u)p =0, |a=k.
Kadangi u, yra glodi funkcija ir visos jos k-osios €ilés i§vestinés lygios nuliui, tai
up(x) = P\(z);
gia P(®) yra (k — 1)-ojo laipsnio polinomas. Pagal 3 vidutiniy funkciju savybe
1Pl 0y = ol < llulluon-

I3 Cia iSplaukia, kad aibé {P(f’)}p>0 aprézta. Kartu ji yra kompakting, nes (k — 1)-
ojo laipsnio polinomy aibé yra baigtinio matavimo erdvé. Todél i§ jos galima iSskirti
poseki

Upy, (z) = P(pk)(x)a
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konverguojantj erdvéje L(Q'). Tarkime, (k — 1)-ojo laipsnio polinomas P(x) yra §io
posekio ribinis elementas. Pagal 4 vidutiniy funkcijy savybe

Up, () = u(x).
Taigi u(x) = P(z) srityje 2. Kadangi sritj 2’ C ) pasirinkome laisvai, tai
u(z) = P(z)

srityje €. >
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2.4. APIBENDRINTOSIOS ISVESTINES IR
ABSOLIUCIAI TOLYDZIOS FUNKCIJOS

Apibendrintos ir klasikinés iSvestinés savokos i§ esmés skiriasi. Tai susij¢ su tuo, kad
apibendrinta iS§vestiné turi integralini pobiidi. Priminsime, kad apibendrinta iSvestiné
— tai lokaliai sumuojama funkcija. Taciau sumuojama funkcija yra apibréZiama nulinio
mato tasky aibés tikslumu ir | jq reikia Zidréti kaip i ekvivalenCiy funkciju klasg.
Todél toliau kalbédami apie taSkines funkciju savybes, pavyzdZiui, tolyduma, turésime
omenyje, kad funkcijos ekvivalentiSkumo klaséje galima iSrinkti atstova, turinti nuro-
dyta savybe. Be to, visa ekvivalentiSkumo klasg, kaip ir konkrety jos atstova, Zymeési-
me ta pacia raide.

Nagrinéjant funkcija wu, turincia tam tikros eilés apibendrintas iSvestines, sumuo-
jamas laipsniu p srityje €2, svarbu Zinoti, koki gloduma ji gali jgyti, jos reikSmes
kaip nors pakeitus nulinio mato tasky aibéje. Atsakymas Cia priklauso nuo srities €2
remos) bus nagrinéjami véliau. O dabar iStirsime daug paprastesnj klausima. Tiksliau,
parodysime, kad pirmos eilés apibendrinty iSvestiniy egzistavimas susij¢s su absoliu-
taus tolydumo savoka.

2.7 teorema. Tegun = 1. Tada:

1. Jeigu u yra absoliuciai tolydi segmente [a, b] funkcija, tai intervale (a, b) egzis-
tuoja jos apibendrinta iSvestiné u, € L(a,b) ir ji b.v. € (a,b) sutampa su
klasikine iSvestine.

2. Jeigu u € L(a,b) ir intervale (a,b) egzistuoja apibendrinta iSvestiné u, €
L(a,b), tai funkcija u yra absoliuciai tolydi segmente [a,b] ir yra teisinga for-

mulé
x

u(x) = ua) + / uy(4) dy

¢ia u,, — apibendrinta iSvestiné.
< Tarkime, funkeija u yra absoliudiai tolydi segmente [a, b]. Tada b.v. = € (a,b)

egzistuoja klasiking i§vesting u,, ir ji yra sumuojama intervale (a, b). Kiekvienai funk-
cijai n € CP(a,b) funkcija un yra absoliudiai tolydi. Todél b.v. = € (a, b) egzistuoja
klasikiné i§vestiné

(un)e = uzn + uny
ir

b

/(Uﬂ) + ung) dx = 0.

IS Sios integralinés tapatybés iSplaukia, kad u, yra funkcijos u apibendrinta iSvestiné.
Tarkime, funkcijav € L(a, b) yra funkcijos u apibendrinta i§vestiné. Tada funkcija

x

w@) = [ o) dy

a
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yra absoliu¢iai tolydi. Pagal pirma teoremos teiginj ji intervale (a, b) turi apibendrin-
ta iSvesting w, = v. Taliau (u — w), = 0 ir pagal 2.6 teoremg u(x) — w(z) =
const. I§ &ia i$plaukia, kad funkcija u yra absoliuciai tolydi ir const = u(a). Kadangi
apibendrinta i§vestiné u, = v, tai

x

u(z) = u(a) + /uy(y) dy.>

a

Pastaba. Jeigu tolydi funkcija w turi klasiking i§vesting b.v. « € (a,b), bet
néra absoliudiai tolydi, tai intervale (a,b) apibendrintos i§vestinés ji neturi. Taigi i§
klasikinés i§vestinés egzistavimo b.v. = € (a,b) dar neseka apibendrintos i§vestinés
egzistavimas intervale (a, b).

ISnagrinésime keliy kintamyjuy atveji.

2.8 teorema. Tarkime, n > 1 ir srityje §) funkcija v turi apibendrinta isvesting w,, .
Tada v yra absoliuciai tolydi funkcija kintamojo x; atZvilgiu, b.v. likusiems kin-
tamiesiems =, = (x1,...,%—1,Tit1,-..,%y) I yra teisinga Niutono—Leibnico for-
mulé

xi+h

u(z + he;) — u(z) = Eu(iﬁ, T, Ty B T) AT
diae; = (0,...,0,1,0,...,0), o integravimo réZiai yra tokie, kad atkarpa (z, x + he;)
guli srityje €.

a4 Tegu ' C Q yra bet kokia grieZtai vidiné sritis. Pagal 4 vidutiniy funkcijy
savybe
lup — ullLy =0, Nupe;, = ta; L@y =0,

kai p — 0. Kartu b.v. 2} integralai

v (}) b (2})
lu, —uldz; — 0, / [wpw; — U, | dz; — 05
a'(a) a'(2)

Cia intervalai (o' (), b/ (2})) yra tiesiu, lygiagreCiy su x; aSimi, ir srities €’ sankirta
(Zr. 2.1 pav.).
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Pagal antra apibendrinty i§vestiniy apibréZzima tokiems z; funkcija w turi apibendrinta
iSvesting u,, intervale (a’(x}), b’ (x})). Kartu Siame intervale funkcija u yra absoliu¢iai
tolydi kintamojo x; atzvilgiu ir yra teisinga Niutono—Leibnico formule

d
u(z + he;) —u(z) = d—u(xl, e L1, Ty Tjd 1y« ey Tpy) AT
T

T4

Kadangi sriti Q' pasirinkome laisvai, tai galime tvirtinti, kad funkcija u b.v.
yra absoliudiai tolydi intervale (a(x}),b(x})) ir $iame intervale yra teisinga Niutono—
Leibnico formulé. >

ISvada. Tegu funkcija u srityje 2 turi pirmos eilés apibendrintas iSvestines
Ug,;, Vi = 1,2,...,n. Tada ji negali turéti trikio (n — 1)-maciame pavir§iuje. Pavyz-
dziui, jeigu funkcija u turi trukj hiperplokStumoje x,, = 0, tai ji neturi apibendrintos
iSvestinés u,,  (Zr. 2.2 pav.).

LTn

2.2 pav.
Taciau kai ¢ # n, apibendrintos i§vestinés u,, gali egzistuoti.
Pavyzdziai:
1. Tarkime, glodus pavirSius I" dalija sriti €2 i dvi dalis €21, 5. Be to, tegu funkcija

u € C(Q) ir kiekvienoje i3 sri¢iy Q, Qs yra diferencijuojama (7r. 2.3 pav.).

I
Qy

2.3 pav.

Parodysime, kad srityje {2 egzistuoja funkcijos u apibendrintos iSvestinés u;,,
Vi=1,2,...,n. Kadangi u € C*(Q), k = 1,2, tai Vn € C () yra teisinga
integraliné tapatybé

/lei dzx = f/uzind:ﬂ+ / un cos(ny, x;)dSk; (2.18)
Q. Qe 51978

Cia ny, — pavirSiaus Sy = 0€) vienetinis normalés vektorius, iSorinis srities 2,
atzvilgiu. Imkime (2.18) tapatybéje k = 1, po to k = 2 ir gautas tapatybes
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sudékime. Turédami omenyje, kad
n(z)=0,Yz € § =090, ir ni(z)=-na(z),Vrel,

rezultatg perraSysime taip:

/unmi dr = — /u:cindx, Vi € C3°(92).

Q Q
Pagal pirma apibendrintos iSvestinés apibréZima funkcija u turi srityje () apiben-
drinta i§vesting u, ir kiekvienoje i§ sriciu 2, k = 1, 2, ji sutampa su klasikine
iSvestine uy, .

2. Tegu u(z) = |z|*, o > 1 —n, B = {& € R" : |z| < 1}. Parodysime, kad
funkcija v rutulyje B turi pirmos eilés apibendrintas iSvestines ir jos randamos
pagal iprasta formule

Uy, = oxilx|* 2.
Kiekvienam ~ > 0 apibrézkime seka funkcijy
|z[%, |z > B,
U(h)(x) = {ha, ‘JZ| < h.
Funkcija uy) rutulyje B turi pirmosios eilés apibendrintas iSvestines (Zr. 1

pavyzdi) ir

_ [omilz[*7? x> b,
ta:(7) = | < h.

Be to,

) — ulles) = / |2 — h*|dw < Ch+" 5 0,

|z|<h

Jtre; = il oy = [ fowifal =2 da <

|z|<h

h
S hochnfl
sb|/mw*m=mmu/WM”w=Bii———%a
a+n-—1
|z|<h 0

kai h — 0. Pagal 2.5 teorema rutulyje B egzistuoja funkcijos v = |z|* pirmos
eilés apibendrintos i§vestinés u,, = ax;|z|* 2.

P astab a. Akivaizdu, kad neigiamiems « rutulyje B funkcija u néra diferen-
cijuojama. Net jeigu kokiu nors biidu pakeisime jos reik§mes nulinio mato tasky
aibéje, vis tiek gausime funkcija, kuri bus ne tik netolydi, bet ir neapréZta.
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3. Tarkime, funkcijos @ ir ¢ yra sumuojamos intervale (0, 1), bet ne absoliuéiai

tolydzios. Tada i§ 2.8 teoremos iSplaukia, kad funkcija
u(z1,22) = (1) + P(22), (71,22) € 2= (0,1) x (0,1)

neturi pirmos eilés apibendrinty iSvestiniy srityje €2. Taciau

/ T / (PMes)en 4+ / () i =

Q Q Q

=0=/0-77dx, Vn € C°(2).
Q
Todél srityje €2 egzistuoja funkcijos w apibendrinta i§vesting wug,,, ir ji lygi
nuliui.

IS Sio pavyzdzio matome, kad funkcija u gali turéti aukstesniy eiliy apibendrin-
tas iSvestines, neturédama Zemesniy eiliy apibendrinty iSvestiniy.
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2.5. ERDVES W(Q) IR W¥(Q)

Aibg funkcijy u € L, (), p € [1, 0], kurios turi apibendrintas i§vestines
D%u e L,(Q), Va:l|af <k,

Zymésime WE(Q) Aibé W;(Q) yra tiesiné. Joje galima apibréZti norma

lullwi@) = Y 11D ulli,@)- (2.19)

lor| <k

Tiesiogiai galima isitikinti, kad taip apibréZta norma tenkina visas normos apibréZimo

salygas. Priminsime, kad
1/p
||u||Lp(Q) = (/ |u|p dw) 5
Q

kai p < o0, 0
lullL. () =vraisup |u(z)].
z€eQ

Aibé WE(€) su taip apibréZta norma yra normuota erdvé. Erdvéje WE(€2) galima
ivesti ir kita ekvivalenciag norma (ja Zymésime tuo paciu normos Zenklu)

lullw () = (/ > |p” ul”dx)l/p. (2.20)

Q lal<k

Kiekvienu konkreciu atveju naudosime ta norma, kuri bus patogesné. Kai k = 0, erdvé
WE(€) yra L ().

Erdve ng (€2) yra Banacho erdvé. Irodysime tai. Pagal Banacho erdvés apibréZzima
reikia jrodyti, kad erdvée W5(€2) yra pilna. Tarkime, seka {u,,} yra fundamentali
erdvéje WE(Q). Tada Vo : |a| < k seka {D* up,} yra fundamentali erdvéje Ly, (€2),
ty.

||um 7um/HLp(Q) — O, HDa Um, — D“ um/||LP(Q) —)O,
kai m ir m’ — oo. Kadangi erdvé L, () yra pilna, tai egzistuoja tokios funkcijos
U, we € Ly (), kad

[l — UHLP(Q) =0, D" upm — wa”Lp(Q) -0,

kai m — oo. Pagal 2.5 teorema srityje {2 egzistuoja funkcijos u apibendrintos iSvesti-
nés

D¥u = w, € L,(Q),
ty. u € WE(9), ir seka {u,, } konverguoja i u erdveje W5 (€2). Taigi erdvéje WE(Q)
kiekviena fundamentali seka konverguoja.

Erdvé WE(€Q) yra separabili, kai p € [1, 00), ir refleksyvi, kai p € (1,00). Siy
teiginiy jrodymas remiasi tuo, kad atitinkamiems p erdve L (£2) yra separabili ir re-
fleksyvi ir erdve W (€2) galima sutapatinti su erdviy L;,(€2) baigtinés tiesioginés san-
daugos poerdviu (Zr. [44], [8]).



38 2. APIBENDRINTOSIOS ISVESTINES. ERDVES W

Kai p = 2, erdve WE(Q) yra Hilberto erdvé. Skaliaring sandauga joje galima
apibréZti taip:
(u, v)wi(0) Z/ > D*uD*vdz.
Q lol<k

Jeigu WX(Q) yra realiyjy funkcijy erdve, tai brukSnys neraSomas. DaZnai Hilberto
erdve WX(Q) ir ja atitinkanti poerdvi W (Q) zymi HX(Q) ir H<(€).

2.9 teorema. Tegu u € WE(Q) ir f yra C* klasés difeomorfizmas, transformuojantis
sritj Q) j sritj €. Tada funkcijav =uo f~1 € WE(SN)) ir

Cl”“”wg(a) < ||UHWII§(§) < C2||“||W1;(Q);

¢ia Cy ir Cy — teigiamos konstantos, priklausancios tik nuo funkcijy f ir f~! normy
erdvése C*(Q) ir CX(Q).

Sitos teoremos jrodymas i¥plaukia i§ apibendrinty i¥vestiniy savybiu.

Erdves ng () galima apibréZti ir tuo atveju, jeigu vietoje ,,ploks¢ios  srities §2 im-
sime pakankamai glodZia n-matg daugdara S. PavyzdZiui, tegu n-maté daugdara .S yra
lygi sumai baigtinio skaiCiaus n-maciy daugdary S;,7 = 1,..., N, ir kiekviena daug-
darg S; galima C klasés difeomorfizmu f; transformuoti i sritj ; € R". Sakysime,
funkcija u € WE(S), jeigu

wo fit € WE(Q), Vi=1,...,N.

Norma erdvéje ng(S ) galima apibréZti taip:

N
lullwcs) = D lluo £ lwkon-
i=1

Erdvéje WE(€) isskirsime poerdvi WX (). Sakysime, funkcija u i3 erdves W(Q)
priklauso poerdviui WE(Q), jeigu egzistuoja seka {u,,} C C5°(Q), konverguojanti
u erdvéje WE(Q). Taigi

\ rerona LR

WE(Q) = CF(Q) .
Erdvés WE(Q) elementai turi keleta svarbiy savybiy. Tarkime, funkcija u € WE(Q)
Tada egzistuoja seka {u,,} C C§°(€2), konverguojanti i v erdvéje WE(Q) Funkcijas
W ir Uy, m = 1,2, ... pratgsime nuliu | R"\Q. Kiekvienam «, |a| < k, apibréZkime
funkcija

[ D*u(x), =€,
wal@) = {o, z € RMQ.

Akivaizdu, kad bet kokioje srityje Q@ D € funkcijos u ir wy € L, (Q) . Be to, Vm =
1,2, ... funkcijos u,, € C3°(Q) ir

[wm = ullL, @) = llum — ullL, @) — 0,
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|| D« Uy — waHLp(Q) = || D~ Um, — DauHLp(Q) — 0,

kai m — oo. Pagal 2.5 teorema u € WE(Q).

Tegu funkcija u € W;(Q) Pratgskime ja nuliu i srities € iSore ir gauta funkcija
paZymékime ta pacia raide u. [rodysime, kad vidutinés funkcijos u, — u erdvéje
WE(Q), kai p — 0. Funkcija u € WE(Q), VQ : Q C Q. Kadangi Q C Q yra grieZtai
vidiné sritis, tai pakankamai maziems p > 0 srityje {2 galima sukeisti diferencijavimo
ir vidurkinimo operaciju tvarka. Todél

D%u, = (D“u), = D%u, Voa:|a|l <k,

erdvéje L, (Q2), kai p — 0. Pagal apibréZima tai reiskia, kad u, — u erdvéje W}S(Q),
kai p — 0.

Pastaba. Jeigu funkcija u € WE(Q) pratgsime nuliu { R™ \ €, tai gausime
funkcija, kuri srityje @ D 2 gali ir neturéti apibendrinty i§vestiniy. Norint tuo jsitikinti
pakanka pastebéti, kad funkcija v € Wg(ﬂ), pratesta nuliu { srities € iSore, gali turéti
triki n — 1 matavimo pavirSiuje. Tai reiskia, kad ne kiekviena funkcija u € Wg(Q)
priklauso poerdviui W(€). Taigi W(€2) # WE(Q). Kimti sudaro atvejis 2 = R".

2.10 teorema. Tegu 2 = R". Tada erdvés W(Q) ir WE(Q) sutampa.

< Savaime aiSku, kad WE(Q) C WE(Q). Irodysime, kad bet kokia funkcija u €
WE(Q) priklauso ir poerdviui W(€). Laisvai pasirenkame funkcija u € W(Q).
Apibrézkime funkcijy seka

uf(x) = u(@)¢ (|z]/R);

¢ia: R yra teigiamas parametras, (t) — be galo diferencijuojama intervale [0, co) funk-
cija, lygi 1, kai ¢ € [0, 1], monotoniskai mazéja, kai t € [1, 2], ir lygi nuliui, kai ¢ > 2.
Akivaizdu, kad funkcijos u ir ug rutulyje B = {z € R" : |z| < R} sutampa. Be
to, reiSkinio {(|z|/R) iSvestinés yra tolygiai apréZtos parametro R atzvilgiu. Todél
Va, |a] <k, yra teisingas jvertis

| D*u — D*ul|, () = || D*u* — D*ullL, (@\Br) <
<C Z I DP ully, o\ 5p); (2.21)
[8]<| ]

¢ia konstanta C' nepriklauso nuo konkrecios funkcijos u € WE(Q) pasirinkimo. K-
dangi ||u||wlr§(9) < 00, tai reiSkinys deSiniojoje (2.21) nelygybés puséje artéja i nuli,
kai R — oo. Kartu

| D* u® — D*ul|1, ) < &(R) =0,

kai R — oo. Seka {(u”*),} C C§°(9) ir konverguoja i u erdvéje Wi (), kai R —
00, p — 0. Tai reidkia, kad u € WK(Q). »
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Kiekvienai funkcijai u € WE(Q) irv e ng/ (€2) yra teisinga integravimo dalimis
formule
/uDO‘vdx: (—1)|a‘/vD°‘udx, Va: o] < k. (2.22)
Q Q
I8 tikryju Yu € WE(Q) egzistuoja seka {u,,} C C§°(€2), konverguojanti | u erdvéje
ng () . Pagal pirmg apibendrintos i§vestinés apibréZima Vu,, yra teisinga tapatybé

/umDavd:r: (—1)'“‘/1}Da Uy diT.

Q Q

Peréje prie ribos, kai m — oo, gausime (2.22) formulg. Poerdvio WII;(Q) pakeisti
visa erdve WE(Q) ¢ia negalima. Tuo galima lengvai isitikinti. Tegu & = 1, funkcijos
u,v € CH(Q) ir S = 9 — dalimis glodus pavirSius. Tada yra teisinga integravimo

dalimis formulé
/uvxi dx = f/uxiv dx + /uv cos(n, x;) dS;

Q Q S

¢ia bendru atveju integralas pavir§iumi S nelygus nuliui. Si formulé islieka teisinga,
jeign u € WL(Q), v € WL(Q) ir sritis € yra tokia, kad erdveé C'(Q) yra tirita
erdvése W () ir W}, (). Jeigu funkcija u € W1(€), tai integralas pavirsiumi S yra
lygus nuliui ir galima sakyti, kad funkcija u pavirSiuje S yra ,,lygi nuliui“. AnalogiSka
situacija yra ir erdves WE(Q) atveju. Tarkime, u € W(€2). Tada galima sakyti, kad
pavirSiuje S ji yra ,,lygi nuliui “ kartu su visomis savo apibendrintomis i§vestinémis iki
(k — 1)-os eilés imtinai.
Irodysime dar viena svarbig poerdvio er) (Q) elementy savybe.

2.11 teorema. (Frydrichso nelygybe) Tegu () yra apréZta erdvéje R™ sritis. Tada
Yu € Wllj(Q) yra teisinga nelygybé

[ullL, @) < dlluzllL, @) (2.23)
Cia d yra srities ) diametras.

<4 Aibé C5°(Q) yra tirSta erdvéje Wé(Q) Todél (2.23) nelygybe pakanka jrodyti
Vu € C3° (). Laisvai pasirenkame funkcija v € C5°(€2). Pratgskime ja nuliu i srities
) iSore, o gauta funkcija pazymékime ta paéia raide u. Tada u € CP(Q), VQ D Q.

Tegu @ yra kubas, kurio briauna d. Pasukus koordinates ir perkélus ju pradzia,
visada galima pasiekti, kad

Q={zeR":0<x;<d,Vi=1,2,...,n}.
Todél is karto tarkime, kad sritis

QCcQ={zeR":0<z;<d, Vi=1,2,...,n}.
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Pagal Niutono-Leibnico formule

En /
u(m)=/%dt, el = (T1, ., Tp)-
0

Pasinaudoj¢ Helderio nelygybe ivertinsime funkcijos v moduli

|</’8uxt’ /lﬁuxt’ ;<
d 1/p 1/p 1/p

< /dt /‘811:1: ,t) it _ g /‘auac ,t) it

0

IS Sio jvercio iSplaukia nelygybé
/|u |pdx<d”/”+1/|uz (@)|P dz = @/ +1/\u 2)|P d,

kuri yra ekvivalenti nelygybei

ulle, @ < dllus,[lL,©)-

Pakeite funkcijos u i§vesting u,,, gradientu u,, gausime (2.23) nelygybe. >

Teorema irodéme tare, kad p > 1. Kai p = 1, teorema iSlieka teisinga. Siuo atveju
irodymas yra beveik toks pats. Nereikia tik taikyti Helderio nelygybés.

P astab a. [rodant Frydrichso nelygybe, reikalavimas v € W;(Q) yra esminis.
Poerdvio W%)(Q) pakeisti visa erdve W (€2) negalima. Tuo lengvai galima isitikinti
imant u = 1.

Pasinaudojus Frydrichso nelygybe, funkcijos u € WE(Q) Zemesniy eiliy i§ves-
tiniy normas galima jvertinti aukStesniy eiliy i$vestiniy normomis erdvéje L, ().
Pavyzdziui, kai k = 2,

||ul’z Lp(Q) S d”ufﬂinHLp(Q)? VZ = 1727"'7n

Todél erdveje WK (€) galima jvesti norma

lellvgy = | Do 1D ullf oy | (2.24)
|| =k

ekvivalencig normai erdvéje WE(Q) (zr. 2.20 formule).
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2.6. FUNKCUU IS ERDVES W5(Q2) PRATESIMAS

Nagrinéjant erdves VV%;(Q)7 srities €2 forma neturi jokios jtakos. Kiekvieng erdvés
W}g(Q) elementa galima pratesti nuliu | R™ \ € ir nagrineti kaip erdves WE(Q) ele-
mentg bet kokioje standartingje srityje Q D €2, pavyzdZiui, rutulyje arba kube. Sudé-
tingesné situacija yra erdvés WE(Q) atveju. Tiksliau, funkcija u € W(Q) ne visada
galima pratgsti | R™ \ 2 i§laikant ,,gloduma“. Tai priklauso nuo srities 2. PavyzdZiui,
jeigu plokStumoje ivesime polines kordinates

x =pcos, y=psinb,
tai funkcija u = 0 srityje
Q={(r,y): 1< p<2,0<0 <27}

bus sumuojama ir turés joje sumuojamas apibendrintas iSvestines. Taciau ji nebus ab-
soliuciai tolydi tiesiy = = const > 0 atkarpose, kertanCiose sritj €2, ir todél (Zr. 2.8
teorema) neturés apibendrinty pirmosios eilés iSvestiniy srityje

Q={(z,y): 1< p<2,0<0<2m}.

Bitiny ir pakankamy salygu, kada erdvés WE(Q) elementus biity galima pratesti
i platesng sritj iSlaikant ,,gloduma“, néra. Kai srities {2 pavirSius S yra pakankamai
glodus, tokj pratesima sukonstruoti galima. Cia pateiksime konstrukcija, kuri remiasi
erdvés ng(ﬂ) elementy aproksimacija aibés C°°(€2) elementais. Kaip matome i$ ka
tik iSnagrinéto pavyzdZio, tokia aproksimacija ne visada galima. ISskirsime gana placia
klase sriciu, kai tokia aproksimacija galima.

2.12 teorema. Tegu 2 yra apréZta, Zvaigzdiné® atZvilgiu kurio nors savo vidinio tasko
sritis. Tada aibé C*°(2) yra tirSta erdvéje Wlp‘(Q)

< Tarkime, sritis §2 yra Zvaigzdiné kurio nors savo vidinio tasko atzvilgiu. Tegu $is
taskas yra koordinaciy pradzioje. PrieSingu atveju koordinaciy pradzia reikia perkelti
1 ta taska.

Laisvai pasirenkame funkcija u € WX(Q). Tegu vV (z) = u(\z), A € (0,1).
Tada funkcija u* € WE(Q), VA € (0,1). Kadangi funkcija u € Ly(Q2) yra tolydi L,
prasme, tai

[ = uV |, @) = lu(@) = u(Az)|L, @) = 0,

kai A — 1. Dél tos pacios priezasties Vo : |o| < k
1D u = D*uM |y 0) = | D" u = N D*u)V | () <
< || D*u— (D* u)M |1, () + (1 = AN (D> W)V |1, ) — 0,

kai A — 1. Vadinasi, seka {u(*)} konverguoja i funkcija u erdvéje WE(€), kai A — 1.

3Sritis Q yra ZvaigZdiné atzvilgiu kurio nors savo vidinio tasko, jeigu bet kuris spindulys, iSeinantis i¥ to
tasko, kerta srities pavir§iy tik viename taske.
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Akivaizdu, kad VA € (0,1), sritis A\Q C €. Todél vidutinés funkcijos (uV), €
C>°(Q) ir, kai p — 0, konverguoja i funkcija u® erdveje WE(Q). Tatiau tada is
sekos {(u™)),} galima isrinkti poseki {(u*),, }, konverguojanti i funkcija u erdvéje
WE(€). Vadinasi, aibé C*°(Q) yra tirSta erdveje W5(€2). >

I[§vada. Tegu sritis Q yra pusrutulis BY = {& € R" : |z| < 1,2, > 0} ir
funkcija u lygi nuliui, kai || > 1 — e. Tada ankséiau pateiktoje konstrukcijoje poseki
{(u™),,} galima parinkti taip, kad kiekviena i§ funkciju (u*),, biity lygi nuliui,
kai [z] > 1 —¢/2.

Istirsime erdvés W1 (€2) atveji.

2.13 teorema. Tegu  yra apréta sritis, S = 02 — C! klasés pavirsius ir Q D €.
Tada egzistuoja tiesinis apréZtas pratesimo operatorius
Wl 371
IT: W5(Q) = W, (Q).
Be to, jeiguu € W}(Q) irv = Iu, taiv(x) = u(x), kai z € Q.

< Irodymga iSskaidysime i tris etapus.
1. Tarkime, 2 = B*,u € Wé(B*) ir funkcija v lygi nuliui pussferés

St={zeR":|z|=1,z, > 0}
aplinkoje. Lyginiu budu prate¢seg funkcija w i pusrutuli B, gausime funkcija

_ u(x), x € Bt
v(z) = {u(zim —x,), «€ B

Parodysime, kad funkcija v € Wé(B) Remiantis 2.12 teoremos i§vada, egzistuoja
tokia seka {u,, } C C°°(B*), konverguojanti | u erdvéje VDVI},(BJf)7 kadVm =1,2,...,
funkcija u,, lygi nuliui pussferes S* aplinkoje. Kiekviena funkcija wu,, lyginiu badu
pratgskime i pusrutuli B~ . Pratgstos funkcijos

V() = U (), x € BY,
T L u (2, —xy,), T € B,

yra finiCios ir tolydZios visame rutulyje B. Pusrutulivose B* ir B~ jos yra be galo
diferencijuojamos. Todél v, € W} (B) (Zr. 2.4 skyrelio 1 pavyzdy) ir

vmllwi(s) = 21/p||um||w;,(5+)- (2.25)

Be to,
[om —vllL,8) = 0, lvma; — willL, ) — 0,

kai m — oo. Cia

Uz, (z), r€BY,i=1,2,...,n,
wi(z) =< ug, (2], —xy), teB,i=1,2...,n—1,
Uz, (l‘n, xn)7 r € B ,i=n.
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Remiantis 2.5 teorema, rutulyje B egzistuoja funkcijos v apibendrintos iSvestinés
U, = w;, Vi=1,2,...,n,irv € WL(B). Kadangi

[vm = vllwis) = 0,
kai m — oo, tai (2.25) lygybéje galima pereiti prie ribos. Taigi
[vllwys) = 21/p||u||wg,(3+)~
2. Tarkime, ta¥kas z* € 9Q, U — tasko z* aplinka, u € W} (Q), aibé QUU C Qir
suppu C U. Be to, tegu egzistuoja toks difeomorfizmas f : U — B, kuris sriti QN U

atvaizduoja | pusrutulj B*, o pavir$iy 0Q N U | skritulj {z : || = 1,2z, = 0} (Zr. 2.4
pav.).

T
o0 f +
— T >
supp @

2.4 pav

Tada funkcija & = uwo f~' € WL (B™) ir pussferés S* aplinkoje lygi nuliui. Kadangi
funkcija @ tenkina 1 punkto salygas, tai ja galima pratgsti i pusrutuli B~. Pratgsta
funkcija v € W%)(B) Apibrésime funkcija v = ¥ o f. Akivaizdu, kad v € er)(U ).
Funkcija v pratesime nuliu { R™ \ U ir pratesta funkcija paZymésime ta pacia raide v.
Tada funkcija v € W(Q). Be to, v(z) = u(z), Vo € Qir

[ollwi@) < Cllullwia):

¢ia konstanta C priklauso tik nuo funkcijy f ir f~! normy erdvéje C*.
3. ISnagrinésime bendraji atveji. Kadangi ) yra aprézta sritis ir S yra C! klasés
pavirSius, tai egzistuoja baigtinis skaicius tokiy atviry aibiy Uy, ..., Uy, kad:

N
I)QC_UUiCQ.

i=1
2) Aibé U; C Q arba U; tenkina 2 punkto salygas, i = 1,2,..., N.

Tegu {¢;(z)} Y, yra vieneto skaidinys (7r. 1.19 teorema), atitinkantis aibiy sistema
U1, Us, .., Un. Kitais ZodZiais tariant, (; € C3°(R"™), supp¢; C U;, Vi =1,2,..., N,
ir

N
ZQ(Q?) =1, Vze.
=1

Tada
N

u(x) = Z u; (2);

i=1
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Cia u;(z) = u(z)(;(x). Laisvai pasirenkame kokia nors funkcija u;. Jeigu aibé U; C
, tai funkcija u; € Wpl,(Q) Pratese ja nuliui R™ \ , gausime funkcija v; € Wpl,(Q)
Tuo atveju, kai aibiy U; ir 02 sankirta yra netuscia, aibe U; tenkina 2 punkto salygas.
Todel egzistuoja tokia funkcija v; € W}(Q), kad vi(z) = w;(z), Vo € Q, ir yra
teisingas jvertis

Jvillwi@) < Clluillwi(e)- (2.26)

Dabar pratgsimo operatoriy 11 galima apibréZti taip:

N
Iy :=v = E V.
i=1

Sioje sumoje kiekviena funkcija v; € W%)(Q) Todel ir funkcija v € Wé(Q) Be to,
v(x) = u(z), Vo € Q, ir yra teisingas jvertis

[vllwi@) < Cllullwie); (2.27)

Cia konstanta C' priklauso tik nuo p,  ir Q. >

Pastab a. IS Sios teoremos jrodymo iSplaukia, kad kartu su (2.27) yra teisingas
ivertis

[vllL, @) < CllullL,@);

Cia konstanta C' priklauso tik nuo p, Q ir Q. Be to, jeigu u € L, (), ugy, € Ly(R),
g > p ir sritis Q yra klasés C', tai remiantis Frydrichso nelygybe galima jrodyti, kad
u € Ly (). Kartu galime tvirtinti, kad u € W/ (€2).

Tarkime, kad 2 yra neapréZta sritis ir egzistuoja tokia atviry aibiy sistema {U; }$2,
kad:

. Qc UU; CQ.
=1

1=

2. Aibé U; C € arba yra tokia pati kaip 2.13 teoremos jrodymo 2 dalyje, i =
1,2,...

3. Difeomorfizmy f; : U; — Bir f; ' : B — U; normos erdvése C'(U;) ir C!(B)
nevir§ija kokios nors konstantos, bendros visoms U;.

4. Aibiy sistemos {U; }$2, kartotinumas yra baigtinis, t.y. kiekvienas taskas « €
priklauso ne daugiau kaip NV aibéms U, ir skaiCius /N nepriklauso nuo tasko x.

Tada 2.13 teoremoje pateikta pratgsimo konstrukcija tinka ir neapréztos srities atveju.
Tiksliau, yra teisinga teorema.

2.14 teorema. Tegu ) yra neaprézta erdvéje R"™ sritis, tenkinanti anksc¢iau i§vardytas
salygas. Tada egzistuoja tiesinis apréZtas pratesimo operatorius

IT: WH(Q) - WL(Q).

Be to, jeiguu € W}(Q) irv = Ilu, tai v(x) = u(x), kai z € Q.
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Analogiskos teoremos yra teisingos ir erdvéms WIP‘(Q), kai £ > 1. ISnagrinésime
apréztos srities atveji.

2.15 teorema. Tegu Q yra apréZta sritis, S = 02 — C* klasés pavirsius ir Q C Q.
Tada egzistuoja tiesinis apréZtas pratesimo operatorius

IT: WE(Q) = WE(Q).
Be to, jeigu u € WE(Q) ir v = Iu, tai v(z) = u(x), kai z € Q, ir
HUHW}g(Q) < C||u||wg(§z); (2.28)
Cia konstanta C priklauso tik nuo p, k, Q ir Q.

< Tarkime, 2 = B*, o u — pakankamai glodi pusrutulyje B* funkcija, lygi nuliui
kokioje nors pakankamai mazoje pussferés S+ aplinkoje. Apibrézkime funkcija

u(z), x € Bt,
— k .
v(@) = > aju(x),—277x,), x € B
§=0
¢ia aq, ...,y yralygciy sistemos
k
Za](_2_])m = 17 m:0717 7ka
§=0

sprendinys (pastaroji sistema turi vienintelj sprendini, nes jos determinantas nelygus
nuliui). Taip apibréZta funkcija v € C*(B), suppv C B ir

lollwi() < Cllullwis+)-

Konstanta C' priklauso tik nuo p ir k. Kaip ir 2.13 teoremoje, galima parodyti, kad
toki pratesima galima atlikti Vu € Wl};(B+ ). Tolesnis irodymas yra analogiSkas 2.13
teoremos jrodymui ir remiasi vieneto skaidiniu bei 2.9 teorema. >

I§vada. Jeigu sritis € yra tokia, kad erdvés W}g(Q) elementus galima pratgsti
i platesne sritj iSlaikant ,,gloduma® ir (2.28) jverti, tai aibé C°°(Q) yra tirsta erdvéje
WE(Q) .

Pastab a. Reikalavimas, kad S baty C¥ klasés pavirsius, susijgs tik su teore-
moje panaudota pratesimo konstrukcija. Yra kitos funkcijuy u € WE(Q) pratgsimo
konstrukcijos, iSlaikanc¢ios gloduma. PavyzdZiui, [47] knygoje pateiktoje funkcijy
u € WE(Q) pratgsimo konstrukcijoje reikalaujama, kad {2 tenkinty vadinamaja mini-
malaus glodumo salyga.

Tegu ¢ : R"~' — R*! yra funkcija, tenkinanti LipSico salyga

lo(z') — (7)) < M|z’ — 7|, Va',7’ e R"™*
su LipSico konstanta M ir

Q={(",z,) ER" 1z, > p(2)}, o' =(x1,...,Tpn_1)-
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Sriti, kurig gausime pasuke arba pastime 2, vadinsime specialigja lipSicine sritimi.
Apibrézimas. Tegu § yra atvira erdvéje R™ aibe, S = 0f). Sakysime,
pavirsius S yra minimaliai glodus, jeigu egzistuoja seka atviry aibiy

U, U,...,Un,..., Qc|JUs
i=1

ir tokie skaiCiai e > 0, M > 0, N € N, kad:
1. Jeiguz € S, tai B.(z) C U, su tam tikru indeksu i.
2. Sistemos {U; }72, kartotinumas nevir§ija N.

3. Kiekvienam ¢ egzistuoja specialioji lipSiciné sritis €2;, su tokia LipSico konstanta
Mi S M, kad
Ui N = U,L N Qz

Taigi 2.15 teorema ilieka teisinga daug platesnei sri¢iy klasei. Siai klasei gali bati
priskirtos sritys, kuriy krastiniy taSky aibé yra minimaliai glodi. Apytiksliai tokias
sritis galima apibiidinti kaip sritis, kuriy krastiniy tasky aibé yra pavirSius, tenkinantis
Lipsico salyga. Akivaizdu, kad pavirSius S turi minimaly gloduma, jeigu S yra C!
klasés pavirSius. Be to, jeigu €2 yra aprézta arba iskila sritis, tai pakanka baigtinio
skaiCiaus atviry aibiy Uj;.
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2.7. UZDAVINIAI
1. Tegu u,v € Lgo(Q) ir bent viena i§ $iy funkcijy yra finiti. Irodykite, kad
pakankamai maZiems p > 0 yra teisinga formule
/u,,(:z:)v(sc) dx = /u(x)vp(m) dx. (2.29)
Q Q
2. Tegu vt = max{u,0}, v = min{u,0}, u € WHQ) (= v = u* + u,
|u| = ut — w). Irodykite, kad u*, u™, |u| € Wi ().
Nurodymas. Pasinaudokite pirmuoju apibendrintos i§vestinés apibréZimu.
3. Tegu f € Loo(R) yra dalimis glodi funkcija, u € W}(Q). Irodykite, kad fou €
WHQ)ir
0 _{f W, ugE
axi(fou)—{& u e F;
Cia F — aibé tasky, kuriuose funkcija f néra glodi.
Nurodymas. Pasinaudokite 2 uzdaviniu.
4. Tegu 9N yra C! klasés pavirSius, funkcija u € L,(Q), o jos apibendrintos

i¥vestines u,, € Lq(Q),¥i =1,2,...,n, ¢ > p. Irodykite, kad u € W (Q).
Nurodymas. Pasinaudokite Frydrichso nelygybe.



3 SKYRIUS

Erdviy w¥(©) 1dé€jimo teoremos

Sakysime, normuota erdvé B jsideda i normuota erdve Bs, jeigu kiekvienas elemen-
tas u € B priklauso erdvei B; ir

||U||32 < CHUHBI;

¢ia konstanta C nepriklauso nuo konkretaus elemento u. Erdvés Bj i erdve Bs idéjimo
operatoriumi vadinsime toki operatoriy, kuris kiekvienam elementui v € B priskiria
ji pati, bet kaip erdvés By elementa. Taigi erdvés By idéjimas i erdve Bs yra ekviva-
lentus idéjimo operatoriaus apréztumui. Be to, jeigu kiekviena apréZta aibé erdvéje B,
yra salyginis kompaktas erdvéje Bo, tai sakysime, kad erdvé B; kompaktiskai jsideda
i erdve B, o idéjimo operatorius yra visiSkai tolydus.

Kai kurios erdviy WE(Q) 1déjimo teoremos gaunamos tiesiogiai i§ ju apibréZzi-
mo. PavyzdZiui, erdvé WI})(Q) isideda i erdve L, (). Taliau néra akivaizdu, kad
apréztos srities atveju erdvé Wé(ﬂ) kompaktiskai isideda i erdve L, (€2) arba i erdve
C(Q), jeigu p > n. Analogiski teiginiai yra teisingi erdvéms W}, (Q) ir C™(Q). Pa-
vyzdZiui, jeigu r < k, tai erdvé W5(€2) isideda i erdve W} (Q) tam tikriems ¢ > p
ir, kuo didesnis yra skirtumas k — 7, tuo platesnis rodiklio ¢ pasirinkimas. Be to, jeigu
(k —m)p > n, tai erdvé WE(Q) kompaktiskai jsideda | erdve C™(£2). Tokius ir
panagius teiginius nagrinésime Siame skyriuje. Siame skyriuje taip pat nagrinésime ir
funkcijy u € WE(Q) ,;pédsakus“ (n — 1)-maciuose pavirSiuose. Parodysime, kad tai
yra nauji objektai, kuriuos galima traktuoti kaip aibe funkciju, turinéiy trupmeninés
eilés iSvestines.

3.1. INTEGRALINIAI OPERATORIAI SU SILPNA YPATUMA

Tegu 2 yra aprézta erdvéje R™ sritis, k(z, y) — tolydi, kai = # y, ir apréZta funkcija,
z,y €Q, a€(0,n), vel,(Q),

Ku(z) = Mv(y) dy, z €. 3.1

)z —yle
Q

Taip apibréztas operatorius K yra vadinamas integraliniu operatoriumi su silpna ypa-
tuma.

3.1teorema. Tegua < n/p’, 1/p+1/p’ = 1. Tada K yra visiskai tolydus operato-
rius, veikiantis i§ erdvés L, (Q2) j erdve C(Q).
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aTegup < 00, v € Lp(R), u = K virr = |z —y|. Pagal teoremos salyga funkcija
k yra aprézta. Todél egzistuoja tokia konstanta C, kad

) <€ [ r¥lou)ldy < Clr2 ool c0
Q
(ivertindami integralg sritimi €2 pasinaudojome Helderio nelygybe). Integralas

d' ana
/Tfady§|51\(lam )
n—ao

Q
(zr. 1.2 skyreli). Todél
()] < Cy (diam Q)7 o, @), Vo €D,
ir

sup u(z)| < C(diam Q)™ ~[|v]|r, (o) (3.2)
xre

[rodysime, kad u € C(€). Laisvai pasirinkime skai¢iy § > 0. Tada

ul() = / e k(z, y)u(y) dy + /‘rﬂ%uww@My (3.3)

QNBs(x) Q\Bs(z)

6'",—(1
/ T_adygwl‘n—a’

QNBs (a:)

Kadangi

tai pirmaji integralg (3.3) formuléje galima jvertinti taip:

r=k(z, y)u(y) dy| < C18™MP ]l ) = 0, (3.4)
QNBs(x)

kai 6 — 0. Antrasis integralas (3.3) formuléje yra tolydi kintamyjy = funkcija. Todél
funkcija u yra tolydi kaip tolygiai konverguojanciy tolydZiu funkcijy riba.
Reiskinys

(z + =, k(z,
|w+z—u|_/\ w20 MO ) dy < 1+ 1 2
|z + 2z —yl |z —yl
Cia k( )
T+ z,y
L = T E5Y) Ny dy,
e O
QNBs(x)
k(z,y
po= [ [ e
|z —y|
QﬁBg(z)

&
|

— v dy.
Tte—yl® Jw—y lv(y)| dy

/ k(x+ z,y) k(z,y)

OQ\Bs(z)
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Integralas
I < 187 ol o

(zr. (3.4) nelygybe). Jeigu taskas x + z yra pakankamai arti tasko x, tai Bs(xz) C
Bos(z + z) ir

I < C1(26)™7 =% ||v]|1,, (0)-

k(z,y)

|z — yl|*

Srityje 2\ Bs(z) funkcija yra tolydi. Todél

Iz < (|2, 0)||vllL, @)
Glae(t,d) — 0, kai t — 0. I8 $iy jverCiy iSplaukia, kad
lu(z + 2) — u(z)| < (C16™P' = 4+ C1(20)"/P' = 1 (2], 8)) |[v]lw, (@) -
Laisvai pasirenkame skai¢iy € > 0. Fiksuokime tokj ¢ > 0, kad
CLo™MP = 4 Oy (26)"P 0 < /2

(tai padaryti galima, nes n — ap’ > 0). Kadangi (¢, ) — 0, kai t — 0, tai egzistuoja
toks skaiCius h > 0, kad £(|z|,0) < &/2, Vz : |z| < h. Taliau tada

sup sup [u(z + 2) — u(x)| < £[[v]s, o). (3.5)
|z|<h z€Q

Tegu aibe V' C L, () yra apréZta ir
U={u=Kv:veV}

IS (3.2) ir (3.5) iverciy iSplaukia, kad aibé U erdvéje C(ﬁ) yra apréZta ir vienodai
tolydi. Pagal ArcelAa teorema aibé U yra salyginis kompaktas erdvéje C(€2). Taigi
operatorius

K :L,(Q) = C(Q)

yra visiskai tolydus.

Kai p = oo, teoremos jrodymas yra analogiSkas. Netgi paprastesnis, nes nereikia
taikyti Helderio nelygybés. >

Tegu s < n yra sveikasis teigiamas skaiCius, 25 — srities €2 sankirta su plokStuma
R?. Kai s = n, sritis £2,, = Q. Priminsime, kad sritis — tai netusCia, atvira, susijusi
aibé. Todél aibé (), yra atvira. Tarkime, kad ji yra netusCia.

3.2 teorema. Tegun/p’ < a < n/p’ + s/p. Tada K yra visiskai tolydus operato-
rius, veikiantis i$ erdvés L, (€2) | erdve Ly(€s). Cia g bet koks teigiamas skaiCius,
tenkinantis nelygybe o < n/p’ + s/q.

< Atskirai i§nagrinésime du atvejus: p < g ir p > q. Tegu p < q. Tokios p ir q
reik§més yra galimos, nes o < n/p’ + s/p. Kartu egzistuoja toks skaiius 5 > 0, kad

a+28=n/p +s/q.
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Todél reiskini r~|v| galime perraSyti taip:

r~ Y| = 7"*5/“5\1)\1’/‘17‘”/1’%'8|v|1*p/q. (3.6)

Tegu v € L, () . Irodysime, kad r~|v| yra sumuojama aibéje 2, x € funkcija. Pagal
Jungo nelygybe (imame py = q, p2 = p', p3 = qp/(q¢ — p))
1 1 / —
T—O¢|,U| S 7T—S+ﬁq‘v|p + 7/,,,,—'!L+,Bp T q p‘vlp.
q p ap
Pakanka irodyti, kad kiekvienas i$ reiSkiniy Sios nelygybés desinéje yra sumuojamas

aibéje 5 x €. Akivaizdu, kad treciasis reiskinys yra sumuojama srityje €2 funkcija.
Integralas

/r””ﬁp, dy < C(diam Q)°?" < oo. 3.7)
Q

Todél antrasis reiskinys taip pat yra sumuojama aibéje 25 x €2 funkcija. Integralas

/r*‘”ﬁq dx < C(diam Qs)ﬁq < 0. (3.8)
Qs
Todél
/ T_S+ﬁq\v(y)|p dydr = / lo(y)|P (/r‘s+ﬂq dm) dy <
Q. xQ Q Q.
< C(diam QS)’Bq||U||€p(Q) < 00 (3.9)

(¢ia pasinaudojome Tonelio teorema). Taigi funkcija r~5+5%|v|P yra sumuojama aibéje
Q x Q. Kartu funkcijos ~%|v| ir kr~%|v| yra sumuojamos aibéje 2 x €2,. Pagal

Fubinio teorema funkcija
k(x,y
utw) = [HE2 )0y
Q

yra sumuojama aibéje (2. Irodysime, kad u € Lqy(€25). Priminsime, kad funkcija k yra

aprézta. Todél
lu(z)| < C / r=2o(y)] dy.
Q

Perrasysime $ia nelygybe taip:

lu(z)| < O/Fs/qwlv(y)lp/qr’"/”’wlv(y)ll’p/q dy.
Q
(zr. (3.6) formule). Pagal Helderio nelygybe

a—p

) < o [reromppay) " ([r a) " ([l a) ™

Q Q Q
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(imame p1 = ¢q, p2 = p', p3s = qp/(¢ — p)). Kairiaja ir deSiniaja Sios nelygybés
puses keliame ¢ laipsniu ir integruojame sritimi {25. Pasinaudoj¢ (3.7), (3.8) ir (3.9)
nelygybémis, gausime

/\u(m)|q d < C*(diam ©,) (diam Q)#4)Jo]}{_
Qs
Kartu yra teisinga nelygybé
||uHLq(QS) < C(diam Qs)ﬁ(diam Q)B ||'UHLP(Q). (3.10)

Tarkime, V' yra apréZta erdvéje L, () aibé, t.y. egzistuoja toks teigiamas skaiius
M, kad
H'U”LP(Q) <M, YvelV.

I8 (3.10) ivercio i$plaukia, kad aibé
U={u=Kv:veV}

yra apréZta. Parodysime, kad ji yra vienodai tolydi.
Laisvai pasirinkime skai¢iy € > 0. Pagal Minkovskio nelygybe

[uz +2) = w(@)llLy@.) < llullig@o) + lluellig@.) + lusllig@.);

Cia:
k(z + 2,y)
— d
w@ = [ .
QNBs(x)
k(z,y)
us(z) = / }mh’(yﬂd%
QnBé(fL‘)

k(z+2y)  k@y)
= - d
US(‘T) / |$+Z—y‘a |.T—y|a |U(y)‘ Y,
Q\Bs(x)

0 — bet koks teigiamas skaiCius. Integralus u; ir ug galima jvertinti visiSkai taip pat
kaip ir integrala u :

IN

[u1llLy ) C(diam €,)7(26)%[v]|L, (o),

Izl < C(diamQ)%67|v]lL, (q)-

Fiksuokime tokj skaiciy § > 0, kad
Iy + luzllL, @) < C(diam Q,)°((26)° + 6°) M < /2.

k(x,y)

|z — yl|*

Srityje 2 \ Bs(z) funkcija yra tolydi. Todél

lusllr, . < eIzl )lvllL, @) < e(lz],0)M,  Vz € Bs(x);
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Clae(t,0) — 0, kait — 0.
Fiksuokime tokj skai¢iy A > 0, kad

e(|z],0)M <e/2, Vz:|z| <h.

Tada
lu(z + 2) —u(@)|lL (@) <& Vzv:i|z|<h,veV.

Taigi aibé U yra vienodai tolydi. Pagal 2.3 teorema aibé U yra salyginis kompaktas
erdvéje Lq (€2s), o operatorius

K :L,(Q) — Lg(£2)

yra visiSkai tolydus.
Tegu dabar ¢ < p. Imkime toki skaiciy r > p, kad a < n/p’ + s/r. Pagal Helderio
nelygybe

r—q , 1/r
ullLy @) < €] 7 (/|u(x)\ da;) .
Qs

Kadangi r > p, tai (Zr. (3.10) iverti)

llullr, (0.) < C(diam Qs)ﬂ(diamQ)’BHv||Lp(Q).

Todél -
[ullL,(.) < ClQ%| 7 (diam Q)" (diam Q)°[|v]|L, (@)

Tolesnis irodymas yra analogiSkas atvejui ¢ > p. >
Pastab a. IS teoremos jrodymo i$plaukia, kad bet kokiam fiksuotam z € R" ir
visiems pakankamai maZiems ¢ > 0 yra teisinga nelygybé:

lu(z +t2) — w(@)l|Ly@.) < eV, @)

Gae(t) — 0,kait — 0.
Funkcija

L @ —y

1=1,2,...,n,
yra tolydi, kai = # vy, ir aprézta Vo, y € Q. Todél operatorius K, apibréZtas formule

1 Ti—Yi

]{ii Z, .
K’L,U(x):/kﬂ( y) U(y)dy_ U(y)dy7 Z:1a27"'ana
Q

st V=5 ) Ty

yra operatorius su silpna ypatuma (o = n — 1). Visi suformuluoti 3.1 ir 3.2 teoremose
teiginiai iSlieka teisingi ir operatoriui K; . Tiksliau, yra teisinga tokia teorema.

3.3 teorema. Tegu () yra apréZta erdvéje R™ sritis. Tada:

1. Operatorius o
K, :L,(Q) = C(Q)

yra visiskai tolydus, kai p > n.
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2. Kail<p<nirn—p<s<n,q> 1, operatorius
K; : Lp(Q) — Lq(€2)

yra visiSkai tolydus, jeigu

l-——+->0
Rodiklis ¢* :
-2+ 29 3.11)
P q

vadinamas ribiniu. Jeigu 3.3 teoremoje g = ¢*, tai operatorius
K; : Lp(2) = Lg- (%)

néra visiSkai tolydus. Tac¢iau galima irodyti, kad jis yra apréZtas. Tiksliau, yra teisinga
tokia teorema.

3.4 teorema. Tegul < p < n,n —p < s < n. Tada operatorius
K; :L,(Q) — Lg+ (9Q5)
yra apréztas.

Sios teoremos nejrodinésime. Paminésime tik, kad jos jrodymas remiasi i verciu

lullL,@.) < CllvlL, @) (3.12)

u(m):/ﬂdy, a<n,

|z —y[®
R7Z

q > p, s/qg = a—mn/p > 0. Sio jveréio jrodyma galima rasti [7] knygoje, kai
s =n =1, [45] knygoje, kai s = n > 1, ir [4] knygoje, kai s < n,n > 1.
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3.2. FUNKCIUu € W) (Q2) INTEGRALINE ISRAISKA

Tegu ) yra apréZta sritis, S = JQ — dalimis glodus pavirsius. Tada Yu € C?(Q) ir
Va € () yra teisinga integraliné iSraiSka

s /E(x*y)AU(y) dy +
)
Ouly) OE(z —y) (3.13)
ul\y @ —y
+ /(E(oc—y) o, —u(y) = )dsy,
5
Cia 1
|S1](n — 2)|z|*—2" kain > 2,
E(z) = ) 1
711177 kal n = 2’
[S1] |z

yra singuliarusis Laplaso lygties sprendinys (Zr. [1]). Jeigu funkcija w yra finiti, tai
(3.13) formuléje integralas pavirSiumi .S yra lygus nuliui. Siuo atveju

u(x) = f/E(m —y)Au(y) dy. (3.14)

Funkcija E turi pirmos eilés apibendrintas iSvestines
oE(z) 1

Kain > 2, §j teigini irodéme 2.4 skyrelyje (kai n = 2, irodymas yra analogiSkas). Pa-
gal apibendrintos i§vestinés apibrézima Vu € C5°(€2) yra teisinga integraliné tapatybé

:CZ|IC| "oVi=1,2,...,n.

"1 o
i=1 Q

Uy, (y) dy.

Todél (3.14) formule galime perra§yti taip:

u(z) = (y) dy. (3.15)

|S1| \I* \" tal

3.1 lema. Kiekvienai funkcijai u € W;(Q) yra teisinga (3.15) formulé (lygybé cia
suprantama kaip lygybe erdvéje L, (Q2), t.y. kairioji pusé lygi deSiniajai b.v. x € Q).

< Laisvai pasirenkame funkcija u € W2 5 (£2). Pagal poerdvio wi »(§2) apibréZzima
egzistuoja seka {u,,} C C5°(Q), konverguOJantl i u erdvéje Wl(Q) Kiekvienai
funkcijai u,,, yra teisinga (3.15) formule, t.y.

n

1 Ti —Yi
m = — s dy.
) ;|51|Q o — g e ) A
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Perrasykime $ia formule taip:
U = > K, Dty (3.16)
i=1

¢ia: D, — diferencijavimo operatorius pagal kintamaji y;, o

1 /l’i*yi .
Kv=— | —v(y)dy, i=1,2,...,n,
IS o

yra integralinis operatorius su silpna ypatuma (Zr. 3.1 skyreli). Pagal 3.3 teorema
K; yra visiskai tolydus operatorius, veikiantis i§ erdves L, (€2)  erdve L, (€2) (imame

s =n,q = p). Be to, D, yra tolydus operatorius, veikiantis i§ erdves W%)(Q) i erdve
L, (£2). Todél (3.16) formuléje galima pereiti prie ribos, kai m — co. Taigi

u=>Y K,Dju, YueWQ). (3.17)

Kartu Vu € er,(ﬂ) yra teisinga (3.15) formulé. >
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3.3. ERDVIU W (Q2) IDEJIMO TEOREMOS

Siame skyrelyje suformuluosime ir jrodysime pagrindines erdviy WIl,(Q) 1déjimo teo-
remas. I$ pradZiy iSnagrinésime erdveés Wpl)(Q) atveji.

3.5 teorema. Tegu §) yra apréZta erdvéje R™ sritis ir p > n. Tada erdvé W%)(Q)
isideda j erdve C () ir jdéjimo operatorius yra visiskai tolydus.

< Kiekvienai funkcijai u € er) () yra teisinga (3.17) formulé

U= iKi D, u.
i=1

Akivaizdu, kad operatorius D, : Wll)(Q) — Lp(Q),7=1,2,...,n, yra tolydus. Be
to, pagal 3.3 teorema integralinis operatorius

K, :L,(Q) —CQ), i=12,...,n,
yra visiSkai tolydus. Todél (Zr. 1.12 teorema) operatorius
K;D;: WL(Q) - C(Q) Vi=12,...,n,
kartu ir operatorius

K= zn:Ki D,
=1

yra visiSkai tolydis. > i
Pastaba. Siteorema teigia, kad kiekvienos funkcijos v € W} (Q2) ekvivalen-
tiskumo klaséje yra funkcija u € C(Q) ir teisingas jvertis

el < Clullyo; (3.18)

Cia konstanta C' nepriklauso nuo konkretaus elemento u. Be to, kiekviena apréZta aibé
erdvéje Wll)(Q) yra salyginis kompaktas erdvéje C(€2).

Sia teorema galima patikslinti. Funkcija u € Wé(ﬂ) yra ne tik tolydi, bet ir prik-
lauso Helderio klasei su tam tikru rodikliu o.

3.6 teorema. Tegu ) C R" yra aprézZta sritis, p > n, o« < 1—n/p. Tada erdvé Wé(Q)
isideda j erdve C*(Q) ir

lu(@) — u(y)| < Clluelr, @z —yl*, Yo,y €. (3.19)
Be to, kai « < 1 — n/p, idéjimo operatorius yra visiskai tolydus.

< Tegu funkcija u € er,(Q) Prateskime ja nuliu i srities €2 iSorg ir gauta funkcija
pazymékime ta padia raide u. Tada u € WL(Q); &ia Q@ O Q — bet kokia standartiné
sritis. Imkime @ rutulj, kurio spindulys yra pakankamai didelis.
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Laisvai pasirinkime taskus z,y € €. Skirtumas
() —u(y)] < u(@) — ,(2)] + uy) — ap(2)| < T+ Iy;

Cia

o funkcija
Up(z) = —— u(z) dz
"B ()
yra funkcijos v vidutine reik§mé rutulyje B,(z), p = |z — y|.

Tegu z € B,(z), w = %

€ Si(x),t = |z — z|. Tada b.v. w € Si(x)

funkcija u yra absoliuiai tolydi spindulyje {z € R" : z = = + tw,t > 0}. Pagal

Niutono-Leibnico formule
/ d
lu(z) — u(2)| = |u(z) — u(z + tw)] /df T+ Tw)dr| =
0

t

t n
= ‘/Zui(x—&—Tw)widT‘ S/\Vu(x+7w)|d7';
o i=1

0
Sla u;(x) = Ou(x)/0x;, Vu = (u1, ..., up), w = (w1,...,w,). Todél

1
L <= / /|Vu(:c—|—7’w)\d7'dz:
1By
Bp(w) 0

¢
/ / |Vu(z + Tw)] dT)tnfl dwdt <
S1(z)

0

I/\
O\b O\b

,_.

—
8

N2

p

/\Vu T+ TW |dT)t" Y dwdt =
0

p

)| dwdt <

0 a:)

P )

" ne1 1/p / / _n-1 1/p’
< p p—1
< B, (/ / \Vu(x + Tw) [P dwdr) ( T dew)

0 Sl(z) 0 Sl(w)
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n—1 1/p’
1/p ’ —p-1tl
s (2)[P dz) 1 |1/7 (")p) -

n—1
— = +1
B, (2) r
1/p 1/p
= Cp(p*n)/p( / luz (2)|P dz) < Cplr=m/v (/ lu, (2)[P dz) )
B, (z)NQ Q
Rutulys B,,(z) C Bs,(y). Todél
1
nem [ ) —ue)de
P

B2p (v)

Toliau jvertinimas yra visiskai toks pats kaip integralo I atveju, t.y.
1/p
f < Cp) 0 ( [lupas)
Q

Pasinaudoje Siais integraly 7, I iverciais, gausime
u(z) = u(y)| < I+ Io < Cllue]|p, () lz — y|~ "7

I8 §io jvercio i$plaukia, kad erdvé Wé(Q) isideda i erdvg C'~"/P(QQ).
Jeigu 8 > a, tai erdvé C%(Q) kompaktiskai isideda i erdve C*(£2). Todél, kai
a <1—mn/p,erdvé WIl,(Q) kompaktiskai jsideda i erdve C*(Q2). >

3.7 teorema. Tegu (), yra srities €} ir erdvés R? sankirta, s >n—p, 1 <p <n ir
s/q > n/p—1. Tada erdvé W}, (Q) jsideda j erdve Lq(€2,). Be to, kai s/q > n/p—1,
idéjimo operatorius yra visiskai tolydis.

< I8nagrinésime atveji, kai s/q > n/p — 1. Pagal 3.3 teorema operatorius
K;:L,(Q) = Lq(Q), i=1,2,...,n,
yra visiskai tolydus. Todél operatorius
K;D; : Wh(Q) = Lg(Q), i=12,...,n,
kartu ir operatorius

K =) K;D;: WH(Q) = Lq ()
i=1
yra visiSkai tolydus.
Atvejis s/q = n/p — 1 nagrinéjamas analogiskai. Reikia tik pasinaudoti 3.4 teo-
rema. >
Pastaba. IS Sios teoremos iSplaukia, kad kiekvienos funkcijos u € W%,(Q)
ekvivalenti§kumo klas¢je yra funkcija u € Lq(£2,) ir

HuHLq(QS) < C”“H\fvé(g)% (3.20)
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¢ia konstanta C nepriklauso nuo konkretaus elemento u € er,(ﬂ) Be to, jeigu s/q >
n/p — 1, tai kiekviena apréZta aibé erdvéje W;(Q) yra salyginis kompaktas erdvéje
Lq(€).

IS§vados:

1. Remiantis jverciais, gautais jrodant 3.1 ir 3.2 teoremas, galima tvirtinti, kad
(3.18) ir (3.20) nelygybése konstanta C' priklauso tik nuo 2 ir €, diametry,
taciau nepriklauso nuo juy geometriniy savybiy.

2. Jeigu (3.7) teoremoje paimsime s = n ir p = g, tai gausime, kad erdve Wll)(Q)
isideda i erdve L, (€2) ir idéjimo operatorius yra visigkai tolydus.

3.8 teorema. Tegu 2 yra apréZta erdvéje R™ sritis, S = 9 — C! klasés pavirsius.
Tada:

1. Jeigup > n, tai erdvé W}(Q) jsideda j erdve C(9Q) ir jdéjimo operatorius yra
visiSkai tolydus.

2. Jeigus>n—p, 1 <p<nirs/q>n/p—1, tai erdvé Wé(ﬂ) isideda | erdve
Ly (82s). Be to, jeigu s/q > n/p—1, tai jdéjimo operatorius yra visiskai tolydus.

< Tegu @ yra tokia apréZta sritis (galima imti, pavyzdziui, pakankamai didelio spin-
dulio rutulj), kad Q C Q. Kiekviena funkcija v € WIIJ(Q), iSlaikydami gloduma,
pratgskime i sritj ) (Zr. 2.13 teorema). Tiksliau, konstruojame pratgsimo opgratoriu
I1, kuris kiekvienai funkcijai u € W1 (€2) priskiria tokia funkcija v = ITu € W}(Q),
kad

lollwi@ < Cllulwy@,  vlo= 1.

Tarkime, patenkintos pirmo teoremos punkto salygos ir U C Wé(Q) yra aprézta
aibé. Tada aibeé I1U yra aprézta erdvéje Wpl, (Q). Pagal 3.5 teorema aibé I1U yra salygi-
nis kompaktas erdvéje C(Q). Kartu aibe V' = HU’ o yra salyginis kompaktas erdveje
C(€2). Taigi erdvée W] () isideda i erdve C(€Q) ir jdéjimo operatorius yra visiskai
tolydus. Antrasis teoremos teiginys jrodomas analogiskai. >

Pastab a. Sioje teoremoje jrodyta, kad esant atitinkamoms salygoms yra teisin-
gos nelygybeés:

lullo@) < Cllulwi@)y, Yu e Wi(Q), (3.21)
[ullLy@.) < Cllullwi), Yue Wi(Q). (3.22)
Atkreipsime démesi i tai, kad Siose nelygybése normos || - ||W11>(Q) negalima pakeisti

norma || - ||V°V}1)(Q). Be to, skirtingai nuo (3.18) ir (3.20) nelygybiy, konstanta C' Cia
priklauso ne tik nuo srities diametro, bet ir nuo jo pavirSiaus geometriniy savybiy
(tiksliau, nuo operatoriaus II normos).

Pirmaji 3.8 teoremos teiginj galima patikslinti.

39 teorema. Tegup > n, a < 1 —n/p, @ C R" yra apréZta sritis, S = 09 —
C! klasés pavirSius. Tada erdvé W (Q) jsideda j erdve C*(9Q) ir, kai o« < 1 —n/p,
idéjimo operatorius yra visiskai tolydus.
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Sios teoremos jrodymas yra visiskai toks pats kaip pirmojo 3.8 teoremos teiginio.
Tik erdve C reikia pakeisti erdve C® ir remtis ne 3.5, o 3.6 teorema.
Idéjimo teoremos yra teisingos ir neapréztos srities atveju.

3.10 teorema. Tegu Q) C R"™ yra neapréZta sritis, tenkinanti 2.14 teoremos salygas.
Tada:

1. Jeigup > n, tai erdvé W} () jsideda j erdve C(£2).
2. Jeigup > n, a <1—n/p, tai erdvé W}(Q) jsideda j erdve C*(Q).

3. Jeigus >n—p,p>1p<qg<ooirs/qg>n/p—1,tai erdvéW%,(Q)
isideda j erdve L ().

<Teguu € Wll) (Q). Islaikydami gloduma pratgskime funkcija w { srities € iSore ir
gautg funkcija pazymékime ta pacia raide. Tada pagal 2.14 teorema

[ullwa @) < Cllullwy @)

¢ia konstanta C' nepriklauso nuo konkre&ios funkcijos u.

Tegu Uy, Us,...,U,, ... yrakartotinumo NN atviry aibiy (pavyzdZiui, rutuliy) sis-
tema, dengianti visg erdve R", Q, = QN R*, U = U, N R®. Akivaizdu, kad
Q, cJU;.

k

Irodysime treCiaji teoremos teigini. Tegu s > n —p ir s/q > n/p — 1. Tada pagal

3.8 teorema
lull,wg) < Cllullwiw;

Cia konstanta C' nepriklauso nei nuo u, nei nuo k. Raide K pazymékime visuma in-
deksuy k, kuriems aibé U yra netuicia. Tada

q q q q
Hu”Lq(QS) < § Hu”Lq(U;) <C § HUHW;(U,C)-
kekK keK

Kadangi ¢ > p, tai

>, 1l ) = Z[/(Wﬂp + |u|p) dz] "
k k

Uy

q/p q/p
<[ [ (1) de]™ =[S [ (1aal + e Y xuta) o] ™"
k Uk k R"
&ia: xj — aibés Uy, charakteristiné funkcija, |uz|? = 3 |ug,
i=1
kartotinumas nevirSija N, t.y. kiekvienas taSkas x € R" gali priklausyti ne daugiau
kaip N aibéms Uj. Todél

P. Aibiy sistemos {Uy}

ZXk(:c) <N, VreR™
k
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Kartu
[ullLy(2,) < ONYPlluflws@ny < CONYP|lulws o).

Taigi erdve W () isideda i erdve Lq(€,) ir treciasis teoremos teiginys jrodytas. Pir-
masis ir antrasis teoremos teiginiai jrodomi analogiskai. >

Atkreipsime démesi i tai, kad funkcija w, priklausanti erdvei W;(Q) arba jos po-
erdviui WII)(Q), yra apibrézta b.v. z € (). Todeél i§ pirmo Zvilgsnio atrodo, kad néra
prasmés kalbéti apie jos reikSmes aibéje 2, = QNR?, kai s < n, nes aibés €2, Lebego
matas erdvéje R™ lygus nuliui. I§ tikryjy erdvés W%)(Q) atveju {déjimo teorema teigia,
kad kiekvienos funkcijos u € WII) (Q) ekvivalentiSkumo klaséje yra konkretus atstovas
(ji galima apibrézti (3.15) formule), apibréZtas bet kokiame srities {2 pjiivyje plok$tuma
R? ir turintis teoremoje nurodytas savybes.

Irodysime dar viena svarbia tokiy atstovy savybg. Tegu 2, ir Q¥ yra du artimi ir
lygiagretus srities € pjaviai plok§tuma R?®. Tada funkcijos u‘ Q. ir u|,, yraartimos L

normos prasme. Tiksliau, yra teisinga tokia teorema.

3.11 teorema. Tegu () yra apréZta erdvéje R"™ sritis, 1<p<n,s>n-p,gqg<ox,
1 —n/p+s/q > 0. Tada kiekvienos funkcijos u € W1 () ekvivalentiskumo klaséje
yra atstovas, apibréztas aibéje Q0 = Q NR® ir bet kokiam z € R", |z| = 1, norma

u(z +tz) — u(z)|L,@.) — 0,
kait — 0.

< Laisvai pasirinkime funkcija u € WIIJ(Q) Prateskime jg nuliu i srities € iSore ir
gauta funkcija pazymékime ta pacia raide u. Tada u € VDVIl)(Q), VQ : Q D Q. Beto,
pakankamai maziems ¢ > 0 skirtumas

u(z +tz) —u(z) € Wé(Q)

lu(z +t2) = u(@)llLy@. < C Y llus, (@ + t2) = o, (2) |1, (@)-
i=1

Kadangi u,, € L,(Q), tai ji yra tolydi L, prasme. Tod¢l

Dl (@ + t2) =, (2)lln, @) — O,
i=1

kai t — 0. Taigi
[u(z + t2) — w(@)|lL,(2.) — 0,

kait — 0. >
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Pastabos:

1. Toks pat teiginys yra teisingas ir erdves Wé(ﬂ) atveju. Tik 3.11 teoremoje aibg
€, reikia pakeisti bet kokia aibe ', : 2 C Q.

2. Trodytos idéjimo teoremos iSlieka teisingos, jeigu jose sriti 25 = Q N R?® pakei-
sime pavir§iumi S = Q N T; &ia I’ — glodus' s-matis pavirSius. Be to, galimas ir
toks atvejis, kai S = 0 arba pavirSiaus 02 dalis.

3.12 teorema. Tegu ) yra apréZta erdvéje R" sritis, S = 0Q — C! klasés pavirsius,
s>n—p,1<p<mnirs/q>n/p—1. Tadaerdvée W} (Q) sideda j erdve Lq(S).
Be to, jeigu s/q > n/p — 1, tai jdéjimo operatorius yra visiSkai tolydus.

Sios teoremos jrodyma galima rasti [8] knygoje.
I8vada. Tegu Q yra apréZta erdvéje R” sritis, S = 9 — C! klasés pavirsius,
u € Wi(Q), v e W), (Q),p > 1. Tada yra teisinga integravimo dalimis formulé

/uvzi dxr = —/uwiv dx—i—/uvcos(n,xi)ds. (3.23)

Q Q S

< Kadangi funkceijas u, v galima pratesti | platesng sritj iSlaikant gloduma, tai erdve
C'(Q) yra tirSta erdvése W} (€2) ir W}, (). Todél egzistuoja seka {uy, }, konverguo-
janti { u erdvéje W (), ir seka {vy, }, konverguojanti i v erdvéje W, (). Kiekvienam
k=1,2,... yrateisinga integravimo dalimis formulé

/ukvkxi dx = —/ukwivk dx + /ukvk cos(n, x;)dS. (3.24)
Q Q 3
Pagal 3.12 teorema
lu—ukllL,s) < Cllu = ukllwi (o),
[v = vlle, (s) < Cllv = villw, -

Be to,
||’U,—UkHVVr1)(Q) =0, [lv—=wkllw, @) =0,
P

kai k — oco. Todél (3.24) formuléje galima pereiti prie ribos, t.y. pakeisti funkcijas wuy,
ir vy, atitinkamai funkcijomis w ir v. >
Komentarai:

1. Idéjimo teoremy apribojimai rodikliams yra tikslis. Erdve Wé(ﬂ) nejsideda |
erdve L, (), jeigu s/q < n/p — 1. Pavyzdziui, funkcija

w(@) = lz|*, 1-n/p<a<-—s/q,

rutulyje B = {& € R" : |z| < 1} yra sumuojama laipsniu p :

/|u(x)|pdm=/|x|a”d$SC’/(n—!—ap) < 0.
B B

!Priminsime, kad pavirSius vadinamas glodZiu, jeigu jis yra C! klasés pavirsius.
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Be to, egzistuoja jos pirmosios eilés apibendrintos iSvestinés (zr. 2.4 skyrelio 4
pavyzdi)
Uy, (1) = ax|x|*"?, xz€B,i=1,2,...,n,

ir rutulyje B jos yra sumuojamos laipsniu p :

/mmmWMSa{/mm*WMchm+m—nm<u»
B B

Taigi funkcija u € W] (B). Tadiau rutulyje B* = B N R® ji néra sumuojama
laipsniu ¢, nes integralas

/|u(x)\qu:/|x\“qu
BS BS

diverguoja, kai s + ag < 0. Todél funkcija u ¢ Lq(B*) ir erdve W) (B)
nejsideda j erdve Ly (B?).
NeapréZtos srities atveju erdvé W (Q) nejsideda | erdve Lq(Q2), jeigu ¢ < p.
PavyzdZiui, funkcija

u@) =2, —Z<a<-2,

q p

priklauso erdvei W}(R™ \ B), taciau nepriklauso erdvei Lq(R™ \ B) (patikrin-
kite). Todel W}, (R"™ \ B) nejsideda i erdve Ly (R™ \ B).

2. Rodiklis ¢*, apibréztas (3.11) lygtimi, vadinamas ribiniu. Atkreipsime démesi,
kad rodiklis ¢* yra apibréZtas tik kai p < n. Be to, ¢* > p. Erdvé W; () isideda
i erdve Ly (), jeigu ¢ < g¢*, ir nejsideda i ja, jeigu ¢ > ¢*.

3. Jeigu p > n, tai apréitos srities atveju erdve W) (Q) isideda i erdve Lq (),
Vq > 1. NeapréZtos srities atveju erdvé W} (Q) isideda i erdve Lq(€2), Vg : p <
q < oc. Jeigu p > n, tai erdvé W1 (€) isideda i erdve C(€Q), nepriklausomai
nuo to, ar sritis {2 yra apréZta, ar ne. Taciau jeigu sritis {) yra neaprézta, tai ji
dar turi tenkinti 2.14 teoremos arba analogiskas salygas, garantuojancias aprézto
pratgsimo operatoriaus egzistavima.

4. Kaip = n = 1, erdvée W] (a,b) isideda i erdve Cla, ] (7r. 2.7 teorema). Jeigu
p=n > 1, tai erdvé W} () nejsideda i erdve C(£2). Pavyzdziui, funkcija

u(z) =In|lnjz||, z€ B ={zeR":|z]<e '},

rutulyje B.-: yra sumuojama laipsniu n. Be to, rutulyje B.-: egzistuoja jos
pirmosios eilés apibendrintos iSvestinés

Uy, = z;]x| "2 In "t |z,

i

sumuojamos laipsniu n (patikrinkite). Todél funkcija v € Wé (Be-1). Tadiau ji
nepriklauso erdvei C(B,-1), nes turi triki koordinaCiy pradZioje. Taigi erdve
WL (B,-1) nejsideda i erdve C(B,-1).
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5. Erdvés W} () idéjimo operatorius i erdve C(£2) yra visiSkai tolydus tik tada,

kai p > n. Jeigu p < n, tai erdvés W (€2) idéjimo operatorius i erdve Lq(€2,)
yra visiSkai tolydus tik tada, kai 1 — n/p + s/q¢ > 0. Be to, abiem atvejais
) yra aprézta sritis. NeapréZtos srities atveju erdves W;(Q) 1déjimo operato-
rius i erdve C(Q) arba i erdve Lq(£2;) néra visiskai tolydus. Pateiksime kelis
pavyzdzius.

Tegu u € CF(R") ir
ug(z) = u(x — c®, k=1,2,..., |x(k)\ — 00,

kai k& — oo. Taip apibréZta funkcijy seka yra apréZta erdvéje W}) (R™) su bet
kokiu rodikliu p > n. Be to, ji konverguoja i nulj erdvéje C(Q) bet kokiame
kompakte @ C R", tafiau nekonverguoja erdvéje C(R™). Todél i§ Sios sekos
negalima i$skirti konverguojanéio erdvéje C(R"™) posekio. Kartu ji néra salygi-
nis kompaktas erdvéje C(R™). Taigi erdves W} (R™) jdéjimo operatorius i erdve
C(R™) néra visiskai tolydus.

Tegu u € CF(R") ir
up(z) =k~ vu(z/k), k=1,2,...

Taip apibreZta funkciju seka yra aprézta erdveje W) (R™) su bet kokiu rodikliu
p > 1. Taciau nors ir labai didelj teigiama skaiCiy R pasirinktume,

Sl;p Huk(x)HLp(R"\BR) = Sl}ip ”u(m)HLp(R"\BR/k) #0,

kai k — oo. Todél (Zr. 2.4 teorema) ji néra salyginis kompaktas erdvéje L, (R™).
Taigi erdvés W (R™) jdéjimo operatorius i erdve Ly, (R™) néra visiskai tolydus.

Tegup < n, u € CP(R"™) ir
up(z) = kv tu(kx), k=1,2,...

Taip apibrézta funkciju seka yra apréZta erdvéje Wll)(B). Taciau nors ir labai
maza teigiama skaiCiy h pasirinktume,

sup. l[ur(z + 2) — up(2)|L,. (8) = sup. lu(z + 2k) — u(®) (L, (B) # 0,
z|< z|<

kai k — oo. Todél (Zr. 2.3 teorema) ji néra salyginis kompaktas erdvéje Ly- (B).
Taigi W} (B) idéjimo operatorius  erdve Ly (B) néra visiskai tolydus.
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3.4. ERDVIU WE(Q) IDEJIMO TEOREMOS

3.13 teorema. Tegu () yra apréZta erdvéje R™ sritis, S = 9Q — C! klasés pavirsius.
Tada:

1. Jeigum < k —n/p (ty. kail/p — (k —m)/n < 0), tai erdvé W(Q) jsideda j

erdve C™(Q) ir jdéjimo operatorius yra visiskai tolydus.

2. Jeigu0 <m <k, pqg>1 qg<ooirl/g>1/p— (k—m)/n, tai erdvé
k . . . m . . .
Wp.(‘Q) isideda i erdve W.q (Q) ir tuo atveju, kai 1/q > 1/p — (k — m)/n,
idéjimo operatorius yra visiskai tolydus.

< Pagal 3.8 teorema erdvé W1 (€2) isideda i erdve C(Q), jeigu p > n, ir | erdve
Lq(€), jeigul/q > 1/p—1/n.Beto, jeigu 1/¢ = 1/p—1/n, tai jdéjimo operatorius,
nors ir néra visiskai tolydus, yra apréZtas. Todél Vu € WE(Q) irVa : |a| = k — 1

o Cc(Q) kai 1/p—1/n <0,
DYu e WL(Q) — { ! .
p( ) Lpl(Q)’ kai 1/p1 = 1/1071/”'
Teguv € L,(Q), vy, € Ly, (Q), Vi =1,...,n. Kadangi Q yra C! klasés sritis, tai
v e W] (Q). Pasinaudoje 3ia savybe, gausime, kad Vo : |a] = k — 2

C(Q), kai 1/p—2/n<0,

Dy e W! (Q) — X
v pl() {LPQ(Q)7 kai 1/ps =1/p—2/n.

Taip samprotaudami, Vo : |a| = k — r gausime
o C(Q) kai 1/p—r/n <0,
D 1 QO )
weWp (= {Lpr(g), kai 1/p, = 1/p—r/n.

[rodysime antraji teoremos teigini. Tegu 1/py = 1/p — 1/n, u € WE(Q) Tada
D*u € Ly, (), Va : |a| =k —1.Beto, D*u € L, (Q), Vo : |of < k — 1. Todél
u € WE-1(Q). Taigi erdvé W(€) isideda | erdve W' (). Taip samprotaudami,
gausime

WE(Q) <= WEH(Q) = WE2(Q) < ... = WEH(Q).

Imkime ¢ia r = k — m ir pazymékime p, = q. Tada
k m
W5 () — W(Q).

Erdvés W(Q2) idéjimo | erdve W (€2) operatorius

HZHT_l-...-Ho;
Cia II; yra erdvés W5 (€2) idéjimo operatorius | erdve ng:fl((l), po = p. Be
to, jeigu vietoje bent vienos i§ lygybiy 1/p; = 1/p —i/n, i = 1,...,m paimsime

nelygybe 1/p; > 1/p — i/n, tai atitinkamas {déjimo operatorius bus visiskai tolydus.
Kartu visiSkai tolydus bus ir operatorius II.
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Irodysime pirmaji teoremos teigini. Tegur = k —m ir 1/p — (k—m)/n <
< 0. Jeigu m = k — 1, tai funkcija u ir visos jos iSvestinés iki (k — 1)-osios eilés
imtinai yra tolydZios. Todél (Zr. 3.8 teorema) erdve W () sideda  erdve C*~*(Q)
ir idéjimo operatorius yra visiskai tolydus. Jeigu m < k—1, tai egzistuoja toks skaicius
q > max{p,n},kad 1/q¢ > 1/p — (k —m — 1)/n. Taliau tada

WE(Q) = WItH(Q) — C™(Q).

Be to, kiekvienas i$ $iy erdviy idéjimo operatoriy yra visiskai tolydus. Todél erdvés
WE(Q) idéjimo i erdve C™ () operatorius taip pat yra visiskai tolydus. >

Pirmaji teoremos teiginj galima patikslinti. Remiantis 3.9 teorema, galima jrodyti,
kad funkcijos v m-osios eilés iSvestinés yra ne tik tolydZios, bet ir tenkina Helderio
salyga su tam tikru rodikliu .. Tiksliau, yra teisinga tokia teorema.

3.14 teorema. Tegu () yra apréZta erdvéje R™ sritis, S = 09 — C! klasés pavirsius,
o < k—n/p—m. Tada erdvé WE(Q) jsideda j erdve C™ () ir, kai o« < k—n/p—m,
idéjimo operatorius yra visiskai tolydus.

3.15 teorema. Tegu () yra apréZta erdvéje R™ sritis, S = 9Q — C! klasés pavirsius,
l<p<n,g<ooir

qg n }; n
Tada erdvé W () jsideda j erdve Wi (S) ir tuo atveju, kai

1n—-1 1 k—m
— > .

ln—1 1 k-
b (3.25)
q n P n

idéjimo operatorius yra visiskai tolydus.

< Tegu
1 1 k—-m-1

@ p n
Tada (Zr. 3.13 teorema) erdveé WE(Q) isideda i erdve Wg‘lH(Q). Kiekvienam « :
la| < m idvestine D*u € W (€2). Pagal teoremos salyga
In-1 1

1
> ——=.
q n qg n

Todél (Zr. 3.8 teorema ir pastabg prie 3.11 teoremos) erdve Wél () isideda i erdvg
L (S). Kartu erdve W21 (€) isideda | erdve W2'(.S). Taigi erdve WIP‘(Q) isideda i
erdve W¢'(S). Be to, jeigu

1n—-1 1 1

— > —_ - -,

q n qgq n
tai {déjimo operatorius yra visiskai tolydus. >

Sitg teorema galima apibendrinti. Tegu Qr = QNI, T’ —klasés CX s-matis pavirsius

erdvéje R™. Tada yra teisinga teorema.
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3.16 teorema. Tegu () yra apréZta erdvéje R™ sritis, S = 0§) — C! klasés pavirsius,
1<p<n,0<m<k 0<s<n,s>n—plk—m)ir

s k—m
nq

>
n

D=

Tada erdvé W () jsideda j erdve W (Qr) ir tuo atveju, kai

s 1 k—-m

)

idéjimo operatorius yra visiSkai tolydus.

Bendru atveju, remiantis vien 3.3 skyrelyje irodytais teiginiais, §ios teoremos tie-
siogiai jrodyti negalima. Reikia tikslesniy funkcijuy v € WIS(Q) integraliniy iverciy.
Tokie iverciai bus gauti 3.6 skyrelyje.

Pabaigoje dar suformuluosime erdviy W};(Q) 1déjimo teorema neapréztos srities
atveju. Jos jrodymas yra visi$kai toks pat kaip 3.10 teoremos.

3.17 teorema. Tegu ) yra neapréZta erdvéje R”™ sritis, tenkinanti 2.14 teoremos saly-
gas, Q, = QN R®. Tada:

1. Jeigu0 < m < k — n/p, tai erdvé WX(Q) jsideda j erdve C™(12).

2. Jeigua < k —n/p —m, tai erdvé WE(Q) jsideda j erdve C™(€2).

3. Jeigu
1<p<gq, ¢q<oo, s>n—(k—m)p
ir
s/ng > 1/p— (k —m)/n,
. . k o . . m
tai erdvé W (€2) jsideda j erdve W' (€2;).
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3.5. EKVIVALENCIOSIOS NORMOS ERDVESE Wk (Q2)

3.18 teorema. Tegu (2 yra apréZta erdvéje R™ sritis, S = 0§) — C! klasés pavirsius,

Y1, ..., Ym — pusnormés erdvéje WE (), C' — tokia teigiama konstanta, kad
bi(u) < Clluflwyay, Yu € WE(Q), i =1,2,...,m. (3.26)
Be to, tegu pusnormés i1, . . . , b, apibréZia pilna funkcijy sistema (k—1)-ojo laipsnio
polinomy aibéje (t.y. jeigu 1 (P) = ... =, (P) =0 ir P yra (k — 1)-ojo laipsnio
polinomas, tai P = 0). Tada normos
lullwi@) = Z | D* ullr, @) + Z%(U) (3.27)
loe|=F J=1
ir
lullws@) = > 1D L, @ (3.28)
la|<k

yra ekvivalencios.

< Normos, apibréztos (3.27) ir (3.28) formulémis, yra ekvivalencios, jeigu egzis-
tuoja tokios teigiamos konstantos C7, C5, kad

Chllullwi) < llullwi@) < Callullwi(q)- (3.29)

Pirmoji i§ (3.29) nelygybiy iSplaukia i§ (3.26) salygos. Irodysime antraja nelygybe.
Tarkime prieSingai, kad Sita nelygybé yra negalima. Tada kiekvienam nattraliajam n
atsiras tokia funkcija u,, € WE(Q), kad

||Un|\wg(9) > ”|||Un|||w1;(9)-

Tegu
un

Un, n=12...

a Hun||W1r§(Q)7

Akivaizdu, kad
||Un||wg(ﬂ) =1,Vn=12,...

I3 Cia i¥plaukia, kad seka {v,} erdvéje WE(Q) yra apréZta. Erdve WE(Q) jsideda
erdve Wg’l () ir idéjimo operatorius yra visiskai tolydus. Todél i§ apréZtos erdvéje
k . o .. . . .. k— .
WE(€2) sekos {v, } galima isskirti konverguojantj erdvéje W~ (Q) poseki {v,,, }. Be
to, norma
lvnllwi() < 1/n =0, (3.30)

kai n — oo. IS ¢ia iSplaukia, kad

| D% vnllL, @) — 0, Yo : |af =k,
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kai n — oo. Taciau tada posekis {v,, } konverguoja erdvéje WE(Q) Kadangi erdvé
WE(€) yra pilna, tai egzistuoja toks elementas v € W5(£2), kad

v= lim wv,,.
n; —»00 :

Funkcijos v visos k-osios eilés i§vestinés yra lygios nuliui. Todél (zr. 2.3 skyrelio 2.6
teorema) v yra (k — 1)-ojo laipsnio polinomas. PaZymékime v = P. Tada

I P[lwi(e) = im l[vn, lwie) = 1. (3.31)

I8 (3.30) ivercio iSplaukia, kad
> iva) =0,
j=1

kai n; — oo. Kadangi pusnormés v;, j = 1,2, ..., yra tolydZios, tai
0= lim_ Z V5 (vn,) = Z y( Jim_vn,) = Z vy (P).
Jj= j= Jj=

Taciau §i lygybe yra galima tik tuo atveju, kai P = 0. Gauta prieStara jrodo, kad
padaryta prielaida yra neteisinga. Taigi egzistuoja tokia konstanta Cs, kad

[ullwi) < Callullwi(q)-

Teorema jrodyta. >
Specialiai parinkus pusnormes 1);, galima gauti keleta svarbiy nelygybiy.
Puankare nelygybé.Teguk=11ir

o) = | [ waal;

Cia w — mati srityje  aibé, |w| > 0. Kiekvienai pastoviai funkcijai u € W1 (€) i§
lygybes 41 (u) = |w||u] = 0 iSplaukia, kad v = 0. Todél pusnormé ¢, tenkina 3.18
teoremos salygas. Taigi egzistuoja tokia teigiama konstanta C', kad

fullyior < (| [ ude| + 3 fun o)
w =1

Frydrichso nelygybé. Teguk = 1ir S = 09 — pakankamai glodus
pavir§ius. Tada erdvé W (€2) {sideda | erdve Ly, (S) ir pusnorme galima apibréiti taip:

wl(u)z‘/udS‘.
S
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Siuo atveju 3.18 teoremos salygos taip pat patenkintos. Todél egzistuoja tokia teigiama
konstanta C', kad

Lp<m)~

o < (] [ uds]+ Y
S =1

Be to, kiekvienai funkcijai u € Wpl,(Q) yra teisinga Frydrichso nelygybé.

lull, @) < C llua,

i=1

L, ()

P astab a. Frydrichso nelygybé 2.5 skyrelyje irodyta nereikalaujant i§ 92 jokio
glodumo.
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3.6. INTERPOLIACINES NELYGYBES

Erdviu WE(Q) idéjimo teoremose gautus jvercius galima patikslinti. Tiksliau,
funkcijos u norma erdvéje WE(Q) galima pakeisti funkcijos u bei jos k-osios eilés
i§vestiniy normomis erdvéje L, (€2) su tam tikrais teigiamais daugikliais. Be to, vieng
i§ §iy daugikliy galima pasirinkti laisvai. Tokios patikslintos nelygybés yra vadinamos
interpoliacinémis nelygybémis.

3.19 teorema. Tegu (2 yra bet kokia erdvéje R™ sritis, s = Q N R®, ¢ — bet koks
teigiamas skaicius. Tada:

1. Jeiguf = k —r — n/p >0, p>1 0 < r < k, tai kiekvienai funkcijai
ue WE(Q) yra teisinga nelygybé

E Sug’DaU|§Cl€0 E | D* ully, ) + Cae” *|lullr, ). (3.32)
xe
|k

la|=r
2. Jeigu =k —r—n/p+s/g>0,qg>p>10<r <k, tai kiekvienai
funkcijai ue WE(Q) yra teisinga nelygybé?

> D% ullL . < Cre? Y D% ullu, @) + Coe” FllullL, @ (333)

|a|=r || =k

¢ia konstantos C, C'y nepriklauso nuo u, €, 2 ir ).

< Pagal poerdvio WIS(Q) apibréZima kiekviena jo elementa galima aproksimuoti
funkcijomis i§ C3° () erdvés W(Q2) normoje. Todél abu teoremos teiginius pakanka
irodyti funkcijoms i§ C3°(2). Tegu funkcija ue C3°(§2). Pratgskime ja nuliu i srities €2
iSore ir gauta funkcija paZymékime ta padia raide u. Tada pratesta funkcija ue C5° (R™)
ir

u(z) = — / E(z — y)Au(y) dy (3.34)
R

(zr. 3.2 skyreli).

Interpoliacines nelygybes irodysime matematinés indukcijos metodu. IS pradziy
isitikinsime, kad jos yra teisingos, kai k = 1 ir k = 2.

Tegu ¢ yra kokia nors neneigiama be galo diferencijuojama funkcija, apibréZta
intervale [0,00), ¢(t) = 1, kai ¢t < 1/2, ¢(t) = 0, kai ¢t > 1, ir {(¢t) > 0, kai
1/2 <t <1 (zr. 3.1 pav.).

3.1 pav.

2 Salyga q > p reikalinga tik tuo atveju, kai sritis §2 yra neapréZta.
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Apibrézkime funkcija
(e(x) = (e z]), 2€R", &>0.
Pasinaudoje¢ integravimo dalimis formule, perraSykime (3.34) lygybe taip:

u(z) = — / E(z — y)Ce(z — y)Au(y) dy—

Rﬂ.
- / Ay [E(x —y)(1—C(z - y))}ﬂ(y) dy.
]Rn
Gautus integralus pazymeékime atitinkamai u.(x) ir u®(z). | integrala u.(z) galima

Ziuréti kaip i integralini operatoriy su silpna ypatuma. Be to, jo branduolys lygus
nuliui, kai |z — y| > . Todél

sup luc(z)| < CLe™P "2 Aully, (@) = Cre® P || Aully, (o)
S

kai p > n (Zr. (3.2) formulg, o = n — 2), ir
||Us||Lq(Qs) < Clsn/p/+s/q*n+2”AUHLP(Q) _ 01627n/p+5/QHAuHLP(Q)’

kaip<n, s>n—pir g>p>1(zr (3.10) formule, « = n — 2).
Integralo u°(z) branduolys lygus nuliui, kai |z — y| < ¢/2 arba |z — y| > «.
Pasinaudoje Sia savybe, gausime

sup |u®(z)| < 02€7n/p”u||Lp(Q)7
zEN

0S|l (0.) < Cae™™PT/9ully, ()

(Zr. (3.2) ir (3.10) formuliy iSvedima). Taigi

sup [u(z)| < sup [ue(x)| + sup [u®(z)| <
T€EQ e e

< C1e®7P)| Aullp,, () + Cae™™P|lullL, @) <

<P N Dl o) + Coe Pl () (3.35)
|a|=2
kaip > n,ir
ullLg . < lluellLg@.) + UL, @) <
< 01527n/p+5/q||AUHLp(Q) + Czsfn/pﬂ/qHUHLp(Q) <
< CL e PN DYl () + Cae P, (), (3.36)

|ee|=2

kaip<n,s>n—pirq>p>1.
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Dabar (3.34) formule perrasykime taip:

u®) |snz/| () o =

‘Z/\ o L d“Z/axz PR P )

Cia
1 z; 1 z;
kie - € kzs =i (1- € :
(z) = |S1||$|C( z), ki(z) ISl\I:rI( (@)
I integrala
kia -
vie () = Muy (y) dy

galima Zitréti kaip | integralinj operatoriy su silpna ypatuma. Be to, funkcija k;. (x
y) = 0, kai |z — y| > . Todél

sup |vie (2)] < C1e™P " |uy, |1, @) = C1e*7"/P|luy, |1, (),
S

kai p > n (Zr. (3.2) formule, o = n — 1), ir

[viellLg(.) < Cre™ P+ luy |1 (@) = Cret TP+ 1y,

Lp(€2)»

kaip<n, s>n—pir g>p>1(@zr (3.10) formule, « = n — 1).
Tegu

kax—y)

5‘z, |z — y|n—1

S July) dy.

Sio integralo branduolys lygus nuliui, kai |2 —y| < /2 arba |z —y| > ¢. Pasinaudoje
Sia savybe, gausime

sup [0f (z)| < Coe™"Pul|1,, (),
€N

05 |1, (9.) < Coe™™PT/4 jul|y,_ (0

(Zr. (3.2) ir (3.10) formuliy iSvedima).
I8 integraly v;.(z) ir v$ (z) jveréiy iSvedama nelygybé

sup )] < 3 sup )] + D sup etz

le zlz

n
§ Clglin/p Z ||uz7

i=1

L@ + nCoe™ P |lullL, (@), (3.37)
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kai p > n, ir nelygybe

n n
[ullLy@n) <D IvicllLg@n) + > 10 Ly, <
=1 i=1

< Chet PN g I, () + nCas P |y (g, (3.38)
i=1
kaip<n,s>n—pirq>p>1.
Diferencijuodami (3.34) lygybe kintamuojo z; atZvilgiu, gausime

1 Ti — Yi
url Au = —— ———Au(y)dy =
5 W= ) oy

- _ L{Au dy—|—/A u)u(y)dy, i=1,...,n.

[ o=l =
Pastaruosius du integralus pazymékime atitinkamai w;. () ir w§ (x). Juos galima jver-
tinti visi$kai taip pat kaip integralus v;.(x) ir v (). Tiksliau,

Sup [wie (7)] < Cret /P )| Al (@), sup Jw; (z)] < Coe™ P ulli o),
x x

kaip > n, ir
lwie [,y < Cre'™"PH/4)| Aully,, (@),

w5 Ly (e.) < Cae™ PH |y, (o),

kaip <n, s >n—pir ¢ > p > 1. Pasinaudoje S§iais iverciais, gausime

sup [ug, ()| < sup [wic (z)| + sup [w] ()] <
€ zeQ zeQ

< Cre' 7P| Aulln, @) + Coe™ TP lull, ),

kai p > n, ir

1t g (00) < lwiellLg o) + Wi L, @) <

< Cre' TP Al () + Coe™ ' TPl

Ly ()
kaip <n, s>n—pir g > p > 1. Kartu esant atitinkamoms salygoms teisingi tokie
iverciai:

sup | D% u(x)| <

\a|:lx€ﬂ

< Clsl_n/p Z || D~ UHLP(Q) + CQE_l_n/pHu||Lp(Q)7 (3.39)

|| =2

Z | D% ullL, @, <

lee|=1
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< Oy TP N DYl () 4 Cae T TPl q).-

lov|=2

(3.40)

I8 (3.35), (3.36), (3.37), (3.38), (3.39) ir (3.40) matome, kad interpoliacinés nely-
gybés yra teisingos, kai k = 1 ir k = 2. Tarkime, jos teisingos, kai k& = m. [rodysime,

kad jos teisingos, kai k = m + 1.
Visy pirma pastebésime, kad yra teisingi tokie i verciai:

> sup [ Du(w)| < Cie' PN | Dl o)+

laj=r 2€ la|=r+1

+Coe™P N | D ully, (o)

|| =r

> sup [ Dux)| < Cie' PN | Dl o)+
z€Q |a|=r+1

+C«Qg—l—n/p Z ||DQUHLP(Q)7

|a|=r—1

|a]=r

kai p > n, ir

Z | D ullr,(0.) < Cyetmn/rte/a Z | D% ullL, @)+

la|=r |a|=r+1

+Coe™MPHTN | D |1, (0,

lee|=r

> D% ullpy ) < Caet ST Dy (o)t

la|=r la|=r+1
+ 025—1—71/1)-&-‘9/!1 Z | D~ UHLP(Q)7
|a|=r—1

kaip<n,s>n—p,¢g>p>1.

(3.41)

Tarkime, (3.32) ir (3.33) nelygybés teisingos, kai k& = m. Teorema bus jrodyta,
jeigu isitikinsime, kad (3.32) ir (3.33) nelygybés teisingos, kai k = m+1. Sis teoremos
irodymo etapas i§ esmés yra toks pats abiem nelygybéms. Todél irodysime tik antraja

(jos irodymas techniskai truputi sudétingesnis).
Pagal indukcing prielaida

> D ulln, . < Cre” > 1D ullu, ) + Coe” T ulln, @) (342)

lal=r lo|=m

Gab, =m—r—n/p+s/q, r<m,q>p>1. Paéme

e= /(3 1D )

lee|=m
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gausime nelygybe
« « 179m/m Om /m
> 1Dl <O D2 10 ule, @) ol -
laj=r lod=m

Pasinaudoje¢ (3.41) nelygybe (kai s = n, p = q), gausime

D D%l < Cie Y 1D ullr, @)+

|a|=r |a]=r+1

/
+Cyet Z | D ullr, @) < Cg( Z | D* UHLD(Q))l 2

|a|=r—1 lal=r+1
1/2 1/2
(X 1D ul,@) " <( Y 1D @)
|a|=r—1 || =r+1
o (1=6,,)/2m 0../2m
(> 1D ul o) iy
|al=r

¢ia 0, = m — (r — 1). I8 8iy nelygybiy iSreiske > || D¥ul|r () ir pasinaudoje
la]=r

Jungo nelygybe (sup = (2m —r+1)/m, p’ = 2m —r+1)/(m —r + 1)), gausime

# m—r+41
> D% uly@ < Cs( D0 1D ully @)™ [l FEE <

|a|=r la|=r+1

<eCs Y 1D ulln, () + Cre™ 77 JulL, (o).
|a|=r+1

Pasinaudojg Siuo jverciu, (3.42) nelygybg perraSysime taip:
2 1Dl € Gt 30 D ulluy@+
la|=r |a]=m+1
+Cae" 17 L, ()
Gablpir=m+1—r—n/p+s/q,r<m.Kair=m,

Y D%l o, < Cre P N T | D g, o)+

la|=m |a|=m+1

+C«ngn/ijs/q Z | D* u”Lp(Q) < Clglfn/ers/q Z | D~ 'UJ”LP(Q)+

|a|=m |a]=m+1
+Coe I (Clet 3T D o)+ Coe "l o)) <

la]=m+1

<Oyt TP N Dy, ) + Co ™ |y, (o).
|a]=m+1
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Sujunge pastarasias dvi nelygybes, gausime (3.33) nelygybe, kai £ = m + 1. Teorema
irodyta. >
Pastab a.Jeigu (3.32) ir (3.33) nelygybése paimsime

1/k o 1/k
e = lul/fe) /(X2 1D ull,)
|| =k

tai gausime multiplikatyvigsias nelygybes:

L-0/k o
> 1Dl < C( D2 10" ulkye) Il (o, (3.43)
laf=r || =k
a o 1-0/k 0/k
2 supl D u(@)] < (X 1D uly) (3.44)
|O¢|=rw |Oz‘=k

Giah = k—r—n/p+ s/q pirmos ir § = k — r — n/p antros multiplikatyvios
nelygybés atveju. Irodysime interpoliacines nelygybes funkcijoms i§ erdvés WIS(Q)
apréZtos srities €2 atveju.

3.20 teorema. Tegu () yra apréta erdvéje R™ sritis, S = 0Q — CK klasés pavirsius ir
patenkintos 3.19 teoremos salygos. Tada Yue WIP‘(Q) ir pakankamai maZam e > 0 yra
teisingos (3.32) ir (3.33) interpoliacinés nelygybés.

< Laisvai pasirinkime funkcija ue ng (). Pratgskime ja i kokig nors platesne stan-

darting sritj () iSlaikydami gloduma. Pratesta funkcija paZymekime ta pacia raide .
Pagal 2.15 teorema funkcija ue WE(Q) ir

lullwi(q) < Cllullwe),  llullL, @) < Cllull,@-

[rodysime (3.33) nelygybe (pirmoji nelygybe irodoma visiSkai taip pat). Kiekvie-
nai funkcijai ue Wg(Q) ir r < k yra teisinga nelygybé

Z | D* ullp, @) < Cre* " Z | D% ullL, (@) + Coe™"[JullL,(@)-
la]=r la|=k
Todél
Do ID%ullye) < D 11D ull, @) <
lal=r |a|=r
<Ce"T YT I Dl ) + Coe M lullL, @) <
la|=k
k
<SS D o) + Cor M lullL,()-
3=0 |a|=j
Padauging kairigja ir deSiniaja Siy nelygybiy puses i§ ", gausime nelygybe, kuri
teisinga kiekvienam r = 1,2..., k — 1. Kartu yra teisinga nelygybé

>~

c—1

S (X 1D uly ) < CLk=1DE ST D uly, o)+

r=1 |a|=r || =k
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k-1
+Cy (k — 1)e” Z Z | D" ullr, ) + Cao(k = D)lullL, @)-

7=0 |a|=3
Tegu € = min{1/2C}(k — 1), 1}. Tada Ve < ¢ teisinga nelygybé

k—1

5r( Z | D u”Lp(Q)) <

=1 |a|=r

3

<20y (k = 1) Y | D ully, o) + 205k — D)]ulle, -
|a|=k

Sios nelygybés kairéje visi nariai po sumos Zenklu yra neneigiami. Todél Vr < k yra

teisinga nelygybeé
> 1D |y, <
la|=r
<20 (k—1)e"" Z | D% ullr, @) +2C3(k — D)e™"[lullr, @)-
|ee|=F

Remdamiesi §ia nelygybe, gauname

Y. D%l < D0 1D uliye.) <

la|=r la|=r

< e’ Y D ulln, @) + Cot”FllullL,q) <
|| =k

k
<G> D ulln, @) + Coc® FllullL, @) <
7=0 |a|=j

< ¢ Z | D* ully, ) + Co e Fl|ullL, )

|a|=k

GaQ, = QNR* 0 =k—r—n/p+ s/q. Pakeite Sioje nelygybéje C; i C1, Cy i
C5, gausime (3.33) nelygybe. >

ISvados:

1. Erdvés WE(Q) elementams teisingos multiplikatyviosios nelygybés:

> D . <

|a]=r

, o 1-6/k 0/k rog
<O ( Y ID ulye) gy + Chelull, @), (345
la|=k

S sup| D u(a)| <

jal=r 7€
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, N 1=0/k o ;o
= Cl( Z ID u”Lp(Q)> HUHL{)(Q) + Coel Fllull, @) (3:46)
|a|=k
¢ial =k —r —n/p+ s/qpirmos ir @ = k — r — n/p antros multiplikatyvios
nelygybés atveju. Jos iSvedamos i$ (3.32), (3.33) nelygybiu, kai

) 1/k o 1/k
e =min{|luli o, /(32 1D ul @) 20}

la|=k
Savo ruoztu i§ (3.45), (3.46) iSvedamos (3.32), (3.33) interpoliacinés nelygybés.
Reikia tik pasinaudoti Jungo nelygybe.

2. Tegu0<r<k,s>n—pk-r),0=k—r—n/p+s/qg> 0. Tadais (3.32)
nelygybés iSplaukia, kad erdvé WI};(Q) isideda i erdve W{ (). Irodysime, kad
erdvé WE(Q) kompaktikai isideda i erdve Wi (€;). Kadangi erdvé W(Q2)
kompaktiskai jsideda i erdve L, (€2), tai i§ bet kokios apréZtos erdvéje WE(Q)
sekos galima i§skirti konverguojantj erdvéje L, (£2) poseki. I8 (3.45) nelygybés
iSplaukia, kad Sis posekis konverguoja ir erdvéje Wy (€5).

Pastabos:

1. Atkreipsime démesi i tai, kad 3.20 teoremoje konstantos C, Cs priklauso nuo
srities 2.

2. Ploks¢ig sriti 5 = Q2 N R® kairiojoje (3.32) nelygybés puséje galima pakeisti
pavir§iumi S = Q N T, T' — glodus s-matis erdvéje R™ pavir§ius. Nagrinéjant
krastinius uzdavinius elipsinéms antrosios eilés lygtims, daznai naudojama ne-
lygybeé

[ullLacs) < Cre'/? Y llua,

i=1

La(@) + Coe™ 2|l y(0)- (3.47)

Ji sutaps su (3.32) nelygybe, jeigu 2, pakeisime .S = 90f) ir paimsime p = ¢ = 2.
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3.7. ERDVES W(R") TEIGIAMOMS RODIKLIO k REIKSMEMS

Kiekvienai funkcijai ue C3°(R"™) galima apibrézti jos Furjé transformacija

a(e) = (2m)™ /2 / e u(z) da.

R™

[ u@ o= [ aP ae
R™ R™

Kiekvienam multiindeksui o = (a1, . . ., ay, ) funkcijos D* u Furjé transformacija

Dou(€) = (i€)°a(€), € =& ... €om.

Pagal Parsevalio formule

Todel®
fulfiegery = 35 10 ullf ey = [ BOF 3 67 e

la| <k R™ la|<k
Reiskiniai Y [€¥]? ir 1 + |¢|?* yra ekvivalentls. Tiksliau, egzistuoja tokios dvi

la|<k
teigiamos konstantos C ir Cs, kad

Cr Y (€ P<1+[¢P*<0y > e

lol <k || <K

Todel
Crlll oy < / () (1 + €[2*) de <Call 2 o

Pastarasis integralas yra apibrézZtas sveikoms teigiamoms k reikSméms. Taciau jis turi
prasme ir kitoms realioms k reik§méms. Be to, kai k€(0,1), jis yra ekvivalentus

reiskiniui
u(zx
/|u \Zda?—&—//‘ |n+2k dmdy

/ ju(z) - (2dxdy_/ e +2) —u(@)” |

I8 tikruju

|Z‘n+2k
RTI, R'ﬂ

Pritaike vidiniam integralui Parsevalio formule, gausime

|u(z + 2) — u(x) 2|e’£'z 12
/ \z|"+2k d:rdz = |u(8)] e dédz.

R R™ R” R™

3Priminsime, kad H*(R") = Wk(R").
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Integralas
|€z§z _ 1|2 |ez\£\z1 _ 1|2 |§‘2k |ezw1 _ 1|2
|Z|n+2k |n+2k ‘n+2k
Norint Sias lygybes pagristi, pakanka koordinaCiy asis z1,..., 2, pasukti taip, kad

vektorius & guléty aSyje z1, o po to padaryti keitinj w = |£|z. Integralas
|€iw1 _ 1|2
|w‘n+2k
RTL

dw >0

ir konverguoja, kai k€(0,1). Todél egzistuoja tokios dvi teigiamos konstantos C ir
CQ, kad

ul\x
cyﬂu\mﬁﬂ<//' |M%dmw@/w )€ de.
R’IL

Apibrézimas. Tegu k€(0,1). Sakysime, funkcija u i§ Lo(R"™) priklauso
aibei HX(R™), jeigu reigkinys

u(x) — u(y)® 12
<u>Hk(Rn) = (/ W dxdy) < 00.
En R™
Aibé H*(R™) su norma

1/2
ety = (Il ey + (@i ) (3.48)

yra normuota erdvé. Jeigu k > 1 ir néra sveikasis skaicius, tai norma erdvéje H<(R™)
galima apibréZti taip:

1/2
HUHHk(R”) = (Z ||Dau||iz(w) + Z (D* U)?qk—[k](ugn)) ; (3.49)
loe| <k |ov|=[k]

Cia [k] — sveikoji skaiCiaus k dalis.
Pastabos:

1. Normy H¥(R™) apibréZimai, kai k yra sveikasis skaicius ir kai k néra sveikasis
skaiCius, skiriasi. Taciau abiem atvejais normos ekvivalencios reiSkiniui

/m 1+l de) !

Todél erdvés HX(R™) sudaro natiiralia parametro k > 0 atzvilgiu erdviy skale.
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AnalogiSkai galima apibrézti erdve WE(R”) su rodikliu & > 0, kai k& néra
sveikasis skaiGius. Sakysime, funkcija u i§ L, (R") priklauso aibei W(R™),
ke(0, 1), jeigu reiskinys

(Wwi@n = (/ lul) — ely)" dfvdy)l/p < 0.

|z — y[rtPh
R’!I. R’!L

Aibé WE(R™) su norma

1/p
elwycemy = (Il oy + 0oy )

yra normuota erdvé. Norma erdvéje WE(R™), kai k& > 1 ir néra sveikasis
skaicius, galima apibréZti taip:

/
iy = (32 1D wll oy + 32 (D" )

laf<k lar|=[k]

2. Aibeé C3°(R") yra tirSta erdvéje W5(R™) ir tuo atveju, kai k néra sveikasis
skaiCius. Irodymo schema yra tokia. I$ pradziy reikia jrodyti, kad u(z){gr(z) —
u(z), kai R — 00, 0 po to pastebéti, kad Vp > 0 vidutiné funkcija

(u€r)pe Cg~ (R")
(u€r)p(x) = u(z)Er(2),

kai p — 0. Cia €g(z) = £(R™'z), & — be galo diferencijuojama neneigiama
funkcija, lygi vienetui, kai |x| < 1, ir lygi nuliui, kai |z| > 2.

Tegu €2 yra sritis erdvéje R”. Sakysime, funkcija u€ Ly, (€2) priklauso aibei WE(2),
ke(0,1), jeigu reiskinys

ulx 1/p
(w) / /| |n+pk da:dy) < oo

Aibé W(Q) su norma

1/p
lullvwsiey = (Il @) + @y )

yra normuota erdve.
Apibrézimas. Tegu k£ > 1 ir néra sveikasis skaiCius. Sakysime, funkcija
ue WE(Q), jeigu
D*ueLy(), VYoa:lof <k,

_ | D u(x) — D> u(y)|P r
wi M) T ( / lz — y[r P G—TkD dxdy) <o

(D% u)

Q Q
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Aibéje ng (©?) norma galima apibréZti taip:
1/p
lllwyir = (30 107wl oy + D (D @)l ay) -
|l <k o] =[k]

Tegu ) = R’. Tada kiekviena funkcija ue W5(R?) islaikant gloduma galima
pratesti | visg erdve R™. Tiksliau, yra teisinga tokia teorema.

3.21 teorema. Egzistuoja tiesinis apréZtas prat¢simo operatorius
IT: WE(RT) — WE(R").
Be to, jeigu u € WE(R?) irv = Ilu, tai v(z) = u(x), kai z€R’.

Pastarosios teoremos ¢ia neirodinésime. Atkreipsime démesi tik i tai, kad jq pakan-
ka irodyti glodzioms funkcijoms. Tai, kad glodZios funkcijos yra tirSta aibé, irodoma
iprastu biidu. Reikia tik vidutinés funkcijos apibréZime (Zr. 2 skyreli) branduolj
w,(x — y) pakeisti branduoliu w,(z — y — pey).

Naudojant vieneto skaidinj ir taikant 3.21 teorema, galima jrodyti toki teigini.

3.22 teorema. Tegu € yra apréZta erdvéje R" sritis, S = 0§) — CX*€ klasés pavirsius.
Tada egzistuoja tiesinis apréZtas pratgsimo operatorius

IT: W5(Q) — WE(R™).

Be to, jeigu u € W(Q) irv = Ilu, tai v(z) = u(x), kai z€Q.
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3.8. FUNKCIU uc W5 PEDSAKAI

Bendruoju atveju elementy i§ Sobolevo erdviy Wg pédsakai nepriklauso tai paciai
Sobolevo erdviy skalei. Norint juos tiksliai aprasyti, reikéty apibrézti kitas funkcijy
erdves (smulkiau apie tai galima suZinoti, pavyzdZziui, [47], [4] knygose). ISimtj sudaro
du atvejai:

1) k - sveikasis skaicius;
2) p=2.

Siuos du atvejus &ia ir nagrinésime.

Tegu k yra sveikasis skaiius ir I' C 2 — glodus (n — 1)-matis pavir§ius. Pagal
3.16 teorema kiekvienos funkcijos ue WE(Q) ekvivalentiSkumo klaséje yra atstovas
u|p€ Lq(T) (jis vadinamas funkcijos u pédsaku pavir§iuje I') ir teisingas jvertis

[ullLy ) =Cllullwi@);
Gia g<(n — 1)p/(n — pk), jeigun > pk, ir ¢>1, jeigu n<pk. Tegu M yra funkcijy

w 1§ erdves WE(Q) pédsaky pavirSiuje I' aibé. Akivaizdu, kad 9t yra tiesiné aibé.
Apibrézkime norma

lell = inf

. 3.50
W oy ullw ) (3.50)

Aibé 901 su taip apibréZta norma yra normuota erdvé. Tiesiogiai galima jrodyti, kad ji
yra pilna. [rodysime, kad taip apibréZta erdvé yra Sobolevo erdvée W(I') su tam tikru
trupmeniniu rodikliu r.
I8 pradZiy i$nagrinésime atveji, kai Q = R = {zcR" : , > 0}, x = (2/,z,,) ir
k=1.
3.23 teorema. Tegup > 1. Tada:
1. Funkcijaue W (R?) turi pédsaka ul,,—o := € Wi YP(R"1). Be to,
[llg-roqansy SCllullwy e @3
¢ia konstanta C' nepriklauso nuo konkretaus elemento u.
2. Kiekvienai p€ Wll)_l/ P(R™™1) egzistuoja tokia funkcija
1 n
ue W, (RY),

kad
u(a’,0) = ¢(z')

ir teisinga nelygybé
HUHW;(R@SCH@HW;fl/p(Rn_l); (3.52)

cia konstanta C' nepriklauso nuo konkretaus elemento .
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< Jrodysime pirmaji teoremos teigini. Tegu ue Wlp‘ (R iru(z’,0) =
= ¢(2'). Remiantis 3.10 teorema, o€ L, (R™ ') ir

lellL, @) <Cllullwi )

Kiekviena elementa ue W} (R") erdvés W] (R'') normoje galima aproksimuoti be
galo diferencijuojamomis ir lygiomis nuliui pakankamai didelio rutulio iSoréje funkci-
jomis. Todél irodydami §j teigini, galime tarti, kad funkcija u = u(x) yra be galo
diferencijuojama ir lygi nuliui pakankamai dideliems |z|.

Integralas

e’ +2') — ()P
< > 1 1/p (Rn- 1) / / |z’|” 24p dx'dz =

Rn—1Rn—1

o0
! A N|p
p
|2/|=1R"=1 0

Vietoje kintamyjy 2’ apibréZkime naujus kintamuosius 4’ taip, kad koordinadiy asis
y1 bity nukreipta vektoriaus w’ kryptimi. Tada

(/ (' + pw') — o(y")IP dyl)l/pg

p oo

1 ! ! / / 1/]3
<= lu(y" + pw',0) —u(y + pw ,t)\pdy1> dt +
pO —00
p oo
1 , , , 1/p
o (]l + o) = ' O ) e+
pO —00
P o)
1 1/p
+= /(/Iu u(y’, O)I”dyl) dt <
pO
P
< / (@t 1) ity + s (6, ) .
0

Ivertindami Siuos integralus, i§ pradZiy pasinaudojome Niutono—Leibnico formule, o
po to Minkovskio nelygybe.

I paskutinj integralg galima Zitréti kaip i kintamojo p funkcija, kuri taske p = 0
lygi nuliui. Pritaike taip apibréZtai funkcijai HardZio nelygybe, gausime

oo

p
p
[ 572l Dl s+ s 47Dl )
0

0
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P
/2Hut W OIT, @y + g, S DIT ga)) dt.
0

Todél

p < (
<90>WL1)—1/p(Rn,1)_0'1 P

&ia o1 — (n—1)-matés vienetinés sferos plotas. GriZe prie seny kintamujy z’, gausime
ivertj

P p
) (2l 7, gy + N, 6 O, )

<¢>5Né*1/P(Rn—1)SC Z ||u-”1f1, ‘lip(Ri) :
i=1

Taigi funkcija g€ VV1 1/p(R" 1) ir yra teisinga (3.51) nelygybe.
Antraji teoremos teiginj pakanka jrodyti, kai funkcija g€ C?(R"‘l). Tegu w —
tokia be galo diferencijuojama erdvéje R" ™! funkcija, kad

/ w(x')dz' =1

Rn—1

irw(a’) = 0, kai || > 1. Apibrézkime funkcija

v(r) = /w(m”ra?ny')w(y’)dy’, 7,>0.

Rn—1

Akivaizdu, kad v(z’,0) = ¢(a'). Pagal Minkovskio nelygybe

1/p
ol [ ([ I+ oo ar) " <

R" 1 ]R'n. 1
/ / / / 1/p /
< [ w)I( [ e +aayrda’) " ay'<
Rn—1 Rn—1
<llglle @) / oy dy', Va0, (3.53)
Rn—l

Rasime funkcijos v iSvestines. Kai ¢ < n,

Vg, (2) = 2, / oy, (@' + 2y w(y') dy' =

Rnfl
ot [ (ol )~ ol )
]Rn—l
Kaii =n,
n—1
ve, (@) =2, [ D oy (@ + g () dy' =
| i=1
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n—1

— _ 1 ! AN ! . ! /
=t [ el o) = o) Y (ls),, '
Rn—1 i=1
Ivertinkime funkciju v,, normas erdvéje L, (R"). Tegui = 1,...,n — 1. Pagal

Minkovskio nelygybe norma

NP =P l/p / /
Lo(®1) (@’ + 2ny) = (@) Pa? dw) ()] dy =

R"lR"

[|vz,

1/
-/ / 2l ) - o ddn,) oy )]y
Rn— 1 Rn— 1

Paskutiniame integrale pereikime prie sferiniy koordinadiy (kintamujy 3’ atzvilgiu).
Tada pasinaudoje Helderio nelygybe, gausime, kad ||v,,, Ly (R?) nevirsija

1/p
C’/ / / / ¥+ zprw’) — ()P da’ x,P da:n) dw'dr<

‘w/‘ 1 Rn—1

1/
<C’1/ " 2 / //|g0x + xprw’) — (x’)|pdx’x;pdxndw’) i =

w"lORﬂl

1
— n— 2 37 +TZ (P(x/)lp / / 1/p
_cl/ / / g a=') " dr<
0

Rr—1Rn—1

P& +2) = @) NP
<Cg // z’\" 5o dxdz) )

Rr—1Rn—1

Taigi Vi = 1,...,n — 1 teisinga nelygybe

|z, 1L (3.54)

(Ri)§02<@>wé*1/P(Rn—1) .

Si nelygybe yra teisinga ir kai i = n (tik su sava konstanta C5). Irodymas yra visiskai
toks pats.

Tegu £(t) yra be galo diferencijuojama monotoniskai maZéjanti intervale [0, co)
funkcija, lygi vienetui, kai t€[0, 1/2), ir lygi nuliui, kai ¢>1. ApibréZkime funkcija

u(z) = v(z)€(2n).
Akivaizdu, kad u(z’,0) = v(2’,0) = @(a’). Be to, i§ (3.53) ir (3.54) i$plaukia nely-
gybés:

oll ey <ol gy <l ety / o) dy,
)
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[z |, ) <lve, Lp(m)+§gg\€’(t)IIIUHLp(R1>§

<Co (@) yr-1/e@n—1y + Call@llL, @n-1)-

Kartu yra teisinga (3.52) nelygybé. >

ISvada.I§(3.51)ir (3.52) nelygybiy iSplaukia, kad egzistuoja tokios teigiamos
konstantos C ir Cs, kad

CLRN< @ lys- 170 g1y <SCall

&ia || - || apibrézta (3.50) formule. Todél erdvé Wllfl/ P(R™1) sutampa su funkcijy i3
erdves W (R"') pedsaky hiperplokitumoje x,, = 0 erdve.

Irodyta teorema lengvai galima apibendrinti bet kokiam sveikajam k>1. Tiksliau,
teisinga tokia teorema.

3.24 teorema. Tegup > 1. Tada:
1. Funkcija ue ng (R?) turi pédsaka hiperplokstumoje x,, = 0 ir

D® ufy,—o 1= o€ WEIMIZ/PR) o] < k.

Be to,
[Pallywitai=1/0 -1y SCllullwi@s); (3.55)

Cia konstanta C' nepriklauso nuo konkretaus elemento u.

2. Kiekvienam funkcijy ¢;€ ngfi*l/p(Rnfl), i =1,...,k — 1, rinkiniui egzis-
tuoja tokia funkcija ue WE(R'), kad
d'u(z’,0) ,
T @), i=1,... k-1,
Dal pia), i

ir yra teisinga nelygybé

k—1

lullwi ey SC D ll@illygiioa/o gnay (3.56)
=0

c¢ia konstanta C' nepriklauso nuo konkreCiy elementy ;.

Sios teoremos jrodyma galima rasti [8] knygoje.
I§vada.I$(3.55) ir (3.56) nelygybiy iSplaukia, kad egzistuoja tokios teigiamos
konstantos C'; ir Cs, kad

Cillel<llell /e gn-1y <Callll-
Kartu galime tvirtinti, kad erdve Wé_l/ P(R™!) sutampa su funkcijy erdvés WE(R?)
peédsaky hiperplok§tumoje z,, = 0 erdve.
Tarkime, €2 yra apréZta erdvéje R sritis ir S = 9§ — CX klasés pavirSius. Tada yra
teisinga teorema.
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3.25 teorema. Tegup > 1. Tada:
1. Funkcija ue WE(Q) turi pédsaka pavirSiuje S ir
D% uly = pa€ WETIOIZ1/P(S) | Ja| < k.
Be to,
[Pallyr-tai=10 (g <Cllullwy(ay;

Cia konstanta C' nepriklauso nuo konkretaus elemento w.

2. Bet kokiai funkcijai p€ Wg_l/ P(S) egzistuoja tokia funkcija ue W(Q), kad
u|g =  Ir yra teisinga nelygybé

lellw (@) SCHPly-vms):

¢ia konstanta C' nepriklauso nuo konkretaus elemento (.

Sig teorema galima irodyti iprastu biidu. Tik i$ pradziu, naudojant vieneto skaidini,
reikia apibréZti erdve ngfl/ P(S) . Teoremos jrodyma galima rasti [8] knygoje.

Pastaba. Kiekvienai funkcijai ue WE(Q) pavirSiuje S galima apibréZti jos
normalines i$vestines iki (k — 1)-osios eilés imtinai. Todél 3.25 teoremos antraja dalj
galima apibendrinti (Zr. 3.24 teoremos antrg teigini).

I$nagrinésime antraji atveji. Tarkime, p = 2. Priminsime, kad erdvé WX yra
Hilberto erdve. Ja Zymésime HX.

3.26 teorema. Tegu k > 1/2 ir uc H¥(R"). Tada funkcija u turi pédsaka
U|In:O€ka1/2(Rn—1)
ir yra teisinga nelygybé
[l 172 -1y SOl ) (3.57)
&ia konstanta C' nepriklauso nuo konkretaus elemento ue H<(R™).
< Kadangi aibe C5°(R™) yra tirsta erdvéje H<(R™), tai teorema pakanka jrodyti

funkcijoms i§ C° (R").
Tegu ue C3°(R"™) ir

a(é-/’xn) _ (2,”)7(7171)/2 / eimlglu(lﬂl,xn) d(E/
Rn—l

yra funkcijos u Furjé transformacija kintamuju =’ = (z1,...,2,—1) atzvilgiu. Kita

vertus,
o0

[ aeee ag

— 00

U, n) =

5~
3



92 3. ERDVIY Wij (£2) IDEJIMO TEOREMOS

Cia u(€) - funkcijos u Furjé transformacija visy kintamujuy z atzvilgiu. Kadangi
leten®n| = 1, tai

[a(e’,0)| &)l dé,. (3.58)

8\8

Pagal Helderio nelygybeg

[ a@aas( [averaore) ([ creriem)

Paskutiniame integrale vietoje kintamojo &,, iveskime nauja kintamaji ¢ pagal formulg

§n =t/ 1+ [

Tada - -
/ d€, B 1 / dt
A+IEP +IeP)F ~ W+EePF7 ) T+eF
Pagal teoremos salyga k > 1/2. Todeél
o at
LA )/
/ Arep =

ir
00 - 00 ~ 1/2 M
/ \u(§)|d§n§(/(l+|§|2)k|u(f)\2d€n) (1+‘§/|2)k—1/2'

Sugreting pastaraja nelygybe su (3.58), gausime

o

[ avierrrae opasy [ gPHaoPR dad.

]Rn—l — 00

Reiskinys nelygybés kairéje yra ekvivalentus ||ul|3, /2(gn-1)1 © reiskinys deSinéje —

||u||12{k(Rn). Todél Vue C°(R™) yra teisinga (3.57) nelygybé. Kartu §i nelygybé yra
teisinga ir Yue H<(R™). >
IS§vados:
1. Tegu k > |a|+1/2 ir funkcija u€ HX(R"). Tada jos i§vestiné D® u turi pédsaka
D u’mnzoe Hk—|a\—1/2(Rn—1)
ir yra teisinga nelygybé
| D u”Hk*la\*l/?(R“*l)SCHUHHL‘(R”);

¢ia konstanta C nepriklauso nuo konkretaus elemento u€ H*(R™).
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2. Tegum < n, k > |a| — (n —m)/2 ir funkcija u€ H*(R™). Tada jos i§vestiné
D v turi pédsaka
D¢ u‘Rm,e Hk—|a|—(n—m)/2(Rm)

ir teisinga nelygybé
H D¢ UHHk—|a\—(n—m)/z(Rm)SCHUHHk(Rn);
Cia konstanta C' nepriklauso nuo konkretaus elemento u.

Pastaba. Tegu  yra apréZta erdvéje R" sritis, S = 9Q — C*€ klasés pavir-
Sius. Tada 1 i¥vadoje erdve R™ ™! galima pakeisti pavir§iumi S, o 2 — erdve R* glodZiu
s-maciu pavirSiumi I' C .

Trodysime atvirkstini teigini.

3.27 teorema. Tegu o H*"'/2(R"™ 1), k > 1/2. Tada egzistuoja tokia funkcija
uc HX(R™),

kad
u(z',0) = p(z')
ir
[[wllee n) SCllollgpe-1/2@n-1); (3.59)

¢ia konstanta C' nepriklauso nuo konkretaus elemento .

< Pakanka jrodyti, kad teorema teisinga Ve C3°(R™ ). Apibrézkime funkcija

u(¢,zn) = @) w(zav/1+[8%);

Giawe CP(RY) irw(t) = 1 tasko t = 0 aplinkoje. Apskaitiave taip apibréZtos funkci-
jos Furjé transformacija kintamojo x,, atZvilgiu, gausime

(€)= PN+ 1) (g1 + €'1) 1)
Funkcijos u normos kvadratas erdvéje H*(R™) ekvivalentus integralui
JEERERAEGIR
R’I‘L

(Zr. 3.7 skyrelj). Pastaraji integrala integruodami atskirai pagal kintamuosius £’ ir &,,,
gausime

o0

/ BENPA+ ) / (L4 € + )M D(En(L + €)1 /?) 2 dende’ =
Rn—l

— 00

= [ BOPa+IER 2 [ @+ OHBOP 4Ol sy
Rn1 —oo
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Todél sukonstruotai funkcijai u teisinga (3.59) nelygybeé. Beliko jrodyti, kad u(z’,0) =
(2'). Tadiau tai i§plaukia i§ formulés (¢, 0) = $(¢'). >

Isvados:

1. Tegu k > 1, o€ H=V2(R"™ ) i =0,...,s it k— s > 1/2. Tada egzis-
tuoja tokia funkcija ue H<(R™), kad

du(z',0)

Dat =pi(x'), Vi=0,...,s,

ir teisinga nelygybé

S
||U||Hk(R")§CZ llpillepe—i-1/2@n-1y;
i=0

¢ia konstanta C' nepriklauso nuo elementy @1, . .., @s.

2. Tegu @, € HE—lal=(=m)/2(R™) "k > (n—m)/2, o — multiindeksas, k —|a| —
(n —m)/2 > 0. Tada egzistuoja tokia funkcija u€ H*(R™), kad

D(X u|]Rm = QDa
ir teisinga nelygybé

ullfpeny SC Y~ 1P lleiai-oomy2@my;
«

¢ia konstanta C' nepriklauso nuo ¢, .
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3.9. UZDAVINIAI

1. Irodykite nelygybes
(a) |Q|71/pHUHLp(m§|Q|7l/q||u||Lq(Q), Vue Lq(Q2), p<g;
b) [l <l ol ue L),
p<q<r,l/q=a/p+ (1 —a)/r;
©) llullL, @) <ellullL, @) +e “lullL, @), p<¢<r,

a=(1/p=1/9(1/q—1/r).

Nurodyma s. Pasinaudokite Jungo ir Helderio nelygybémis.

2. Irodykite, kad (2.19) ir (2.20) normos yra ekvivalencios.

3. Tegu Q yra apréZta iSkila sritis, u€ W1(Q). Irodykite, kad b.v. z€Q teisinga
nelygybe

dan 1
) = o< / o=y = o / u(x) dr;
Q w

¢iad = diam Q, w C  —kokia nors mati aib¢, |w| # 0.

Nurodymas. Isitikinkite, kad pastaraja nelygybe pakanka irodyti funkci-
joms ue C*(Q) ir pasinaudokite Niutono-Leibnico formule.

4. Tegu f;€ C(R™1), i = 1,...,n. Irodykite nelygybe

n ki 1/(n—1)
/Hfi(x’)d;vg H( / | fi(z') [P dx') ;
g =1 =1 g
¢ia fl(l‘/) = fi((L‘l, NV S (P 17 S ,xn).

Nurodymas. Pasinaudokite matematinés indukcijos metodu.

5. Tegu Q yra aprézta iSkila sritis, ue W1 (2). Irodykite nelygybe
1_1/ m
llu — v L, (@) < (1511/|w]) d [tz L, (2)-

Nurodymas. Pasinaudokite 3 uzdaviniu.

6. Tegu p€[1, 00). [rodykite, kad kiekvienai funkcijai ue W;(Q) yra teisinga ne-
lygybe
1/
lln, @< (120/151]) " uellr, -

Nurodyma s. Pasinaudokite Frydrichso—Puankare nelygybe.
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10.

11.

. Tegu ue VVIl)(Q)7 p > n. [rodykite, kad funkcija uc C'~"/P(Q) ir teisinga nely-

gybeé
< 1-n/p :
o5 u<CR |tz |L, ()3

Cia konstanta C priklauso tik nuo 7 ir p.

Nurodymas. Pasinaudokite 3.6 teoremos irodymu.

. Tegu Q yra apréZta erdvéje R”™ sritis, S = 92 — C! klasés pavirSius. [rodykite,

kad funkcija ue W'_(Q) tada ir tik tada, kai ji srityje € tenkina LipSico salyga.

Nurodyma s. Pasinaudokite Niutono—Leibnico formule.

. Trodykite, kad kiekvienai funkcijai ue C3°(£2) ir Vk > 0 teisinga formulé

Z / xu_yll)(xlk_ylk) dy
83/11 : 8ka (k= DUSy[|lz —y["

Zl, Z},—l

Nurodymas. Pasinaudokite tapatybe

Z .’L‘“ y'Ll) (mik—l - yik—l)(xik - ylk) _
= 3% |z —y|"
(xil - yil) e (xik—l - yik—1) .

— (k-1 ,
( ) |z —y|"

Ciak>2,11,...,1,—1 — fiksuoti, i§vestinés apibendrintos.

Tegu 2 yra apréZta erdvéje R” sritis, S = 0 — CK klasés pavirsius, 0<r < k,
s>n—p(k—r), k—r—n/p+s/q* = 0. Irodykite, kad erdvé WE(Q) isideda
i erdve W (€2).

Nurodymas. I§ pradziy jrodykite, kad erdve WE(Q) — We () (7r. 9
uzdavini ir 3.12 nelygybe). Po to pasinaudokite 2.15 teorema.

Tegu k€[0,1/2). Irodykite nelygybe*
||'r7kuHL2(0,oo)SOHUHHI‘(O,OO)7 Vue CSO(OaOO)
Nurodymas. I§ pradZiy patikrinkite tapatybg u = v — w; ¢ia

x oo

oa) = [~ u)ds, w)= [ Zo)ds

x
0 T
Po to irodykite nelygybes:

2750 |L50,00) SC1 1l ic(0,00)s 127 F W] (0,00) SCollt]|11(0,00) -

4 Smulkiau apie pastaraja nelygybe ir apie galimus jos apibendrinimus Zr. [31].



4 SKYRIUS

KrasStiniai elipsiniy lygCiy uzdaviniai

Siame skyriuje nagrinésime tiesines antrosios eilés lygtis

n n
Au:=— Z %(aijugﬁj) + Zaiuzi +au = f(z) + div f(z);
igj=1 """ i=1
¢ia A — tolygiai elipsinis operatorius su apréZtais maciais srityje §2 koeficientais a;;, a;
ira, f = (fi,..., fn), [, fi€ L2(Q). Atkreipsime démesi, kad operatoriaus A koefi-
cientai a;; bei funkcijos f; gali neturéti iSvestiniy (netgi apibendrinty ). Tuo atveju, kai
koeficientai a;; bei funkcijos f; turi apibendrintas i§vestines, nagrinéjama lygti galima
uzraSyti iprastu budu:

n n
E AijUsa; + E iUy, +au = f.
i=1

ij=1

Daugiausiai démesio skirsime pirmajam krastiniam uzdaviniui. I$ pradziy irodysi-
me apibendrinto sprendinio egzistavima erdvéje W3 (€2). Po to irodysime, kad apiben-
drinto sprendinio glodumas padidéja lygiai tiek kiek pavirSiaus .S, operatoriaus A koe-
ficienty bei lygties ir kraStiniy salygy deSiniyju pusiy glodumas.

4.1. APIBENDRINTOJO SPRENDINIO APIBREZIMAS.
DIRICHLE UZDAVINYS

Tegu Q@ C R"™ yra apréZta sritis, S = 9Q, a;; = a;;, a; ir a — apréZtos macios srityje
 funkcijos, A — elipsinis operatorius. Srityje {2 nagrinésime lygti

Au= f+div f; 4.1)

gia f = (fi,--, fn), £, fi€La(Q), ¥i = 1,...,n. Bendru atveju §i lygtis neturi
klasikinio (glodaus) sprendinio. Ji netgi neturi prasmés. Norint suteikti jai tam tikra
prasme, reikia apibréZzti apibendrinto sprendinio savoka.

IS pradziy tarkime, kad visos i (4.1) lygti ieinancios funkcijos yra pakankamai
glodzios. Tada Vne C3°(2) yra teisinga integraliné tapatybé

/( i QiU ; Ny + z”: AUz, + aun) dr = /(fn - Zn: fmwi) dr. (4.2)
i=1 i=1

Q Hi=l Q

Ja gausime, jeigu abi (4.1) lygties puses padauginsime i§ funkcijos 7, gauta lygybe
suintegruosime sritimi £ ir pritaikysime integravimo dalimis formulg.
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Kadangi aibée C5°(2) yra tirSta erdvéje W%(Q), tai (4.2) integralinéje tapatybé-
je vietoje funkcijos ne C(§2) galime imti bet kokia funkcija i¥ erdvés W%(Q) Be
to, jeigu funkcija u€ C%(Q) yra klasikinis (4.1) lygties sprendinys, tai Vne W3 (€2)
teisinga (4.2) integraliné tapatybé. Integralas deSiniojoje Sios tapatybés puséje konver-
guoja, kai funkcijos f ir f;€ Ly(2), 7 = 1, ..., n. Integralas tapatybes kairéje konver-
guoja, jeigu u€ W3 () ir operatoriaus A koeficientai a;;, a; ir a yra aprézti.

Apibreézimas. Sakysime, uc Wi(Q) yra (4.1) lygties apibendrintasis spren-
dinys srityje €, jeigu Vne W% () yra teisinga (4.2) integraliné tapatybe.

Tegu uc W3(Q) yra (4.1) lygties apibendrintas sprendinys srityje 2. Tada jis yra
(4.1) lygties apibendrintas sprendinys bet kokioje srityje Q' C Q. Norint tuo isitikinti,
pakanka (4.2) tapatybéje paimti ne W3 (£2'). Taigi apibendrinto sprendinio apibréZimas
yra korektiSkas.

Tarkime, funkcija u€ W3 (£2) yra (4.1) lygties apibendrintas sprendinys srityje 2,
u€ C2(Q) ir operatoriaus A koeficientai bei funkcijos f ir f yra pakankamai glodZios.
Irodysime, kad w yra klasikinis (4.1) lygties sprendinys srityje 2. Pasinaudoj¢ inte-
gravimo dalimis formule, (4.2) tapatybe perraSykime taip:

/(A w— f — div f)nda: =0, VneCr(Q). (4.3)
Q

Funkcija A u— f —div f yra ortogonali erdvéje Lo (€2) bet kokiai funkcijai ne C5°(£2).
Kadangi aibe C5°(€2) yra tirSta erdvéje Lo(€2), tai yra jmanoma tik tuo atveju, kai
Au— f—div f =0, ty. kai funkcija u yra klasikinis (4.1) lygties sprendinys.

Apibreézimas. Sakysime, u€ W(Q) yra Dirichlé uzdavinio
Au=f+divf, u[g=0 4.4)
apibendrintasis sprendinys, jeigu ji yra (4.1) lygties apibendrintas sprendinys ir

ue Wi(Q).

Pastaba. Jeigu pavirSius S yra pakankamai glodus, pavyzdZiui, klasés C!
tai erdvée W1(€2) isideda i erdve Ly (S). Vadinasi, kiekviena funkcija u€ W3(92) turi
pédsaka pavirSiuje .S ir u| s€ L2(.S). Todél Dirichlé uzdavinio su nehomogenine kras-
tine salyga u| ¢ = ¢ apibendrintg sprendinj galima apibreZti kaip funkcija u€ Wi(Q),
kuri yra apibendrintas (4.1) lygties sprendinys ir tenkina $ia salyga erdvés Lo (S) pras-
me. Tadiau tai néra tiksli funkcijy i§ erdvés W1 () pédsaky pavirSiuje S charakteris-
tika. Funkcijy i3 erdves W3 () pédsakai pavirsiuje S yra funkcijos i§ erdvés W;/ %(9)
(zr. 3.8 skyrelj). Taigi jeigu norime, kad funkcijos u€ W3(9) glodumas atitikty jos
pédsako pavirSiuje .S gloduma, funkcija  turime imti i§ erdvés W;/ 2(S).

Vietoje iprasto Dirichlé uZdavinio kraStinés salygos apibréZimo, kai nusakomas
funkcijos glodumas pavirSiuje .S, vartosime tokj apibréZima:

Apibrézimas. Tegu pe Wi(Q). Sakysime, ue W3(Q) yra Dirichlé uz-
davinio

Au= f4div f, “‘S:@’S 4.5)
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apibendrintasis sprendinys, jeigu ji yra apibendrintas (4.1) lygties sprendinys ir u —
e W3(Q).

Taip apibréZiant apibendrinta sprendini, atskiriama funkcijos ¢ pratgsimo i sritj €2
ir Dirichlé uZdavinio i§sprendZiamumo problema.

Tegu u yra (4.5) Dirichlé uzdavinio apibendrintas sprendinys. Vietoje funkcijos u
apibrézkime nauja ieSkoma funkcija v = u — . Tada ve W(Q) ir Vne W(Q) yra
teisinga integraliné tapatybé

/( Z Qij Vs Ny + Zazvm T}+av77) dx

3,j=1

= [~ Sosen )-S5 S o e

Q

Taigi funkcija v yra apibendrintas Dirichlé uzdavinio

Av=g+divg, v| =0

S

sprendinys. Cia:

n n
_Zaz‘%ﬂi_a% g:(glwnygn)y gz:fz"_zau@xjv
i=1 =1

¢t = 1,...,n. Kartu galime tvirtinti, kad Dirichlé uZdavinj su nehomogenine krastine
salyga visada galima suvesti i analogiska Dirichlé uzdavini su homogenine krastine
salyga. Todél toliau nagrinésime Dirichlé uzdavini su homogenine krastine salyga.
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4.2. DIRICHLE UZDAVINYS PUASONO LYGTIES ATVEJU

Vienas i§ paprasciausiy ir kartu svarbiausiy elipsiniy uzdaviniy yra Dirichlé uzdavi-
nys Puasono lygciai. Nehomogeninés krastinés salygos atveju ji visada galima suvesti
1 toki pati uzdavini su homogenine krastine salyga. Todél i§ karto nagrinésime Dirichlé
uzdavinj

— Au(z) = f(x), =z u’s = 0. (4.6)

Pagal apibréZima funkcija ue W%(Q) yra (4.6) uzdavinio apibendrintas sprendinys,
jeigu Vne W3(Q) teisinga integraliné tapatybé

/(z": Uy, Nay — f?]) dz = 0. 4.7)
o i=1

Erdvéje W3 (€2) apibrézkime kita skaliaring sandauga

[u,v] = /Zumux dx
o i=1

ir ja atitinkancia norma
lul = Vu,ul.

Taip apibréZta norma ir standartiné norma erdvéje W3 () yra ekvivalencios (7r. 2.5
skyreli).
Kiekvienai funkcijai f€ Lo () integralas

b(n)= | fndx
/

yra tiesinis funkcionalas erdvéje W1 (€2). Pasinaudoje¢ Helderio ir Frydrichso nely-
gybémis, gausime

DI lea ) 17lL. @) <dl FllLa @ 17l (4.8)

¢ia d = diam 2. Taigi funkcionalas b(n) yra apréZtas erdveje W%(Q) Pagal Ryso
teoremg egzistuoja tokia vienintelé funkcija F'e W1 (), kad

b(n) = [F,n], Vne W5(Q).
Todél (4.7) integraling tapatybe galima perrasyti taip:
[U*Fﬂ?] :Oa VUEW%(Q)

Kartu galime tvirtinti, kad elementas v — F' yra ortogonalus Vne W%(Q) Taciau tai
imanoma tik tuo atveju, kai u — F' = 0, t.y. u = F.

ISnagrinétas pavyzdys puikiai iliustruoja funkcinés analizés metody taikymo tie-
siniy diferencialiniy lygc¢iy teorijoje esme. KraStinio uZdavinio suvedimas | integ-
raling tapatybe leidZia apibréZti apibendrinto sprendinio savoka. Po to apibendrintas
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sprendinys ieSkomas Hilberto erdvéje W% (€2). Tai leidZia pasinaudoti Ryso teorema,
kuri garantuoja ne tik apibendrinto sprendinio egzistavima, bet ir jo vienati. Atkreip-
sime démesi dar i tai, kad pateiktas apibendrinto sprendinio egzistavimo ir vienaties
irodymas visiskai nepriklauso nuo 9f) glodumo.

Sio metodo trikumas yra tas, kad jis nesuteikia jokios informacijos apie apiben-
drinto sprendinio gloduma. Kai srities €2 krastas yra pakankamai glodus, §j klausima
iSnagrinésime atskirai.
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4.3. APIBENDRINTOJO SPRENDINIO VIENATIS
IS pradZiy i$nagrinésime viena elementary pavyzdi. Krastinis uzdavinys
—Uze +Au =0, xz€(0,1),

u(0) =0, wu(l)=0,
bet kokiai parametro AR reikSmei turi trivialy sprendinj u = 0. IS paprastyjy diferen-
cialiniy lygCiy kurso yra Zinoma, kad teigiamoms A reik§méms $is kraStinis uzdavinys
netrivialiy sprendiniy neturi. Taciau kai kurioms neigiamoms parametro A reikSméms
netrivials sprendiniai egzistuoja. Pavyzdziui, kai

A= —(7k)?, k=1,2,...,

netrivialus sprendinys u; = sin wkz. Taigi tokioms A reik§méms krastinis uzdavinis
turi du skirtingus sprendinius.
AnalogiSka situacija yra teisinga ir Dirichlé uzdaviniui

Au=f+divf, z€Q, u|, =, z€S. (4.9)

Bendru atveju negalime tvirtinti, kad (4.9) uzdavinys turi vienintelj apibendrinta spren-
dinj. Taciau galima i$skirti gana placia tokiy uzdaviniy klase. Siame skyrelyje irody-
sime, kad (4.9) uzdavinys negali turéti dviejy skirtingy apibendrinty sprendiniy, jeigu
patenkinta kuri nors i8 Siy dvieju salygu:

1. Operatoriaus A koeficientas a yra ,,pakankamai “ didelis.
2. Srities (2 diametras yra ,,pakankamai “ mazas.

Tegu A yra tolygiai elipsinis' operatorius, t.y. egzistuoja tokios teigiamos konstan-
tos v ir u, kad

n

vY &< ay(@)&Gg<py &, VEER™ zeQ. (4.10)
=1

ij=1 i=1

Be to, tegu operatoriaus A koeficientai a; ir a yra apréZti, t.y. egzistuoja teigiamos
konstantos pg ir 1 tokios, kad

n

a@l<mo. (Y ad@) <. zea

=1

4.1 teorema. Tegu a(z)>ag, b.v. 1€, ag>p3/2v. Tada (4.9) krastinis uZdavinys
negali turéti dviejy skirtingy apibendrinty sprendiniy.

!Jeigu patenkinta tik pirmoji i§ (4.10) nelygybiu, tai sakysime, kad operatorius A yra grieZtai elipsinis.
Aprezty koeficienty a;; atveju Sios sagvokos sutampa.
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< Tegu w1, us yra du (4.9) Dirichlé uzdavinio apibendrinti sprendiniai. Tada ju skirtu-
mas u = u; — ug yra Dirichlé uzdavinio

Au=0, xze u’S:O, x€eSs,

apibendrintas sprendinys, t.y. u€ W% (Q) ir Yne W% (Q) yra teisinga integraliné tap-

atybé
n n
J (X s, + Y asusn+ aun) do =0,
1=1

q =1

Imkime Sioje tapatybéje n = u. Tada gausime lygybe
/( Z QijUs; Uy + Z aiUg, u + auz) dx = 0. “4.11)
o =1 i=1

Si integrala i§skaidykime j tris ir pirmus du jvertinkime atskirai. Kadangi operatorius
A yra tolygiai elipsinis, tai pirmasis integralas

n n
/ Z Qjj U, U, dﬁCZV/Zuf,i dx.
i=1

Q i,j=1 (9}

Antrojo integralo modulj galima ivertinti taip:

n n
’/E aq;uziud:clgH g iUy,
i=1 i=1

Q 1

<
LQ(Q)HUHLz(Q)_

2
v [
SﬂlH“w”Lz(Q)||u||L2(Q)§§||uw||iz(Q) + iHUHiz(Qy

Ivertindami §j integrala, pasinaudojome nelygybe

€9, L
<z -
\ab|_2a + 2Eb ,
kai e = v/uy. I8 (4.11) lygybés ir gauty jverCiy iSplaukia nelygybé

g/ui dx + /(a — pi/2v)u” dz<0.
Q Q
Pagal teoremos salyga a(z) — u3/2v>0, b.v. €. Todél pastaroji nelygybé teisinga
tik tuo atveju, kai u(z) = 0 b.v. z€Q. Taigi u1 = ug. >
4.2 teorema. Tarkime, a yra bet kokia apréZta mati srityje ) funkcija,

d=diam( < V(u% + 2Vu0)71/2

(pakankamai maZas teigiamas skaicius). Tada (4.9) Dirichlé uZdavinys negali turéti
dviejy skirtingy apibendrinty sprendiniy.
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< Tegu uy, uy yra du apibendrinti (4.9) uzdavinio sprendiniai ir u = u; — us. Tada (Zr.
4.1 teoremos jrodyma) teisinga nelygybé

%/ui dxﬁ(,u%/?u—kuo)/tﬁ de.

Q Q

/u2 dx§d2/ui dz.

Q Q

Pagal Frydrichso nelygybe

Todél

g /ui dz< (13 /2v + po) d? /ui dz.
Q Q
Kadangi (u% /2v + uo)d2 < /2, tai pastaroji nelygybé teisinga tik tuo atveju, kai
u(z) =0 b.v. z€Q, ty. up = ug. >
15vada. I§4.1 teoremos jrodymo isplaukia, kad Vue W (Q) yra teisinga nely-
gybé
V||U:c||%2(9)§5H AU”iQ(Q) + (2p0 + p3 /v + 571)HU||%2(Q)~ (4.12)

Ji kartais vadinama pirmaja pagrindine nelygybe.
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4.4. APIBENDRINTOJO SPRENDINIO EGZISTAVIMAS

Tegu A yra tolygiai elipsinis operatorius (Zr. 4.3 skyreli). Aibgje W% (Q2) apibrézkime
skaliaring sandauga .,
[u,v] = Z QijUz, Vg ; A (4.13)
o Bi=1
ir ja atitinkancia norma
lul = v/[u, ul.
Aibé W1 (€2) su taip apibréZta norma yra Hilberto erdvé. Ja Zymésime H ,. Norma | - |

daZnai vadinama energine norma, o erdvé H , — energine erdve.
I8 energinés normos apibréZimo iSplaukia, kad norma erdvéje H , yra ekvivalenti

normai erdvéje W% (). Tiksliau, teisingos tokios nelygybés:
V|l ) Slul<vallully o) - (4.14)
Taigi erdvé H , sutampa su erdve W1(Q2).
Srityje (2 nagrinésime Dirichlé uzdavinj

Au=f+divf, uly=0. (4.15)

S

Priminsime, kad funkcija v € W% () yra (4.15) Dirichlé uZdavinio apibendrintas
sprendinys, jeigu Vn € H, teisinga (4.2) integraliné tapatybé. Pasinaudoje (4.13)
formule, perrasykime §ig tapatybe taip:

[u,n] + /(zn:abuh +au)77d:c = /(fn - Xn:fmxi> dz, VYneH,. (4.16)
i=1 i=1

Q Q
Erdvéje H 4 integralas
b(n) = /(fn -3 fmzi) da
P i=1

apibréZzia tiesinj funkcionala. [rodysime, kad jis yra apréZtas. Remiantis Helderio ir
Frydrichso nelygybémis,

<N o) M2 + [ Flla@) 172 Lo @) <

< (Al fllra@) + 1FLs@) 172 lis@ < (@l F L. @) + 1 Flla@) v Inl;

Cia d = diam Q. Todél (Zr. 1.10 teorema) egzistuoja toks vienintelis elementas F' €
H 4, kad
b(n):[Fa’r]]a VUEHA'

Kiekvienai funkcijai v € H 4 integralas

bu(n) = / (zn: iy, + au)nda:

Q i=1
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yra tiesinis funkcionalas erdvéje H . Irodysime, kad erdvéje H, jis yra apréZtas.
Pasinaudoj¢ Helderio ir Frydrichso nelygybémis, gausime

[bu (DI (1llualLa@) + mollullLy@) I7llL.@) <

<d (p ||t Lo ) + pollullL,@) 170 L. @) <

<dv™'% (1 ||ue || Lo @) + follullLa@) 1nl-

Taigi funkcionalas b, () yra apréZtas erdvéje H , ir pagal 1.10 teorema egzistuoja toks
vienintelis elementas B u, kad

bu(n) = [Bu,n] = /(Z iUy, + au)ndac7 VneHy. (4.17)
o i=1

Be to, pastaroji formulé apibréZia operatoriy B: H, — H ,. Pasinaudoj¢ funkcionaly
b ir b, iSraiSkomis, (4.16) tapatybe perrasSykime taip:

[u+Bu—F,n =0, VneH,.
Gauta tapatybeé yra ekvivalenti operatorinei lygciai
u+Bu—F=0. (4.18)

Taigi funkcija u yra (4.15) Dirichlé uZdavinio apibendrintas sprendinys tada ir tik tada,
kai ji yra (4.18) operatorinés lygties sprendinys erdvéje H , .
4.1 lema. Operatorius B yra visiSkai tolydus erdvéje H , .

< I8 pradziy irodysime, kad operatorius B yra apréZtas. Laisvai pasirenkame elementa
u € H 4. Pagal operatoriaus B apibréZima

IBu|?> = [Bu,Bu] = /(Z ajtg, + au) Budz. (4.19)

o =1

Pasinaudoj¢ Helderio, Frydrichso ir (4.14) nelygybémis, ivertinsime integrala

/(Z a;ty, + au) Budz<|| Z Az, + aul|r, )l B ullr, @) <
o i=1 i=1

<clul Bull, @ <cer]u]| Bul; (4.20)
giac = v Y2(uy + dug), 1 = dv—'/%. Todél Yu € H , yra teisinga nelygybe
| Bul<cer]ul.

Kartu galime tvirtinti, kad operatorius B yra apréZtas erdvéje H .. Be to, Vu € H 4 yra
teisinga nelygybeé
| Bul®<clul | B ulL,9)- @.21)



4.4. APIBENDRINTOJO SPRENDINIO EGZISTAVIMAS 107

Tegu U yra apréZta erdvéje H 4 aibé. Jrodysime, kad aibé
BU={veH,:v=Bu,ucU} CHy

yra salyginis kompaktas. Laisvai pasirenkame seka {u,} C U. Pasinaudoje (4.21)
nelygybe, gausime

| Btm — Bup|*<clum — un|||Bu, — B UL, (2) <
<2 Buy, — Bun . 422
<2cmax [u[| Bu Um||La(e) (4.22)
Seka {B u,} yra apréZta erdveje H, = W1(€2). Pagal 3.7 teorema ji yra salyginis

kompaktas erdvéje Lo (2). Todél i§ jos galima iSskirti konverguojanti erdvéje Lo ()
poseki {B uy, }. Taciau tada

H B Un; — Bu”]‘” — 0,
kai n;,n; — oo. Kartu galime tvirtinti (Zr. (4.22) nelygybe), kad
N B Un; — B unj |‘ — Oa

kai n;,n; — oo. Taigi seka {B u,, } yra fundamentalioji erdvéje H , . Kadangi erdve
H, yra pilna, tai §i seka konverguoja erdvéje H ,. Vadinasi, aibé B U yra salyginis
kompaktas, o operatorius B — visiskai tolydus. >

Grizkime prie (4.18) lygties. Pagal 4.1 lema operatorius B : H, — H, yra
visiSkai tolydus. Todél (4.18) yra Fredholmo tipo lygtis ir jai yra teisingos Fredholmo
teoremos (Zr. 1.4—1.7 teoremas). IS Siy teoremy iSplaukia tokie teiginiai:

1. Jeigu homogeniné lygtis
u+Bu=0 (4.23)

erdveje H 4 turi tik trivialy sprendini, tai VEF' € H, ja atitinkanti (4.18) neho-
mogeniné lygtis turi vieninteli sprendini.

2. Jeigu (4.23) lygtis turi netrivialy sprendini, tai (4.18) lygtis turi sprendini tik su
tokiomis funkcijomis F' € H 4, kurios yra ortogonalios jungtinés homogeninés
lygties

v+B*v=0 (4.24)

sprendiniams, t.y. tenkina salyga

[F,v] =0, Yv:v+4+B*v=0. (4.25)

Jeigu operatoriaus A koeficientai a;, i = 1, ..., n, yra diferencijuojamos srityje €2
funkcijos, tai operatoriy B* galima apibréZti taip:

[B* v,u] = [u, B*v] = [Bu,v] =

= /(zn: aity, + au)vdm = /(Zn:(—aiv)wi + av)udx.
o i=1 i=1

Q
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Siuo atveju (4.24) lygti atitinka integraliné tapatybé

(Z iVa;Mes — D (@i0)a, + avn) dr=0, VYneH,.

o hi=1 i=1

Savo ruoZtu ja atitinka Dirichlé uZdavinys

A" v =0, U|S =0;
¢ia
n n
Afv=— Z (@ijVe;)e; — Z(aiv)xi + av.
i,j=1 i=1

Operatoriai A* ir A yra formaliai jungtiniai. Be to, (4.25) salyga galima perrasyti taip:

/OW—ﬁiﬂ%sz_Q YoiA*v =0, v|,=0. (4.26)
=1

Q

Todel galime tvirtinti, kad teisinga teorema.

4.3 teorema. (Fredholmo alternatyva) Jeigu Dirichlé uZdavinys

Au=0, ul,=0 4.27)

S

srityje ) turi tik trivialy sprendinj, tai Vf, f; € La(Q2), i = 1,...,n, egzistuoja
vienintelis (4.15) nehomogeninio Dirichlé uZdavinio apibendrintas sprendinys. Jeigu
(4.27) Dirichlé uZdavinys srityje € turi netrivialy apibendrinta sprendinj, tai (4.15)
Dirichlé uzdavinio apibendrintas sprendinys egzistuoja tik su tokiomis funkcijomis
fifi € La(Q),i=1,...,n, kurios tenkina (4.26) salyga.

Pakankamos (4.15) Dirichlé uzdavinio apibendrinto sprendinio vienaties salygos
nurodytos 4.1 ir 4.2 teoremose. Taciau jos neaprépia visy galimy atvejy. Todél §i
klausima iStirsime atskirai.

Tarkime, operatoriaus A koeficientas a yra bet kokia apréZta mati srityje €2 funkci-
ja. Parinkime skaiCiy A taip, kad a(z) + A\o>ag, Vz € Q (Cia ag i§ 4.1 teoremos) ir
(4.15) lygti perrasykime taip:

AU‘F)\Q’(L:)\oU—Ff—Fdin.

Aibéje W1 () apibrézkime kita skaliarine sandauga?

n
[u,v] = /(Z QijUg, Ve, + (a + )\o)uv) dx (4.28)
Q i=1
ir ja atitinkancia norma
lul = V/u,u]
2 Siame skyrelyje simboliu [+, -] Zymésime jvairiai apibréZtas skaliarines sandaugas. Be to, tais padiais

simboliais Zymésime ir jas atitinkancias normas bei erdves.
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(patikrinkite, kad taip apibréZta skaliarine sandauga tenkina visas skaliarinés sandau-
gos apibrézimo salygas). Aibe W () su taip apibréZta skaliarine sandauga Zymésime
H,.

Remiantis Frydrichso ir (4.10) nelygybémis, lengvai galima jrodyti, kad norma
erdvéje H 4 yra ekvivalenti normai erdvéje W3 (). Tiksliau, egzistuoja tokios teigia-
mos konstantos c; ir co, kad

ex[ullyiy @y <lul<ezllull gy o (4.29)

Pagal apibréZzima funkcija u yra apibendrintas (4.15) Dirichlé uzdavinio sprendi-
nys, jeigu teisinga integraliné tapatybé

/( Z Qi Uz ; Nz, + Z AUy, M+ (a + )\0)"“7)

Q 3,7=1
=/\o/und$+/(f77—2fmm) dxv VUEHA'
) O i=1

Sia tapatybe galima perraSyti taip:

[u,m —|—/Zaiumndm:)\o/undm+

=1 Q
+/ - mem) z, VneH,. (4.30)
pa
Integralai
b(n) = /(fn mem dx bu( /Zauwndac tu(n) = /undm
2 o

erdvéje H , apibréZia tiesinius funkcionalus. Be to, erdvéje H 4 jie yra apréZti:

BMI<CIf o) + 1 lLa@) Il
bu(MI<Clullnl,  [tu(m)I<ClullLy@) Inl-

Todél (Zr. 1.10 teorema) egzistuoja tokie vieninteliai elementai F,Bu ir T'u € H,
kad

5(77): [FJIL bu(n): [Buﬂl], tu(ﬁ):[TU”n]v VneHy.

Pasinaudoje Siomis funkcionaly iSraiSkomis, (4.30) tapatybe perraSykime taip:
[u+Bu—ATu—F,n =0, VneH,.
Pastaroji tapatybé yra ekvivalenti operatorinei lygciai

u+Bu—XNTu=F; 4.31)



110 4. KRASTINIAI ELIPSINIY LYGCIU UZDAVINIAI

Cia operatoriai B ir T' : H, — H 4 yra apibréZiami formulémis:

B u, 1) :/Zaiumd% [T u, ) :/undz-
Q =1

Q

Taigi funkcija u yra (4.15) Dirichlé uZdavinio apibendrintas sprendinys tada ir tik
tada, kai ji yra (4.31) operatorinés lygties sprendinys erdvéje H 4.

Operatoriai B ir T yra visiSkai tolydis erdveje H ,. Norint tuo isitikinti, reikia
pakartoti 4.1 lemos irodyma. Be to, erdveje H , operatorius T' yra teigiamas ir savi-
jungis. I8 tikryju

[T u,u] = /qux >0,
Q
kai u # 0, ir

[Tu,n]:/undx:/nudx:[Tn,u]:[u,Tn].

Remiantis operatoriaus B apibréZimu, homogeniné lygtis
u+Bu=0 (4.32)
yra ekvivalenti Dirichlé uzdaviniui

Au+ Mu =0, ulg =0.

Kadangi a(x) + \o>ao, tai §is Dirichlé uzdavinys turi tik trivialy sprendinj. Kartu
(4.32) lygtis erdvéje H 4 taip pat turi tik trivialy sprendinj. Taciau tada nehomogeniné
lygtis

u+Bu=F, (4.33)

turi vienintelj sprendinj VF' € H 4. Vadinasi, egzistuoja operatorius
(I+B)':H, — Hy,
apibréZtas visoje erdvéje H 4. Cia I — tapatus operatorius.

Irodysime, kad operatorius (I +B)~! yra apréZtas. Funkcija u € H, yra (4.33)
lygties sprendinys tada ir tik tada, kai teisinga integraliné tapatybé

/( Z QijUg;Nw; + Z a;tg, 1+ (a+ AO)“”) de =
i=1

Q 5,j=1

= /(fn 3 ) de, Ve H
Q i=1
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Paéme Cia n = w ir pakartoj¢ 4.1 teoremos irodyma, gausime nelygybe

v [izas< [ (u- ; iz, ) do = [Ful<|Fllul.

Q Q

Norma
lul<eallug L, @)

Todeél
lul*<c3lluz?, ) <2¢50 | F | ful.

Suprasting kairigja ir deSiniaja Sios nelygybés puses i§ |u|, gausime nelygybe
|(1 +B)7'F| = [ul<2¢3v 1| F].

Taigi
I(+B)7! = sup |(I+B) ' Fl<2c3r™".
IFI<1
Paveike abi (4.31) lygties puses operatoriumi (I +B)~!, gausime ekvivalencia

lygti B
u—X(I+B) ' Tu=F; (4.34)

Ga F = (I+B)'F € H,. Sioje lygtyje operatorius (I +B)~1 T yra visiskai toly-
dus (Zr. 1.12 teorema). Todél (4.34) lygtis yra Fredholmo tipo ir jai yra teisingos 1.4—
1.7 Fredholmo teoremos. Kartu teisinga Fredholmo alternatyva. Taigi norint atsakyti,
kada (4.34) lygtis turi sprendini, reikia Zinoti tas parametro \g reik§mes, kurioms ho-
mogeniné lygtis

u—X(I+B)'Tu=0 (4.35)

turi netrivialy sprendinj erdvéje H 4.
Nagrinéjant (4.35) lygti, parametra A\ patogu pakeisti A+ ¢ ir ieSkoti ty parametro
A reikSmiy, kurioms lygtis

u—A+X)I+B) ' Tu=0 (4.36)

turi netrivialy sprendini. Sis uZdavinys yra ekvivalentus uzdaviniui: rasti tas parametro
) reikSmes, kurioms egzistuoja netrivialus Dirichlé uzdavinio

Au=Au, u|g=0
apibendrintas sprendinys srityje €.

Bendru atveju operatorius (I + B)~! T néra savijungis. Todél nagrinédami (4.36)
lygti ir ja atitinkantj Dirichlé uZdavini, realy parametra A pakeisime kompleksiniu.
Tiksliau, nagrinésime Dirichlé uzdaviniy Seima

Au=du+f+divf, u[g=0 (4.37)
su kompleksiniu parametru A = s 4 it. Sio uzdavinio sprendinys, jeigu jis egzistuoja,
yra kompleksiné funkcija v = u; 4 fuo. Todél nagringjant §j uZdavini, reikia apibréZzti
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kompleksiniy funkeijy erdves Lo(€2), W(Q) ir W(Q). Skaliaring sandauga iose
erdvése apibrésime taip:

(u,v) = /uﬁ dz,

Q

(u,v)wé(m = /Zu%@m dx,
o i=1

(u, U)W;(Q) = /(Z Ug, Vg, + uT)) dx.
i=1

Q

Atkreipsime démesj i tai, kad operatoriaus A koeficientai a5, a; ir a yra realios funkci-
jos. Be to, tegu® a(z)>ag, Vz € Q (7r. 4.1 teorema).

Apibrézimas. Sakysime, funkcija u € W2i(Q) yra apibendrintas (4.37)
Dirichlé uzdavinio sprendinys, jeigu ji priklauso erdvei W(€2) ir Yy € W1(Q) yra
teisinga integraliné tapatybeé

n

n
/( Z aiju(ﬂjﬁflii + Z AiUg, 1] + auﬁ) dr =

Q=1 i=1

= /(fﬁ - 2": fiﬁx,;) dr + /Auﬁ dzx. (4.38)
=1

Q = Q

Erdvéje W3 (€2) apibrézkime kita skaliaring sandauga

[u,v] = /( z”: AijUg, V) + auz‘;) dz (4.39)

o =1
ir ja atitinkancia norma
lul = Vlu, ul.

Erdve W% (€2), su taip apibreZta skaliarine sandauga Zymésime H , .
Kompleksingje erdvéje H 4, normos | - |, || - ”V'V;(Q) ir || - [lwy(q) yra ekvivalencios,
0

b = [ (713 ), o) = [ (S e Y, o) = [

Q o= q =1 Q

38 salyga néra esminé, nes visada galima parinkti tokj realy skaiCiy Ao, kad a(z) + A\o>ao, b.v.
x € Q, ir (4.37) lygtj perrasyti taip:

Au+ dou = A+ Xo)u + f +div f.



4.4. APIBENDRINTOJO SPRENDINIO EGZISTAVIMAS 113

yra tiesiniai apréZti funkcionalai (tai galima jrodyti visiskai taip pat kaip realios erdvés
H, atveju). Todel (Zr. 1.10 teorema) juos galima iSreikSti skaliarine sandauga. Tik-
sliau, egzistuoja tokie vieninteliai elementai ', Buir T u € H 4, kad

b(n) = [F.n], bu(n) =[Bu,nl, tuln)=[Tun], VneH,.
Pasinaudoje¢ Siomis funkcionaly iSraiSkomis, (4.38) tapatybe perraSykime taip:
[u+Bu—ATu—F,n=0, VnpeH,.
Pastaroji tapatybé yra ekvivalenti operatorinei lygciai
u+Bu—ATu=PF. (4.40)

Taigi funkcija w yra (4.37) Dirichlé uZdavinio apibendrintas sprendinys tada ir tik tada,
kai ji yra (4.40) operatorinés lygties sprendinys erdvéje H 4 .
Operatoriai B ir T yra apibréZti formulémis

Buol= [ Y anwnde, (Tu)= [unds
Q =1

Q

Erdvéje H 4 Sie operatoriai yra visiSkai tolydis (jrodymas toks pats kaip realios erdvés
H , atveju). Be to, erdvéje H 4 operatorius 1" yra teigiamas ir savijungis. IS tikrujy

[Tu,u]:/uﬂdx:/|u\2da:>0,
Q

Q
kai u # 0, ir

[T u,n] = /uﬁdm = /de = [Tn,u] = [u,Tn).
Q Q
Priminsime, kad a(z)>aq, b.v. € Q. Todél erdvéje H , homogeniné lygtis
u+Bu=0
turi tik trivialy sprendini, o nehomogeniné lygtis
u+Bu=F, VFecH,

vienintelj sprendinj. Vadinasi, operatorius I + B yra abipusiskai vienareikSmis ir jo
vaizdy aibé sutampa su visa erdve H 4, . Kartu egzistuoja atvirkStinis operatorius

(I+B)"':H, — H,y,

apibréztas visoje erdvéje H , . Be to, jis yra apréZtas (jrodymas yra visiSkai toks pats
kaip realios erdvés H , atveju). Paveike (4.40) lygti operatoriumi (I + B)~!, gausime
ekvivalencia lygti _

u—ANI+B)'Tu=F; (4.41)
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Ga F = (I+B)"'F ¢ H, . Operatorius (I +B)™*7T : H, — H, yra visiskai
tolydus, kaip apréZzto ir visi$kai tolydaus operatoriy sandauga (Zr. 1.12 teorema). Todél
(4.41) lygtis yra Fredholmo tipo ir jai teisingos 1.4—1.7 Fredholmo teoremos. Kartu yra
teisinga Fredholmo alternatyva.

1. Jeigu homogeniné lygtis
u—AI+B)'Tu=0 (4.42)

erdvéje H 4 turi tik trivialy sprendini, tai VF € H 4 Ja atitinkanti (4.41) neho-
mogeniné lygtis erdvéje H 4 turi vienintelj sprendinj.

2. Jeigu (4.42) lygtis erdvéje H , turi netrivialy sprendinj, tai (4.41) lygtis turi

sprendinj tik su tokiomis funkcijomis FeH 4, kurios yra ortogonalios jungtinés
homogeninés lygties -
v=A{I+B)'T)v=0 (4.43)

sprendiniams, t.y. tik su funkcijomis FeH 4, tenkinanCiomis salyga
[F,u] =0, Yo:v—X(I+B)"'T)v=0. (4.44)

Funkcija v € H, yra (4.42) lygties sprendinys tada ir tik tada, kai teisinga inte-
graliné tapatybé

/ (D aistaniia, + Y astia,y + auiy) do = / uijde, V€ Hy,
o =1 i=1 5
t.y. kai ji yra Dirichlé uZdavinio
Au=Xu, u|,=0 (4.45)

apibendrintas sprendinys srityje €.
Operatorius

(I+B)'T)y*=T*((I+B)™")* =TI +B*)"".
Todél (4.43) lygti galime perraSyti taip:
v=AT(I+B*) v =0.
Tegu w = (I + B*)~1v. Tada funkcijos w atZvilgiu gausime lygti
w+B*w—-ATw=0.
Funkcija w € H, yra Sios lygties sprendinys tada ir tik tada, kai teisinga integraliné

tapatybé

(Z aijwziﬁxj + Zaiwﬁazi + waﬁ) dr = 5\/’(1)77 dr, Vne HA7
Q

o hi=1 i=1
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t.y. kai ji yra Dirichlé uzdavinio

A*w = w, w|y=0 (4.46)

S

apibendrintas sprendinys. Be to,

[F,o] = (I +B)""Fyo] = [F, (1 +B)") "] = [Fu] =

_ /(fw = fwm) dz.
s i=1
Todel (4.44) salyga galime perraSyti taip:

/(fw—i:flwh) der =0, Yw:A"w=\w, w|S:O. 4.47)
o i=1

Kartu galime tvirtinti, kad teisinga teorema.

4.4 teorema. (Fredholmo alternatyva) Jeigu (4.45) homogeninis Dirichlé uzdavinys
turi tik trivialy sprendinj, tai (4.37) nehomogeninis Dirichlé uZdavinys turi vienin-
telj apibendrintg sprendinj Vf, f; € Lo(R),4 = 1,...,n. Jeigu (4.45) uZdavinys turi
netrivialy apibendrintg sprendinj, tai (4.37) uZdavinys turi apibendrintg sprendinj tik
su tokiomis funkcijomis f, f; € La(2),¢ = 1,...,n, kurios tenkina (4.47) salyga.

Tegu o (A) yra aibé tokiy parametro X reikSmiy, kad (4.45) Dirichlé uzdavinys turi
netrivialy apibendrintg sprendinj. Aibé o(A) yra vadinama (4.37) Dirichlé uZdavinio
spektru, o parametras A\ € o(A) spektro tasku. TaSkas A\ € o(A) tada ir tik tada, kai
jis yra operatoriaus (I + B)~! T charakteristiné reik§mé. Pagal 1.7 teorema aibé o (A)
yra baigtiné arba skaiti ir, jeigu ji yra skaiti, tai sudaro artéjanciy i oo skaiCiy seka.
Todél ja galima sunumeruoti. Tegu o(A) = {A\}, k=1,2,...,ir

M l<Pel< L <P nl<

Jeigu A\, € 0(A), tai Ay € o(A*). Pagal 1.5 teorema (4.45) ir (4.46) uzdaviniai turi
vienoda skaiciy tiesiSkai nepriklausomy sprendiniy. Todél spektro taSky Ay ir Ak
kartotinumai* sutampa.

Tarkime, A\, € o(A) ir u yra $i spektro taska atitinkantis (4.45) Dirichlé uZdavinio
apibendrintas sprendinys. Tada teisinga integraliné tapatybé

/( Z AUk, o, + Zalukr n+ aukn) dr = g /ukﬁdoz, VneHy,.

Q Bi=l Q

Kadangi operatoriaus A koeficientai yra realds, tai

/( Z i Ug; Ne; + ZaiukLnJraukn dac = )\k/ gndxr, VneHy,.
Q

Q i,j=1

4Tasko \ € o (A) kartotinumu vadinamas (4.45) Dirichlé uZdavinio tiesiSkai nepriklausomy apibendrin-
ty sprendiniy skaicius.
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Sioje tapatybéje 7 pakeite 7, gausime, kad A\, € o(A) ir @y yra § spektro taska
atitinkantis (4.45) Dirichlé uZdavinio apibendrintas sprendinys. Todél o(A) = o(A*).

Tegu A € o(A) ir uy,...,u, yra § spektro taska atitinkantys (4.45) Dirichle
uzdavinio tiesiSkai nepriklausomi apibendrinti sprendiniai. Be to, tegu funkcijos f ir
f tenkina (4.47) salyga. Remiantis 1.6 teorema, galima tvirtinti, kad (4.37) Dirichlé
uzdavinio bendrasis sprendinys

m
U= Ug + E C]"U,j; (4.48)
j=1
¢ia ug yra Sio uzdavinio atskirasis sprendinys, o C1, . . ., C,,, — laisvosios konstantos.

Suformuluosime gautus rezultatus.

4.5 teorema. Tegu o(A) yra (4.37) Dirichlé uZdavinio spektras. Tada:

1. Aibé o(A) yra baigtiné arba skaiti ir, jeigu ji yra skaiti, tai sudaro artéjanciy j
oo skaiCiy seka.

2. Aibésa(A) ira(A*) sutampa. Be to, jeigu A € a(A), \ € o(A*), tai Sie spektro
taskai turi ta patj kartotinuma.

3. Jeigu A € o(A) ir funkcijos f, f tenkina (4.47) salyga, tai (4.48) formule
apibréZta funkcija u yra (4.37) Dirichlé uZdavinio bendrasis sprendinys.

Tarkime, A € o(A). Pagal (1.6) teorema operatorius I —\( 4+ B)~! T turi atvirks-
tinj, apibréZta visoje erdvéje H 4. Be to, atvirkStinis operatorius

(I-AI+B)'1T)™!
yra apréztas. Jeigu u yra (4.37) Dirichlé uZdavinio apibendrintas sprendinys, tai
lul = 11 AT +B)™' )7 Fl<ea Fl;

gia ¢y — operatoriaus (I —\(I +B)~'T)~! norma erdvéje H , . Kadangi operatorius
(I +B)~! yra apréZtas, tai egzistuoja tokia konstanta c, kad

|F] = 1(I+B)"'Fl<c]F]|.

Norma -
IFI<v 2 (d] fllLa) + 1 FllLace)-

(Si nelygybé lengvai iSvedama i funkcijos F' apibréZimo). Todél

lul < exev™2(d]| fllra@) + |1 FllLa@)- (4.49)

Apie konstantg ¢, galima pasakyti tik tiek, kad jos skaitiné reik§mé priklauso nuo tasko
A atstumo iki spektro o(A). Kokia priklausomybé bendruoju atveju, - neZinoma. Rasti
spektro taSkus taip pat yra gana sudétinga. Todél aktuallis jvairlis teiginiai apie ju
i§sidéstyma kompleksinéje plokStumoje A = s+ 4c. Vienas i§ tokiy teiginiy jrodomas
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gana lengvai. Pagal apibrézima A € o(A), jeigu egzistuoja toks netrivialus elementas
u € Wi(Q), kad

/(Z QiU Ny + Zaiuxiﬁ—kauﬁ) dr = /Auﬁda:, VneHy,.
j i=1 P

O i,j=1

Imkime Sioje tapatybéje n = u, gautoje lygybéje atskirkime realiaja ir menamaja dalis
ir po to jvertinkime ||u||r,(q) per ||uz |1, (q). Tada gausime nelygybe, iS kurios lengvai
i§plaukia, kad spektro taskai \; guli parabolés —s = c + o2 viduje. Konstanta c &ia
priklauso tik nuo v, pg ir p1.

Komentarai:

1. Visi §io skyriaus rezultatai iSlieka teisingi tuo atveju, kai operatoriaus A koefi-
cientai yra neaprezti. Tiksliau, kai a; € L (£2), a € Lq(€2) su tam tikrais p ir ¢
(zZr. [28]).

2. Trodyti, kad spektras o(A) yra diskretus, galima ir tiesiogiai. Be to, galima
irodyti, kad jis yra begalinis ir visus spektro taskus atitinkanciy tiesiSkai neprik-
lausomy funkcijy tiesinis apvalkalas sutampa su erdve H 4 (Zr. 8.11 skyrelj).

3. Kai kurie Sio skyriaus rezultatai iSlieka teisingi neapréztos srities €2 atveju. Pa-
vyzdZiui, (4.37) Dirichlé uzdavinys turi vienintelj sprendini W% () erdvéje (bet
kokioje srityje €2), jeigu tik A guli parabolés —s = ¢ + o2 iSoréje (zr. [27, 28)).

4. Jeigu A yra Laplaso operatorius, tai tikriniy reik§miy A asimptotika k atzvilgiu
yra tokia:

(a) kain =2, tai A\, ~ 47k/|Q|;
(b) Kai n>3, tai A, ~ (672k/|Q)*".

Siy teiginiy jrodyma, kai n = 2, 3, galima rasti [43] knygoje ir, kai n > 3, [25]
knygoje. Bendras atvejis iSnagrinétas [20] knygoje.
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4.5. FORMALIAI SAVIJUNGIO OPERATORIAUS SPEKTRAS

Tarkime, operatoriaus A koeficientai a; = 0, Vi = 1,...,n. Tada A yra formaliai
savijungis operatorius, t.y. A = A*. I§ pradZiy nagrinésime atveji, kai operatoriaus A
koeficientas a yra neneigiamas.

Pagal apibréZima taskas A€o (A), jeigu egzistuoja netrivialus Dirichlé uZdavinio

Au=)\u, u| =0 (4.50)

S

apibendrintas sprendinys. )
Kompleksinéje erdvéje H, = W1(€2) apibrézkime skaliaring sandauga

[u,v] = /( i: QijUz; Ve, + auﬁ) dx

o =1
ir ja atitinkancig norma
lul = Vv, ul.

Funkcija ue W31 () yra apibendrintas (4.50) Dirichlé uzdavinio sprendinys, jeigu funk-
cija u€ Wi () ir teisinga integraliné tapatybé

/(Z QijU; e, + auﬁ) dx = /\/uﬁdz, Vne W%(Q) 4.51)
o BIi=1 Q
Integralas

ty(n) = /uﬁdm
Q

apibréZzia erdvéje H , tiesinj apréZta funkcionalg (Zr. 4.4 skyreli). Pagal 1.10 teorema
egzistuoja toks vienintelis elementas 7" u€ H 4, kad

tu(ﬁ) = [T U»m» VWG HA'

Be to, formulé
[T u,n] = /uf]dx
Q
apibréZia tiesinj operatoriy 7' : H, — H 4. Todeél (4.51) integraling tapatybe galima
perrasyti taip:
[u—ATu,n =0, VYneH,.

Funkcija uc H 4 tenkina Sig integraling tapatybe tada ir tik tada, kai ji yra operatorinés
lygties
u—ATu=0

sprendinys erdvéje H , . Tegu u = A~'. Tada pastaraja lygti galima perrasyti taip:

Tu= pu. (4.52)
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Operatorius T' : H, — H 4 yra tiesinis ir visiSkai tolydus (Zr. 4.4 skyreli). Be to,
jis yra teigiamas
[T u,u) = [ullf, ) >0

ir savijungis

[T u,v] = (u,v) = (v,u) = [T v,u] = [u, T v].

4.2 lema. Operatoriaus T' tikrinés reikSmés yra realios ir teigiamos.

< Tegu p yra operatoriaus T tikriné reik§mé, o u — ja atitinkanti tikriné funkcija.
Tada
[T w,u) = plu,u] = plul®,  Jul® = [u,u] > 0.

Kita vertus,
[T u,u] = [Jullf, ) > 0.

Sulyging $is iSraiSkas gausime, kad operatoriaus 7' tikrinés reikSmés yra teigiamos ir
realios. >

Pagal 1.7 teorema operatoriaus 7' tikriniy reikSmiy aibé yra baigtiné arba skaiti;
jeigu ji yra skaiti, tai sudaro artéjanciy i nuli skaiCiy seka; vienintelis jos sankaupos
taskas, jeigu jis egzistuoja, yra nulis; jeigu p # 0 yra operatoriaus 7" tikriné reik§meé,
tai ja atitinka baigtinis skaicius tiesiSkai nepriklausomy tikriniy funkciju. Nagrinéjamu
atveju visos tikrinés reikSmeés yra realios ir teigiamos. Taigi skaiCius p = 0 néra op-
eratoriaus 7' tikriné reikSmé. Remiantis 1.8 ir 1.9 teoremomis, galima tvirtinti, kad
operatoriaus 7' tikriniy reikSmiy aibé yra skaiti (tiksliau, operatorius 7' turi be galo
daug tikriniy reikSmiy ). Todél ja galima sunumeruoti:

P1Z o> s Z U=

¢ia kiekviena tikriné reikSmé pasikartoja tiek karty, koks yra jos kartotinumas. Pagal
1.9 teorema operatoriaus 7 tikriniy funkcijy sistema yra bazé kompleksinéje erdvéje
H ,. Kadangi operatoriaus A koeficientai yra realts, tai galime pereiti nuo komplek-
sinés prie realios funkcijy bazés. Tegu tikrinés funkcijos {uy} yra reali bazé erdvéje
H,.

Irodysime, kad skirtingas tikrines reikSmes atitinkancios tikrinés funkcijos yra or-
togonalios. IS tikryju tegu uy, ir u; yra operatoriaus 7" tikrinés funkcijos, atitinkancios
tikrines reikSmes Ay, ir A;. Tada

prur, wi] = [T ug, w] = [ug, T wi] = pufug, w]
ir yra teisinga formulé

(e — ) [uge, w] = 0.

I8 Sios formulés iSplaukia, kad skirtingas tikrines reik§mes atitinkancios tikrinés funkci-
jos erdvéje H 4 yra ortogonalios. Ta pacia tikring reikSme atitinkancias tikrines funkci-
jas (ju yra baigtinis skaicius) galima ortogonalizuoti standartiniu budu. Tarkime, tokia
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ortogonalizacija jau atlikta. Tada {ux} yra pilna ortogonali funkciju sistema erdveje
H, = Wi(9Q). Kiekviena funkcija u€ W3(£2) galima skleisti Furjé eilute

o0

u=>cxur, cx = [uug]/uk, ug,
k=1

konverguojancia erdvéje W1(9). Eiluté konverguoja erdvéje W1 (€2), jeigu pati eiluté

ir eiluté, sudaryta i§ i§vestiniy, konverguoja erdvéje Lo (). Atkreipsime démesi | tai,

kad i$vestiniy eilutéje funkcijos uy,,, k = 1,2,. .., néra ortogonalios erdvéje La(2).
Tegu uy, u; yra operatoriaus 7 tikrinés funkcijos. Tada

poie (g, w) = [T wg, wy) = (wp, wy).

I8 ¢ia i8plaukia, kad tikrinés funkcijos {uy,} yra ortogonalios ir erdvéje Lo (£2). Kadangi
erdvé W1 () yra tir$ta erdvéje Lo (€2), tai kiekviena funkcija u€ Lo () galima skleisti

Furjé eilute
(oo}

u=Ycpur, cx = (u,ur)/(uk, ur)

k=1

ir §i eiluté konverguoja erdvéje Lo (§2). Tikrines funkcijas {uy} galima parinkti taip,
kad jos biity ortonormuotos erdvéje W1(€) arba erdvéje Lo (€2).

I$nagrinésime bendraji atveji. Tarkime, a(z) yra bet kokia aprézZta mati srityje €2
funkcija. Parinkime skaiciy Ao taip, kad a(z) + Ao>0, b.v. z€Q, ir erdvéje W3 (1)
apibréZzkime kita skaliaring sandauga

[u,v] = /( z": QijUz; Ve, + (a + )\o)uf}) dx.
o ig=1

Tada (4.50) Dirichlé uzdavinys susiveda i (4.52) operatoring lygti su = (A + \g) ™!
ir i8lieka teisingi visi jrodyti teiginiai. Tiksliau, yra teisinga teorema.

4.6 teorema. Tegu A yra tolygiai elipsinis savijungis operatorius. Tada:
1. Dirichlé uzdavinio
Au=u+ f+divf, u}s =0,
spektras o (A) yra artéjanciy j +oo realiy skaiciy seka.

2. Neigiamy spektro tasky gali bati tik baigtinis skaicius (nes A + Ao > 0).

3. Tikriniy funkcijy aibé {uy} yra pilna ortogonali erdvése Lo (2) ir W1(Q) funk-
cijy sistema. Be to, ja galima parinkti taip, kad vienoje i$ Siy erdviy ji bity
ortonormuota.
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Tegu 2 yra apréZta erdveje R" sritis, S = 99, w ir a,, — skaliarinés funkcijos, apibréz-

tos srityje 2, « = (a1, . .., a,) — multiindeksas ir
Au= Z aq(x) D* u.
la| <k

IS koeficienty prie auksc¢iausios eilés iSvestiniy sudarome forma

A@,§) = Y aa(2)s € =&, EeR™

|al=k

Atkreipsime démesi, kad A(z, h¢) = h*A(x,€), Vh > 0, ty. §i forma yra teigiamai
homogeniné ¢ atzvilgiu.

Apibreézimas. Sakysime, operatorius A taske z€() yra elipsinis, jeigu Siame
taske forma A(z, §) yra teigiamai apibréZta, t.y.

nf, [A(z, )] > 0.

Jeigu operatorius A yra elipsinis kiekviename srities € taske, tai sakysime, kad jis yra
elipsinis srityje €2.

Pastebésime, kad

A(,T,f) = (_1)kA(x7 _5)

Todél operatorius A yra elipsinis tik tada, kai k = 2m.

Tegu anp = ag, yra apréztos macios srityje €2 funkcijos, o, 8 — multiindeksai ir

Au=(-1)" Y D*(aap(x) D" u).
ler|=|B]=m

Apibreézimas. Sakysime, srityje € operatorius A yra grieZtai elipsinis, jeigu

Az, &) = Z Uap()EYEP>V[E)P™M, VEER™, v = const > 0.

ee|=|B|=m

Srityje {2 nagrinésime Dirichlé uzdavinj
ou o1y
R — = O e = O' 4.53
’8n‘s 7 9nm1llg (4.53)
Gia: fe Lg(2) — Zinoma funkcija, n — vienetinis pavirSiaus S iSorinés normalés vek-
torius. Bendru atveju (4.53) uZdavinys neturi klasikinio (glodaus) sprendinio. Todél
reikia apibréZti apibendrinto sprendinio savoka ir suteikti (4.53) Dirichlé uZdaviniui
tam tikra prasme.

I8 pradziy tarkime, kad f ir visi operatoriaus A koeficientai yra pakankamai glo-

dZios funkcijos, o u yra klasikinis (4.53) Dirichlé uZdavinio sprendinys. Tada su visais
ne C&° () yra teisinga integraling tapatybe

/ Z aa/gDﬁuD“ndx:/fndx. (4.54)
Q

Q lel=IBl=m

Au=f, u| =0

S



122 4. KRASTINIAI ELIPSINIY LYGCIU UZDAVINIAI

Norint tuo jsitikinti, reikia abi lygties A u = f puses padauginti i§ funkcijos 7, gauta
lygybe suitegruoti sritimi {2 ir m Karty pritaikyti integravimo dalimis formule.

Aibe C3°(Q2) yra tirsta erdvéje W5'(2). Todel (4.54) integralinéje tapatybéje vi-
etoje funkcijos ne C3°(£2) galime imti bet kokia funkcija ne W5 (£2). Be to, inte-
gralas (4.54) tapatybés deSinéje konverguos Vf€ Lo (2), o integralas kairéje konver-
guos Yue W5 (Q), jeigu tik koeficientai a3 bus aprézti srityje (2. Jeigu ue w2 (Q),
tai pavir§iuje .S ji ir visos jos i§vestinés iki (m — 1)-osios eilés imtinai bus lygios nuliui
(zr. 2.5 skyreli). Todél naturalus toks (4.53) Dirichlé uZdavinio apibendrinto spren-
dinio apibréZimas.

Apibrézimas. Sakysime, funkcija ue Wg‘(Q) yra (4.53) Dirichlé uzdavi-
nio apibendrintasis sprendinys srityje (2, jeigu Vne W5 (Q) teisinga (4.54) integraliné
tapatybeé. )

Tarkime, funkcija ue W5 (2) yra (4.53) Dirichlé uzdavinio apibendrintas sprendi-
nys srityje €2. Be to, tegu u, f ir operatoriaus A koeficientai yra pakankamai glodZios
funkcijos. Tada

/(A u— flndz =0, YneCy(Q). (4.55)
Q
Pastaroji tapatybé yra teisinga tik tuo atveju, kai funkcija Aw — f lygi nuliui, t.y.
Awu = f. Taigi funkcija u yra klasikinis Dirichlé (4.53) uzdavinio sprendinys.
Tegu m > 1, A — grieZtai elipsinis operatorius ir

[u,n] = Z aop DP uD® ndz, Vu,ne W (Q). (4.56)
Q lal=[8l=m
Bendruoju atveju §i bitiesiné forma néra skaliariné sandauga Wg‘(Q) erdvéje. Pateik-
sime pavyzdi operatoriaus, kuris yra grieztai elipsinis, taiau salyga
[u,u] = / Z aop D uD® udzr>0, VYue W5 (Q)
Q lal=[Bl=m

néra patenkinta.
Pavyzdys. Teguw ir a yra tokios be galo diferencijuojamos funkcijos (Zr. 4.1
ir 4.2 pav.), kad:

1. w(t) =1, kait€[0,¢) irw(t) =0, kai t > e + §;
2. a(t) = 1, kai t€[0,¢e) ira(t) = 6%, kai t > ¢ + p;

¢ia p, 6, € — teigiami skaiCiai, p < 6.

t
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Tarkime, By, C 2, Q — sritis plokStumoje R? ir
Au = (aUgyay )zyay T (QUzyzy )wszs — 2(QUz 2 )ay 2y + 4(AULy 2 ) 2w

&ia a = a(|z]). Operatoriy A atitinka forma
A(x,€) = a(€] + E)* >0 (&7 + €3)%.
Kai [¢] = 1, forma A(z, £)>6* > 0. Taigi srityje ) operatorius A yra grieZtai elipsinis.
Apibrézkime funkcija v formule
u(z) = zrzow(|x).
Srityje 2 ji yra be galo diferencijuojama. Be to, skritulio B, 5 iSoréje ji yra lygi nuliui.

Tiesiogiai galima isitikinti, kad

_ 2 2 2 —
[uvu] - /a(uxlxl + u:cgscg - 2ux1x2 + 4ux1x1u$2$2) -

= _2|BE‘ + / a(uilml + ui‘zl‘g - 2u301x2 + 47“Lajlajl/u332$2)<
Q\B.
< —2|B.| +£C16 *p+eCa0 < —|B.| <0,

jeigu tik skaiciai p ir § yra pakankamai mazi. Taigi [-, -] néra skaliariné sandauga.
IS pateikto pavyzdZio matome, kad bendruoju atveju (4.56) formulé neapibrézZia
skaliarinés sandaugos. Taciau yra teisingi tokie teiginiai.

4.3 lema. Tarkime, operatoriaus A koeficientai ang, Vo, 5 : |a| = |B]| = m yra
pastoviis. Tada egzistuoja tokia konstanta Cy, kad

[, ul>CollullFm - (4.57)

< Kadangi aibé C5°(2) yra tirSta erdvéje W?(Q), tai (4.57) nelygybe pakanka jrodyti
kiekvienai funkcijai ue C3° ().
Tegu funkcija ue C5°(€2). Pratgskime ja nuliu i srities 2 iSorg ir pratesta funkceija
pazymékime ta pacia raide. Funkcijos u Furjé transformacija
a(é) = (2m)~"/? / eu(x) da.
Rn,

Pagal Planserelio—Parsevalio formulg

[P = [1aP ae

R™

Kiekvienam multiindeksui o = («vy, . . ., o, ) funkcijos D* u Furjé transformacija

Dou(€) = (i€)°a(€), € =& ... €om.
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Todél
2 _ 2 _ « 2 _
[l oy = Vg = [ 3 1D ula) P =

Rn lal=m

Z €20 a(6)[2 de<Cy /|s|2’"| (©)[2 d.
re lal=

Pagal PlanSerelio—Parsevalio formulg

[u, u] = > aapDPuDudr = > aasgePla) de.

R lof=[Bl=m Rrr la|=18l=m

Kadangi A yra grieztai elipsinis operatorius, tai

w2 / SO dezvC [ 30 e de = Clllyg oy

Rn lal=

¢aCy =vCyt >
4.4 lema. Tegu operatoriaus A koeficientai a,g€ C(Q),Va, B : | = |3| = m. Tada
(4.57) nelygybé teisinga, jeigu srities €} diametras yra pakankamai maZzas.
< Pasirinkime kokj nors taska xo€f2). Tada

[w, u] / Z aag(aro) DP u D udx+
ol =|8|=

+ Z (aap(T) — ans(20)) DP u D™ uda.
Y lel=[8l=m

Pagal 4.3 lema egzistuoja tokia teigiama konstanta C{, kad

Z ap(x0) DP u D udz>C)|
Q lal=[Bl=m

2
il o)

Koeficientai a, € C(£2). Todél
mas o (2) — 4 (w0)] = (0 B)<p, Yo B:]a] = 8] = m.

Be to, kai srities {2 diametras artéja | nuli, p — 0. Todél

/ Z (aap () — ans(x0)) DP u D™ uda <pCHu||Wm(Q)
la|=I8l=

Tarkime, pC<C{ /2. Tada
>C! 2 — 2 > 2 .
[’LL, u]—COHu”wnzn(Q) pC”u”‘mén(Q)fC()Hunvwxzn(g)v

Sia Cy = C} /2. >
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4.5 lema. Kiekvienai funkcijai ue WS"(Q) ir bet kokiam skaiciui € > 0 yra teisinga
nelygybé
el 0 el ) + Cellull? 03 (4.58)

¢ia k < m, o konstanta C; nepriklauso nuo konkretaus elemento u€ VDVIQH(Q) ir artéja
i +o00, kaie — 0.

< Pakanka jrodyti, kad (4.58) nelygybé yra teisinga Vue C5°(€2). Laisvai pasirinkime
funkcija ue CFP(12), pratgskime ja nuliu | srities 2 iSore ir gauta funkcija pazymékime
ta pacia raide. Pagal PlanSerelio—Parsevalio formule

g0 = [lBig ey = [ 3 €O de.
Rn lal=k

Kiekvienam € > 0 egzistuoja tokia teigiama konstanta C., kad

D <%e Y U+ C, VEER™
|a|=k lal=m
Todél yra teisinga nelygybé
[ / Y ECfa(e)f de+C. / [a(¢)[? de. (4.59)
R" |Ol‘:m R™
Pagal Planserelio—Parsevalio formulg
20(5(¢V|2 Je 2 _ 2
[ € dé = g ey = lilp oy

Rn lal=m
/ €2 dE = [[ul]2, gy = [0l .
Rn

Istate Sias integaly iSraiSkas i (4.59), gausime (4.58) nelygybe. >

4.7 teorema. (Gordingo nelygybé) Tegu koeficientai a,g € C () su visais o, B : |a
= |B| = m. Tada egzistuoja tokios teigiamos konstantos g ir Cy, kad

(u,u) = [u, u] + Nollullf , 0y >Co (4.60)

2
<4 Tegu €, ..., Qx yra srities ) atviras denginys. Parinkime ji taip, kad Q c Q,

V~i =1,..., N, ir kiekviena sritis 2; tenkinty 4.4 lemos salyga. Srities {2 denginiui
Qq, ..., QN konstruojame vieneto skaidinj

N
> G@) =1, Ve
i=1

58i lema yra bendresnio teiginio atskiras atvejis (Zr 3.6 skyrelio 3.19 teorema).
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Gasupp ; C i, Ge CgO(QZ-), Ci(x) = 1,Vzel),;. Tada

N
[u,u]:Z/ Z aaBDﬁuDo‘qudxz
z:l

lee|=B8=

N
Z/ > o D7) D (06~

lf=18]=

a0y DY (uC)QY ~ s D™ () Q) + a0p Q) QS } da

Q= Y bDTuDG

¥i la—ry|<m

Pagal 4.4 lema egzistuoja tokia konstanta C{, kad

/ Z aop Dﬁ(uC ) D¥(u(;) de>

lee|=|Bl=m.

2 2 S
>Cf |lui % m( >C’0||u||W12n(Qi), Vi=1,...,N.
IS Cia ir 4.5 lemos iSplaukia
N
0205 3 Nl By — Nl — Cellul -
i=1

Paéme Sioje nelygybéje ¢ = C{)/2 ir pazyméje C. = Ag, gausime
Cia CO = 06/2 >
P astab a. Gordingo nelygybé gali biti teisinga ir tuo atveju, kai operatoriaus A

koeficientai a. g yra tik aprézti.
Tarkime, Gordingo nelygybé teisinga. Tada

(u,v) = [u,v] + Ao(u,v)
yra skaliariné sandauga ir norma
ful = v/ {u, )

ekvivalenti normai erdvéje HUHWS‘ () Erdve W2 (Q) su taip apibréZta norma paZy-
meékime raide H , . Tada (4.54) integraling tapatybe galima perraSyti taip:

<ua77> - /\O(uan) = (fv 77)7 Vne HA' (461)
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Erdvéje H , funkcionalai

b(n) = (f,m), tu(n) = (u,n)

yra tiesiniai ir aprézti. Pagal 1.10 teorema egzistuoja tokie vieninteliai elementai F’,
TueH, kad

b(ﬁ) = <Fa 77>a tu(n) = <T U, 77>’ VneH,.

Be to, formulé

(T u,m) = /unda:, Vne Hy
Q
apibréZia tiesinj operatoriy 7' : H, — H,. Todél (4.61) tapatybe galime perradyti
taip:
(u—XTu—Fn) =0, VneH,.

I8 Sios tapatybeés iSplaukia, kad (4.53) Dirichlé uZdavinys yra ekvivalentus operatorinei
lygciai

u—XTu=F, (4.62)
t.y. funkcija u yra apibendrintas (4.53) Dirichlé uzdavinio sprendinys tada ir tik tada,
kai ji yra (4.62) operatorinés lygties sprendinys erdvéje H , . Be to, homogenine lygtj

u—X T u=0 (4.63)
atitinka homogeninis Dirichlé uzdavinys

ou o1y
= ,8—11‘ 0,..., 2" . (4.64)

Au=0, u’ =0 o

Operatorius 7' : H, — H, yra teigiamas, savijungis ir visi¥kai tolydus®. Todél
(4.62) yra Fredholmo tipo lygtis ir jai yra teisinga Fredholmo alternatyva:

1. Jeigu (4.63) lygtis erdvéje H 4 turi tik trivialy sprendini, tai (4.62) lygtis su visais
FcH , turi vienintelj sprendinj erdvéje H 4.

2. Jeigu (4.63) lygtis turi netrivialy sprendini, tai (4.62) lygtis turi sprendinj tik su
tokiais F'€ H 4, kurie yra ortogonaliis (4.63) lygties sprendiniams.

Kartu yra teisinga teorema.

4.8 teorema. (Fredholmo alternatyva) Tegu yra teisinga Gordingo nelygybé. Tada:

1. Jeigu homogeninis (4.64) Dirichlé uZdavinys turi tik trivialy apibendrintg spren-
dinj, tai nehomogeninis (4.53) Dirichlé uZdavinys turi vienintelj apibendrintg
sprendinj ¥V f€ Ly () .

2. Jeigu homogeninis (4.64) Dirichlé uzdavinys turi netrivialy apibendrintg spren-
dinj, tai nehomogeninis (4.53) Dirichlé uZdavinys turi apibendrintg sprendinj tik
su tokiomis funkcijomis f€ Lo (2), kurios yra ortogonalios (4.64) lygties spren-
diniams.

STrodymas yra visidkai toks pats kaip antrosios eilés lygties atveju.
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Komentarai:

1. Norint atlikti iSsamy (4.53) Dirichlé uZdavinio tyrima, reikia jvesti kompleksini
parametra A ir lygti A w = f pakeisti lygtimi

Au=du+ f.
2. Irodyta teorema iSlieka teisinga, jeigu (4.53) lygtyje diferencialinj reiskini A u
pakeisime reiskiniu
Au=(-1)" > D%aap@)D’u)+ > aa(z)Du,
|a|=]B8|=m |a|<2m
o funkcija f — reigkiniu f + div f.
3. Apibendrinto sprendinio egzistavima ir vienatj galima jrodyti ir kity kraStiniy
salygu atveju.

4. Analogiska teorija teisinga ne tik k-osios eilés lygtims, bet ir k-osios eilés siste-
moms (Zr., pavyzdZiui, [27]).
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4.7. KITU KRASTINIU SALYGU ATVEJIS

Tegu ) yra apréZta erdvéje R™ sritis, S = 92 — C! klasés pavirsius, A — tolygiai
elipsinis srityje {2 operatorius su apréZtais koeficientais a;;, a; ir a, n — iSorinis sri-
ties € atzvilgiu pavir§iaus S vienetinis normalés vektorius, fe La(12), @€ La(5),
0€ Lo (S) — Zinomos funkcijos.

Nagrinésime krastinj uZdavinj’

Au= f(z), z€; (Ou/ON + Ju)|s =p(z), =S, (4.65)
Cia .
Ou/ON = Z iUy, COS(N, T;)
i,j=1
konormaliné i§vestiné. Kai A v = —Aw konormaliné i§vestiné Ou/ON = Ju/On.

Taip suformuluotas uZdavinys klasikiniu pozidiriu neturi prasmeés. Norint suteikti
jam tam tikra prasme, kaip ir Dirichlé uzdavinio atveju reikia iSvesti ji atitinkancia
integraling tapatybg ir apibréZti apibendrinto sprendinio savoka.

Jeigu operatoriaus A koeficientai bei funkcijos f, ¢ ir o pakankamai glodZios ir u
yra klasikinis (4.65) uzdavinio sprendinys, tai Vne C>(Q) teisinga integraliné tapatybé

/( Z AijUg; Mo, + Zaiuzin + aun) dr = /((p —ou)ndS + / fndx. (4.66)
’ =1 Q

Q Hi=l s

Ja iSvedant, lygti Au = f reikia padauginti i§ funkcijos 7, suintegruoti sritimi €2,
pritaikyti integravimo dalimis formule ir pasinaudoti krastine salyga.

I3 3.8 teoremos iSplaukia, kad erdvé W3() isideda i erdve Ly (S) ir idéjimo op-
eratorius yra visiSkai tolydus. Be to, aibée C>°(Q) yra tirsta erdvéje W3(Q) (Zr. 2.6
skyreli). Remdamiesi Siais teiginiais, galime tvirtinti, kad (4.66) tapatybé teisinga
Vne Wi(Q), o1 ja ieinantys integralai konverguoja, kai u€ Wi(Q), fe€ La(Q),
p € Ly(5), 0 € Loo(S) ir operatoriaus A koeficientai yra aprézti. Todél natiralu (4.65)
uzdavinio apibendrinta sprendinj apibréZzti taip:

Apibreézimas. Sakysime, funkcija ue€ Wi(Q) yra (4.65) uzdavinio apiben-
drintas sprendinys, jeigu Vne W3 () ji tenkina (4.66) integraling tapatybe.

Jeigu apibendrintas (4.65) uZdavinio sprendinys yra pakankamai glodus ir opera-
toriaus A koeficientai bei funkcijos f, ¢, o yra pakankamai glodzios, tai u yra klasiki-
nis (4.65) uzdavinio sprendinys. Norint tuo isitikinti, reikia pasinaudoti integravimo
dalimis formule ir nuo (4.66) integralinés tapatybés griZti prie (4.65) uZdavinio.

4.6 lema. Tegu S yra C! klasés pavirsius, u€ Wi (Q). Tada Ve > 0 teisinga nelygybé

/u2 dSSa/ui. dr + C, /u2 dx; 4.67)
Q

S Q

¢ia konstanta C; — oo, kai e — 0.

7 Atvejis, kai lygties laisvasis narys lygus f + div f, nagrinéjamas analogiskai.
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aTegu ue W5(Q), u® = |v]?, g€(1,2). Tada ve W] (). Tokioms ¢ reikiméms erdve
WL (€) isideda | erdve Lq(S) (Zr. 3.8 teorema). Todél egzistuoja tokia teigiama kon-
stanta C', kad

/|v|qu§ C’/(\v|q+|v$|q)d3}, Toe W(Q).
S Q

Kartu Vue W3 () yra teisinga nelygybé

/u2 ngC/(u2 + (Z/q)q|u|2_q|uz|q)dx.
Q

S

Pasinaudoj¢ Jungo nelygybe

—p'/p

h /
ab<—af + b’ ,  a,b>0,
p

kaip =2/q, p' = 2/(2 — q), ivertinsime integrala

/|u|2_q\uz|qdm§hq/2/uidm+h_q/(Q_q)(Q—q)/2/u2dx, h > 0.
Q Q Q

I8 gauty jverciy iSplaukia nelygybé

/quSgC(Q/q)q_lh/ui dﬂc—l—C[l—&— (2/q)qh_q/(2_Q)(2—q)/2} /qux.

° @ Q
Pazyméje
C(2/a)" "h=c, Cl1+(2/a)'n V02— g)/2] = C.,
gausime (4.67) nelygybe. >

4.9 teorema. Tarkime, operatoriaus A koeficientas a(x)>ag, ag — pakankamai didelis
teigiamas skaicius. Tada (4.65) uZdavinys srityje §2 negali turéti dviejy skirtingy
apibendrinty sprendiniy.

< Tegu w1, us yra du apibendrinti (4.65) uzdavinio sprendiniai srityje € ir v = uy — us.
Tada funkcija u tenkina integraling tapatybe

/( > Gijtia,ne, + Y aita,n + aun) da + /mm ds =0, VYneW5(9).
o id=1 i=1 %
Kadangi u€ W3 (), tai pastaroji tapatybé teisinga, kai 7 = u, t.y.

/( i QiU Ug, + z": iUy, U+ au2> dx + /Uu2 dS = 0. (4.68)
o hi=1 i=1 5
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Pagal teoremos salyga au?>agu?. Be to,

n
2
E QjjUg; Uy, Z VU,
i,j=1

ir egzistuoja tokia teigiama konstanta p, kad

n
‘ g iUy, U
i=1

IS Siy iverciy ir (4.68) tapatybés iSplaukia nelygybé

/(Vui+aou2) dx—|—/au2 ng,us/ui dx—!—/,LC'é/uQ dx.
) s ) )

Splugllul<pleu; + Clu?),  CL=1/4e.

Pasinaudojg¢ (4.67) nelygybe ir iverting pavir§inj integrala, gausime

/(Vui + aou®) de<(p + 09)e / u? dx + (uC’ 4 0oC.) /u2 d;
Q ) o)

¢ia 0o = max lo(x)].

Tegu e = (i + 09) " tv/2ir go = (uCL + 00C.). Tada pastaraja nelygybe galima
perrasyti taip:

g/ui dx + (ap — qo) /u2 dx<0.
Q Q
Jeigu ap > qo, tai gauta nelygybe teisinga tik tuo atveju, kai v = 0, t.y. u; = uq. Taigi
bet kokie du apibendrinti (4.65) uzdavinio sprendiniai sutampa, kai ag > qo. >
Pastaba. Teorema iSlieka teisinga ir tuo atveju, kai a yra bet kokia apréZta
funkcija, taciau srities €2 diametras yra pakankamai mazas.
Tarkime, a(x)>ag (zr. 4.9 teorema). Erdvéje W1(Q) apibrézkime kita skaliaring
sandauga
n
[u,v] = /( Z iUz, V) + auv) dx
o =1
ir ja atitinkancia norma
lul = v/[u, ul.
Erdve W1(Q2) su taip apibréZzta norma pazymékime H ,. Tiesiogiai galima isitikin-
ti, kad norma erdvéje W3(Q) yra ekvivalenti normai erdvéje H , . Todél Sios erdves
sutampa.

Pasinaudoj¢ skaliarinés sandaugos apibréZimu, (4.66) integraling tapatybe perra-
Sykime taip:

[u,n] + /Zaiumndw—l— /(au —p)ndS = /fndx, VneH,. (4.69)
Q =1 s Q
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Integralai

b(n) =Q/f77dx+/<pnd5,

S
bu(n) = /Z%%mdw%—/aundb”
5 i=1 5

yra tiesiniai funkcionalai erdvéje H ,. Pagal 3.12 teoremq egzistuoja tokia teigiama
konstanta C', kad
lulls sy <Cllullwye)y,  Yue Wa(€).

Remiantis §iuo jveréiu, galima jrodyti, kad funkcionalai b(n) ir b, (n) yra aprézti
erdvéje H , . Pagal Ryso teoremg egzistuoja tokie vieninteliai elementai F, Bu € H ,
kad

Todél (4.69) integraling tapatybeg galima perrasyti taip:

[u+Bu—F,n] =0, VneH,.

Kartu galime tvirtinti, kad u€ W1(£2) yra apibendrintas (4.65) uZdavinio sprendinys
srityje §2 tada ir tik tada, kai ji yra operatorinés lygties

u+Bu=F 4.70)

sprendinys erdvéje H , . Pagal 3.12 teorema erdvé W3 () kompaktiskai isideda i erdve
L2(.S). Remiantis $iuo teiginiu, galima jrodyti (Zr. 4.4 skyreli), kad operatorius B,
apibréZtas formule

B u, ] =/Zaiuxindx+/aund5,

qQ =1 s

yra visiSkai tolydus operatorius erdvéje H 4. Todél (4.70) lygtis yra Fredholmo tipo
lygtis. Nagrin¢jamu atveju homogeniné lygtis

u+Bu=0

turi tik trivialy sprendini. Pagal 1.4 teorema (4.70) lygtis turi vieninteli sprendini
VFeH, . Kartu galime tvirtinti, kad teisinga tokia teorema.

4.10 teorema. Tarkime, a(z)>ag, b.v. x€Q (Zr. 4.9 teorema), f€ La(Q), € Lo(S).
Tada (4.65) uzdavinys turi vienintelj apibendrintg sprendinj.

Komentarai:

1. Norint istirti bendraji atveji, reikia jvesti kompleksinj parametra X, lygti A u =
f pakeisti lygtimi Auw = Au + f ir ja atitinkantj krastinj uzdavinj suvesti |
operatoring lygti (Zr. 4.4 skyrelj).
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2. Analogiska teorija teisinga ir bendresniy kraStiniy salyguy atveju. PavyzdZiui,
galima nagrinéti kraStini uZdavinj su miSriaja kraStine salyga

Ou/ON + ou = p(x), z€S; u=1yx), zecl}

gia: S — C! Klasés pavirsius, I' — teigiamo ploto pavirsius, S UT = 09,
€ La(S), e W(Q). Tokios krastinés salygos atveju funkcija u€ W3 (Q) yra
apibendrintas sprendinys, jeigu u — € W1 () ir Vne WiO(Q) teisinga inte-
graliné tapatybé '

/( Z @ijUg, Mo, + Zaiumin + aun) dr = /(go —ou)ndS + / fndx.
i=1 Q

Q 3,j=1 i= S

Cia W3,0(Q) yra diferencijuojamy uZdaroje srityje Q ir lygiy nuliui pavirSiaus T
aplinkoje funkcijy uzdarinys erdvéje W3 () . Kiekvienai funkcijai ue Wio(Q)

teisinga nelygybé
/u2 d:ch/ui dzx.
Q

Q
Konstanta C &ia priklauso tik nuo srities 2 diametro ir pavirSiaus I ploto. Sia ne-

lygybe galima jrodyti visiskai taip pat kaip Frydrichso nelygybe (Zr. 2.5 skyrelj).

3. Reikalavimas, kad S baty C! klasés pavir§ius, néra esminis. Pakanka reikalauti,
kad:

(a) erdvé W1(Q) isidéty i erdve Lo(S) ir idéjimo operatorius biity visiskai
tolydus;

(b) bet kokioms funkcijoms u,ve W1(£2) biity teisinga integravimo dalimis
formulé.

Smulkiau apie tai zr. [27].



134 4. KRASTINIAI ELIPSINIY LYGCIU UZDAVINIAI

4.8. LOKALUSIS APIBENDRINTUJU SPRENDINIU GLODUMAS
Tegu A yra tolygiai elipsinis srityje € operatorius. IStirsime lygties
Au=f 4.71)

apibendrinty sprendiniy lokaly gloduma.Tiksliau, jrodysime, kad didinant operato-
riaus A koeficienty bei funkcijos f gloduma, atitinkamai didéja (4.71) lygties apiben-
drinty sprendiniy glodumas.

I§ pradziy nagrinésime paprasCiausia atveji, kai A v = —Awu. Tegu u yra apiben-
drintas Puasono lygties

—Au=f
sprendinys srityje ). Tada

/Zuwx dx:/fnd:c, vne Cg° ().
i=1 Q

Q

Pakankamai maziems p > 0 funkcija (D n),€ C§°(€2). Todel

/ St (D ), i = [t e

qQ =1 Q

Pakeite diferencijavimo ir vidurkinimo operacijy tvarka (Zr. 2.3 skyrelio 5 apibendrin-
ty iSvestiniy savybe), gausime

/Zn:uz(D“ Maip da = /(D“ n)pf da.

qQ =1 Q

Pasinaudoj¢ (2.29) formule, taip pat integravimo dalimis formule, Sig tapatybg per-
raSysime taip:

/Z(Da uP)$1n1‘1 dx = _/DnDa_l fp dx.
’ Q

Q i=1

Tegu n = D*u,&?, €€ CP(Q), £(z)>0, Voe, &(z) = 1, kai 2, ' : O C
Q — grieztai vidiné sritis, p — pakankamai maZas teigiamas skaiCius. Tada teisinga
integraliné tapatybé

n

/Z(Da Up)iifz daer/Qi(Da Up)a; D up&s, dv =
o i=1

Q i=1

— _/(Da+1 up§2 +2DO¢ Uprf) Da—l fp de.
Q
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IS pastarosios tapatybés iSplaukia nelygybé
/Z )2 §2dx<C/ )22 + (Da—lf,))%?) dz.
=1

Susumavg $ias nelygybes pagal « : || = m + 1, m>0, gausime

> (D% u,)?¢? da< (4.72)
Q lal=m+2
< [( X 0uregs Y (00 hre)ds
Q lof=m+1 |a|=m

Tarkime, m = 0. Tada (4.72) nelygybe galima perrasyti taip:

/%mﬁmsc/wgﬁ+ﬁémx
Q

Q

n

2 _ E §
upa: - upwl pwx - upmle

i=1 4,j=1
Pagal 3 vidutiniy funkcijy savybe
[woz Lo @) Szl @) [ fpllLa@ S fllL.@)-

Todél
/ pa:xEQ dx<C/(u§ + f?) dx < oo;

Q Q

Cia konstanta C' priklauso tik nuo dist{9<2, supp £}. Kartu galime tvirtinti, kad
/uim d:r:SC/(ui + A dx < oo. (4.73)
Q Q

Irodysime, kad Puasono lygties apibendrintas sprendinys u€ W3 (). Tiksliau, jrody-
sime toki teigini.

4.7 lema. Tegu f& Ly(Q?) ir u yra apibendrintas Puasono lygties sprendinys srityje €.
Tada VY : 0 C Q funkcijaue W3(Q') ir

tae L. @) SC (Jte @) + 1 fllLa@); (4.74)

¢ia konstanta C' priklauso tik nuo dist{0, '},
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< Pagal 4 vidutiniy funkciju savybe (Zr. 2 skyreli) vidutinés funkcijos u, — u
erdvéje Lo(€Y'), kai p — 0. I8 (4.73) nelygybés iSplaukia, kad sekos {t,pz,z; } >0,
i,j =1,...,n, yra apréztos erdvéje Lo (). Todeél i§ ju galima iSskirti silpnai konver-
guojancius posekius, t.y. egzistuoja tokie elementai u;; € Lo (£2'), kad

Upgiz; —7 Wij, G5 = 1,...,n.

Remiantis 2.5 teorema, srityje 2’ egzistuoja funkcijos u antrosios eilés apibendrintos
i¥vestings uy,,, ir jos sutampa su w;;. Taigi u€ W3(€Y'). Pasinaudoje¢ 3 vidutiniy
funkcijy savybe ir 5 apibendrinty iSvestiniy savybe, galime tvirtinti, kad (4.73) ne-
lygybeé iSliks teisinga, jeigu joje u, pakeisime u, t.y.

/ufm dach/(ui + A dx < oo.
Q Q
Kartu teisinga (4.74) nelygybé. >

I§vada. Jeigu funkcija fe Ly(Q), tai b.v. 2€Q funkcija u tenkina Puasono
lygti. IS tikrujy tegu u yra apibendrintas Puasono lygties sprendinys. Tada

/Z“wﬂ?wi dx:/fndx, Vne C5°(Q).
Q =1 Q

Tegu ' yra bet kokia grieZtai vidiné sritis. Srityje €’ funkcija u turi apibendrintas
antros eilés iSvestines. Todél yra teisinga tapatybé

/(Au+ findx =0, VYneC3e(Q).
O

I$ jos iSplaukia, kad b.v. x€Q) funkcija u tenkina Puasono lygti. Kadangi sritj Q’
pasirinkome laisvai, tai galime tvirtinti, kad funkcija u tenkina Puasono lygtj b.v. €.
Tarkime, m = 1, fe W(Q), £€ C°(Q), suppé C ', &(z) = 1, kai z€Q” :
Q" C V. Tada
Z (D% u,)? dazSC/(uiz + f2) da;
Qr la|=3 QO

Cia konstanta C' priklauso nuo atstumo dist{9€’, supp £}. I§ Sios nelygybeés (zr. 4.7
lemos jrodyma) iSplaukia, kad ue W3(Q") ir

Z (D* w)? deC/(ufm + f2) dxgc//(ui + f2+ f?) da.
O la|=3 Q/ Q

Taip samprotaudami toliau, gausime, kad apibendrinto sprendinio glodumas padidéja
lygiai tiek kiek padidéja funkcijos f glodumas. Tiksliau, teisinga tokia teorema.

4.11 teorema. Tegum>0, f€ W5'(2) ir u yra apibendrintasis Puasono lygties spren-
dinys srityje Q. Tada u€ WT2(Q0'), VQ' : 0 C Q ir

Z | D* ullr, @) <C (el @) + 1 fllwe@)-
|a|=m+2
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Pastaba. Teorema iSlicka teisinga, jeigu funkcija fe€ Lo(Q) ir kiekvienoje
grieZtai vidinéje srityje €’ turi sumuojamas kvadratu apibendrintas i§vestines iki m-
osios eilés imtinai.

ISvados:

1. Jeigu funkcija f turi m-osios eilés apibendrintas iSvestines kokioje nors srityje
Qo C Q, tai Puasono lygties apibendrintas sprendinys turi (m + 2)-osios eilés
apibendrintas i§vestines srityje € : ) C Q.

2. Tegu fe W (Q) ir w yra apibendrintas Puasono lygties sprendinys srityje €2.
Tada:

(a) Jeigum +2 > n/2 ir k <m+2—n/2, tai ue CX(Y), vQ': ¥ C Q.
(b) Jeigua < k—m —2—n/2, a€(0,1), tai ue CH*(Q), v : Q' C Q.

ISnagrinésime bendraji atveji. Tarkime, u yra apibendrintas (4.71) lygties sprendi-
nys. Tada teisinga integraliné tapatybé

/(Z iUz, e, Zaluz + aun dxf/fndx Vne C3°(9).

92]1

Pakankamai maziems p > 0 funkcija (D n),€ C3°(2). Todel tokiems p teisinga in-
tegraliné tapatybé

(3w, (0% e, + (Zazuzﬁau)(Da W) de = [(D%),f da.

Q Bi=l Q

Pasinaudoj¢ (2.29) formule ir 5 apibendrinty i§vestiniy savybe, perraSysime $§ig tapa-
tybe taip:

/ Z (aij D u), (D" )g, dow = / g, D* ndz; (4.75)

i,5=1 Q

n
g=1f- E AUy, — au
=1

Remdamiesi §ia tapatybe, irodysime, kad (4.71) lygties apibendrinto sprendinio glo-
dumas padidéja lygiai tiek kiek padidéja operatoriaus A koeficienty bei funkcijos f
glodumas.

4.12 teorema. Tegu u yra apibendrintas (4.71) lygties sprendinys srityje (2, f€ La(2),
operatoriaus A koeficientai a;;€ C™'(Q), a;, a€ Lo (Q), Vi, j = 1,...,n. Tada funk-
cijauc W3(Q'), VQ' : ¥ C Q ir teisinga nelygybé

Hum\|L2(Q')§C(||UHVV;(Q) + 1)) (4.76)

¢ia konstanta C' priklauso tik nuo dist{0€, 2'}.
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< Tarkime, (4.75) tapatybéje D = 0/0xg, 1 = up, £, £€ CF(RY), &(z)>0,
VzeQ, £(z) = 1, kai z€Q’ : ¥ C Q — grieZtai vidiné sritis, p — pakankamai maZas
teigiamas skaiCius. Gautas tapatybes susumave pagal k£ nuo 1 iki n ir pasinaudoje¢
integravimo dalimis formule, gausime

/Z Z a”D u) P upzkf dx—/ng upmﬁ z, dT. “4.77)

lez,] 1

Ivertinsime Siuos integralus. IS pradZiy pastebésime, kad
n
2
|3 08 o] <
g k=1

< /(suim52 + Cs(ufmfz + f§£2 +u? + uz)) dx, Ve > 0;
Q
¢ia C; — 00, kai € — 0. Integralas

/ZZ aij D; U) py umg) do =

Qk‘ll]l

n

= 305 ([ o ) a0 ) ) ),

lez,J 1

n

/Z Z upxkx_j up;ckf ) dx.

o k=
Priminsime (Zr. 2 skyreli), kad w,(z) = Cp~"w(|z|*/p?). Jos i§vestiné
W () = Cp~ "2 (|2*/p*) 228, k=1,...,n
Tarkime, w yra monotoniskai mazéjanti funkcija, t.y. w’(¢)<0, V¢>0. Tada formulé
Gp(a) = =Cp~" 72/ (|2 /p*)|af?,  C =2C/n,
apibréZia be galo diferencijuojama neneigiama funkcija w,,, kuri lygi nuliui kai |z|>p,
ir

P
1
/(:Jp(a:) dx = —EC’p7"|Sl| /7"%/(7“2/[)2)21"/,02 dr =

R™

=Cp™" \Sl|/ 2/p)”1dr—/w,]()dx—1 Vp > 0.
Rﬂ.
Taigi funkcijos u vidutiné funkcija

U,(z) = /Uup(x —y)uly) dy
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pasiZymi tomis paciomis savybémis kaip ir vidutiné funkcija u,,.
Pagal prielaida operatorius A yra grieZtai elipsinis. Todél

n

Z Qi (x)u/uku (upwk 52)“ dr=

Q 1,j=1

Zu/uiwfz dx — /(Eu?)me + C'Euixﬁi) dx.
Q Q
Kadangi koeficientai a;;€ C%!(9), tai egzistuoja tokia konstanta L, kad

|aij($)—@ij(y)|§L|$—y|, V’Luj: 1L,...n, xayEQ~

Kartu Vk,7 = 1,...,n teisinga nelygybe

| Z / oo (= ) 35 (y) — i (2) )y, () dy | <

<C [ Byt —y)luy dv=0( [ oo —ypdway) = Cota).

Pasinaudoje Sia nelygybe, ivertinsime integrala

/i i (/ Woar, (T = y)(aij(y) — aij(z))uy, (y) dy) (Upay €2) dm‘g

o k=ligj=1

SC/E(uPzISQ + upp286,) da< /(suim§2 + C.%E% + Cgufmfi) dx.
Q Q

/@/252 dxg/ui dx.
Q

Q
IS Siy iverciy ir (4.77) tapatybés iSplaukia nelygybé

Be to, pastebésime, kad

/ 2, dr<C / (2,62 + 26 + 2 +u?) da.
Q Q

Tolesnis teoremos jrodymas yra visiSkai toks pats kaip 4.7 lemos. >
Sig teoremg galima apibendrinti. Tiksliau, matematinés indukcijos metodu galima
irodyti tokj teigini.

4.13 teorema. Tegu u yra apibendrintas (4.71) lygties sprendinys srityje ), funkci-
ja fe W5(Q), k>1, o operatoriaus A koeficientai a;;€ C*'(Q), a;,ac C*~11(Q),
Vi,j=1,...,n. Tadauc WT2(Q), VQ' : & C Q ir teisinga nelygybé

Hu||wlz‘+2(9/)SC(””HW%(Q) + 1 Fllws ) (4.78)

¢ia konstanta C' priklauso tik nuo dist{0, '},
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ISvados:

1. Tegu u yra apibendrintas (4.71) lygties sprendinys srityje {2 ir operatoriaus A
koeficientai a;;, a;, a bei f yra be galo diferencijuojamos srityje €2 funkcijos.
Tada w taip pat yra be galo diferencijuojama srityje €2 funkcija.

2. Jeigu operatoriaus A koeficientai a;;€ C%*(Q), a;,a€ Loo () Vi, j = 1,..., n,
ir funkcija f€ Lo(Q), tai b.v. €€ funkcija u tenkina (4.71) lygti.

Pastaba. Atkreipsime démesi i tai, kad (4.78) nelygybéje ||ullw; ) galima
pakeisti [|ul|r,, ).
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4.9. GLOBALUSIS APIBENDRINTUJU SPRENDINIU
GLODUMAS

Pirmojo, antrojo ir treciojo krastinio uZdavinio apibendrinty sprendiniy glodumo tyri-
mas skiriasi tik tam tikromis techninémis detalémis. Todél Siame skyrelyje apsiri-
bosime pirmuoju (Dirichlé) krastiniu uZdaviniu
Au= f(z), =ze u‘s =p(z), zeb. (4.79)

Natiiralu, kad apibendrinty sprendiniy glodumas ¢ia priklauso ne tik nuo operatori-
aus A koeficienty bei funkcijos f glodumo, bet ir nuo pavirSiaus S bei funkcijos ¢
glodumo.

I§ pradZiy nagrinésime paprasCiausia atveji, kai A = —A ir ¢ = 0. Tiksliau, tegu
u yra apibendrintas Dirichlé uzdavinio

—Au= f(z), z€Q; uly=0 (4.80)

S

sprendinys.

4.14 teorema. Tarkime, () yra apréZta erdvéje R" sritis, S = 02 — C? klasés pavirsius,
feLa() . Tada ue W3(RQ) ir teisingas j vertis

[ullwz @) <Cll fllL. - (4.81)

< Pagal 4.7 lema ue W3(£)') bet kokioje grieZtai vidinéje srityje €'. Todél reikia
irodyti, kad w turi antrosios eilés sumuojamas kvadratu apibendrintas iSvestines kokioje
nors pavirSiaus .S aplinkoje. [rodyma i$skaidysime i tris etapus.
1. Tarkime, pavirSiaus .S dalis yra hiperplokstuma (Zr. 4.3 pav.). Be to, tegu ji yra
apibréZta lygtimi
z, =0

ir pusrutulys By = {z€R" : |z| < 6,2, < 0} C Q.

4.3 pav.

[rodysime, kad ue W3(Bj 5).

Siame skyrelyje viduting funkcija apibrésime kitaip — ne pagal visus kintamuo-
sius z, o tik pagal z’. Tegu we C*[0,00), w(t) > 0,Vt€[0,1), w(t) = 0,Vi>1.
Apibrézkime be galo diferencijuojamy funkcijy seka

wp(a’) = Cp (| P/p?), /€R™, p> 0.
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Konstanta C' parinkime taip, kad

/ wy(z')da’ =1, Vp>O0.
Rn—1

Akivaizdu, kad w,€ C**(R" ) ir
wp(z') >0, kailz'| <p,

wy(z') =0, kailz'|>p.

Tegu u yra sumuojama srityje (2 funkcija. Prilyging ja nuliui srities €2 iSoréje,
gausime funkcija (ja Zymésime ta pacia raide), apibréZta visoje erdveje R™. Funkcijos
w vidutine funkcija kintamuju 2’ atZvilgiu® apibrésime taip:

up() = / W@ =y Yy ) dy.

Pagal apibendrinto sprendinio apibréZima Vne W% () teisinga integraliné tapatybé
/zzumnz dx = /fn dx. (4.82)
o =1 Q

Tegu £ yra be galo diferencijuojama pusrutulyje By funkcija tokia, kad

_J 1, kailz|<d/2
£(z) = {o, kailz] > (61 k)2, <0
Tada funkcija ) = (D u,€2)s, , priklauso erdvei Wi (B;), Vk = 1,...,n — 1, ir yra
teisinga integraliné tapatybé

/Zuxi(Dk up§2)1‘kp37i dx = /(Dk uP€2)$kpfdx'

=1 g
8 B§

Pakankamai maZiems p §ig tapatybe galima perrasyti taip:

_/Zupl’ﬂk(Dk up§2)wi dI = /(Dk upgz)kade'

_ =1 _
' B

) )

IS jos iSvedama nelygybé

/ S 2, 6 da<C / (262 + 2, €2) dr.
By

_ 3=1
Bé

8Vidutines funkcijas kintamuju z’ ir  atzvilgiu Zymésime ta pacia raide.
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Susumave Sias nelygybes pagal k nuo 1 iki n — 1, gausime

/ W2, € dr<C / (262 + 2, €2) dr;

Bé BE
¢ia
n n—1 n—1 n
2 2 2 2 2 2
Wpoa = DD Upwms Upw = D Upns &5 =D&
i=1 k=1 k=1 i=1
Tiesiogiai galima isitikinti, kad
242 2 2 g2 2
/fpf dscg/f dx, /upwkgxdeC'/uxk dx.
B; B; B; B;
Todél
2 2 2 )
/ U dng/(f + uz) dx < oo;
Ba/z Bs

¢ia konstanta C priklauso tik nuo skirtumo §—h. I8 Sios nelygybés ir 4.7 lemos irodymo
iSplaukia, kad pusrutulyje B; /2 egzistuoja funkcijos u sumuojamos kvadratu antrosios
eilés apibendrintos i§vestinés (iSskyrus u, »,, ). Remiantis 4.7 lemos iSvada, pastaraja
iSvesting galima rasti i§ Puasono lygties, t.y.

n—1
Ug,z, = f — § Ug;a; -
=1

IS Sios iSraiSkos iSplaukia, kad funkcija ug,, 4, € LQ(B(; /2). Kartu galime tvirtinti, kad

ue W3 (B(;/Q) ir teisinga nelygybé

lallwa ;0 <C (Il + lellwy ;) )-

2. Laisvai pasirinkime taska x°€S. Perkelkime koordinaciy pradZia i taska z ir
pasukime koordinates taip, kad vienos i3 ju kryptis sutapty su pavirsiaus S taske z°
iSorinés normalés kryptimi, o kitos koordinatés guléty lieCiamojoje plokStumoje. At-
likus tokia transformacija, lygtis ir krastiné salyga islieka tos pacios. Todél i§ karto
galime tarti, kad taskas z° yra koordinaciy pradZioje, o asis x,, nukreipta iSorinés nor-
malés kryptimi.

Pakankamai mazoje koordinaciy pradZios tasko aplinkoje pavirSiy S galima api-
brézti lygtimi

rn =), ' =(x1,...,201).
Kadangi S yra C2 klasés pavirsius, tai funkcija ¢ yra dukart diferencijuojama. Be to,
galima nurodyti tokj skaiiy & > 0 (nepriklausantj nuo tasko 2°€S pasirinkimo), kad
keitinys
Y1 =21,y Yn—1 = Tn—-1,Yn = Tn — QD(ZJ)
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abipusiSkai vienareik§miskai transformuoty sritj Q5 = Q N By i sriti Q5. PavirSiaus
S N Bjs vaizda pazymékime raide 3 (Zr. 4.4 pav.).

4.4 pav.

Tiesiogiai galima isitikinti, kad tokios transformacijos jakobianas lygus vienetui.

Tarkime, supp n€€s. Tada (4.82) tapatybéje (2 galima pakeisti sritimi €2s. Funk-
cijos f, w ir i yra apibréztos srityje {)5. Peréje nuo kintamyjuy x prie kintamujy
y, gausime funkcijas (jas Zymésime tomis paciomis raidémis), apibréztas srityje Q5.
Funkcijos u iSvestinés

Ug; = Uy; — Pa; Uy, 1=1,...,n (90-7:71, :O)

Analogiskai skai¢iuojamos funkcijos 7 iSvestinés. Peréje (4.82) tapatybéje prie naujy
koordinaciy, gausime

/Zn:“yny dy = /(fn + Zn:nyigi) dy;
=1

Qs Qs =1

i = Uy, Qy,» t=1,...,n—1,

n—1

n—1
— _ 2
Gn = uyi pri uyn (pyl .
=1 =1

Tegu 1 = (D) upé?)pye, k < n, & - be galo diferencijuojama funkcija, lygi
vienetui, kai y€Qs /2, ir lygi nuliui srities @, i8oréje, /2 < h < . Tada pakankamai
maziems p paskuting tapatybe galima perrasyti taip:

/Zupywk<Dk “p§2>yi dy + /(Dk upgz)ykfp dy =
Qs =1 Qs

:/Zgipyk(Dkupgz)w dy.
Qs =1

IS Sios tapatybés iSplaukia ivertis

2 42 202 | 2 2 2
/upyy{ dng/(fpﬁ +uy, &, + uy) dy. (4.83)
Qs Qs
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Norint tuo isitikinti, pakanka pastebéti, kad integralus kairiojoje tapatybés puséje gali-
ma jvertinti visiSkai taip pat kaip Sios teoremos jrodymo pirmame etape, o desiniojoje
tapatybés puséje integralo modulis

| /igipyk(Dk 1p€2), dy|<

=1
Qs '

<(e+¢ep) /u?,yy/§2 dy + C- /(u[z,y 5 + ui) dy;
Qs Qs
n—1
¢iaep = max( > @2(3/))1/2 —0,kaid - 0, >0ir C. — oo, kaie — 0.
y'€o iz
Irodant $ig nelygybe, reiSkini g;,,, reikia iSskaidyti i dvi dalis ir kiekviena dali

ivertinti atskirai. Kai ¢ < n,

gipyk (y) = @Zh (y,)upykyn, + /wp(y/ - Z/)eik(y/a Z/)uyn (Z/a Z/n) dzl;
¢ia funkcija
~ 2 e
Gp(y') = === Cp "1 (' [*/ o)y |?

tenkina tas pacias savybes (Zr. 4.8 skyrelj) kaip ir funkcija w,(y’), o funkcija

e'k(y/ Z/) _ Sozi(z/) B ‘Pyz(yl) . Zk — Yk . n—1
e 12 — /| 2 —y'| 2

yra aprézta. Kai ¢ = n, reiSkinys gy, lygus n nariy sumai. Kiekvienas i$ ju is-
siskaido | dvi dalis visiSkai taip pat kaip atveju i < n.

I3 (4.83) nelygybes iSplaukia, kad srityje Qs/2 egzistuoja funkcijos u sumuoja-
mos kvadraty antrosios eilés apibendrintos iSvestinés (iSskyrus u,, ., ). Remiantis 4.7
lemos iSvada, pastaraja iSvesting galima rasti i§ Puasono lygties. Naujose koordinatése
§i lygtis yra

n—1 n—1

n—1
Ayu—2 Z Uyiyn Pyi T Uynyn Z ‘Pf/,- - Uy, Z iy = —f(y).
i=1 i=1 i=1

Todel

n—1 n—1 n—1 n—1 _1
2
Uynyn = (2 Z Uysyn Pys — Z Uy, T Uy, Z Pyiyi — f) (1 + Z @yi) .
i=1 i=1 i=1 im1

I8 Sios formulés iSplaukia, kad u,, , € L2(Qs/2). Kartu galime tvirtinti, kad funkcija
ue W3(Qs2) ir teisinga nelygybé

[ullwz(@s/2) SCUIF @) + lellwias)-
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Sugrize prie seny kintamuju 1, ..., Z,, gausime, kad funkcija u€ W3(€2; /2) ir tei-
singa nelygybé
lullwz@s,2) SCUf Lo + lullwias))-

3. Pavir$iuje S parinkime baigtinj skai¢iy tokiy tasky z!,... , ™V, kad rutuliai
By o(x") dengty visa juosta 2\ €'; &ia Q' — grieZtai vidiné sritis, o & toks kaip antrame
teoremos jrodymo etape. Tada

ue W3(Qs2(")),  Qsja(a’) = QN Bsa(a’), Vi=1,...,N,
ir teisingas jvertis
lullwz s 22 SCUL Lo (@5 @) + ullwy s ai)))-
Remdamiesi 4.7 lema, galime tvirtinti, kad u€ W3(2) ir
lullwz) SCUIfllL@) + llullwie))-
Beliko irodyti tik (4.81) nelygybe. Kai n = u, iS (4.82) tapatybés gausime

/uidm:/fudx.
Q

Q

Pagal Helderio nelygybe

/fu dz<|| flL, v, @)
Q

Todél
Huw”iQ(Q)SHf”LQ(Q)”uHLz(Q)-

Remiantis Frydrichso nelygybe,
lullr, ) <d||ucllr, ), d= diamq.
IS Siy nelygybiu iSplaukia, kad
[l ) <[ fllLa ),

[t |2 (2) <l fllLa )
Todel
[ullwi) <CllfllL.@)-
Kartu galime tvirtinti, kad yra teisinga (4.81) nelygybé. >
Tarkime, u yra apibendrintas lygties TAu = f sprendinys srityje €2 ir egzistuoja
tokia funkcija p€ W2(Q), kad u — p€ W1(Q). Tada v = u — ¢ yra apibendrintas
Dirichlé uzdavinio

—Av = f(z) + Ap(z), zeQ; v[ =0
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sprendinys. Kadangi f+Ag€ Ly (), tai pagal 4.14 teorema vE W2 () ir yra teisingas
jvertis

[vllwz@)<CllgllL.@), 9=+ Ap.
Kartu galime tvirtinti, kad ue W3(Q) ir

[ullwz @) <C U fllL.@) + lellwz@)-

Jeigu u yra apibendrintas (4.80) uzdavinio sprendinys, S€ C? ir f€ Wi(Q), tai
imdami 4.14 teoremos jrodyme

n =D (D" uyt?),, o =(ay,...,an_1,0), ||=2,
gausime, kad funkcijos u treCiosios eilés iSvestinés
DY D,ucly(Q), Vi=1,...,n,
ir teisingas ivertis
| D% D; ullr, @) <C|l fellLa(e)-
Likusias iSvestines galima rasti i§ lygciy

—D,Au=D,f, i=1,...,n

Taip samprotaudami toliau gausime, kad apibendrinto sprendinio glodumas pa-
didéja lygiai tiek kiek pavirSiaus S bei funkcijuy f ir ¢ glodumas. Tiksliau, teisinga
tokia teorema.

4.15 teorema. Tarkime, u yra apibendrintasis lygties —Au = f sprendinys srityje €2,
Se Ct2) fe WE(Q) ir egzistuoja tokia funkcija o€ W5 2(Q), kad u — o€ W(9).
Tada ue W5T2(9) ir teisingas j vertis

g2y SCU sy + Il +2qy)- (4.84)

18 4.13 ir 4.15 teoremy iSplaukia bendresnis teiginys.

4.16 teorema. Tarkime, u yra apibendrintasis lygties Aw = f sprendinys srityje €.
Tada:

1. Jeigu S€ C?, funkcija f€ La(Q), operatoriaus A koeficientai a;;€ C*1(Q), a;,
ac Lﬂoo(Q), Vi,j = 1,...,n, ir egzistuoja tokia funkcija o€ W2(Q)), kad u —
e W(Q), tai uc W2(Q) ir teisingas jvertis

[ullwz @) <Clulli, @) + [fllLa@) + lellwz@))- (4.85)

2. Jeigu Se CK2, fe WK(Q), k>1, operatoriaus A koeficientai a;je C*'(€),

ai,a€ Ck~Y1(Q), Vi, j = 1,...,n, ir egzistuoja tokia funkcija o€ W5+2(Q),
kad u — pe W3(Q). Tada ue WET2(Q) ir teisingas jvertis

lullw+2(0y <Clulliacy + 1wy + Il qy)- (4.86)
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ISvados:

1. Jeigu operatoriaus A koeficientai bei f ir ¢ yra be galo diferencijuojamos uz-
daroje srityje Q funkcijos ir S€ C*, tai ue C>(Q).

2. Tarkime, pavirSius S ir operatoriaus A koeficientai tenkina 4.16 teoremos pir-
mojo teiginio salygas. Tada Dirichlé uZdavinio tikrinés funkcijos

€ W3(Q) NWi(Q).

Pastab a. Tarkime, k£ = 0 ir operatorius

n

Au= Z @i () 0; + Z a;(z)ug, + a(z)u.
i=1

4,j=1

Tada 4.16 teorema iSlieka teisinga, jeigu koeficientai a;; yra tik tolydis. Be to, jeigu
n = 2, tai teorema iSlieka teisinga ir tuo atveju, kai koeficientai a;; yra tik aprézti (Zr.
[28]).
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4.10. DIFRAKCIJOS UZDAVINIAI

[vairius elektromagnetinius, akustinius ir kitokius procesus (stacionarius arba nesta-
cionarius) nehomogeninéje aplinkoje® apraSo krastiniai uZzdaviniai su triikiais koefi-
cientais. Tokie uZdaviniai vadinami difrakcijos uZdaviniais. Formuluojant juos papil-
domai reikalaujama, kad koeficienty triikio taskuose biity patenkintos vadinamosios
suderinamumo salygos. Sios salygos nusako aplinkos tolyduma ir ja veikiandiy jegu
pusiausvyra.

Klasikinéje teorijoje difrakcijos uZdaviniai i§ esmés skiriasi nuo iprasty krastiniy
uzdaviniy. Netgi paprasCiausiais atvejais, kai koeficientai yra dalimis pastoviis, ju tyri-
mas yra daug sudétingesnis. Taciau apibendrinty sprendiniy teorijos poZitriu difrakci-
jos uzdavinius galima nagrinéti kaip iprasty krastiniy uzdaviniy atskira atveji.

I§ pradziy iSnagrinésime viena pavyzdj. Tarkime, glodus (n — 1)-matis pavirSius
I" dalija sriti 2 i dvi dalis €2;, Qo,

)= {0 T gy = {0 e

C2, I'GQQ, fg(l‘), IEQQ;

¢ia: ¢1, co — teigiamos konstantos, f1, fo — Zinomos funkcijos. Reikia rasti funkcija u,
kuri srityse €25 ir 25 tenkinty lygti

—aAu = f(x), (4.87)
pavirSiaus .S taskuose krasting salyga
uls =0 (4.88)

ir pavirsiaus I taSkuose suderinamumo salygas

fulr = 0, [ 8u}

aa—n =0. (4.89)

-
Pirmoji i$ (4.89) salygu reiskia, kad funkcija u yra tolydi pavirSiaus I" aplinkoje, o
antroji — kad jos normaling i§vestiné Ou/On turi trokj.

Tarkime, w yra klasikinis (4.87)—(4.89) uZdavinio sprendinys. Tada su kiekviena
funkcija ne C5° () yra teisinga integraliné tapatybe

—/aAundx:/fndx. (4.90)
Q

Q

Pritaike integravimo dalimis formulg, perraSysime Sia tapatybe taip:

/aiuminzi dx—/[ag—z]ndfz/fndw.
o =1 r Q

“DaZniausiai nagrinéjama aplinka yra dviejy arba keliy homogeniniy aplinky suma.
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Pagal prielaida [aau / 811] r = 0. Todel pavirSinis integralas lygus nuliui ir

/aZuzinmi dac:/fndm. 4.91)
o =1 Q

Kadangi aibé C3°(€) yra tirSta erdvéje W(€), tai pastaroji tapatybé islieka teisinga
Vne W(Q). Be to, i ja ieinantis integralai konverguoja, kai ue Wi(Q), f€Ly(€).
Todél natiiralus toks apibréZimas.

Apibrézimas. Sakysime, funkcija ue W% (Q) yra (4.87)—(4.89) uzdavinio
apibendrintasis sprendinys, jeigu Vne W31 () ji tenkina (4.91) integraling tapatybg.

Pagal §j apibréZima klasikinis (4.87)—(4.89) uZdavinio sprendinys yra ir jo apiben-
drintas sprendinys. [rodysime atvirkstini teigini. Tegu ue W%(Q) yra (4.87)-(4.89)
uzdavinio apibendrintas sprendinys ir pakankamai glodi (pavyzdZiui, ue C?(€);), i =
1,2). Tada nuo (4.91) tapatybés grize prie (4.90), gausime, kad funkcija u tenkina
(4.87) lygti bei antaja i§ (4.89) salygu. Likusios dvi salygos taip pat bus patenkintos,
nes u€ W3 () ir yra pakankamai glodi.

Akivaizdu, kad (4.87)—(4.89) uzdavinio apibendrintas sprendinys yra vienintelis.
Jeigu egzistuoty du apibendrinti sprendiniai u; ir ug, tai jy skirtumas v = u; — us
tenkinty integraling tapatybe

/aZuminm dr = 0.
i=1

Q

Kai n = wu, iS Sios tapatybés gausime v = 0. Apibendrinto sprendinio egzistavimas
irodomas visiSkai taip pat kaip 4.4 skyrelyje. Tik energing skaliaring sandauga reikia

apibréZti taip:
n
[u,v] = /aZuvai dx.
o =1

Taigi beliko iStirti tik apibendrinto sprendinio gloduma. Remiantis bendra teorija
(zr. 4.8 skyrelj), elipsiniy lygciy apibendrinty sprendiniy glodumas yra lokali savybe.
Tiksliau, jeigu kokioje nors srities {2 dalyje Zinomos funkcijos turi tam tikra gloduma,
tai toje srities dalyje atitinkama gloduma turi ir apibendrintas sprendinys. Taigi atskirai
reikia iStirti tik apibendrinto sprendinio gloduma pavirSiaus I" aplinkoje. Jeigu pavirSiai
S ir " nesikerta, tai pastarasis uzdavinys i§ esmés yra toks pat kaip apibendrinto spren-
dinio glodumo tyrimas pavirSiaus .S aplinkoje. Tuo atveju, kai pavirSiai S ir I' turi
bendry taskuy, tai ju aplinkoje reikia papildomo tyrimo.

VisiSkai taip pat nagrinéjamas bendresnis difrakcijos uzdavinys: rasti funkcija u,
kuri srityje ) tenkinty lygtj

Au=f, (4.92)

pavirSiuje .S krasting salyga
ulg =0 (4.93)
ir pavirSiuje I' suderinamumo salygas

wr =0, [ov]

Ff
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Auz—i%(a” ) Zal )y, + a(z)u,

ij=1
a n
78]% = E aij(2)ug; cos(n, x;),

i,j=1
o operatoriaus A koeficientai bei funkcija f tenkina 4.3 skyrelio salygas.

Apibreézimas. Sakysime, funkcija ue Wz( ) yra (4.92)—(4.94) uzdavinio
apibendrintasis sprendinys, jeigu Vne e 53(9) teisinga integraliné tapatybé

/( Z QiU M, + Zazugg n+ aun da: = /fn dx. (4.95)

Q 1,j=1

Pastab a. Atkreipsime démesi, kad i (4.95) tapatybe ,,sutalpinta“ ne tik (4.92)
lygtis, bet ir antroji i§ (4.94) salygu. Likusios dvi salygos ,,patalpintos* | reikalavima,
kad ue VV2 (Q).

IS Sio apibréZimo matome, kad funkcija ue W2 (€2) yra apibendrintas (4.92)—(4.94)
uzdavinio sprendinys tada ir tik tada, kai ji yra Dirichlé uZdavinio

Au= f(z), z€Q; u|ls=0 (4.96)

apibendrintas sprendinys. Todél (Zr. 4.3, 4.4 skyrelius) (4.92)—(4.94) uZdavinio apiben-
drintas sprendinys egzistuoja ir yra vienintelis. Jeigu kiekvienoje i§ sriciy €21, {22 ko-
eficientai a;; turi apibendrintas i§vestines a;;, € Lo (£2), tai apibendrintas sprendinys
u€ W3(%), vQ, C Q;, i = 1,2. Be to, jeigu pavirsiai S ir '€ C? ir neturi ben-
dry tasky ', tai ue W2(Q;), i = 1,2. Kartu galime tvirtinti, kad ne tik u, bet ir jos
pirmosios eilés i§vestinés u,, turi pédsakus pavir§iuje T ir jie yra erdvés Ly(T") ele-
mentai. Funkcijos u pédsakas pavirSiuje I srities 21 atzvilgiu (kaip erdvés Lo (T") ele-
mentas) sutampa su jos pédsaku srities (25 atzvilgiu. Funkciju u,, pédsakai pavirSiuje
I turi trakj. Taciau konormalinés i§vestinés Ou/ON pédsakai sriciy 2 ir Qg atzvilgiu
pavirSiuje I' sutampa. Tai iSplaukia i§ (4.95) integralinés tapatybés. Be to, kiekvienoje
srityje €;, ¢ = 1,2, funkcija u tenkina (4.96) lygti.

AnalogiSkai nagrinéjamas difrakcijos uZdavinys su antraja arba treciaja krastine sa-
lyga. Be to, gali biiti bendresnés ir suderinamumo salygos. PavyzdZiui, galima ieSkoti
(4.92) lygties sprendinio, tenkinancio treciaja krasting salyga

ou
(el =
ir suderinamumo salygas
ou
[u)p =0, [aTv n au} — 0 (4.98)

Cia o yra aprézta #inoma funkcija'!.

10Jeigu pavirsiai S ir T" turi bendry tasky, tai ju aplinkoje reikia papildomo tyrimo.
TRaide o Zymésime dvi skirtingas funkcijas. Viena i§ ju yra apibrézta pavirsiuje S, o kita pavirsiuje I.
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Apibrézimas. Sakysime, funkcija u€ W1(Q) yra (4.92), (4.97), (4.98) uz-
davinio apibendrintasis sprendinys, jeigu Vne W3 () teisinga integraliné tapatybé

n n
Z QiU Nz, + Z ajuz,n + aundr =

o Bi=1 i=1

/fn dzx + /(gﬁ —ou)ndS + /[a]un dr.
Q s r
Jeigu pavirsSius I" turi ta patj gloduma kaip ir pavirSius S (Zr. 4.7 skyrelj), tai
pastaroji integraliné tapatybé i§ esmés nieko nesiskiria nuo (4.66) integralinés tapa-
tybés. Todél (4.92), (4.97), (4.98) uzdavinio apibendrinto sprendinio egzistavimas ir
vienatis jrodoma visiSkai taip pat kaip treciojo krastinio uZdavinio.
Pastaba. AnalogiSkai nagrinéjami nestacionariis difrakcijos uzdaviniai para-
bolinéms ir hiperbolinéms lygtims. [ tokius uZdavinius taip pat galima Ziuréti kaip |
iprastus krastinius uzdavinius su triikiais koeficientais (Zr. 5 ir 6 skyrius).
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4.11. STIPRIAI ELIPSINES SISTEMOS

Tegu Q yra apréZta erdvéje R™ sritis, « = (a1, ...,a4), 8 = (b1, - .., Bn) — multiin-
deksai,
Au= Z (=1)lel p (AQB(JU) DP u);
lal, 18I<k
¢ia u = colon(uy,...,un), 4,5 — kvadratinés N-osios eilés matricos su apréZtais
maciais srityje {2 elementais. Be to, tegu A, 5 = Az, kai o] = 8] = k.

Sudarykime matrica

A &)= D AP, go=¢gn. g5, EeR™
la|=|Bl=k

Apibrézimas. Sakysime, operatorius A taske x€€) yra stipriai elipsinis,
jeigu V€ = (&1,...,&,) # 0ir V¢ = colon((y, ..., (n) # 0 yra teisinga nelygybé

(A(z,8)¢,¢) > 0. (4.99)

Jeigu pastaroji nelygybe yra teisinga kiekviename srities €2 taske, tai sakysime, kad
operatorius A stipriai elipsinis srityje (2.

Atkreipsime démes] | tai, kad (4.99) salyga yra susijusi tik su matricy A, 5 simet-
rine dalimi. IS tikryjuy tegu

- 1 . . . 1 .
Aap = 5(Aap+A55) it Agps = 5(Aap — A%p)
yra atitinkamai simetriné ir antisimetriné matricos A, 5 dalys. Tada tiesiogiai galima
isitikinti, kad R
(A, )¢, ¢) = (A(z,€)¢, Q).

Jeigu operatorius A yra stipriai elipsinis ir matricy A, ; elementai, kai || = [3] =
k, yra pastovis, tai operatorius A yra grieZtai elipsinis, t.y. egzistuoja tokia teigiama
konstanta v > 0, kad

/ Z AaﬁDauD'BudeV/ Z (D“u)2dx.
Q lel=I8l=k & lal=k

Bendru atveju tokia nelygybé yra neteisinga (Zr. 4.6 skyrelj). Taciau jeigu minety
matricy elementai yra tolydZios uzdaroje srityje €2 funkcijos, tai teisinga (zr. [5])
Gordingo nelygybé. Tiksliau, egzistuoja tokios teigiamos konstantos v ir , kad

/( S Au DauDﬂquuu?) dxzy/ 3 |Duffdz.  (4.100)
Q lal=18l=k Q lal=k

Nagrinésime Dirichlé uZdavini: rasti vektoring funkcija u, srityje ) tenkinancia
lygciy sistema
Au=f (4.101)
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ir pavirSiaus .S tasSkuose homogenines krastines salygas

_ Ou 9 1u

B I 4.102
u‘s Onls onk—1lg 0 ( )

¢ia: £ = colon(f1,..., fn), fi€ L2(£2) — Zinomos funkcijos, S = 02 — dalimis glodus
pavirSius, n — vienetinis pavir§iaus S iSorinés normalés vektorius.

Tegu A yra stipriai elipsinis operatorius. Bendru atveju (4.101), (4.102) uzdavinys
neturi klasikinio (glodaus) sprendinio. Todél §i uzdavini reikia ,,patalpinti “ i integra-
ling tapatybe ir apibréZti apibendrinto sprendinio savoka.

ApibréZimas. Sakysime, ue WE(Q) yra (4.101), (4.102) uzdavinio apiben-
drintasis sprendinys srityje Q, jeigu uc W5(Q) ir ¥Yne W5(Q) teisinga integraliné
tapatybé

> Ausle)D*uDPndr = / 1 dz. (4.103)
Q |l IBI<k Q

4.17 teorema. Tarkime, matricos A, 5 tenkina (4.100) nelygybe su tam tikromis tei-
giamomis konstantomis v ir p. Be to, tegu koeficienty matrica A, prie ieSkomos
funkcijos u tenkina salyga

(Agp u,u)>C(u,u); (4.104)

¢ia C' — pakankamai didelé teigiama konstanta (Zr. teoremos jrodyma). Tada (4.101),
(4.102) uzdavinys negali turéti dviejy skirtingy apibendrinty sprendiniy.

< Tarkime, uy, ug yra du skirtingi (4.101), (4.102) uzdavinio apibendrinti spren-
diniai. Tada jy skirtumas u = u; — u» tenkina integraling tapatybe

> A D*uD’ndr=0.
Q lal|BI<k
Imkime Sioje tapatybéje 1 = u ir gauta lygybe perraSykime taip:
> Aaﬁpaupﬁudwr/ Y ADuD’ude=0.
Q lal=I8l=k o lol+l8l<2k
Pagal teoremos salyga

/ Z AaﬁDo‘uDﬂudxzy/ Z (Dau)de—,u/uzdx,

qQ lal=I8l=k o lal=k &

/Aoo uudazzc/u2 dz.
Q Q

Likusius narius galima jvertinti taip:

’/ 2 A“ﬁDQUDﬁudI‘Sg/ 2 (Dau)2dx+0u/u2dx;
jal=k

Q 0<l|al+|Bl<2k Q Q
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¢ia C), — teigiama konstanta (iSvedant Sia nelygybe reikia pasinaudoti 3.19 teorema).
Kartu galime tvirtinti, kad yra teisinga tokia nelygybé:

g/ Z <D”u)2dx+/(0—u—Cu)u2d$§0.

Q lel=k Q

Tarkime, konstanta C' > u + C,. Tada pastaroji nelygybé yra teisinga tik tuo atveju,
kai u(z) = 0b.v. z€Q, ty. kai u; = up. >
Aibéje W5 (Q) apibrézkime kita skaliaring sandauga

[u,n] :/ Z AaﬁDauDﬁndx+u/undx
Q lal=[8]=k Q
ir ja atitinkancia norma
lal = v, u.
Aibe Wg(Q) su taip apibreZta skaliarine sandauga yra Hilberto erdve. Ja toliau Zy-
mésime raide H ,. Elementams ue WX({2) normos | - |, || - ||V°V1£(Q) yra ekvivalencios

(patikrinkite). Todél erdvé WIQ‘(Q) sutampa su erdve H , . Pasinaudoj¢ skaliarinés san-
daugos apibréZimu, (4.103) tapatybe perrasSykime taip:

[u,n] + > Ap(x)D*uDPndr+ (4.105)
o lal=I8l=Fk

+ ( Z AaﬁDauD'Bn —Mun) dx = /fndx.
Q lal+lBl<2k Q
Integralai kairiojoje ir deSiniojoje Sios tapatybés puséje yra tiesiniai aprézti funkciona-
lai erdvéje H , . Pagal Ryso teorema juos galima iSreikSti skaliarine sandauga. Tiksliau,
egzistuoja elementai K u, Buir Fe H , tokie, kad

[Kun] = > Aup(z) D*uD’ndz,
Q lal=I8l=k

[Bu,m| = Z (Aaﬁ D*uDPqn— uun) dr,
Q lal+Bl<2k

[F,n] = /fn dr, YneH,.

Q

Taigi (4.105) integraling tapatybe galima perrasyti taip:
[u,n]+ [Kun|+[Bun|=[Fn], vneH,.

Kartu galime tvirtinti, kad ue WIQ‘(Q) yra (4.101), (4.102) Dirichlé uZdavinio apiben-
drintas sprendnys tada ir tik tada, kai u yra operatorinés lygties

u+Ku+Bu=F (4.106)
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sprendinys erdvéje H , . VisiSkai taip pat kaip 4.6 skyrelyje galima jrodyti, kad erdvéje
H , operatorius K yra apréZtas, o operatorius B — visiSkai tolydus. Be to, operatorius
K yra antisimetrinis. IS tikryju

[Ku,n] = [u, K*n] = —[u, Kn] = —[K 1, u].

Kiekvieno antisimetrinio operatoriaus spektras yra menamoje asyje. Todél operatorius
(I + K) turi atvirkstini. Lengvai galima jrodyti (Zr. 4.4 skyrelj), kad operatorius

(I+K)*':Hy, —»H,
yra apréZtas. Taigi (4.106) lygti galima perraSyti taip:
u+(I+K)'Bu=(I+K)'F. (4.107)

Sioje lygtyje operatorius (I + K)~'B : H 4 — H, kaip apréZto ir visiSkai toly-
daus operatoriy sandauga, yra visiSkai tolydus. Taigi (4.107) lygtis yra Fredholmo
tipo lygtis ir jai yra teisingos Fredholmo teoremos (Zr. 1.3 skyrelj). Atskiru atveju
galime tvirtinti, kad (4.107) lygtis turi vienintelj sprendini su kiekviena funkcija (I +
K)~'Fe H ,, jeigu homogeniné lygtis

ut+(I+K)'Bu=0

turi tik trivialy sprendini. Kadangi (4.107) lygtis yra ekvivalenti (4.103) tapatybei, tai
teisinga tokia teorema.

4.18 teorema. Tarkime, 4.17 teoremos salygos patenkintos. Tada kiekvienai funkcijai
f, fi€L2(Q), i = 1,...,n, egzistuoja vienintelis (4.102), (4.103) Dirichlé uZdavinio
apibendrintasis sprendinys.

Pastabos:

1. Norint i$samiai iStirti (4.102), (4.103) uzdavini, reikia (4.102) lygties deSinéje
pridéti nari Au su kompleksiniu parametru A ir gauta uZzdavini nagrinéti kom-
pleksinéje erdvéje Wk ().

2. Kity krastiniy salygu atveju apibendrinto sprendinio egzistavima ir vienatj erd-
véje W (Q) galima jrodyti taip pat, jeigu tik Sias salygas galima ,,patalpinti“ i
integraling tapatybe, t.y. jeigu apibendrintas sprendinys yra apibréZiamas kaip
funkcija ue W5 (), tenkinanti integraling tapatybe

Z A, p(x) D* uDP nda+

Q lal, IBI<k
+ > flaﬂ(az)Do‘uDﬁndS:/fndx;
S laf, [BI<k—1 O

¢ia n priklauso kokiam nors erdvés Wk(€2) poerdviui, o matricy fla 5 elementai
yra apréztos pavirSiuje S funkcijos.
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4.12. SAUDERIO TEORIJA
Siame skyrelyje nagrinésime Dirichlé uzdavini:
Au= f(z), zef (4.108)

uls = ¢(z), z€S; (4.109)
Cia: Q) — apréZta erdvéje R" sritis, S = 012,

n

Au= Z Qi (T) g0, + Z a; () Uy, + a(x)u.
i=1

7,j=1

Tarkime, operatorius A yra grieZtai elipsinis uzdaroje srityje €2, t.y. egzistuoja tokia
teigiama konstanta v, kad

n

Zaij(x)fiijV£2, Vze, E€R™

ij=1

Be to, tegu operatoriaus A koeficientai a;; = aj;, a; ir a € Ck=2+2(Q)), funkcija
f e k=2 (Q), ¢ € Ckta(9), Se Ckte| k > 2 — sveikasis skaicius, a€(0, 1).

Lygtys Au = f, kuriy koeficientai tenkina Helderio salyga su rodikliu «, yra
,,artimos “ lygtims su pastoviais koeficientais. Remdamasis §ia idéja, J. Sauderis sukiiré
bendraja teorija. Jos pagrindinj rezultata galima suformuluoti taip:

4.19 teorema. (Sauderio) Tarkime, operatoriaus A koeficientai a;j, a; ir a bei pa-
virSius S tenkina ka tik suformuluotas salygas. Be to, tegu homogeninis Dirichlé uz-
davinys

Au=0, =z u| =0

S

turi tik trivialy sprendinj erdvéje C¥+<(Q). Tada su bet kokiomis funkcijomis
feCke@), pe Ckra(s)
egzistuoja vienintelis (4.108), (4.109) uZdavinio sprendinys erdvéje C*+< ().

Sioje teoremoje tvirtinama, kad nehomogeninis Dirichlé uZdavinys turi vienintel
sprendini, jeigu homogeninis Dirichlé¢ uzdavinys turi tik trivialy sprendini. Viena i
paprasciausiu salygu, kada homogeninis Dirichlé uzdavinys turi tik trivialy sprendini,
yra tokia:

. 4.11
max a(xz) <0 (4.110)
Jeigu §i salyga patenkinta ir uc€ C2(2) N C () yra (4.108) lygties sprendinys, tai yra
teisinga nelygybeé

max fu(2)] < max{ max u(x) ; max| £ (x)/a(2)| .
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Sios nelygybés jrodyma galima rasti [28] knygoje. Be to, §ioje knygoje jrodyta ben-
dresné nelygybé
’ u(x)

max |u(z)|<max(c — e ") max { max | ————
o—e 71

zeQ zEQ zeS

/()]

269 771 (ar1 (2)y — a1(2)) — a(@)(o — e 1) )

4.111)

Cia o ir v — teigiamos konstantos, parinktos taip, kad reiskiniai vardikliuose yra tei-
giami, o koordinaCiy pradzia perkelta i sritj 2. I§ Sios nelygybés iSplaukia, kad ho-
mogeninis Dirichlé uzZdavinys turi tik trivialy sprendinj ir tuo atveju, kai (4.110) saly-
goje nelygybé néra griezta. Atkreipsime démesi dar i tai, kad (4.111) nelygybé iSlieka
teisinga ir tuo atveju, kai (4.110) salyga negalioja, taciau srities ) diametras x; aSies
kriptimi yra ,,pakankamai “ mazas.

Taigi jeigu patenkinta (4.110) salyga arba srities {2 diametras kokia nors kryptimi
yra pakankamai mazas, tai homogeninis Dirichlé uZzdavinys turi tik trivialy sprendini ir
remdamiesi Sauderio teorema galime tvirtinti, kad nehomogeninis Dirichlé uZdavinys
erdvéje Ck+(Q) turi vienintelj sprendinj su kiekviena funkcija f€ Ck=2+(Q) ir
pe Ckto(g).

Pastaba. IS tikryjy J. Sauderis jrodé bendresnj teigini. Jis i lygties Au = f
deSiniaja puse itrauké narji Au su kompleksiniu parametru A ir jrodé, kad Dirichlé
uzdaviniui

Au= X+ f(x), =z u’szgo(x), xeS

yra teisingos Fredholmo teoremos.
Centring vieta Sauderio teoremos jrodyme uzima Sauderio nelygybé

||UHCk+a(ﬁ)§C<H Al ge-zra gy T llullcg) + Hu”Ck'*-a(S)); (4.112)

Cia konstanta C' priklauso tik nuo operatoriaus A koeficienty normy C*=2+(Q) erd-
véje, konstantos v, pavir§iaus S€ Ck+ ir skai¢iaus k. Jeigu operatoriaus A koefi-
cientas a tenkina (4.110) salyga, tai (4.112) nelygybéje narj ||u||C(§) galima atmesti.

Sauderio nelygybés jrodymas remiasi potencialy teorija, tiksliau, tokiais trimis teigini-
ais.

4.8 lema. Tarkime, f€ C*(R") yra fini¢ioji funkcija, «€(0,1). Tada tarinis poten-
cialas

o(z) = / E(z — ) f(y) dy
J

bei jo dalinés iSvestinés iki antrosios eilés imtinai yra tolydZios ir

> Mve i, lce @) <Clf lco @y (4.113)

ij=1

¢ia konstanta C = C(«, n).
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lisvada Tegu uc C*+*(R") yra finiCioji funkcija. Tada

Z [t || oo ey Ol A]| g ey (4.114)

ij=1
dia konstanta C = C(«, n) nepriklauso nuo konkretaus elemento u.

< Laisvai pasirinkime tokj rutulj B, kad suppu C B. Tada funkcija uc C?(B) ir
ja galima iSreiksti fundamentaliu Laplaso lygties sprendiniu (Zr. 3.13 formulg). Sferos
0B taskuose u lygi nuliui. Be to, Au = Qritulio B iSoréje. Tod¢l pastarojoje formuléje
pavir§iniai integralai lygts nuliui, o tirinj integrala galima pakeisti integralu visa erdve
R"™. Taigi funkcija v galima iSreiksti Niutono potencialu

mmz—/Eu—wAmw@
J

su fini¢iu tankiu Aw. Kartu galime tvirtinti, kad funkcijai u teisingas (4.114) jvertis. >

4.9 lema. Tarkime, ¢ yra dukart diferencijuojama erdvéje R" ™' funkcija,

n—1

Z ||§0$1$J HCO‘(R"*l) < 0, OZE(O, 1)
ij=1

Be to, tegu'? dideliems |x'| yra teisingos nelygybés:

n—1 a@ n—1 82@
/<M /o ‘ ‘<M /a—1 ‘ ‘<M /=2
s [gElemnet 3 [ e
2’ = (x1,...,2p—1). Tada dvilypio sluoksnio potencialas
8E(‘T — y) /
=2 T dy’
w(x) / o0 e(y') dy
Yn=0

bei jo dalinés iSvestinés iki antrosios eilés imtinai yra tolydZios puserdvéje Rﬁ_l ir

n n—1
Z HU%IJHC‘*(RI)SC Z HQPIMJ‘HC“(R"*U; (4.115)
1,5=1 1,5=1

¢ia konstanta C = C(o, n).
Pastab a. Jeigu funkcija o dideliems |2’| tenkina salyga
cp(x’) = O(‘x/‘_6)7 B >0,
tai dvilypio sluoksnio potencialas w yra Dirichlé uZdavinio
Aw =0, zeR’; w‘xn=0 =p(z'), 2'eR™,

sprendinys. Norint tuo isitikinti, reikia:

128io0s nelygybés tenkinamos, jeigu funkcija ¢ finiti.
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1. Sprendinio ieSkoti dvilypio sluoksnio potencialo

w(z) = — / Mu(y’)dy'

8ny/
Yn=0

pavidalu.
2. Suvesti Dirichlé uZdavini i integraling lygti
1 / OE(z' —vy)

— ! J—
S H() on,,
Yn=0

n(y') dy' = o(a')

ir pastebéti, kad Sioje lygtyje integralas hiperplokStuma y,, = 0 lygus nuliui.
Siy techniskai sudétingy lemy jrodyma galima rasti [28] knygoje.
4.10 lema. Tarkime, funkcijos f ir ¢ yra lygios nuliui sferos Sg iSoréje ir u yra
Dirichlé uZdavinio

{Au = [fl@) z e R

)
/ / n—1
ulg,—0 = ('), 2 € R",

sprendinys, artéjantis | nulj, kai |x| — oo. Tada teisingas jvertis

n n—1
> tasa, oo SC(Iflon@y) + Y lpn, loage);  @116)
i,j=1 i,j=1

Cia konstanta C = C(o, n).

< Funkcija f pratgskime lyginiu biidu | puserdve z,, <0 ir gauta funkcija pazyme-
kime ta pacia raide f. Akivaizdu, kad

1fllce@r) = I1fllce@n).-

Apibrézkime Niutono potenciala
oa) = [ B - )i dy.
R’n

Taip apibréZta funkcija v yra Puasono lygties
Av=—f(x), =xzeR",

sprendinys. Kartu galime tvirtinti, kad funkcija w = u+ v yra Laplaso lygties Aw = 0
sprendinys. Be to, w(z’,0) = ¢(z') + v(2/,0) ir w(z) — 0, kai |z| — oo. Todél ja
galima iSreiksti dvilypio sluoksnio potencialu

wwzlxmﬁ:”ww+wmmww
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Taigi funkcija w lygi dvilypio ir tiirinio potencialy skirtumui. Reminatis 4.8 ir 4.9
lemomis funkcijai u yra teisingas (4.116) jvertis. >

Grizkime prie Sauderio nelygybés. Ja jrodysime, kai k& = 2 (atvejis k > 2 leng-
vai susiveda i pastaraji). Tegu uc C*+*(Q), Se C**t* pe C*+*(S), operatoriaus A
koeficientai a;;, a; ir a€ C*(Q). Be to, tegu Q1, ..., Qy yra toks srities  denginys,
kad

Qc Qp, diamQ,,<d, m=1,...,N,

1

T C =

0 — pakankamai mazas teigiamas skaiCius (ji patikslinsime véliau). Denginiui €24, . . .,
Qn konstruojame vieneto skaidinj &, ...,&N :

N
Z Em(r) =1, VaeQ, suppé&m C Qm, En€CR(R™).
m=1

Tada
N
w@) = um(@),  Um (@) = w(2)ém ().
m=1

Lygybe

n

Au= Z i (T) g0, + Z a;(T)ug, + a(x)u
i=1

i,j=1
padauginkime i§ funkcijos &,, ir perraSykime taip:

n

> aij (@), = Fn(@); 4.117)

Atskirai iSnagrinésime du atvejus:
1. Sritis 2, C Q.
2. Sritis €2,,, kerta pavirSiy S.

Pirmuoju atveju funkcija w,, pratgskime nuliu i srities €2, iSor¢ ir gauta funkcija
pazymékime ta pacia raide. Taip pratesta funkcija u,, € C*t%(R™) ir tenkina (4.117)
lygti. PerraSykime ja taip:

n n

> () tmaia; = Fn(2) + D (ai;(2°) = a5 (%)) e,

ij=1 ij=1
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¢ia 20 — laisvai pasirinktas taskas srityje €2,,,. Taske 2 apibréZzkime nauja ortogonalia
koordinaciy sistema yi, . . ., y, taip, kad
zn: a__(xo)ays Yy _ 1, kais=r,

N Oy O 0, kais#r.

i,j=1

Naujose koordinatése gausime lygti

n

A, = Fo(y) + > (35(0) = @35 (y)) thmy,, -

4,j=1

Funkcija u,, tenkina 1 iSvados salygas. Todél jai yra teisingas (4.114) jvertis, t.y.

4,5=1 4,J=1

Prisiming funkcijos F,, apibréZzima, kintamuju x ir y ry$i bei kaip yra skaiciuojama
dviejy funkcijy sandaugos Helderio norma, gausime nelygybe

n n
Y umyay; loa@n<C max ai(0) = ai; (v)] Y lumyay, llon @)+
i,j=1 Y€ supp wm i,j=1

+ O (I flos (@) + lullcz@,))-
SkaiCiy § parinkime taip, kad

max a;;(0) — ai;(y)|<1/2C.

i,j=1,...,
YE supp um
Tada .
> tmyay, e @ <201 ([ fllce @) + lullez@,))- (4.118)
i,j=1

Tarkime dabar, sritis €2,,, kerta pavirsiy S. Kadangi pavirsius S€ C?t, tai egzis-
tuoja toks klasés C2+ difeomorfizmas y = y(x), kuris sritj £2,,, N € atvaizduoja |
puserdve y, >0, o pavirsiy S N €, i hiperplok§tuma y,, = 0 (Zr. 4.5 pav.).

Y
S
y=y(z)
/‘\
_—tt
Q
4.5 pav.

Naujose koordinateése (4.117) lygtis pereis i tokio pat pavidalo lygti

n

> i (1), = Fn(y); (4.119)

ij=1
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&ia @i (y) = um(z(y)). Koeficientai a;; bei funkcija ), perskaiiuojami pagal ipras-
tas formules. Funkcija ,, pratgskime nuliu tuose puserdvés y, >0 taskuose y, kurie
nepriklauso srities 2N §2,,, vaizdui, ir pratesta funkcija pazymékime ta pacia raide @, .
Tada puserdvéje y,, > 0 ji tenkins (4.119) lygti, o hiperplokStumoje y,, = 0 krasting
salyga

Ui () ly, =0 = Pm(y');
&ia @ (YY) = om(2(Y)), pm(x) = ()& (x). PerraSykime (4.119) lygti taip:

n n

Z aij (yo)amyiyj = Fm(y) + Z (dij (y()) - aij (y))ﬂmyiyj;

ij=1 ij=1

¢ia y¥ — laisvai pasirinktas taskas i§ srities Q N €, vaizdo. Tolesnis jrodymas yra
visigkai toks pat kaip pirmuoju atveju. Reikia tik taske y° atitinkamai apibréZti vieting
ortogonalig koordinaciy sistemgq 21, . . . , 2, ir pasinaudoti 4.10 lema (o ne 1 i§vada). Po
to parinkti pakankamai maZzg skai€iy 0 ir pasinaudoti (4.116) nelygybe. Tada gausime
ivertj

n
Z ”amzl'z]'”C“(R1)§202(Hf”ca(Qme) + HQPmHCQ*'“(S) + HUHC?(anﬂ))'
i,j=1
Reiskinius kairiojoje pastarosios ir (4.118) nelygybiy pusése galima pakeisti atitinka-
mai normomis ||ty [|c2+a(®y ) ir ||tm||c2+e®n). Norint tuo isitikinti, reikia pasinau-
doti interpoliacine nelygybe

lullo@<e S 1 DP ulln gy + Cellull oy
|Bl=k

¢ia konstanta C; — oo, kai e — 0 (Sios nelygybés irodyma galima rasti [39] knygoje).
Gautose nelygybeése griZkime prie seny kintamujy ir po to jas sudékime m atZvilgiu
nuo 1 iki N. Tada gausime nelygybe

[ull g @ <C(If @ + lellczras) + lullca@))-

IS jos ir interpoliacinés nelygybés lengvai galima iSvesti (4.112) nelygybe, kai k = 2.

P astab a. Sauderio nelygybéje konstanta C' galima parinkti taip, kad ji neprik-
lausyty nuo srities () diametro. Norint tuo isitikinti, srities 2 dengini 1,...,QxN
reikia parinkti taip, kad jis turéty baigtini kartotinuma.

4.20 teorema. Tegu S€ C?T*. Tada su kiekviena funkcija f€ C*(2) Dirichlé uZ-
davinys
Au= f(z), =z€Q; wuls=0, z€S,

turi sprendinj erdvéje C*+((Q2).

Sios teoremos jrodyma galima rasti [28] knygoje.
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4.21 teorema. Tegu A yra grieZtai elipsinis operatorius su koeficientais a;j, a; ir
ac€ C*(Q), Se €2t a(x)<0. Tada (4.108), (4.109) Dirichlé uZdavinys turi vienintelj
sprendinj erdvéje CQ‘H’( ), Vfe C¥(Q) ir pe C?T(9).

< Teorema pakanka jrodyti, kai ¢ = 0. Norint tuo isitikinti, reikia vietoje ieSkomos
funkcijos u apibréZti nauja ieskoma funkcija v = u — . Cia pe C2T*(Q) — kokia nors
funkcija, sutampanti su ¢ pavirSiuje .S. Taigi toliau nagrinésime homogeninj Dirichlé
uzdavinj
Au= f(z), xz€Q; u‘s =0, =xz€S. (4.120)
Kiekvienam 7€[0, 1] apibrézkime operatoriy

A =(1-7)A+7A=A+7(A-A).

Taip apibréZti operatoriai yra grieztai elipsiniai:

l_T Z§2+T Z ab] fzfj_ 1_7)€2+1/7’£2>1/1§2

,j=1
Be to, elipsi§kumo konstanta ; = min{1, v} nepriklauso nuo parametro 7.
Lygiagreciai su (4.120) uzdaviniu nagrinésime Dirichlé uzdaviniy Seima

Aru= f(z), €@ ulg=0, z€S. (4.121)

I§ (4.111) i8plaukia, kad kiekvienam §io uZzdavinio sprendiniui u(z,7) yra teisinga
nelygybé
max|u(:v T)|<Mmax|f( )| (4.122)

€N

su konstanta M, nepriklausan¢ia nuo 7. Be to, i§ (4.122) ir Sauderio nelygybés i3-
plaukia jvertis

u(@, )l gota@ <Mill A; u(@, 7)l|ga@) = Millfllce @) (4.123)

¢ia konstanta M taip pat nepriklauso nuo 7.
Tegu 7 = 0. Tada (4.121) uZdavinys sutampa su (4.120). Remiantis 4.20 teorema
Dirichlé uzdavinys

Au= f(z), z€Q; wuls=0, z€S,

turi vienintelj sprendinj erdvéje C***(Q) su kiekviena funkcija f e C*(Q). Todél
operatorius A nusako apipusiskai vienareikSme¢ Banacho erdves C*(9) ir Banacho
erdvés C2+%(Q) poerdvio

Cor (@) = {ue C**(Q) : uls = 0}

atitikti. Tegu B B
AT CY(Q) — C?T(Q)
yra atvirkstinis operatorius. Tada (4.121) uZdavinj galima perrasyti taip:

u+TATHA =N = AT (4.124)
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Tai yra lygtis erdvéje C5 (). Patikrinsime, kad operatorius A~Y(A —A) yra apréz-
tas. Su kiekviena funkcija ve C2*(Q) norma

(A —A)U||0a(§)§C||U||c2+a(§)-

I8 (4.123) i§plaukia nelygybe

AT <M.
Todél
[ATHA =A)0] ga @y SMI(A =A)0] o @y SMIC|0]| g21a ()

ir

||A‘1(A —A)||<M;C.

Tegu
1
™ = Tx 3 7 A~
[A=1(A =A)

Tada (4.124) lygtis turi vienintelj sprendini erdvéje C3 (), V7 € [0, 7, ). Tokiems
T operatorius A_ nustato abipusiskai vienareik§me Banacho erdviy C27(Q) ir C*(Q)
atitikti. Tegu AZ! : C§(Q) — C5t*(Q) — atvirkstinis operatorius. Perrasykime
(4.121) lygti taip:

Au+7(A=Au+ (1 =7 )(A-A)u=f.
Tada (4.121) uzdavinys V7'€]0, 71 ) yra ekvivalentus lyg¢iai
u+ (r—7 VA A-Au= A f. (4.125)

Patikrinsime, kad erdveje Ct*(€2) operatorius A_'(A —A) yra apréztas. Kiekvienai
funkcijai ve C57*(Q) norma

IAZH (A = A)oll oo @y ML (A = A)oll o @y SMLC 0] o -
Todel
1A (A -A)|<MC

ir galime tvirtinti, kad (4.125) lygtis turi vienintelj sprendinj V7, tenkinanciam nely-
gybe

1
0<r—7' < ———.
A (A=A)

Taigi (4.121) uzdavinio iS§sprendZiamumas ,,pasistiméjo“ per Zingsni

1 1
> .
[A_(A—A)|~M,C

Akivaizdu, kad atlike baigtinj skai¢iy tokiy Zingsniy pasieksime reikérnq 7 = 1. Taigi
(4.121) uzdavinis V7€[0, 1] turi vienintelj sprendinj erdvéje C?T(€2). Kartu galime
tvirtinti, kad Sioje erdvéje turi vieninteli sprendini ir (4.120) uzdavinys. >
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4.13. UZDAVINIAI
1. Tegu W3 () yra aibés {uc C*(Q) : u|, = 0} uZdarinys erdveje W3(1),
Se C2?. Trodykite, kad
W3 0(9) = W3(Q) nW3(Q).
2. Tarkime, A yra formaliai savijungis operatorius, S€ C? ir operatoriaus A koefi-
cientai tenkina 4.16 pirmojo teiginio salygas. [rodykite, kad Dirichlé uzdavinio
Au= M, z€Q; u{s =0

tikrinés funkcijos {vy,}72, yra erdvés W2(92) NW1(Q) bazeé, ty. kiekviena
funkcija ue W2(2) N W(Q) galima skleisti Furjé eilute

o0
= > (el
k=1
Be to, Sia eilute galima du kartus diferencijuoti panariui pagal kintamuosius x;

ir gautos eilutés'® konverguoja erdvéje Lo (Q).

Nurodymas. Erdvéje W2(Q) apibrézkite ekvivalencia skaliaring sandauga

{u,v} = (Au — Aou, Av — A\gv), Ao>maxa(x),

zeQ

ir pastebekite, kad su kiekviena funkcija ue W2(Q) N'W1(Q) eilute

n

{mu}zZ(u,uk) (Ax — Xo)? ZAu u)? (A — Xo)? A, < 0.
k=1 k=1

3. Tarkime, Q = {z€R? : 2y = rcosf,zy = rsinf,re(0,1), 0€(0,a)}, 0 ¢
— pakankamai glodi funkcija, apibréZta kontiro [ = 0 taskuose ir lygi nuliui
koordinaciy pradzios tasko aplinkoje. [rodykite, kad Dirichlé uzdavinio

Au=0, =z u|S:<p

sprendinys priklauso erdvei W1 (Q), Vae(0, 2], taciau nepriklauso W3(£2), kai
<o <2m.

4. Tegu Q) yra apréZta erdvéje R™ sritis, S = 0 — dalimis glodus pavirSius.
[rodykite, kad kiekvienai funkcijai ue C?(Q u’ ¢ = 0 yra teisinga nelygybe

|IumIILzm)SCIIAUIILz(m;

Cia konstanta C' nepriklauso nuo konkretaus w.

'3Atkreipkite démesi, kad eilutés

(e o]

Z(u uk Vkx; s Z(u uk)vkz z;

k=1
néra ortogonalios erdvéje Lo (€2) .
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5. Tegu (2 yra iSkila erdvéje R™ sritis, S€ C2. Trodykite, kad kiekvienai funkcijai
ue C*(Q) : u|4 = 0 yra teisinga nelygybe

||Umc||L2(Q)SHAUHL2(Q)

6. Tegu A ir B yra grieZtai elipsiniai operatoriai, kuriy koeficientai tenkina 4.16
teoremos pirmojo teiginio salygas, ue W%O (). Irodykite nelygybe

||u||\2,vg(m§Cl/AuBudm+Cg||u||i2(Q). (4.126)
Q

Nurodymas. Dukart pritaikykite integravimo dalimis formulg ir pasinau-
dokite tuo, kad dvi teigiamai apibréZtas kvadratines formas vienu metu galima
suvesti | kvadraty suma.

7. Tegu Au = zn: @i (T)Ug,z; + Zn: a;(z)uy, + a(z)u yra grieztai elipsinis
operatorius srizjj?Q, ai; € C(Q), az:lae Lo (), S = 9Q€e C2. Trodykite, kad
kiekvienai funkcijai uc C2(Q) : u| ¢ = 0 yra teisinga nelygybé

l[ullwz o) <C (Il AullL, @) + llullLy@))-
8. Trodykite, kad Noimano uzdavinys

—Au= f(zx), z€Q; 8u/6n|s =0

turi apibendrinta sprendinj erdvéje W3 () tada ir tik tada, kai

Q/f(x) dz = 0.

9. Funkcija u€ W3(2) yra biharmoninés lygties
Ay = f(z), x€Q

apibendrintas sprendinys, jeigu Vne W% (Q) yra teisinga integraliné tapatybé

/AuAndx:/fnda:.
Q Q

Funkcija u yra krastinio uzdavinio

A2u:f(ac), reQ; u‘S:Q au/6n|szo

apibendrintas sprendinys, jeigu ji yra biharmoninés lygties apibendrintas spren-
dinys ir ue W3(€2). Irodykite, kad V. f€ Ly(€) Sis uzdavinys turi vienintelj api-
bendrinta sprendinj erdvéje W2(Q).



5 SKYRIUS

KrasStiniai paraboliniy lygciy uzdaviniai

Siame skyriuje nagrinésime krastinius antrosios eilés tiesiniuy paraboliniy lyg&iu uz-
davinus su apréZtais koeficientais (neaprézty koeficienty atvejis nagrinéjamas ana-
logiSkai (Zr. [29]). Daugiausiai démesio skirsime pirmajam kraStiniam uZdaviniui.
Irodysime $io uzdavinio apibendrinty sprendiniy egzistavima ir vienatj W%’O(QT) ir
W%’l(QT) erdvése. IStirsime apibendrinty sprendiniy gloduma.

5.1. UZDAVINIU FORMULAVIMAS. PAGALBINIAI TEIGINIAI
Tegu Q2 C R™ — aprézta' sritis, S = 99, Qr = Q2 x (0,T) C R™*! _ cilindras, kurio

apatinis pagrindas €2, o virSutinis pagrindas {27, Sp — cilindro Q7 Soninis pavirSius
(Zr. 5.1 pav.).

5.1 pav.

Siame skyriuje nagrinésime tolygiai parabolines lIygtis, t.y. lygtis
u + Au= f(t,x), 5.1

kuriose operatoriaus

Au=— Z 53 (aw(“f t)UzJ +Zaz x, ug, +alz, t)u

i,j=1 i=1

koeficientai a;; = a;; cilindre Q7 tenkina salyga

I/Z@_Xn:a”xt§§]<u25 VéE e R™, wv,u = const > 0.

7,7=1
Pirmasis krastinis uZzdavinys formuluojamas taip: rasti funkcija u, kuri cilindre Q7
tenkinty (5.1) lygti, srities {2 taskuose prading salyga
uli=0 = p(x) (5.2)

ISi prielaida néra esminé. Visi rezultatai i§lieka teisingi neapréZtos srities atveju. Taliau juos reikia
patikslinti.
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ir pavirSiaus St taSkuose pirmaja kraSting salyga
ulg, = Y(x,t). (5.3)

Antrasis ir treCiasis kraStiniai uZdaviniai formuluojami visiSkai taip pat. Tik pirmaja
krasting salyga reikia atitinkamai pakeisti antraja

ou "
3N s = Z ;jUg; cos(n, :ci)|ST = Y(z,t) (5.4)
T =1
arba treCigja
ou
N + U(x7t)u’ST = Y(z,t) (5.5)

krastine salyga’.

Kosi uzdavinys formuluojamas taip: rasti funkcijg u, kuri juostoje R™ x (0,7)
tenkinty (5.1) lygti, o taSkuose t = 0, x € R™ — (5.2) pradine salyga.

Jeigu operatoriaus A koeficientai bei lygties pradiniy ir kraStiniy salygy desi-
niosios pusés néra pakankamai glodZios, tai bendruoju atveju (5.1) lygtis neturi kla-
sikinio sprendinio, tenkinancio atitinkamas pradines ir kraStines salygas. Todél spren-
dinio reikia ieSkoti platesnéje funkciju klaséje. Si klasé turi bati pakankamai siaura.
Tiksliau, tokia, kurioje ieSkomasis sprendinys biity vienintelis. Jos pasirinkima lemia
operatoriaus A koeficienty bei funkcijy, jeinandiy i lygties pradiniy ir krastiniy sa-
lygu deSiniasias puses, glodumas.

Nagrinéjant parabolines lygtis (ir ne tik jas), kintamasis ¢ yra iSskiriamas i$ kity
kintamyjy. Zymint Sobolevo erdves, § kintamaji taip pat patogu iskirti. Todél
Hilberto erdve W1 (Q7) toliau Zymésime W3 (Qr). Skaliariné sandauga W' (Qr)
erdvéje apibréZiama jprastu budu:

(u, ’U)W;,I(QT) = /(uv + upvy + Z uxivxi) dxdt.
Qr =t

Sia skaliarine sandaugg atitinka norma

lullwer@ry = /(0 Wwit(@r)-
Greta nagrinésime Hilberto erdve

W;O(QT) ={u € Lo(Qr) : ug, € Lo(Qr),Yi=1,...,n}

su skaliarine sandauga

n

(U7U)W;’O(QT) = / (uv + Zuxﬂxi) dxdt.

Qr =1

2 Cia, kaip ir 4 skyrelyje, n — pavir§iaus S vienetinis normalés vektorius, iSorinis srities 2 atZvilgiu.
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Sig skaliarine sandauga atitinka norma

[ullwio@r) = /(W Wwio -

Kartu nagrinésime §iy erdviy poerdvius W3 (Qr), W3°(Qr) ir Dr.
Sakysime, u € W3%(Qr), jeigu egzistuoja tokia seka {u,,} < C®(Qr), kad
funkcijos u,, lygios nuliui pavirSiaus St aplinkoje ir

Hum — UHW;’O(QT) — O,
kai m — oo. ) s
Sakysime, u € W3 (Qr), jeigu egzistuoja tokia seka {u,,} € C~(Qr), kad
funkcijos u,, lygios nuliui pavirSiaus St aplinkoje ir
Hum — u||wé,1(QT) — 0,
kai m — oo. o
Sakysime, u € Dr, jeigu egzistuoja tokia seka {u,,} C C*°(Qr), kad funkcijos
Uy, lygios nuliui pavir§iaus St bei tasko t = T aplinkoje ir
Hum — UHW;’I(QT) — 0,
kai m — oo.
5.11ema. Tarkime, u = w(t)v(x), v € W(Q). Tada:
1. Jeiguw € Ly(0,T), taiu € Wi%(Qr).
2. Jeiguw € W(0,T), taiu € Wy (Qr).
3. Jeiguw € W3(0,T) irw(T) =0, taiu € Dr.
< Tegu v € W(€). Tada egzistuoja tokia seka {vr} € C§°(Q), kad
vk = vllwi@) = 0,
kai k — ooc.
Irodysime pirmaji lemos teigini. Tegu w € Ly(0,T). Aibé C*[0,T] yra tirSta
erdvéje Ly (0, T'). Todél egzistuoja tokia seka {wy } € C*°[0,T], kad

lwr, — w|lr, 0,7y — 0,

kai k — oo. Funkcijy vy, ir wy sandauga v - wy, € C*°(Qr) ir paviriaus St aplinkoje
yra lygi nuliui. Be to,

lu = vkwelhyaoggr < (o = v)lhyaogom + lon(wr = w)lyioom = 0.

kai k — oo. Taigi u = vw € W3 (Qr).
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Tarkime, w € W3 (0, T). Tada egzistuoja tokia seka {wy } C C>°[0, T, kad
lwe — wllwio,r) — 0,

kai k — oo. Funkcijy vy, ir wy, sandauga vy, -wy, € C*°(Qr) ir pavirSiaus St aplinkoje
yra lygi nuliui. Be to,

llu — Ukwk”w;»l(QT) < fw(v - Uk)Hw;ﬂl(QT) + [loe(wi — w)”vv;l(QT) — 0,

kai k — co. Taigi u = vw € W3 (Qr).
Irodysime tre€iaji lemos teigini. Tegu w € W3(0,T) ir w(T) = 0. Apibrézkime
seka funkcijy
_Jw(®), kait<T -4,
w5(t)_{o, kait>T — 0.

Pakankamai maziems p > 0 (pavyzdZiui, kai p < 6/2) vidutinés funkcijos (ws), yra
be galo diferencijuojamos ir lygios nuliui tasko ¢ = 7" aplinkoje. Todél galima parinkti
artejanciy i nuli skaiCiy Jy, ir py, sekas taip, kad funkcijos (ws, ) p, vk € C>(Qr) biity
lygios nuliui pavirSiaus S bei taSko ¢ = T aplinkoje ir

N

o — (ws)poklsi o < 100 — )it +
e — (@50 s o) = O
kai k — oo. Taigi u = vw € Dp.>
5.2 lema. Tegu {v;,}?°, yra bazé erdvéje Wi(Q), wy € C®[0,T], k = 1,2,..., M

— visy galimy tiesiniy dariniy

wi(t)vk(z), N €N,

WE

k=1
aibé. Tada yra teisingi tokie teiginiai:
1. Aibé 9M yra tirsta erdvéje W3 (Qr).
2. Aibé M yra tirsta erdvéje W' (Qr).

3. Jeigu papildomai pareikalausime, kad wy(T) = 0, Vk = 1,2,..., tai taip
apibréZta aibé 9N bus tirsta erdvéje Dr.

< Laisvai pasirinkime funkcija u € W3°(Qr) ir skaiciy ¢ > 0. Pagal poerdvio
W;’O(QT) apibréZima egzistuoja tokia funkcija @ € C°°(Qr), lygi nuliui pavirSiaus
St aplinkoje, kad
Hu — ﬂHWé’O(QT) < 8/2.

Pratgskime funkcija @ i pavirSiaus St iSor¢ nuliu. Pratgsta funkcija pazymékime ta

pacia raide . Tada platesnéje srityje @ O Qr funkcija & € C*°(Q). Tarkime, Q) yra
kubas (Zr. 5.2 pav.).
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5.2 pav.

Kiekvienam skaiiui £; > 0 egzistuoja toks polinomas P = P(x,t), kad
||P - ﬂllcl(Q) g €1.

Tegu Qs = {x € Q : dist(x,00) >}, § >0, £ € CF(Q), &(z) = 1, kai z € Qs.
Skai¢iy ¢ parinkime taip, kad @(z,t) = 0, kai z € 2\ 5. Tada

1P = Péllcrg) = 1P = Ollcr@rarsy) <

<1 =P =Dl g, < el)er:

Cia QT’J = Qg X (O,T).
SkaiCiy e, parinkime taip, kad

le = EPllwyo gy < llu = tllwyogr + 1% = Plwyogr)+

+||P — SP”W;‘O(QT) < 6/2 + €1|QT| + 0(5)€1|QT| < 38/4.
Kadangi P yra polinomas, tai sandauga P(z, t)£(x) galima iSreiksti tokiu pavidalu:
P(z,t)é(z) = Z e ()i (t);
k=1

Ga ¢y € CP(Q), b, € C[0,T). Kiekviena funkcija cj, erdvéje W1 () galima
aproksimuoti baziniy elementy vy tiesiniu dariniu. Todél Ves > 0irVk = 1,...,m
egzistuoja tokie skaifiai a1, . . ., N, kad

N
Hck - § Qi Vg
i=1

<eqg, VE=1,...,m.
W3 ()

PaZymékime
N
Qe =Ck — Y Ot
i=1

Reiskinys

m m 12, 1/2
1> b o < (O Ielom) (X laldye) < Ceo
k=1 W2 (Qr) k=1 k=1 ’
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Parinkime skaiciy e taip, kad Cey < £/4. Tada

N
Hu—sz(t)vZ(x) <3e/d+e/d=c¢;
i=1

HW;’O(QT)

wit) = abi(t) € C*[0,T].
k=1

Taigi aibé 901 yra tirSta erdvéje VGV;O (Qr).

Antrasis lemos teiginys irodomas analogiskai. [rodysime treciaji lemos teigini.
Laisvai pasirinkime funkcija w € Dy ir skaiCiy € > 0. Pagal poerdvio Dr apibréZima
egzistuoja tokia funkcija @ € C°°(Q7), lygi nuliui pavirsiaus St bei plok§tumos t = T
aplinkoje, kad

llu — ﬂHWé'O(QT) <e/2.

Kiekvienam £; > 0 egzistuoja toks polinomas P = P(x,t), kad

1@ = Pl gry < 1
Tegu ¢ € C=[0,T)ir((¢t) = 1,kait <T — 01, 51 > 0. Skaiciy d; parinkime taip, kad
@(xz,t) = 0,kai t > T — &;. Tada funkcija P(x,t)¢(2)((t) = 0 pakankamai maZoje
pavirSiaus St bei plokStumos ¢ = T aplinkoje ir

I[P = P&Cl| i gy < ¢(8,81)er

Tolesnis jrodymas yra visi$kai toks pats kaip pirmojo teiginio. >
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5.2. PIRMASIS KRASTINIS UZDAVINYS.
APIBENDRINTUJU SPRENDINIU APIBREZIMALI

Tarkime, operatoriaus A koeficientai a;; = a;, a; it a € Lo (Q7), 4,7 =1,2,...,n,
f € La(Qr), ¢ € La(9). Nagrinésime pirmaji krastinj uzdavinj

uw+Au = f(x7t)a (I,t) € QT;
u|ST = 0, (x,t) € Sr; (5.6)
u|t:0 = (x), x € .

Bendru atveju taip suformuluotas uzdavinys neturi klasikinio sprendinio. Jis netgi ne-
turi prasmeés. Norint suteikti jam tam tikra prasme, reikia apibréZti apibendrinto spren-
dinio savoka. Kitais ZodZiais tariant, reikia ,,patalpinti“ §i uzdavini { integraling tap-
atybe. Laikinai tarkime, kad operatoriaus A koeficientai bei funkcija f yra pakanka-
mai glodis ir u yra glodus (5.6) lygties sprendinys. Padauging abi $ios lygties puses
i§ funkcijos n € C*°(Qr), gautus reiskinius suintegrave cilindru @, = Q x (0,7) ir
pasinaudoj¢ integravimo dalimis formule, gausime integraling tapatybe

/(um + Z QijUg, Ny + z:aZuI n+ aun) dxdt =

Q- Li=1

= Nndet—l—/fndxdt T7€(0,T], S;,=5x(0,7).
Jeigu operatoriaus A koeﬁ01enta1 yra tik aprézti, tai pastaroji tapatybé prasme turi,
0 (5.6) lygtis neturi. Nagrinéjant pirmaji krastini uzdavini, i§vestiné du/ON pavir-
Siuje St yra neapibrézta. Todeél natiiralu funkcija n apibrézti taip, kad pavirSiaus St
aplinkoje ji bity lygi nuliui. Siuo atveju gausime tapatybe

/(um + Z QiU Ny + Zam%n + aun) dxdt = /fr] dxdt; 5.7

Q- =1 Q-

CiaT € (0,T]. Funkcuq n € C°(Qr), lygiu nuliui pavirsiaus St aplinkoje, aibé yra
tirSta erdveje W2 (QT) Todél pastaroji tapatybé turi prasme su kiekviena funkcija

neW,’(Qr). )
Apibrézimas. Sakysime, funkcija u € Wy' (Qr) yra (5.6) uzdavinio api-
bendrintasis sprendinys, jeigu Vn € W%’O(QT) teisinga (5.7) integraliné tapatybeé ir
[u(z,t) — (@)L, ) = 0,

kait — 0.
Apibendrinto sprendinio galima ieSkoti platesnéje funkciju klaséje. Tiksliau, ga-
lime atsisakyti apibendrintos iSvestinés u; egzistavimo. Siuo atveju reikia pastebéti,

kad
/utnd:cdt:/ (z,t)n(zx |t _odr — /unt dxdt,

Q- Q Q-
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ir vietoje u(z, 0) jrasyti ¢(z). Laisvai pasirinktai funkcijai u € W5°(Qr) integralas
/u(x,t)n(x,t)}t:_r dx
Q

neturi prasmés. Todél reikia paimti 7 = T ir funkcija n € C°°(Q7) apibréZti taip, kad
ji bty lygi nuliui ir hiperplokStumos ¢ = T aplinkoje. Tokioms funkcijoms 7 gausime

tapatybe
/( ung + Z QijUa, Na; + Za Ug, N + aun) dxdt =
Qr hj=1
= /fndxdt+/<p(x)n(x,0) dx. (5.8)
T Q

Funkcijuy n € C*(Qr), lygiu nuliui pavir§iaus Sz bei hiperplokstumos ¢ = T aplin-
koje, aibé yra tirSta erdvéje Dr. Todél pastaroji tapatybe turi prasme Vn € Dr.
Apibreézimas. Sakysime, funkcija u € VV2 (QT) yra (5.6) uzdavinio api-
bendrintasis sprendinys, jeigu Vi € Dr teisinga (5.8) integraliné tapatybe.
Siuo atveju i integraling tapatybe ,,sutalpinta“ ne tik lygtis su kratine salyga, bet
ir pradiné salyga.

Pastabos:

1. Pagal 3.11 teorema kiekviena funkcija u i W5 (Qr) arba i Wi (Qr) turi
pédsaka uli—, € La(Q) ir

Ju(-,7) —u(, 7 = )llLae) = 0,
kaie — 0, ty. u € C([0,T] — La(2)).

2. Siame skyrelyje pateikti apibendrinty sprendiniy apibréZimai neiisemia visy
galimy atvejuy. Smulkiau apie tai galima suZinoti [29] knygoje.
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5.3. ENERGINES NELYGYBES. VIENATIES TEOREMOS

Siame skyrelyje i§vesime energing ir jai dualia nelygybes. Po to, remdamiesi §iomis
nelygybémis, irodysime kraStiniy uZdaviniy apibendrinty sprendiniy vienaties teore-
mas W3 (Qr) ir W3%(Qr) erdvése.

5.1 teorema. Tarkime, funkcija u € W;l(QT) yra (5.6) uZdavinio apibendrintasis
sprendinys ir
/
lular = (e il @ + el

Tada yra teisinga energiné nelygybé

luly, < € (1 a0m + I0lRa@ ) (5.9)
¢ia konstanta C' nepriklauso nuo konkretaus elemento u.

< Pagal apibendrinto sprendinio apibréZima Vn € VDV;O (Qr) teisinga (5.7) inte-
graliné tapatybé. Imkime Sioje tapatybéje n = u. Tada pastebéje, kad

2uuy = Ou’ /ot
ir pasinaudoj¢ integravimo dalimis formule, gausime lygybe

1 t=71 ~
§/u2(x,t) o dT + / Z QiU Uy ; dTdt =

Q Q. W=t

= /(fu - z": Ay, U — au2> dxdt. (5.10)
i=1

Qr
Kadangi (5.6) lygtis yra tolygiai paraboliné, tai

n
Z AUy Uy, dTdl > vV / ui dxdt.
Q. w1

T

Be to, operatoriaus A koeficientai a; ir a yra aprézti. Todél egzistuoja tokios teigiamos
konstantos g ir 1, kad

n 1/2
vraisup |a(z,t)| < po, vraisup (Z a?(x, t)) < p.
(z,t)eQT (z,t)EQT i=1

Pasinaudoj¢ Helderio nelygybe, ivertinsime integrala

‘ /(fu - Zaiuziu - auz) dxdt‘ <
Q- =1
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1
ge/uidxdt+§/f2dxdt+cg/u2d:cdt, Ve > 0;
Qr Qr Qr

Cia C. = p2/2e + pg +1/2.
Tegu £ = v/2. Tada i$ (5.10) ir gauty jver¢iy iSplaukia nelygybé

/uz(x,r) dx—|—1//uid:vdt <

Q Qr

gc/zﬂ dxdt+/f2da:dt+/<p2d:c; (5.11)
Q- Q

P

Cia C = 2u} /v + 2p0 + 1. PaZymékime

d(r) = /uQ(w,t) dxdt.

Qr

Funkcija ¢ yra neneigiama ir nemazgéjanti. Be to, ji turi sumuojamg i§vesting

®(7) = / w2(z, 7) dz

Q

ir teisinga nelygybé
o' (1) < CP(7) + F(r);

F(r) = / F2(x,t) dadt + / ©*(z) dz.
Q- Q

Remdamiesi Gronuolo lema, galime tvirtinti, kad

e

@(T):/uZ(z,t)d:cdtS CTC1(/f?(x,t)dxdt+/¢2(x)dx).
Q.

Q

P

Sugreting Sia ir (5.11) nelygybes, gausime

Yo, r)de +v | wi(x,t)dedt < eC7( | fA(x,t)dedt + | P (z)dx).
Q/UJ?T.CL‘ /U.CL‘ X e (Q[ X X !(pl‘.’l?)

-

Kartu yra teisinga nelygybe

max /U2(£E,T) dx +v / u?(z,t) dedt <
T€[0,T]
Qr

geCT(/fQ(x,t) dxdt—k/gaz(x) dm).

QT Q
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Akivaizdu, kad pastaroji ir (5.9) nelygybés yra ekvivalencios. >
Tarkime, operatoriaus A koeficientai a;; ir a; cilidre Q7 turi apréZtas iSvestines
@it 1r a4, . Be to, tegu

~max vraisup |a;;¢(x,t)] = pe, vraisup
BIZL (@ ) eQr (@t)€Qr

n
a(z,t) — Zam (.li,t)‘ = us.
i=1
Tada yra teisinga teorema.

5.2 teorema. Tarkime, u € VDV%’O(QT) yra (5.6) uZdavinio apibendrintasis sprendinys,

q(z,t) = /tu(a:,s) ds.
0

Tada yra teisinga dualioji energiné nelygybé

v 2 2
1 lga (@, OIIL, ) + letlLaq,) <

< S (11 gm + 2020 Il ) (5.12)
giat € [0,v/8C), C =1+ d* + nus + d*us, d = diam Q.

< Tegu u € VDV;’O(QT) yra (5.6) uZdavinio apibendrintas sprendinys. Tada Vn &€
Dr yra teisinga (5.8) integraliné tapatybé

n n
/(—um + Z QiU Na; + Z Qg M + aun> dzdt =
i=1

Qr b=t

= /fndscdt—l—/ap(x)n(x,O) dx.
Qr

Q

Fiksuokime 7 € (0, T ir apibrézkime funkcija

(1) = {u(w,s) ds, kait € [0,7],
0, kait € [, T).
Taip apibrézta funkcija n € Dr (patikrinkite). Be to, 1y = —u, M, = —uy,, Kai

t < 7. Istate ja i pastaraja integraling tapatybe, gausime

n n
/ (7 = > aignene, = > aitua,n — anen) dadt =

0. i,j=1 i=1

Q

:/fndxdt+/ga(:r)n(x,0) dx.
Q.
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Pasinaudoj¢ integravimo dalimis formule, Sia lygybe perrasysime taip:

1 n
/n? dxdt + 5/ Z M, N ’t:O dx = /fn dxdt+
Q' Q-

Q- 1,7=1
1 n n
+ [ot@mte0yde =5 [ aunene, dode+ [ (a =3 ai )y dod.
Q Q. W=t Q- =t

IS Sios lygybés jprastu bidu iSvedama nelygybé
2 v 0)112 <
ImellTs 0,y + 5\\%(% iz <

<NFIE or) + 2870 HelE ) + Clinellz 0.5

CiaC =1+d?+nus + d*us.
Pagal apibréZima funkcija

T

n(x,t) = /u(ac,r) dr = q(z,7) — q(x,1).

t

Be to, n(z,0) = g(z,7) ir

~ 2
1el2. ) = / S (e (2, 7) — o, (1)) ddt <
=1

Qr

< 27(|gx (2, 7)[1F, () + 2l gz (2, DT, (.-

Pasinaudoje Sia nelygybe, gausime
HQtHiz(QT) + (V/2 - 270)”%(3777')”%2(9) <

2d?
<l a@r + = IelIEL ) + 2CN42 1T, @0 (5.13)
Kai 7 < v/8C, daugiklis v/2 — 27C' > v/4. Todél i§ (5.13) ir 1.1 lemos i$plaukia

nelygybé
v
HQtHiQ(QT) + Zqu(%T)HiQ(Q) <

< (1 fIaon + 2000 el )

Kartu yra teisinga (5.12) nelygybé. >

Klasikinéje teorijoje vienaties teoremy irodymas paraboliniams krastiniams uzda-
viniams remiasi maksimumo principu. Nagrinéjant apibendrintus sprendinius erdvése
VQV%’I(QT) ir VQV;’O(QT), vienaties teoremos iSlieka teisingos. Jos lengvai i§vedamos
i§ energiniy nelygybiy.
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5.3 teorema. Erdvéje Wél(QT) negali egzistuoti du skirtingi (5.6) krastinio uZdavi-
nio apibendrinti sprendiniai.

< Tegu u; ir ug yra du (5.6) uzdavinio apibendrinti sprendiniai Wél (Qr) erdvéje.
Tada juy skirtumas v = u; — ug € W%’l(QT) yra krastinio uZdavinio

u+Au=0, (x,t) € Qr; u’ST =0; “’t:o =0
apibendrintas sprendinys. Todél yra teisinga energiné nelygybeé

2 2
tg[l(%}i}] Hu||L2(Q) + ”ur”Lg(QT) <0.

I§ jos iSplaukia, kad ||u\|w§ 1(Qqy = 0. Taigi bet kokie du (5.6) uzdavinio apibendrinti
sprendiniai erdvéje W3 (Qr) sutampa. >
5.4 teorema. Tarkime, operatoriaus A koeficientai a;;, a;, a ir jy iSvestinés a;; it Gy,

yra apréztos. Tada erdvéje VOV;O(QT) bet kokie du (5.6) krastinio uZdavinio apiben-
drinti sprendiniai sutampa.

< Tegu u1, uo yra du apibendrinti (5.6) uzdavinio sprendiniai V'V;’O(QT) erdvéje ir
u = u1 — ue. Tada yra teisinga dualioji energiné nelygybeé

1%
1. gz (2, )1F 1) + laelFaq,) 0. 7€ (0,1/8C];

t

q(z,t) = /u(:v,s) ds.
0
I§ jos iSplaukia, kad v = 0 cilindre 2 x [0, 7]. Funkcija u tenkina (5.8) integraling
tapatybe, kurioje funkcijos f ir ¢ lygios nuliui. Todé¢l ja galima perrasyti taip:

T n n
//(*Uﬁt + Z AUz TNz + Zalqu + au) dzdt = 0.
A ij—=1 i=1

Kartu galime tvirtinti, kad u yra kraStinio uzdavinio

u+Au = 0, (z,t) € Qx(r,T);
u|ST,T = 0, (z,t) € Srpr=8x(1,T);
u|t=T = 0, x € €,

apibendrintas sprendinys ir cilindre 2 x [, 27] yra teisinga dualioji energiné nelygybe.
Todel Siame cilindre v = 0. Taip toliau samprotaudami, gausime, kad v = 0 visame
cilindre Q. >

P astab a. Reikalavimas, kad koeficientai a,; ir a; turéty apréZtas iSvestines a;
ir a4, , néra esminis. Teorema iSlieka teisinga ir tuo atveju, kai koeficientai a;; ir a; yra
tik aprézti (zr. [29]). Siuo atveju jrodoma, kad apibendrinti sprendiniai i3 V.V%’O(QT)
yra erdvés VoVé’l/ %(Qr) elementai.



5.4. APIBENDRINTOJO SPRENDINIO EGZISTAVIMAS. GALIORKINO METODAS 181

5.4. APIBENDRINTOJO SPRENDINIO EGZISTAVIMAS.
GALIORKINO METODAS

Tarkime, operatoriaus A koeficientai a;j, a; ir a bei ju iSvestinés a;;; yra apréztos
cilindre Qr, f € La2(Qr), ¢ € W3(Q). Irodysime, kad erdvéje W%’l(QT) pirmasis
krastinis uZdavinys turi bent vieng apibendrinta sprendinj.
Priminsime, kad funkcija u yra (5.6) uzdavinio apibendrintas sprendinys erdvéje
Vo\fé’l (Qr), jeigu teisinga (5.7) integraliné tapatybé. PerraSykime $ia tapatybe taip:
(@ + A - (rm) dt =0, 7€ 0.1, Ve Wi'(@Qr):
0

ia (-, -) — skaliariné sandauga erdvéje Lo (),

A(u,m) = /( > Gijtia, e, + Y aita,n + aun) da.
o h=1 i=1

Jeigu u € Wy (Qr), n € Wy (Qr) ir f € La(Qr), tai (ur, ), A(u,) ir (f,7) yra
sumuojamos intervale (0, 7") funkcijos.

Tegu {vy}$° , yra bazé erdvéje W1 (), ortonormuota erdvéje Lo(£2). Apytikslio
pirmojo krastinio uzZdavinio apibendrinto sprendinio ieSkosime tokiu pavidalu:

N
WM (a,t) = 3w (Oui(@);
k=1

¢ia funkcijos w,(CN) = (u™), v) randamos i salygy:
@™ o) + AN ) = (f,o0), Yk =1,...,N; (5.14)
N
uM| g =™ (@) == (g, ve)vr(2). (5.15)
k=1
Fiksuokime skai¢iy N ir paZymékime w,(cN) = wyg. Tada Sias salygas galima per-

raSyti taip:

N
)+ X o) = fid), L OT) gy

Wk (O) = Pk,
Cia ap; = A(vk,v5), fr = (f,vr), ¢ = (@, vx). Taigi gavome Kosi uzdavinj pirmo-

sios eilés tiesiniy paprastujuy diferencialiniy lygc€iy sistemai. Pastaraji uzdavini galima
uZraSyti vektoriniu pavidalu

{w’(t) = Aw(t) +1£(t), te(0,7), (5.16)
w

0) = o;
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Cia A = {—ay;} yra N x N eilés matrica, w = colon(wy, ..., wy) — ieSkoma, o
f = colon(f1,..., fn)ir @ = colon(epy,...,pN) — Zinomos funkcijos.
Tegu M = {w = colon(wy, ..., wy)} yra aibé tokiy absoliudiai tolydZiy seg-

mente [0, T funkciju, kad w; € Ly(0,7),Vi = 1,..., N. Irodysime, kad aibéje 91
egzistuoja vienintelis (5.16) KoSi uZdavinio sprendinys. Tiksliau, yra teisinga tokia
lema.

5.3 lema. Tarkime, matricos 2| elementai yra apréztos, macios intervale (0,T") funkci-
jos, £ € Ly(0,T). Tada aibéje I egzistuoja vienintelis (5.16) Kosi uZdavinio sprendi-
nys.

< Funkcija w € 99t yra (5.16) Kosi uzdavinio sprendinys tada ir tik tada, kai ji yra
integralinés lygties

w(t) =@+ /f(s) ds + /Ql(s)w(s) ds (5.17)
0 0

sprendinys erdvéje Lo (0, 7). Todél pakanka jrodyti, kad (5.17) lygtis turi vienintelj
sprendini erdvéje Lo (0, T). Jo ieSkosime nuosekliyjy artiniy metodu. Tegu

A(s)Wp—1(s) ds

&

—

~

N

I
o o

ir t.t.. Taikant matematinés indukcijos metoda, galima jrodyti, kad

Mg
max} [wo(t)], n=0,1,...;

w, ()] <
[wn (1)) < n!  telo,T

CiaM = Irfax] |2((t)]. I8 Sio jverCio iSplaukia, kad eiluté
te[0,T

w(t) = Z w;(t)

tolygiai konverguoja intervale [0, T']. Be to, funkcija w(t) yra absoliudiai tolydi, tenk-
ina (5.17) lygti ir taske ¢ = 0 lygi ¢. Kartu galime tvirtinti, kad jos i§vestiné w’' €
Ls(0,T).
Irodysime, kad sukonstruotas sprendinys yra vienintelis. Tegu wy, wo € 91 yra du
(5.17) lygties sprendiniai. Tada ju skirtumas w = w; — w, yra homogeninés lygties
t

w(t) = / A(s)w(s) ds = Aw(t)
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sprendinys. IS jos iSplaukia, kad

w(t) = Aw(t) = W2w(t) = - - = A"w(t).
Pakankamai dideliems n
t) = < t
e, Iw(t)| = e, A w(t)] < — e, w(t)| < e, (w(t)].

Todeél w(t) = 0ir wy(t) = wa(t). Taigi bet kokie du (5.17) lygties sprendiniai sutampa.
>

I3 Sios lemos i¥plaukia, kad VN egzistuoja tokios funkcijos wi™ ... w(™, kad
N
uN) = Z w,(CN) (t)vg(zx)
k=1

tenkina (5.14), (5.15) salygas. Kartu galime tvirtinti, kad su kiekviena funkcija n =
N

> qr(t)vg(x), qr — glodZios funkcijos, yra teisinga integraliné tapatybé
=1

/((ufv%n) + AWM n) = (f, n)) dt=0; T€l0,T). (5.18)
0

Imkime 3ioje tapatybéje n = u¥). Tada pakartoje energinés nelygybés i§vedima,
gausime

2 (N))|12
tg[l(?% [|u®™ ||L2(Q) + e M0 <

< C(If 1 siom + 16 o) < C(1F I 0m + I0laien)-

Imkime (5.18) tapatybéje n = uEN). Tada pasinaudoje integravimo dalimis for-
mule, gausime lygybe

T

/(ugN) (N) dt+ = /Za Ny gﬂ“i odr =

0 Q ©I= 1
1 < n
- /(5 Z aijtugc]iv)“g) - Zaiu(mfy)uiN) - au(N)uEN) + quN)> dxdt.
Q. W=l i=1

IS jos iprastai iSvedama nelygybé

/ (u§N>)2d;z:dt+ (u )

Qr

<C /dexdt—k/gom—HD

Qr Q
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Kartu galime tvirtinti, kad

/ (uiN)> ’ dxdt + Tren[g?;] /(u&mf
Q

Qr

gc(/dexdt+/(<pi+<p2) dz) < .

Qr Q

dr <

t=71 -

Taigi erdvéje VcVé’l(QT) seka {u")} yra aprézta. Todél i§ jos galima i$skirti poseki,
silpnai konverguojantj i elementa u € Wé’l(QT). Be to, pastaroji nelygybe islieka
teisinga ir ribinei funkcijai u, t.y.

/ut dxdt + max /ui(x,t)‘ da <
t=71

7€[0,T]
Qr

< C’(/f2 d:cdt+/(gai+g02) dz). (5.19)
Qr Q2

Irodysime, kad u yra pirmojo krastinio uZdavinio apibendrintas sprendinys. Tegu
M < N,n= Z g (t)vg(z), ¢ € C[0,T]. Su kiekviena taip apibréZta funkcija 7

yra teisinga 1ntegrahne tapatybé

T

/ (@™, ) + A@® ) — (f,m) dt =0, 7€ (0,T].

0

Tegu posekis {u("+)} silpnai konverguoja i elementa u. Tada ribiné funkcija u tenkins
integraling tapatybe

7 M

/ ((uesm) + Alwm) — (frm) dE =0, 7€ [0,T], V=3 ax(t)on(a).

0 k=1

Pagal 5.2 lema tokiy funkcijy aibé yra tirSta erdvéje VOV;O(QT). Todél pastaroji tap-
atybe teisinga ¥ € W5 (Qr).
Irodysime, kad funkcija u tenkina prading salyga. Pagal Minkovskio nelygybe

[u(z,t) = (@)L, @) <

(N)

<lu— U(N)HL2(Q) + Jlu - @(N)HLQ(Q) + H<P(N) - <P||L2(Q)~

Kiekviena aprézta aibé VOV%’l(QT) erdvéje yra salyginis kompaktas Lo () erdvéje.
Todél i kiekvienos apréZtos erdvéje VOV;’I(QT) sekos galima iSskirti konverguojantj
erdvéje Lo (Q) poseki. Tegu uV¥) — wu erdvéje Lo(2). Be to, konvergavimas yra
tolygus ¢ € [0, T atzvilgiu.



5.4. APIBENDRINTOJO SPRENDINIO EGZISTAVIMAS. GALIORKINO METODAS 185

Laisvai pasirenkame skaiciy € > 0. Pagal ji randame tokj skaiciu ko, kad
||U*U(Nk)||L2(Q) <€/37 Vk > kg.

Norma
o

Z ((pavi)Q — Oa

i=Ng+1

™) — |, @) <

kai Ny — oo. Todél egzistuoja toks skaicius k1, kad
o™ = plly) <e/3, Vh >k,

Fiksuokime kokj nors k& > max{kg, k1 }. Norma

Ny,
[a) = gDy = | D (@M (@) — wM(0))".
i=1
Funkcijos wEN"' ) yra absoliuciai tolydZios. Todél galima nurodyti tokj skaiciy 9 > 0,
kad
Ny,
> (™) — ™) < /3,
i=1

kai t < ty. Tokiems ¢ norma

[u(z,t) — ()L, <e.

Taigi u(x,t) — @(x) erdvéje La(2), kai ¢ — 0. Kartu galime tvirtinti, kad teisinga
tokia teorema.

5.5 teorema. Tarkime, a;;,a;jt,a; ira € Loo(Qr), f € La(Qr), p € W3(). Tada
erdvéje W%’l (Qr) egzistuoja vienintelis (5.6) uZdavinio apibendrintasis sprendinys.

AnalogiSkai galima jrodyti (5.6) uZdavinio apibendrinto sprendinio egzistavima
erdvéje W3(Qr) . Tiksliau, teisinga tokia teorema.

5.6 teorema. Tarkime, a;j,a; ir a € Loo(Qr), f € La(Qr), ¢ € La(Q). Tada
erdvéje W%’O(QT) egzistuoja bent vienas (5.6) uZdavinio apibendrintasis sprendinys

Sios teoremos jrodyma galima rasti [27] knygoje.
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5.5. FURJE METODAS

Tarkime, operatoriaus A koeficientai nepriklauso nuo kintamojo ¢. Be to, tegu (dél
paprastumo) koeficientai a; = 0, Vi = 1, ..., n, t.y. operatorius

Au=— Z dixi(aij(x)uzj) +a(z)u

i,j=1
yra savijungis. Tada pirmojo, antrojo ir treCiojo krastiniy uzdaviniy apibendrinty
sprendiniy galima ieSkoti Furjé metodu (treciojo krastinio uZdavinio atveju koeficien-
tas o taip pat turi nepriklausyti nuo kintamojo ). Cia nagrinésime pirmaji krastinj
uzdavinj

u+ Au= f(z,t), (z,t) € Qr; u|ST =0; u‘t:O = p(x). (5.20)

Si uzdavinj patogu i¥skaidyti i du paprastesnius:

u+Au=0, (z,t)€ Qr; u|ST =0; u|t:0 = (), (5.21)

u+ Au= f(z,t), (x,t) € Qr; u|ST = 0; u’tzo =0. (5.22)

I§ pradZiy nagrinésime (5.21) uzdavini. Tegu u(z,t) = w(t) v(x). Istate taip apibréZta
funkcija i homogening lygti

u+Au=0, (z,t)€Qr,

ir atskyre kintamuosius, gausime lygybe

Reiskinys kairiojoje Sios lygybés puséje yra kintamojo ¢, o deSiniojoje — kintamojo x
funkcija. Sios funkcijos gali sutapti tik tuo atveju, kai kiekviena i$ ju yra konstanta.
PaZymékime bendraja ju reikSme raide A. Tada funkcija u = w v yra homogeninés
lygties u; + A u = 0 sprendinys, jeigu funkcija w yra lygties

w' +Aw =0, (5.23)

o funkcija v lygties
Av=M\v (5.24)

sprendinys. Be to, funkcija u = w v tenkins pirmaja homogening krasting salyga, jeigu
$ia salyga tenkins funkcija v. Taigi funkcijos v atzvilgiu gavome Sturmo-Liuvilio uz-
davini: reikia rasti tas parametro A reikSmes, kurioms egzistuoja netrivialus (5.24)
Iygties sprendinys, tenkinantis krasting salyga

vl =0. (5.25)

S
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Si uzdavinj nagrinéjome 4.5 skyrelyje. Pagal 4.6 teorema tikrinés reikimes {\;} yra
artéjanciy i +oo realiuju skaiciu seka; neigiamy tikriniy reikSmiy gali buti tik paigti—
nis skaicius; tikriniy funkcijy aibé {v;} yra pilna ortogonali erdvése Lo (€2) ir W1 ()
funkciju sistema. Be to, ja galima parinkti taip, kad vienoje i§ §iy erdviy ji buty
ortonormuota.

Tarkime?, a(z) > 0,Vx € Q. Tada visos tikrinés reik§més A\, > 0. Be to, tegu
tikrinés funkcijos vy, yra ortonormuotos erdvéje Lo (Q), t.y.

(v, v1) = /Uk(x)vl(x) de =06L, ki1=1,2,...
Q

Tada

n
1
[U}c, vl] = /( E G Vka; Uiz, + (wkvl) dr = >\k6k-
o ig=1

Jeigu funkcija p € Lo(Q), tai
||<P||i2(9) = Z@i < 003
k=1
ia i = (v, v) — funkcijos ¢ Furjé koeficientai. Jeigu funkcija ¢ € VV%(Q)7 tai

lol? = e, 0] = Y Ariph < o0.
k=1

Imkime (5.23) lygtyje A = \j. Tada bendrasis Sios lygties sprendinys
wk(t) = Cke_/\’“t.

Apytikslio (5.21) uZdavinio sprendinio ieSkosime tokiu pavidalu:

N
u™) () = Z Cre My (z).
k=1
Tiesiogiai galima isitikinti, kad

(™ o) + ™, 0] =0, >0, k=1,...,N.

38i prielaida néra esminé. I3 tikryjy vietoje ieSkomos funkcijos u apibrézkime kita ieSkoma funkcija v
formule:
u(z, t) = eMo(z, t).
Tada funkcijos v atzvilgiu gausime lygti

n

Vg — Z %(aijvzj) +(A+a)v=0,

4,j=
kurioje koeficientas prie ieSkomos funkcijos v lygus a + A. Todél skaiCiy A pakanka apibrézti taip, kad
a+X>0.
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Kadangi tikriniy funkcijy aibé {vy} yra tirsta erdvéje W1(Q2), tai
(W™ ) + W™, gl =0, >0, VyeWi(Q). (5.26)
Pareikalave, kad apytikslis sprendinys taske ¢ = 0 tenkinty salyga
N
u) o = QD(N) = ; PrUk,
gausime C, = py, (atkreipsime démesi, kad konstantos CY, ¢ia nepriklauso nuo indekso

N).
Sudarykime formalig eilutg

o0
t) = Z gpke”\’“tvk(x).
k=1

Funkcija u, apibréZta §ia eilute, yra formalus (5.21) uzdavinio sprendinys. IStirsime
Sios eilutés konvergavima.
Tarkime, ¢ € Ly(Q2). Tada

N+M N+M

— Akt
|5 il = 3o
k=N

kai N, M — oo (tolygiai ¢ atzvilgiu). Todél funkcija u € C([0, 7] — L2(£2)). Reiski-
nys

T Nim T NtM N+M

/ Zcpke At kxl /Zcpew“t)\kdt<2<pk%0

kai N, M — oo. I8 ¢ia iSplaukia, kad

N+M

/( Z ore Mg, (x)>2 dedt — 0, Vi=1,...,n
k=N

Qr

kai N, M —> oo. Todél gahme tvirtinti, kad seka {u")} konverguoja i funkcija u
erdvéje W5 (Qr) iru € W5 (Qr). Trodysime, kad w yra apibendrintas sprendinys.

Tegu g, yra be galo diferencijuojamos intervale [0, T ir lygios nuliui tasko ¢t = T
aplinkoje funkcijos. Imkime (5.26) formuléje 7 = vy, gautus reiSkinius padauginkime
i§ gk, susumuokime pagal k nuo 1 iki M ir suintegruokime kintamojo ¢ atzvilgiu nuo
0 iki 7. Tada gausime integraling tapatybe

/(ut &+ Z iUy fxl—&—au N)f) dxdt = 0;

Qr 3,j=1
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Cia &(x,t) = Z qr.(t)vk (x). Pasinaudoje integravimo dalimis formule, perrasykime

Sig tapatybeg ta1p

/( Z aiju fh + au(N)€> dxdt = /U(N)(Z‘,O)f(x,()) da.

Qr 1,=1 Q

Seka {u(™)} konverguoja i u erdvéje W5*(Qr), o seka {u(™)(-,0)} konverguoja i
p erdvéje La(Q). Todeél Sioje tapatybéje galima pereiti prie ribos. Tiksliau, galime
tvirtinti, kad teisinga tokia tapatybé:

/(—uft + i QijUg;Ee; + aui) dzrdt = /gp(x)ﬁ(m, 0) dx.

Qr hi=l )

Pagal 5.2 lema aibé

{¢:6@ = qu u(@) )

yra tirSta erdvéje Dr. Todél pastaroji tapatybé telsmga V¢ € Drp, o funkcija u yra
apibendrintas (5. 21) uzdavinio sprendinys erdvéje VV2 (QT)
Tarkime, ¢ € W1(Q). Tada reiskinys

N+M N+M N+M

| Z ore Moy (x |2 = ) pre PN < Y giA = 0,

k=N k=N
kai N, M — oo (tolygiai kintamojo ¢ atzvilgiu). Todél
we C([0,7] — Wh(Q))
ir
lu(z,t) —p(z)| =0,
kai ¢ — 0. Kartu galime tvirtinti, kad u&N) — u,, erdvéje La(Qr), kai N — oo,

Vi=1,...,n
Reiskinys

N+M T NtM

A e — Ak U / )\2 2 72)\;@15
| 2 e i@, = | 2

N+M N+M

32 M (1) 3t o
k=N

kai N, M — oo Todél ug ) uy erdvéje LQ(QT) Kartu galime tvirtinti, kad u™) —
werdvéje Wi (Qr), kai N — oo iru € WiH(Qr).
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[rodysime, kad taip apibrézta funkcija u yra (5.21) uzdavinio apibendrintas spren-
dinys erdvéje VV2 (QT) Imkime (5.26) formuléje n = vy, gautus reiskinius padaug-
inkime i§ g € C°°[0, T, susumuokime pagal k nuo 1 iki M ir suintegruokime kinta-
mojo t atZvilgiu nuo 0 iki 7. Tada gausime integraling tapatybeg

M
(V6 3 anlVen, + ane) dodt 0, €= g
k=1

Q- b=l

Kadangi u(N) — u erdvéje VQV;’l(QT), tai Sioje tapatybéje galima pereiti prie ribos,
kai N — oo. Kartu galime tvirtinti, kad

n M
/<Uf£ + Z iUy &y + auf) dedt =0, V&= Z Q-
0. ij=1 k=1

Pagal 5.2 lema aibé
{¢:6@n = qu ey

yra tirSta Wé’O(QT) erdveéje. Todel V€ € W2’ (Qr) yra teisinga pastaroji tapatybé.
Dabar belieka tik pastebéti, kad

[u(z,t) — (@)L, (0) < Clu(z,t) — @(x)] — 0,

kai t — 0. Taigi u € V'V%’l(QT) yra (5.21) uzdavinio apibendrintas sprendinys.
Nehomogeninés lygties atveju formalusis (5.22) uZdavinio sprendinys

t) = Z wg (t) vk (x); (5.27)

Cia:

yra Kosi uZdavinio
wi,(t) + Aewr(t) = fi(t),  wi(0) =0,

sprendinys, fi = (f,vi) — funkcijos f Furjé koeficientai.
Istirsime (5.27) eilutés konvergavima. Tarkime, f € Lo(Qr). Tada

NS /

irb.v. t € (0,T) funkcija f galima skleisti Furjé eilute

=Y filt)o(@)
k=1
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Reiskinys
N+M 5  N+M 1 NAM T
| > wk(t)vk(a:)l = Y wit) < 5 /f,f( Ydr — 0
k=N =N k=N {

kai N, M — oo (tolygiai kintamojo ¢ ayzvilgiu). Todél
ue C([0,T] — Wi(Q))

ir Ju] = 0, kai ¢ — 0. Kartu galime tvirtinti, kad u,, € Ly(Qr) ir ul)) — ug,
erdvéje Lo (Qr), kai N — oo.
Apytikslis (5.22) uZdavinio sprendinys

N
uN) = Z wy, (t)vg ()
k=1

Tiesiogiai galima isitikinti, kad

(N) (N) _ fka kSNa
o) + 0] = { I F ST

Todel

(™, uf™) 4 [ ™M) kaw = (fM™ u{™M),
k=1

(™, u™) 4 [ 4 kaw = (fM, My,

I8 Siy formuliy iSplaukia tapatybeé

T

[0 <0 20 ) 4 ) 00 2030 =

0
/ fFOD u uEM)) dt.
0

Pasinaudoj¢ integravimo dalimis formule, perraSykime pastaraja tapatybe taip:

2 =T
> / (™) ™) dad + [u ™ — w01 =

Q-

T

—2 / (FOV) — gD () 0Dy gy

0
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Funkcijos wy, k = 1,2,.. ., taske ¢ = 0 yra lygios nuliui. Todél Ju(™ — u(M)] tagke
t = 0 lygi nuliui. Be to, integralas

T

/(fuv) O N 00y gy o

0

< %/(f(N) - f<M>)2dxdt+ % /(u§N> - u§M))2dxdt.

, Q-

Pasinaudoj¢ Sia nelygybe, gausime

T

2 2
J (8 =Y daa 1 1 —u00p)_ < / (5 = 500 .

Q- 0

Integralas Sios nelygybés deSinéje nepriklauso nuo 7. Todél yra teisinga nelygybé

T
9 2
/(UEN) quM)) drdt + max Ju™) — M2 < //(f(N) ff(M)> dxdt.
te(0,T]
0 Q

Qr

Kadangi f € Lo(Qr), tai integralas $ios nelygybés deSinéje artéja i nuli, kai N, M —
00. Todel integralas kairéje taip pat artéja i nuli, kai N, M — oo. TaCiau tada seka
{ut } konverguqa; ug erdvéje Lo (Qr) ir us € LQ(QT) Kartu galime tvirtinti, kad
u™) = u erdvéje Wi (Qr), kai N — oo, iru € Wi (Qr).
Dabar beliko tik irodyti, kad Furjé metodu sukonstruotas formalusis sprendinys
u yra apibendrintas (5.22) uzdavinio sprendinys. Tai daroma visiskai taip pat kaip
homogeninés lygties atveju. Rekomenduojame skaitytojui jrodyti tai savarankiSkai.
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5.6. KITU KRASTINIU SALYGU ATVEJIS. KOSI UZDAVINYS

Tarkime, operatoriaus A koeficientai bei funkcijos f ir ¢ tenkina pirmojo krastinio
uzdavinio salygas, S = 0f) — dalimis glodus pavir§ius, o o — apréZta pavirsiuje St
funkcija. Nagrinésime krastinj uzdavinj*

ut+Au = f(il',t), (fE,t) € QT;
Ou/ON + au‘ST = 0, (z,t) € Sp; (5.28)
u|t=0 = p(z), x € Q.

Taip apibréztas uzdavinys vadinamas treciuoju krastiniu uZdaviniu, o jo atskiras atvejis,
kai 0 = 0, — antruoju krastiniu uzdaviniu.
ApibréZimas. Sakysime, u € W;’l(QT) yra (5.28) uZdavinio apiben-

drintasis sprendinys, jeigu Vn € VOV;O(QT) teisinga integraliné tapatybe

/(um + Z QiU Ny + Z QiU M + aun) dzxdt =
i=1

Qr =1
= /fn dxdt — /0’7.”7 dsdt, T € (0,T] (5.29)
. S,
ir
[u(z,t) = @(@)[|L,2) = 0,
kait — 0.

ApibréZzimas. Sakysime, u € Wé’O(QT) yra (5.28) uzdavinio apibendri-
ntas sprendinysis, jeigu Vn € Dy teisinga integraliné tapatybe

/ (—unt + i QiU Ne; + i Qilg; N+ aun) dxdt = (5.30)

Or ij=1 i=1

= / fndxdt — /Jun dSdt + /go(;v)n(x, 0) dx.
Qr St Q
Taip apibréZtiems sprendiniams iSlieka teisingos (5.9) ir (5.12) energinés nelygybés.
Jos iSvedamos i§ (5.29) ir (5.30) tapatybiy. Siose tapatybése, lyginant jas su (5.7) ir
(5.8), yra vienas naujas narys (pavirSinis integralas). [ vertinant §j integralg reikia pasi-
naudoti nelygybe

/uQ dSdt < s/ui dxdt—&-C’E/ug dzdt, Vte (0,T] Ve > 0;
St Qt Q:

4Nehomogeninés krastinés salygos atvejis

Ou/ON + Ju’s =(x,t)

T

iprastu biidu suvedamas i tokj pati uZdavini su homogene krastine salyga.
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¢ia C. — oo, kai ¢ — 0. Pastarosios nelygybés irodymas iSplaukia i§ 4.6 lemos.
Apibendrinty sprendiniy vienatis erdvése W%’O(QT) ir W%’l(QT) irodoma visiskai
taip pat kaip pirmojo krastinio uzdavinio atveju. Apibendrinty sprendiniy egzistavima
Siose erdvése bendru atveju galima irodyti Galiorkino metodu. Reikia tik atkreipti
démesi i tai, kad funkcijos {vi}, k = 1,2, ..., turi sudaryti baze erdvéje Wi(Q), o
ne poerdvyje W% (Q) (zr. 5.4 skyreli). Be to, funkcijas vy, reikia parinkti taip, kad jos
baty ortonormuotos erdvéje Lo (§2). Taigi teisingos tokios dvi teoremos.

5.7 teorema. Tarkime, pavirSius S yra dalimis glodus, a;; = a;;, a; ir a € Loo(Q7),
f € La(Qr), ¢ € Ly(Q), 0 € Loo(Sy). Tada erdvéje Wy (Qr) egzistuoja bent
vienas (5.28) uZdavinio apibendrintasis sprendinys. Jeigu, be minéty salygy, koefi-
cientai a;;, a;, a ir funkcija o turi iSvestines a;j¢, Gz, € Loo(Q1) Ir oy € Lo (ST), tai
bet kokie du (5.28) uZdavinio apibendrintieji sprendiniai erdvéje W%’O(QT) sutampa.

Pastaba. Reikalavimas, kad a;j;, iz, € Loo(Qr) ir 04 € Loo(St), néra
esminis. Siy prielaidy galima atsisakyti (Zr. [27]).

5.8 teorema. Tarkime, pavirSius S yra dalimis glodus, a;; = aj;, a5t a; ir a €
Loo(Q7), f € La(Q7), ¢ € Wi(Q), 0 € Loo(S7). Tada erdvéje W%’l(QT) egzis-
tuoja vienintelis (5.28) uZdavinio apibendrintasis sprendinys.

Pastabos:
1. Jeigu operatoriaus A koeficientai a;;, a; ir a bei funkcija o nepriklauso nuo
kintamuojo ¢, tai (5.7) ir (5.8) teoremose apibendrinty sprendiniy egzistavima

galima irodyti Furjé metodu.

2. Suformuluotos teoremos iSlieka teisingos, jeigu (5.28) uZdavinio treciaja kras-
ting salyga pakeisime misrigja kraStine salyga

u = 0;

=0, OJu/ON +ou

st sy

gia Sh = 8'x[0,T), S} = 58"x[0,T], S'US” = S. Reikia tik atkreipti démesj |
tai, kad {vy } turi biiti bazé ne erdvéje W3 (£2), o erdvés W (Q) poerdvyje, kurio
elementai yra lygis nuliui pavirSiuje S”.
Kos§i uzdavinys. Juostoje Qr = R"™ x (0,7) ieskosime lygties
Ut—i—Au:f(fL"t), ('T7t) EQTa (531)
sprendinio, tenkinancio prading salyga

u’tzo =(z), = eR" (5.32)

Tarkime, operatoriaus A koeficientai tenkina $io skyriaus pradzioje nurodytas salygas
su@r =R" x(0,7), f € L2(Qr), ¢ € L2(R").
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Apibrézimas. Sakysime, u € W%’l(QT) yra (5.31), (5.32) uzdavinio api-
bendrintas sprendinys, jeigu teisinga integraliné tapatybé

n n
/ (um + Y it e, + Y aite,n + aun) dadt =
=1

o, i,j=1
:/fndxdt, e (0,T], VneWy°Qr) (5.33)
Q-

ir
lu(z, ) — (@)L, @) = 0,
kai t — 0.
Apibrézimas. Sakysime, u € Wy°(Qr) yra (5.31), (5.32) uzdavinio api-
bendrintas sprendinys, jeigu Vi € Dr yra teisinga integraliné tapatybe

/(—unt + Z AijUg, Ny + Z iUy, M + aun) dxdt =
i=1

QT =1

= /fndxdt—l—/go(x)n(x,O)dm.
Qr R™

Pastaba. Galimi ir kiti korektiski (5.31), (5.32) KoSi uzdavinio apibendrinty
sprendiniy apibrézimai (Zr., pavyzdziui, [29]).

5.9 teorema. Tarkime, operatoriaus A koeficientai bei funkcijos f ir ¢ tenkina 5.5
teoremos salygas su Qp = R"™ x (0, T). Tada erdvéje W' (Qr) egzistuoja vienintelis
(5.31), (5.32) Kosi uzdavinio apibendrintasis sprendinys.

qTegu € € C®[0,00),&(t) = 1, kait < 1/2ir&(t) =0, kai t > 1. Be to, tegu
Qrr={(z,t) €Qr:|z| < R,t € (0,7)}
cilindras erdvéje R™ 11,
St = {(@,1) : |2l = R, € [0,T]}

jo Soninis pavirsius, o) () = ¢(x)¢(|z|/R). Remiantis (5.5) teorema, krastinis uz-
davinys

ut+Au = f($7t)7 (‘T7t> € QT,R;
u‘ST,R = 07 (.lﬁ,t) S ST,R;
a = o®@), Wl < R

turi vienintelj apibendrinta sprendin «(®) € W3 (Q7.r).
Funkcija u® pratgskime nuliu i cilindro Qg iSorg ir pratgsta funkcija pazyme-
kime ta pacia raide. Tada teisinga integraliné tapatybé

/(U§R)n + 3 aiulPn,, +> " auln + au(R)n) dadt =
Q- 4,g=1 i=1
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- / frdedt, 7€ (0.T], VyeW(Qrp)
QT
ir
kai ¢ — 0. Be to,

tfg[lgl% ||U(R)HE«_)(R") + ||U§ER)||%2(QT) < C(”fH%Z(QT) + ||<P(R)||L2(R"))7

R
e [0S oy + 106 I 00y < O (1 aim + 19 lhwin)-

Pakankamai dideliems R norma
e lwieny < llellwyen) + 19 = @llwign) < llellwign) + 1.

Todel seka {u(®)} yra aprézta erdvéje Wy'' (Qr) ir i§ jos galima iSskirti silpnai kon-
verguojanti poseki. Tegu u™) — u € Wy'(Qr). Tada V5 € W%’O(QT) ribiné
funkcija u tenkina (5.33) integraling tapatybe.

Irodysime, kad funkcija u tenkina prading salyga. Laisvai pasirenkame skaiciy
€ > 0. Pagal Minkovskio nelygybe

lu(z, t) — o(@) L@ < lule,t) — uF (2, )|, +

HuF) (2,t) — o) (@) Ly @n) + [0 = @llL,@n).-
Fiksuokime tokj &, kad
u(z, ) — u) (2, 8) L, @) < /3
ir
B — ||, @n) < /3.
Tegu ¢ toks, kad

[u ) (2,1) — @B (2) |1, @n) < /3, VE < to.

Tada
lu(z,t) — p(z)||L,@n) <&, VE<to.

Taigi funkcija u yra (5.31), (5.32) KoSi uzdavinio apibendrintas sprendinys erdvéje
W3 (Qr). Apibendrinto sprendinio vienatis erdvéje W (Q 1) jrodoma visiskai taip
pat kaip 5.3 teoremoje. >

Pastaba. AnalogiSkai galima jrodyti (5.31), (5.32) Kosi uzdavinio apiben-
drinto sprendinio egzistavima ir vienatj erdvéje W3 (Qr).
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5.7. APIBENDRINTUJU SPRENDINIU GLODUMAS

Siame skyrelyje jrodysime, kad parabolinis operatorius turi tas pacias savybes kaip ir
elipsinis. Tiksliau, jrodysime, kad diferencialinio reiskinio u; + A w visi nariai prik-
lauso erdvei Lo (Qr), jeigu tik Sis reiskinys priklauso Lo (Qr).
Nagrinésime pirmaji krastini uzdavini
u+Au = f(z,t), (z,t) € Qr;
u|ST = 0, (z,t) € Sp; (5.34)
u|t:0 = (x), z € O

D¢l paprastumo tarkime, operatoriaus A koeficientai a;;, a; ir a nepriklauso nuo kin-
tamojo t.

5.10 teorema. Tegu S € C?, a;; € C%1(Q), a; ira € Lo (), funkcija f € La2(Qr),
o WL(Q) ir u yra (5.34) uZdavinio apibendrintas sprendinys erdvéje Wé’l(QT).
Tadau e W3 (Qr) ir

Vtra[losup el ) + eIty @y + uellE, @r <
S

<C(IfIR@r + e lF@)- (5.35)
Be to, b.v. (z,t) € Qr funkcija u tenkina lygtj
us + Au = f(x,t).
Jeigu, be nurodyty salygy, p € W3(Q), f; € La(Q7), tai

Vra[lbu?HUtHL () +Vra[15up||u||w2(ﬂ + lutallf,gm <
tel

<C(If s + IFIE L @m) + Ielivz(o))- (5.36)

< Tarkime, u yra (5.34) uzdavinio apibendrintas sprendinys VOV;J(QT) erdvéje.
Tada b.v. t € [0, T teisinga tapatybé

(us,n) + A(u,m) = (f,m),  Yne Wi(Q).
Sia tapatybe galima perradyti taip:
A(u,m) = (hym),  Vne W (Q);
Siah = f —us € La(R). Todél b.v. t € [0, T funkcija u yra Dirichlé uzdavinio

Au=h(x,t), zel u|S:O

apibendrintas sprendinys erdvéje W% (©2). Remdamiesi 4.16 teorema, galime tvirtinti,
kad u € W3(9) ir teisinga nelygybé

a3z ey <C (112, o + el 0 ) <
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<C (11, @ + NuelE oy + Il )

Suintegrave Sia nelygybe kintamojo ¢ atzvilgiu nuo O iki 7" ir pasinaudoj¢ (5.9) bei
(5.19) nelygybémis, gausime jvertj

vraisup [[ug |17, ) + s F ) + 1wl 0 <
t€ (0,7

§C<||f|\iz<cm + ||‘P||3°v;(m>'

IS Sio jvercio iSplaukia, kad cilindre ()7 funkcija w turi antrosios eilés sumuojamas
kvadratu i$vestines erdviniy kintamuju x atZvilgiu. Taigi funkcija u priklauso erdvei
W2 (Qr). Be to, galime tvirtinti, kad b.v. (z,t) € Q1 funkcija u tenkina lygtj

u + Au= f(z,t)
ir yra teisinga (5.35) nelygybé.

Tarkime dabar, kad € W2(Q) "W(Q), f, f: € Lo(Qr). Fiksuokime skaiciy
N>1. Apytikslis (5.34) uZdavinio sprendinys

u™) (z,t) = Z wi (t)vk(z);
k=1

&ia {vg} yra bazé erdvéje W(Q), o funkcijos wy, randamos i3 salygy:

W™ o) + AW™vp) = (foor), k=1,...,N. (537
N
u™M],_y =M () = (0, vn)vk(@).
k=1

Diferencijuodami (5.37) salyga ¢ atzvilgiu, gausime lygybe

(@™, o) + A@N o) = (i, v0);

giaaV) = uEN). Padauging ja i$ wj, ir susumave pagal & nuo 1 iki N, gausime formulg

@™, @My + A@N, 7™My = (f;,a™).

I8 Sios formulés bei Gronuolo lemos iSvedama nelygybé
. N) 2 N
vraisup g1, ) + ugs

)12 <
te[0,T] ILa@n=

< C(”fH%z(QT) + ”ftH%z(QT) + A‘PHiQ(Q))S
< CIF 1o c@r + IelEai@m + Iellivzcay)-

Artindami ¢ia N — oo, gausime, kad pastaroji nelygybé yra teisinga ir funkcijai u, t.y.

vraisup [[ul[?, o) + [[ueelF(@r) < (5.38)
t€ (0,7
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< O 1Ea@e) + 1fellai@r + lelivz )

Tarkime, kad {vy } yra Dirichlé uzdavinio

—Av=Mv, zx€; v’ =0

S

tikrinés funkcijos, o {\x} yra jas atitinkanCios tikrinés reik§meés. Padaugine (5.37)
lygybe i§ A\ywy, ir susumave pagal k nuo 1 iki IV, gausime

Au™, ANy = (f - u,EN), —Au™M),
Pavirsiaus S taskuose reiskinys —Au(™) = 0. Todél
A —Au™M)) = (Au™) | —AuN),

Remiantis (4.126) nelygybe,

[uli113, @ <2 (Au™), —Au™) + Cyu™1F ) o; (5.39)
¢ia konstanta C priklauso tik nuo v, i, pavirSiaus .S bei koeficienty a5, a; ir @ normy
erdveje Lo (2).

Reiskinys

N N
(f = uf™, =2 <eul 1, 0 + Ce (11 + 1™ 1) ).

Ve > 0. Imkime ¢ia e = v/4. Tada

N
12, 0 <€ (11 0 + 1™ 1 + 610 )

Artindami ¢ia N — oo gausime, kad pastaroji nelygybé teisinga funkcijai u. Kartu
galime tvirtinti, kad

vraisup ||ug||?. oy + vraisup [|ul|Z 2o + ||| <
te[0,7] L2(®) te[0,7] W2 (@) L2 (Qr)

<C(If12,0m + il siomlel3vz) )
Teorema jrodyta. >

Pastabos:

1. Analogiskai nagrinéjamas tolesnis apibendrinty sprendiniy glodumo didéjimas
priklausomai nuo pavirSiaus S, operatoriaus A koeficienty bei funkcijy f ir
¢ glodumo did¢jimo. IS pradZiy jrodomas glodumo padidéjimas kintamojo ¢
atZvilgiu, po to (remiantis atitinkamais elipsiniy lyg¢iy teorijos teiginiais) kin-
tamuju x atzvilgiu. Zinomy funkcijy ir apibendrinty sprendiniy glodumo rysj
galima nusakyti taip: jeigu Zinomy funkciju gloduma x atzvilgiu padidinsime
vienetu, o ¢ atzvilgiu — viena antraja, tai tiek pat padidés ir apibendrinty spren-
diniy glodumas. Ta patj galima pasakyti ir apie antrojo, tre¢iojo bei Kosi uz-
daviniy apibendrintus sprendinius (smulkiau apie tai Zr. [29] knygoje).
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2. Jeigu pavirSius S néra glodus, tai negalima tvirtinti, kad (5.34) uZdavinio apiben-

drinti sprendiniai priklauso erdvei Wg’l(QT). Siuo atveju galima jrodyti tik
lokaly apibendrinty sprendiniy gloduma. Tiksliau, 5.10 teoremos teiginiai is-
lieka teisingi, sritj 2 pakeitus bet kokia grieZtai vidine sritimi 2’. Atkreipsime
démesi, kad iSvedant atitinkamus apriorinius ivercius, (5.37) salyga reikia pa-
keisti tokia:

(™) 0€2) + A, 0€2) = (f,00€?), k=1,...,N;

¢ia § = {(x) — glodi funkcija, lygi vienetui srityje €2’ ir lygi nuliui pavirSiu-
je S. Be to, jeigu funkcija ¢ nepriklauso poerdviui W3(€2), tai apibendrinty
sprendiniy gloduma galima jrodyti cilindre Q' x (7,T), 7 > 0. Siuo atveju
atitinkamus reigkinius reikia padauginti dar i§ ¢2; ¢ia ¢ = ((t) — glodi funkcija,
lygi vienetui, kai t>7, ir lygi nuliui taske ¢ = 0.
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5.8. UZDAVINIAI

1. Tegu u yra pakankamai glodi cilindre Qr = Q x (0,7) funkcija, lygi nuliui
pavirsiuje St ir

ug — Au = f(x,t), (x,t) € Qr, f € La(Qr).

Irodykite nelygybes:
(a) relo.1] i, () + NellE @y + Itaall?, g <
< (I 0r) + 1,00y )-
2
2 2
(b) max, lJuellf, ) + e [zt ) <

< C(”f”ig(QT) + Hft”ig(QT) + HU(WO)H%vg(Q))-
2. Tegu u yra glodus Silumos laidumo lygties
ur—Au=0, (x,t)€Qr=Qx(0,7T)
sprendinys, lygus nuliui pavirSiaus St taskuose. [rodykite nelygybe
la( Dl < el Dl ¢ >0
¢ia Ay > 0 yra Dirichlé uzdavinio
—Au = Au; u|5 =0
maziausia tikriné reik§mé.
3. Tegu u yra glodi funkcija cilindre Q1 = Q x (0,T). Irodykite nelygybe

4. Tegu u € W2(€2) N W(Q). Trodykite nelygybe

lullfyz oy < 207 (Au, —Au) + Clullf,, o).

5. Trodykite kraStinio uzdavinio

u—Au = f(z,t), (x,t) € Qr;
u|ST 0, (v,t) € Sr;
u|t=0 = (), x € 0,

apibendrinto sprendinio egzistavima ir vienatj erdvéje W;l (Qr).
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6. ITrodykite krastinio uzdavinio

u—Au = f(x,t), (x,t) € Qr;
8u/8n|ST = 0, (x,t) € St
“’t:() = (x), x € €,

apibendrinto sprendinio egzistavima ir vienatj erdvéje W%l (Qr).

7. Trodykite, (5.31), (5.32) KoSi uzdavinio apibendrinto sprendinio egzistavimg ir
vienatj erdvéje W5 (Qr); &ia Qr = R™ x (0, 7).



6 SKYRIUS

KrasStiniai hiperboliniy lygCiy uzdaviniai

Siame skyriuje nagrinésime pagrindinius matematinés fizikos antrosios eilés tiesiniy
hiperboliniy lygéiu uzdavinius su apréztais koeficientais. [rodysime tokiy uzdaviniy
apibendrinty sprendiniy egzistavima ir vienatj erdvéje VOV;’l(QT). IStirsime apiben-
drinty sprendiniy gloduma. Daugiausiai démesio skirsime pirmajam kraStiniam uz-
daviniui.

6.1. PAGRINDINIAI UZDAVINIAI

Nagrinésime tolygiai hiperbolines lygtis, t.y. lygtis

uge + Au= f(z,t), 6.1)
kuriose operatoriaus’
Au=— z": ai (aij(z, t)ug,) + 2": a;(z, t)uy, + alx, t)u
=1 9% i—1
koeficientai a;; = aj; tenkina salyga
VZ§§§ Z aij(x,t)&{jg,uZ@?, VEER™, v, u = const > 0.
i=1 i,j=1 i=1

IS koeficienty prie antrosios eilés iSvestiniy sudarykime kvadrating forma

n

A, t,6m) =72 = > ai(x,t)&8;, EER™, TR,

ij=1
Tegu S yra glodus, apibréZtas lygtimi
w(z,t) =0,
pavirsius erdveje R" ™!, Sakysime, pavirSius S yra charakteristinis (6.1) lygties atZvil-
giu, jeigu kiekviename Sio pavirSiaus taske

n

A(xat7wz7wt) = Wt2 — Z aij(x,t)wziwzj = 0.
ij=1

n
I reigkinj A v dar galima jtraukti narius Y a;ou¢z; ir aou¢. TaCiau jie jokios jtakos nedaro nei
i=1
pateiktiems samprotavimams, nei galutiniams rezultatams. Todél naudosime sutrumpintg operatoriaus A
iSraiska.
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Pavirsiy S, kurio taskuose A(z,t,w,,w;) > 0, vadinsime orientuotu erdvéje, o ta,
kurio taskuose A(z,t,w,,w;) < 0, — orientuotu laike. PavyzdZziui, plokS§tumos, api-
bréztos lygtimi ¢t — C' = 0, yra orientuoti erdvéje pavirSiai, o cilindriniai pavirSiai,
sudaryti iS tiesiy, lygiagreciy su ¢t aSimi, — orientuoti laike.

Tegu S C R™"! yra orientuotas erdvéje pavirdius, ¢ ir ¢) — apibréZtos paviriuje S
Zinomos funkcijos. Bendruoju atveju Kos$i uzdavinys formuluojamas taip: reikia rasti
funkcija u, kuri kokioje nors pavirSiaus S aplinkoje tenkinty (6.1) lygti, o pavirSiaus
S taskuose pradines salygas

“‘s = 90|s’ “t|s = 77Z’|s‘

Toliau nagrinésime daZniausiai pasitaikanti matematinés fizikos uZdaviniy atveji, kai
pavir§ius S apibréZiamas lygtimi ¢ = 0. Tiksliau, juostoje R x (0, T") ieSkosime (6.1)
lygties sprendini tenkinantj pradines salygas:

U|t:0 = p(2), Ut|t:0 =(x), =xeR". (6.2)

Pastaba. Jeigu vietoje kintamojo ¢ apibréSime naujg kintamaji 7 = —t, tai
gausime tokj pati uzdavinj juostoje R"™ x (—T,0). Todél nagrinéjant (6.1), (6.2) Kosi
uzdavinj visada galima tarti, kad ¢€[0,T], T > 0.

Tegu 2 C R™ - kokia nors sritis, S = 0Q; Qr = Q x (0,T) — cilindras erdvéje
R™ " kurio apatinis pagrindas ©, o virSutinis pagrindas Qp; S = {(z,t)eR" ™ :
x€S8,t€(0,T)} - cilindro Qr Soninis pavir§ius (Zr. 5.1 pav.). Pirmasis kraStinis uz-
davinys (6.1) lygc€iai formuluojamas taip: rasti funkcija u, kuri cilindre Q7 tenkinty
(6.1) lygti, pirmaja krasting salyga

u|ST = 19(£7t)7 (Ivt)ESTa

ir srities €2 taskuose (6.2) pradines salygas.
Antrasis ir treCiasis kraStiniai uzdaviniai formuluojami visiSkai taip pat. Reikia tik
pirma krasting salyga pakeisti atitinkamai antraja

ou -
= ijUx s Lg =4 )t
ON s, ‘E:laju ; cos(n, x;) 5 (z,t)
arba treCigja
0
ﬁ 5 + ou = V(z,t)
T

krastinémis salygomis.
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6.2. ENERGINE NELYGYBE

Tegu K, C R™" yra nupjautinis kiigis, kurio pagrindai = Qg ir €, yra ploks-
tumose t = 0 irt = 7; .5, — glodus kiigio K, Soninis pavirSius, apibréztas lygtimi
w(z,t) =0, (wy,w;) # 0; pavirsiaus S, taSkuose tenkinama salyga’

n
wf— E A Wa, Wy ; >0.
3,j=1

Pastaraja salyga galima perraSyti taip:

cos?(y,t) — Z a;; cos(y, x;) cos(y, x;)>0;

i,j=1
Ciay — pavirSiaus .S, vienetinis normalés vektorius, iSorinis kiigio /- atzvilgiu. IS Sios
salygos iSplaukia, kad

cos®(y,t)> Z a;; cos(y, x;) COS(Y,JZJ')ZVZCOSQ(Y, x;) > 0, (6.3)
ij=1 i=1

t.y. kampas tarp normalés y ir ¢ asies yra smailusis (Zr. 6.1 pav.).

6.1 pav.

Tarkime, operatoriaus A koeficientai a;;, a;ji, a; it a€ Loo (K, ), f€Lo(K;) ir
u€e Wg 2(K,) yra hiperbolinés lygties

g +Au=f
sprendinys kiigyje K. Abi Sios lygties puses padauginkime i§ u, ir gautus rei$kinius
suintegruokime kiigiu K, Tada gausime lygybe
/(utt + Au)ug dedt = / Sfuy dxdt. (6.4)
K, K,
Integrala kairiojoje Sios lygybés puséje iSskaidykime i du integralus ir kiekvieng i$ ju

pertvarkykime atskirai. Pirmas integralas

1 d , 1 9 -
/ututt dxdt = 5 / T dxdt = 3 / uy cos(y,t) doK, =
K. K, oK

2Vietoje nupjautinio kiigio K galima imti bet kokj kita pavir$iy su analogiskomis savybémis. Smulkiau
apie tai Zr. [27].
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1
:§/ufdx

t=1 1
+ 3 /uf cos(v,t) dS;.

t=0
Q. S,
Antrasis
n n
/ut Audxdt = /ut(f Z (@ijUs;)z; + Zaiumi + au) dxdt =

i i ij=1 i=1

n n

= /( Z AjjUg,; Uty + Zaiumiut + auut> dxdt—
K. =l i=1
n
—/ Z @ijUg, Uy cOS(Y, x;) dS, =
g =1
1 n n n
= /(5 Z (aijuxiu%)t - Z Gt U, Uy, + Z iUz, U + auut) dxdt—
I ij=1 ij=1 i=1
n n
1 t=1
—/ Z A Ug, Ut cOS(Y, ;) dS, = 3 / Z AijUg, Uy, dT t:0+

S ij=1 Q4 4,j=1

n n

+ / (— Z Qjjile, Ug; + Zaiumut + auut) dxdt+
i ij=1 i=1

1 n n
+/(§ Z @ijUg, Uy, COS(Y,T) — Z Qg Ug, Ut cos(%xi)) ds;.

g ig=1 ij=1
Todél (6.4) lygybe galima perraSyti taip:

1 - t 1 -
g (484 32w ) ael g [ (32 i ot

&, i.j & =1

—_9 Z Q;jUg, ut cos(y, ;) + u? cos(y, t)) dsS; + (6.5)

ij=1
n n
+ / (f Z Qjjtly, Ug; + Z iUy, Ut + auut) dxdt = | fuydzxdt.
i ij=1 i=1 I

Remiantis (6.3) salyga, lengvai galima jsitikinti, kad pointegralinis reiSkinys pavir-
Siniame integrale yra neneigiamas. Todél i§ pastarosios lygybés iSvedama nelygybé

O'(r)<C®(r) + F(7);
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o(r) = / (W + 2 + u?) dudt,

K,

F(r) = /f2d$dt+01/(u2+ut2+ui)dx.
K, Q

Pagal Gronuolo lema

Kartu yra teisinga nelygybé
P’ (1)< F (7).

Ja galima perraSyti taip:
/(u2 +u? +u?) de<eCT {/ f?dxdt + C4 /(u2 +u? +u?) dm] (6.6)
Q- K. Q

Cia konstantos C' ir C; priklauso tik nuo v, y ir nuo funkcijy 5, Qijt, G ir @ normy
erdvéje Lo, (K ;). Pastaroji nelygybé yra vadinama energine nelygybe.

IsSvados:

1. Tarkime, u; ir ug yra KoS$i uzdaviniy

ug + Au = fi(x,t), up +Au = fao(x,1),
ul,_y = (), ul,_y = w2(),
ul,_y = vi(z), Utl,_y = v2(2)

sprendiniai erdvéje W32 (K1), f1(z,t) = fo(x,t) kigyje K1, o1(z) = po(z)
ir ¢ (z) = 1o(x) srityje . Tada kigyje K1 sprendiniai u; ir ug sutampa.

< Tegu u = u; — ug. Tada funkcija v tenkina homogening lygti
uy + Au=0, (x,t)eKrp
ir homogenines pradines salygas
u|t=0 =0, ut|t=0 =0, zeQ.

Pritaike jai (6.5) nelygybe, gausime, kad kiigyje K1 funkcija v lygi nuliui. >

2. Tarkime, funkcija v tenkina lygti
ug + Au= f(z,t), (x,t)eR™ x (0,7,
ir pradines salygas

u‘t:o = ¢(z), Ut’t:O =¢(x), =xeR™
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Jeigu apatinio kiigio K pagrinde (2 funkcijos ¢ ir ¢ yra lygios nuliui, o funkcija
f lygi nuliui kiigyje K, tai u = 0 kiigyje K. Be to, funkciju ¢ ir ¢ pokytis
pagrindo € iSor¢je bei funkcijos f pokytis kiigio K- iSoréje neturi jtakos spren-
diniui kugyje K. Tiksliau, §is pokytis turés jtakos sprendiniui tik po tam tikro
laiko. Todél galima tvirtinti, kad hiperbolinés lygtys aprasSo procesus, kuriy skli-
dimo greitis yra baigtinis. Remiantis Siomis savybémis Kosi uZdavinio spren-
dinio juostoje R" x (0, T') galima ieSkoti dalimis, i$skaidant $ia juosta | baigtines
sritis K. PavyzdZiui, jegu mus domina Kosi uzdavinio sprendinys kokioje nors
baigtingje srityje @ C R™ x (0,T), tai (prieSingai negu elipsinéms ir parabo-
linéms lygtims) nebutina jo ieSkoti visoje juostoje R™ x (0,7"). Pakanka sritj
@ idéti | kagi K, ir rasti sprendinj kiigyje K. Be to, jeigu kiigio K. apati-
nis pagrindas yra apatiniame kokio nors cilindro Q) pagrinde, tai vietoje Kosi
uzdavinio galima spresti pirmaji krastini uzdavini

ug +Au = f(z,t), (z,t) € Q.
U|ST = 0, (x,t) € S;,
u|t:0 = ¢(x), x €
uel,_y = (@), S

&ia funkcijos ¢ ir ¢) sutampa su funkcijomis ¢ ir ¢ apatiniame kiigio K, pagrinde
ir lygios nuliui cilindro ), apatinio pagrindo krastiniy tasky aplinkoje. Atkreip-
sime démesi, kad toks sprendimo kelias ne visada yra paprascCiausias (ypac tais
atvejais, kai sprendinio ieSkome skaitiniais metodais).
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6.3.  APIBENDRINTOJO SPRENDINIO APIBREZIMAS.
VIENATIES TEOREMA

Pirmaji kraStini uzdavini visada galima suvesti i toki pati uZdavini su homogenine
krastine salyga. Todel i$ karto tarkime, kad ¢} = 0. Taigi nagrinésime krastinj uzdavinj

utt"'Au = f(l‘,t), (.If,t) € QT7

u|ST = 0, (x,t) € Sr, 67
u|t:O = <)0(32‘)7 x E Q?
ut|t:0 = (), x € €.

Tarkime, operatoriaus A koeficientai a;;, a; ir a € Lo (Qr), f € L2(Q1), ¢
e W1(Q), ¢ € Ly(2). Bendru atveju taip suformuluotas uzdavinys neturi klasikinio
sprendinio. Todél apibrésime apibendrinto sprendinio savoka. Tiksliau ,,patalpinsime “
$i uzdavini i atitinkamg integraling tapatybe.

Laikinai tarkime, kad visos i (6.7) uZdavini jeinancios funkcijos yra pakankamai
glodzios, 1 — be galo diferencijuojama funkcija, lygi nuliui pavir§iaus St ir hiperploks-
tumos ¢t = T aplinkoje. Padauging abi lygties puses i$ funkcijos 7, gautus reiskinius
suintegrave cilindru @ ir pasinaudoje integravimo dalimis formule (taip, kad nelikty
funkcijos v antrosios eilés iSvestiniy ), gausime integraling tapatybe

n

[ (Fuems Y s, + 3 asan + aun) dodt —

O ij=1 i=1
= /fndxdt—l—/w(a:)n(:c,O) dz. (6.8)
Qr Q

Be galo diferencijuojamy lygiu nuliui pavirSiaus Sp ir hiperplokStumos ¢ = T
aplinkoje funkcijy aibé yra tirSta erdvéje Dp (Zr. (5.1) skyreli). Todél Si tapatybé
iSlieka teisinga Vne Dr. Kadangi operatoriaus A koeficientai yra apréZti, tai integralai
kairiojoje tapatybés puséje konverguoja Yue W;*l(QT). Be to, funkcijos i§ erdviy
W3 (Qr), Wy%(Qr) elementai su kiekviena fiksuota kintamojo ¢ reikime yra api-
bréZti kaip erdves Lo (£2) elementai ir kintamojo ¢ atZvilgiu yra tolydas erdvéje Lo (2),
t.y. priklauso erdvei C([0,T] — L2(€2)). Todél tokioms funkcijoms integralai konver-
guoja ir kairiojoje tapatybés puséje. Kartu yra nattiralus toks apibrézimas.

Apibrézimas. Sakysime, funkcija u yra (6.7) kraStinio uZdavinio apiben-
drintas sprendinys erdvéje W3 (Qr), jeigu ji priklauso W;l (Qr) poerdviui, tenkina
pirmaja prading salyga ir Vne Dy yra teisinga (6.8) integraliné tapatybé.

6.1 teorema. Tarkime, operatoriaus A koeficientai a;;, a;, a ir ju iSvestinés a;j, a;; €
Lo (Q7). Be to, tegu (6.1) lIygtis yra tolygiai hiperboliné. Tada (6.7) uzdavinys erdvéje
W3 (Qr) negali turéti dviejy skirtingy apibendrinty sprendiniy.

< Tegu w1, ug yra du (6.7) uzdavinio apibendrinti sprendiniai W;’l(QT) erdvéje.
Tada ju skirtumas v = u; — us€ W;J(QT)7 ult=o = 0 ir Vn€ Dr teisinga integraliné
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tapatybé

/ (—utnt + Z AUy N, + Z Qilg,n + aun) dxdt = 0. (6.9)

O i,j=1 i=1

Fiksuokime 7€[0, T ir apibrézkime funkcija

u(x,s)ds, kaitel0, 7],
n(z,t) = { (z,s) [0, 7]
0, kai te[r, T).

Taip apibrézta funkcija ne Dy (patikrinkite). Be to, n; = —u, e = —Us, ey, = —Us; s
kai t<7. Todél (6.9) tapatybe galima perrasyti taip:

/(nmtt - Z @ijN; My — Z aiNex; N — amn) dzdt = 0.
i=1

Q- ni=t

Pastebésime, kad
1
/ntntt dl’dt = 5

Q- Q/
n B 1 n

Z AN, M, drdt = —3 Z @ijNa;Me | dr—
QT /L)J:1 Q ‘

1

n
9 Z it N, N, dTdt;

Q, =1

n n
/ Z ammmdﬂﬁdt = - / Z @iMa; T
- =1 Q i=1

—0 dr—

n
- / Z(aunxm + aing,ne) drdt;
Q. =t

Pasinaudoje Siomis formulémis, gausime tapatybe

1 n n
i=1

Q i,j=1

n n
=- ( D e e + Y (@it + aine,ne) - anm) dadt.
Q- 3,j=1 i=1

t:O) der =

Kadangi

v 2 2
t:odx‘gg/nw‘tzodx'i_c”/n ’t:de’
Q Q

n
[ anan
q =1
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tai i§ pastarosios tapatybés iSplaukia nelygybé

/(773|t=T + Z QigNa; N,
ij=1

Q

t=0) dz<C /(ni + 0?2 4 n?) dadt.
QT

Tegu
t

q(z,t) = /u(x, T)dr.
0
Pasinaudoj¢ funkcijos 7 apibréZimu, jvertinsime integralus

/772’t:0 deT/u2 dxdt, /772 dmdtﬁ#/ﬁ dxdt
Q

ir pastebésime, kad
77(% t) = /U(JZ, T) dr = Q(xa T) - Q(x7t)a 7lt|t:T = —’U;(J?,T).
t
Tada

n

/(u2(x,7) + % Z a;ij(2,0)qe, (T, T)qe, (CL’,T)) dz<
5 i

J=1

<Ci /((q(m,T) - q(m,t))i + u2(x,t)) dzdt<
Q-

<2CyT / @2 (z,7)dr + 20, /(qi(w, t) +u?(z,t)) dudt.
Q Q-
Kartu yra teisinga nelygybe

/(u2(as, )+ (v/2 - 2017) ¢ (, 7')) dx<2C} /(qi(z, t) +u*(z,t)) dadt.
Q Qr
Tegu 7€[0,v/8C1]. Tada v/2 — 2Cy7>v /4. Pazymékime

O(7) = /(uQ(ac,t) + ¢2(z,t)) dadt.
Q-

Tada
(b/(T)SCQq)(T).

Be to, ®(0) = 0. Todél (Zr. 1.1 lema) ®(7) = 0, V€0, v/8C}]. Kartu galime tvirtinti,
kad u(xz,7) = 0, g, (x,7) = 0, kai 7€[0,v/8C1]. Pakartoje $i irodyma intervalui
[v/8C4,2v/8C], gausime, kad Siame intervale u(z,t) = 0. Atlike baigtinj skaiiy
tokiy veiksmuy, gausime, kad u(x,t) = 0 visame cilindre Q7. >

P astab a. Teorema iSliks teisinga, jeigu vietoje koeficienty a;; apréZtumo rei-
kalausime koeficienty a;,, apréztumo.
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6.4. APIBENDRINTOJO SPRENDINIO EGZISTAVIMAS.
GALIORKINO METODAS

Sakykime, kad (6.1) lygtis yra tolygiai hiperboliné. [rodysime, kad (6.7) uZdavinys
turi bent viena apibendrinta sprendinj erdvéje W' (Qr).

6.2 teorema. Tarkime, ai;, aiji, a; ir a € Loo(Q1), f€La(Qr), o€ WA(Q), ¢ €
Ly (). Tada erdvéje W3 (Qr) egzistuoja bent vienas (6.7) uZdavinio apibendrintasis
sprendinys.

<aTegu {vy } 72, yrabazé erdvéje W1(Q), ortonormuota erdvéje L (€2). Apytikslio
(6.7) krastinio uZdavinio sprendinio ieSkosime tokiu pavidalu:

u(N)xt Zwk

Cia funkcijos w,(CN) = (™), v), k=1,..., N, randamos i¥ salygu:
(uge” on) + A™, v0) = (f,00), (6.10)
N
MLy =D u)ui(x) = (@), ©.11)
k=1
N
N
)}t:O = Z(w,vk)vk(x) =W (). (6.12)
k=1
Fiksuokime skai¢iy N ir paZymékime w,(CN) = wy. Tada Sias salygas galima per-

raSyti taip:

W)+ 32 ongus(t) = filt), 1€(0,T),

j=1

wi(0) = wr, w(0) = Yy;

Ciak=1,...,N, agj = A(vg,v)), f = (f, k), ok = (@, k), Y = (¢, vy). Taigi
gavome Kosi uzdavini antrosios eilés tiesiniy paprasty diferencialiniy lygc€iy sistemai.
Visiskai taip pat kaip 5.4 skyrelyje galima parodyti, kad Si sistema turi vienintelj spren-
dinj. Be to, wj, € L(0,T'). Todel VNV egzistuoja tokios funkcijos wiN), e ,wEVN), kad
funkcija

E wk ’Uk

tenkina (6.10), (6.11), (6.12) salygas. Padauging (6.10) lygti i§ w), ir susumave pagal
k nuo 1 iki N, gausime lygybe

(ug) ut™) + A, uf™y = (ful™).
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IS Sios lygybés iSvedama nelygybé

/((u<N>)2 + M2 (u;m)?) da< (6.13)
Q

<C(T) 2 dxdt (@2 +%)dx), te0,T].
(Q[ +Q/ wy + ) S

Pastaroji nelygybé irodoma visiskai taip pat kaip (6.6) energiné nelygybé. Reikia tik
atkreipti démesi | tai, kad ja iSvesdami gausime (6.5) formulés analoga, kuriame vi-
etoje neneigiamo integralo pavir§iumi S atsiras integralas pavirSiumi S . Pastarasis
integralas yra lygus nuliui, nes pavirSiaus S taskuose funkcija «(™) lygi nuliui.

Kadangi (6.13) nelygybéje konstanta C'(T") nepriklauso nei nuo NV, nei nuo t€[0, T,
tai galime tvirtinti, kad seka {u(")} yra aprézta erdvéje Wy (Qr). Todél i jos gal-
ima i$skirti poseki {u("*)}, silpnai konverguojantj i elementa uc Wé’l(QT). Be to,
Sis posekis konverguoja tolygiai t€[0, T atzvilgiu erdvéje Lo ().

Irodysime, kad u yra (6.7) uZdavinio apibendrintas spendinys. Tuo tikslu padaug-
inkime (6.10) lygti i$ funkcijos g€ W3 (0, T), tenkinancios salyga qx(0) = 0, gautus
reiSkinius susumuokime pagal k nuo 1 iki M, M <N, rezultata suintegruokime kin-
tamojo ¢ atzvilgiu nuo 0 iki T ir pasinaudokime integravimo dalimis formule. Tada
gausime tapatybe

J (a3 aguln, + Yl + au®y) dadt =
i=1

Qr b=l
M
= /uEN)n|t:O dz + / fndxdt, n= qu(t)vk(x).
S O k=1

Kadangi u(*) — u erdvéje W%"l (Qr), tai pastarojoje tapatybéje galima pereiti prie
ribos kai £k — oo. Kartu galime tvirtinti, kad ribiné funkcija w tenkina integraling
tapatybe

/ (fumt + Z iUz Ny + Z QiU M + aun) dxdt =

i,j=1 i=1

QT
M
~ [0 de s [ frdedt, 9= alon@. 61
Q Qr k=1

Pagal 5.2 lema aibé tokiy funkcijy yra tirSta poerdvyje Dr. Todél (6.14) tapatybé yra
teisinga Vne Dr.
Beliko irodyti, kad
[u(z, t) — ()o@ = 0,
kai ¢t — 0. Tai daroma visiSkai taip pat kaip 5.4 skyrelyje. >
Pastab a. Jeigu patenkintos 5.5 teoremos salygos, tai lengvai galima jsitikinti,
kad visa seka {u(")} silpnai konverguoja i .
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6.5. APIBENDRINTOJO SPRENDINIO EGZISTAVIMAS.
FURJE METODAS

Tarkime, operatoriaus A koeficientai nepriklauso nuo kintamojo ¢. Be to, tegu koefi-
cientaia; = 0, Vi = 1, ..., n, t.y. operatorius

n
0
Au= Z %(aij(at)umj) + a(z)u,
ig=1"""

yra formaliai savijungis. Tada pirmojo, antrojo ir treciojo krastiniy uZdaviniy apiben-
drinty sprendiniy galima ieskoti Furjé metodu (treciojo krastinio uzdavinio atveju ko-
eficientas o taip pat turi nepriklausyti nuo kintamojo ¢). Nagrinésime pirmaji krastinj
uzdavinj

Utt +A’LL = f(l',t), (l’,t) € QT7
ulg, =0, (¢,) € Sr, 6.15)

ul,_y = o(z), x e O

ut|,_, P(z), r €

Tegu {\} yra operatoriaus A tikriniy reik8miy ir {vj} — ja atitinkanCiy tikriniy
funkcijy sistema, ortonormuota erdvéje Lo (). Jeigu koeficientas a(x) > 0, tai visos
tikrinés reik§meés \j, yra teigiamos. Dél paprastumo tarkime, kad pastaroji salyga taip
pat patenkinta.

6.3 teorema. Tegu f € Ly(Qr), € W(Q),% € Ly(Q) ir operatoriaus A koefi-
cientai yra aprézti. Tada erdvéje Wé’l (Qr) egzistuoja (6.15) uzdavinio apibendrintas
sprendinys

< Apytikslio (6.15) uZdavinio sprendinio ieSkosime pavidalu
N
u™ (z,t) = Z wg (t)vg ().
i=1

Koeficientus wy, apibrézkime taip, kad b.v. ¢ € (0, T) ir Vi € W3(€2) baty patenkintos
tokios salygos:

() + W™, = (fM.), Vne W(Q),
WM = W),
M|, = M)

[u,v] = /( z”: QijUs, Vs, + auv) dx

Q Hi=1
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energiné skaliariné sandauga®,

N
(N) Z
N
= Z Pk ()
k=1
M (@ Z Yrvg(x

Imdamin = v, k=1,..., N, gausime, kad wy yra Kosi uzdavinio
wy (1) + Awi(t) = fi(t),
W (0) = Pk
w,(0) =ty

sprendinys. Jo ieSkoma jprastu budu. IS pradZiy randamas homogeninés lygties spren-
dinys, tenkinantis pradines salygas. Po to (pavyzdziui, Diuamelio metodu) randamas
nehomogeninés lygties sprendinys, tenkinantis homogenines pradines salygas. Sudéje
Siuos sprendinius, gausime

¢
1
= @}, cos \/ A\t + wksm\/ wt+ — Vo /fk(T)Sin\/)\k(t—T)dT
"o
Apibrézkime formalig eilute
t)=> wi(t)or(). (6.16)

Taip apibréZta funkcija u yra formalus (6.15) uZdavinio sprendinys. IStirsime Sios
eilutés konvergavima.
Pagal teoremos salyga

oo
lel* =) Mei < o0,

||¢Hi2(9) = 21/)13 < o0,
k=1

38ia skaliaring sandauga atitinka energiné norma

lul = V/[u, u].
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00 T
£, 0m =3 / F2(t) dt < oo
0

k=1
Pasinaudojg Siy eiluciy konvergavimu, ivertinsime reiSkinius

N+M N+M

2
| Z P, COS mtvk(x)l < Z ki
k=N k=N

N+M N+M

1 2
——sinyV/Mtve(@) | < Y YR,
|]§Vm L S11 kvkl‘l ];v k

N+M N+M NyMm T

| Y wm@| <Y iy [0
N k=N

k=N {

t
1
’ykt :7/fkTSin )\kt—TdT.
(t) NS J (1) sin \/Ap(t —7)
I8 Siy iverciy iSplaukia, kad
N+M

| > wi(t)o(z) |2 =0,

k=N
kintamojo ¢ atzvilgiu, kai N, M — oco. Todél
u e C([0,T] — Wi(Q))

ir
|u(z,t) — p(x)] — 0,
kai t — 0. Kartu galime tvirtinti, kad u&N) — u,, erdvéje Lo(Qr), kai N — oo, ir
Uy, (S LQ(QT)
Irodysime, kad u; € Lo(Q7). I8 pradZiy pastebésime, kad

J (3 agulns + ) dedt = [ 80 dad

M
n(z,t) = > ar(t)or(x), g € La(0,7).
k=1
Imkime Sioje tapatybéje n = ugN) ir perrasykime ja taip:

N
lui™ (2, )2, ) + [u™ (,7)|? =
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N
=2 [ £ dadt + [V g0 + NP
QT
IS Sios tapatybés iSplaukia nelygybé

™ (@, )12 ) < It 12 0 + 1R @ + 190012, ) + 1ol
Tegu
y(r) = [u™ 2, 0.
Tada
Y (r) = [l (@, 1)}, 0
ir teisinga nelygybé
y'(1) <y(r) +¢;
Cia

¢ =112, @r) + 1¥1E,0) + lol*.

IS Sios nelygybés ir 1.1 lemos iSplaukia i vertis
N
y(r) = lu™ Iy 0. < CUF IS + 1) + 1el?)-

Todél iS sekos {uEN)} galima i8skirti silpnai konverguojantj i u poseki ir us € Lo(Q7).
Be to,

N
14 (2,912 < C (111, 0m + 110y + 1917

ir galime tvirtinti, kad u; € Lo (QT).
[rodysime, kad u; € C([0,7] — L2(€2)) . Ivertinsime reiSkinius

N+M 9 N+M
H Z Ok Ak sin / )\ktvk(x)H < Z A6},
L2(2)
k=N k=N
N+M ) N+M
H Z wkCOS\/)\ktvk(l‘)HL o < Z ¢Z,
k=N LSO
N+M ) NtMm T
| > i), , <7 Y [ R0
k=N L2() k=N
0
IS Siy iverciy iSplaukia, kad
N+M )
w), (t ’
| > k@],

kintamojo ¢ atzvilgiu, kai N, M — oo. Taigi u; € C([0,T] — L2(€)). Kartu galime
tvirtinti, kad
||Ut(l‘, t) - '(/)(x)HIu(Q) — 0,
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kait — 0.
Beliko jrodyti, kad funkcija u tenkina (6.8) tapatybe. Visy pirma pastebésime, kad
apytikslis sprendinys u") tenkina integraling tapatybe

/(-UEN)W + Z aijug)nmj + au(N)n) dxdt = /f(N)ndwdt—i-
Qr =1 Qr

M
+/¢<N)(x)77(m,0) de, n= ZQk(t)Uk(x)» M < N;
2 k=1

ia funkcijos g, € C*[0,T] ir lygios nuliui tasko ¢ = T aplinkoje. Peréje Sioje
tapatybéje prie ribos, gausime

[ (Fumet Y assns, + aun) dodt = [ odade+ [ o(aynta,0)da.
QT Q

Qr b=t

M
Pagal 5.2 lemg aibé {n : n(z,t) = > qx(t)vk(x)} yra tirSta erdvéje Dy. Todél pa-
k=1

staroji tapatybé teisinga Vn € Drp ir u yra (6.15) uzdavinio apibendrintas sprendinys
. 11
erdvéje W, (Qr). >
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Tarkime, operatoriaus A koeficientai a;;, a; ir @ € Loo(Qr), f € L2(Qr), ¢ €
W3i(Q), v € La(R), S = 99 — dalimis glodus pavirsius, o o — apréZta pavirSiuje St
funkcija. Nagrinésime krastinj uzdavinj*

Utt+AU - f($7t)7 ((E,t) € QT7

du/ON +oul, = 0, (x,t) € Sr, 617
u|t:0 = (), r € Q,
“t|t:0 = Y(x), xr €

Taip apibréztas uZdavinys vadinamas treciuoju krastiniu uzdaviniu, o jo atskiras atvejis,
kai o = 0, — antruoju krastiniu uzdaviniu?.
Apibrézimas. Sakysime, u € W' (Qr) yra (6.17) uzdavinio apibendrin-

tasis sprendinys, jeigu Vi € Wy (Qr), n(-,T) = 0, teisinga integraliné tapatybé

/ (—um + Z iU, e, + Z iUy, M + aun) dxdt =
' i=1

Qty hi=1

=— /oun dSdt + /wn(x, 0)dz + / fndxdt (6.18)
ST Q QT
ir
[u(z,t) — @(@)[|Ly ) = 0,
kai t — 0.

Treciojo (taip pat antrojo) krastinio uzdavinio apibendrinty sprendiniy egzistavima
bendru atveju galima jrodyti Galiorkino metodu. Cia tik {vy} turi blti baze¢ erdvéje
W1(€), o ne poerdvyje W3(€2). Jeigu operatoriaus A koeficientai a;;, a; ir a neprik-
lauso nuo kintamojo ¢, tai apibendrinty sprendiniy egzistavima galima jrodyti Furjé
metodu. Abiem atvejais apytikslio sprendinio u(") konstrukcija ir jo konvergavimo
1 uv irodymas yra analogiskas atitinkamy teiginiy 6.4 ir 6.5 skyreliuose jrodymams.
Ta pati galima pasakyti ir apie energinés nelygybés bei vienaties teoremos jrodyma.
Reikia tik atkreipti démesi i tai, kad pavirSinis integralas

1 1
/auutdet = - /0u2 ds — f/otug dSdt
2 t=0 2
St S St

t=T

ir teisinga nelygybé

/uQ(ac,t) dS§5/ui(m,t)dm+0€/u2(x,t) dz <

S Q Q

4Nehomogeninés krastinés salygos atvejis jprastu badu suvedamas i tokj patj uzdavinj su homogene
krastine salyga.
2Jeigu o = 0, tai reikalavima, kad pavirsius .S biity dalimis glodus, galima atmesti.
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< g/ui(x, t)dx + 2C; /uQ(x, 0)dz + QCEt/uf(:m t) dzdt
Q Q Qt

(Zr. 4.6 lemg ir 1 uzdavini.). Abibendrindami visa tai, galime tvirtinti, kad teisinga
tokia teorema.

6.4 teorema. Tarkime, pavirSius S yra dalimis glodus, o operatoriaus A koeficientai
a;j = aj;, a;, a ir jy i§vestinés a;j; € Lo (Qr). Be to, tegu o kartu su savo i§vestine
0t € Loo(ST). Tada (6.17) uZdavinys su bet kokiomis funkcijomis f € La(Qr),
© € WYQ), ¢ € Ly(Q) turi apibendrinta sprendinj erdvéje W' (Qr). Jeigu, be
minéty salygy, koeficientai a; turi i§vestines a;; arba a;,, € Loo(Qr), tai bet kokie du
(6.17) uzdavinio apibendrinti sprendiniai erdvéje W%’l (Qr) sutampa.
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Siame skyrelyje irodysime, kad (6.7) krastinio uZdavinio apibendrinti sprendiniai erd-
véje W (Qr) priklauso erdvei W32 (Qr), jeigu tik operatoriaus A koeficientai, pa-
vir§ius S bei funkcijos f, ¢ ir ¢ tenkina tam tikras papildomas glodumo salygas.

6.5 teorema. Tarkime, operatoriaus A koeficientai bei funkcijos f, ¢ ir 1 tenkina
6.2 teoremos salygas ir u € W%’l(QT) yra apibendrintas (6.7) krastinio uZdavinio
sprendinys. Be to, tegu koeficientai a;jit, ait, Gt, Gijz € Loo(Qr), funkcijos f isves-
tiné f, € Lo(Qr), ¢ € WE(Q)NWL(Q), v € Wi(Q). Tada:

1. Funkcija u turi antrosios eilés apibendrintas iSvestines ., U, € Lo (Qr) Ir tei-
singa nelygybé

||utt||iQ(QT) + V||Utx||%2(QT)§ (6.19)

<C(Ielyzon + 13y + I @m) + Melaion )-
Be to,
|ut(z,t) — ¥(2)[|Ly ) — O,
kait — 0.

2. Jeigu, be minéty salygy, S€ C?, tai egzistuoja funkcijos u apibendrintosios
i8Vestines uy, ., € Lo (Qr), i,j = 1,...,n. Tuo paciu uc W3(Qr).

< Tegu {vy }32 , yra bazé erdvéje W2(Q)N W1(£2), ortonormuota Ly (€2) erdvéje.
Apytikslis (6.7) kraStinio uZdavinio sprendinys

N
uM (@, 1) =3 wl™ ok (a);
k=1

¢ia funkcijos w,(cN) randamos i$ (6.10), (6.11) ir (6.10) salygu. Be to, jos turi sumuoja-

mas kvadratu iSvestines iki treciosios eilés imtinai.
Pagal teoremos salyga o€ W3(Q) NW1(Q), v Wi(Q). Todeél

N 2
WM (z,0) = 3 (e, ve)on(@) 2 o(a),
k=1
al W3(Q)
ut™M(@,0) = Y (@, veur(e) =3 (x),

>
Il
—

kai N — oo. Kartu galime tvirtinti, kad

N
1™ ¢, 0)llwaey + luf™ (- 0) lws @ <C (Iellwz) + I¥llwy@); (620
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Cia konstanta C' nepriklauso nuo N. [rodysime, kad norma Huﬁf )(-, 0) ||, (q) taip pat
yra tolygiai aprézta N atzvilgiu. Tuo tikslu padauginkime (6.10) salyga i$ w,g]t\i), gautus
reiskinius susumuokime pagal £ nuo 1 iki [V ir rezultatg uZrasykime taip:

(ug) ul)) + A alN) = (f,ul)).

Imkime Sioje lygybéje ¢ = 0. Tada pasinaudojg integravimo dalimis formule bei Helde-
rio nelygybe, gausime

N
e (5 0) 12,0y <C (e llwa ) + 1 La@r); (6.21)

C¢ia konstanta C' nepriklauso nuo V.

Irodysime, kad wu turi apibendrintas i§vestines u¢, U, € Lo (Qr). Diferencijuoki-
me abi (6.10) salygos puses kintamojo ¢ atzvilgiu, po to padauginkime i$ w,i]t\?, gautus
reiskinius susumuokime pagal k£ nuo 1 iki NV, suintegruokime ¢ atzvilgiu nuo 0 iki 7 ir
rezultata uzrasykime taip:

T T

/(uﬁi\[),u,ﬁf)) +A(u§N) u,(fiv)) —I—At(u(N),uEiV))dt = /(ft,ugv))dt; (6.22)
0 0
Cia
A, (u™) utt / Z ajtu(N)u,gZ —I—Zanu N)ugt ) + apu™NMuy (v )> dz.
Q Hi=1 i=1

Lengvai galima isitikinti, kad reiSkiniai

N) (N
(ugtt)7u§t )) thH tt )HL2 Q)

N
/Z awuggj)um)dx = th/ Z amum um)dx

Q i,j=1 3,j=1

§ : N)
- / aljtutx utz du;
4,j=1

- d
/Z wtu( )uttr de = @/ Z aijtug)ug) dx—
Q W=

=1 o =1

n
_/(Z aijttu um Z a”tu Um; )dw

Q 1,j=1 3,7=1

Todél (6.22) lygybe galima perraSyti taip:

(”“tt ||L2(Q / Z awugi\[)um ) dx—l—/ Z awt“x, UtzJ dx)

1,7=1 1,7=1

t=1

t=0
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n
N N
=[5 a2 52 3 gl 42 37 -
Q, wi=l ,j=1 ,j=1

72<Zalutz)+2a, Jrau( )JrauN)fft)u“ }da:dt

IS Sios lygybés jprastu budu iSvedama nelygybé
N N N N
(It 1,0 + vt 1,00 )| <O (Il By + VIt 1R 0 )+

+Ca (I3 + 113030 + 1 R0y + Melaiom )

Reikia tik pasinaudoti energine bei (6.20) ir (6.21) nelygybémis. IS pastarosios nely-
gybés bei Gronuolo lemos i$plaukia, kad

N N
s 12,0 + vlluts 12, @) <

<Cs (I lza + 191330 + 1 1 0m) + 1illEacom )

Kartu teisinga nelygybé
N N
s 1 sy + VIt IR @) <

SC(H@H%\I%(Q) + ||1/1H%v;(9) + ”.f“iz(QT) + HftHiQ(QT));

Cia konstanta C' nepriklauso nuo N. Todél i§ sekos {u(N )} galima isskirti poseki’
{uN%)}, silpnai konverguojantj erdvéje Ly(Q7) kartu su savo pirmosios eilés isves-

oL (N)(N) C e . (N) (N) . G
tinémis u; ', uy, = bei antrosios eilés iSvestinémis u;; *, ug, i funkcija u ir { jos
atitinkamas i§vestines. Be to, u, us, Uy, , Utt, Uty, € Lo(Qr), Vi = 1,. .., n, ir pastaroji

nelygybé yra teisinga ribinei funkcijai u.
Irodysime, kad funkcija w tenkina antraja prading salyga. Laisvai pasirenkame
skaiCiy € > 0. Pagal Minkovskio nelygybe

N
e (- 8) — 912, @ <lua (o t) = ud™ (L0120 +

N
Hlu™ 1) = M, ) + [N = 93,
Kadangi
u™ () 2 (), N 2Dy,

kai N — oo, tolygiai kintamojo ¢ atzvilgiu, tai egzistuoja toks skaicius Vg, kad

e t) — u™ (N2, @ <e/3, [N — |2, ) <e/3, YN>Ny.

SKadangi patenkintos vienaties teoremos salygos, tai i tikruju visa seka konverguoja i u ir u yra (6.7)
kraStinio uZdavinio apibendrintas sprendinys erdvéje W%’l (Qr).
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Fiksuokime N> Nj. Tada galima nurodyti toki skaiciy ¢g > 0, kad
g™ (1) = p MR ) <2/, Vi<to.

Taigi
[ue () = Y[,y <es  VE<to,
ir pirmasis teoremos teiginys irodytas.
Irodysime antraji teoremos teigini. I§ pradZiy pastebésime, kad b.v. t€[0,T]
teisinga integraliné tapatybé (ji iSvedama iS (6.10) salygos)

/(Z iUz, Nz, + Zaiuzin + aun) dxdt = /(f — ug)n dxdt,

Qr HI=1 =1 Qr
Vne W% (Q2) . Todél tokiems ¢ funkcija u yra elipsinés lygties
Au=f—uy

apibendrintas sprendinys erdveje W% () (Zr. 4.1 skyreli). Remdamiesi 4.16 teorema,
galime tvirtinti, kad srityje €2 egzistuoja $io sprendinio antrosios eilés apibendrintos
iSvestines g, ; € Lo(€2) ir teisinga nelygybé

[ty @) SCUf o) + lusllLy@))-

Remdamiesi (6.19) nelygybe, galime tvirtinti, kad

s @y <C (Iellwace) + Wllwi@) + Ifllat@r) + Ifillia@n ) 623)

Taigi ue W3?(Qr). Teorema jrodyta. >

Pastab a. [rodydami apibendrinty iSvestiniy wuy ir uy, egzistavima nereikala-
vome jokio pavirSiaus S glodumo. PavirSiaus .S glodumu pasinaudojome tik jrodydami
apibendrinty ivestiniy wu,,,; egzistavima. Jeigu pavirSius S néra glodus, tai galima
irodyti, kad apibendrintos i§vestineés u,,,, € Lo(Q7), Q7 = 'N(0,T), Q' C Q —Dbet
kokia grieZtai vidiné sritis. Be to, iSlieka teisinga (6.23) nelygybé, kurioje vietoje Qr
ir Q reikia jraSyti atitinkamai Q7 ir €'.

I8 6.5 bei 3.11 teoremy iSplaukia, kad funkcijos u(-,t), ws(+,t) ir ug, (-, t), kaip
erdvés Lo (12) elementai, yra tolydZios kintamojo ¢€[0, T atzvilgiu. Pastaraji teiginj
galima jrodyti, jeigu funkcijos f, ¢ ir ¢ tenkina tik 6.2 teoremos salygas. Tiksliau,
teisinga tokia teorema.

6.6 teorema. Tarkime, funkcijos f, o ir tenkina 6.2 teoremos salygas, o operatoriaus
A koeficientai a;;, a; ir a tenkina 6.5 teoremos salygas. Tada (6.7) uZdavinio apiben-

drintasis sprendinys ue C ([0, T] — W(£2)), o jo isvestiné u,e C ([0, T] — Ly ().

< Tarkime, funkcijos f(%), o) ir)(*) Wk = 1,2, ..., tenkina 6.5 teoremos salygas
bei

”f(k) - f”Lz(QT) — 0, ”SD(k) - QDHVBVé(Q) -0, ”d)(k) - wHI&(Q) —0,
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kai £ — oo. Pakeitg (6.7) uzdavinyje funkcijas f, @ ir ¢ atitinkamai funkcijomis
f®) k) ir (k) gausime uzdavini, kurio apibendrintas sprendinys u(*) yra erdvés
Wé’l(QT) elementas. Remiantis pirmuoju 6.5 teoremos teiginiu, galima tvirtinti, kad

ugf ), ugi) € Ly(Qr)- Be to, teisinga energiné nelygybe

k
[u® 01, 0 + s O, o) + 14 07,0y <

§C(||f(k)||%2(QT) + H@gck)”ig(sz) + ||1/)(k)|\1242((z)>-

Pakeiskime (6.7) uzdavinyje funkcijas f, ¢ ir ¢ atitinkamai funkcijomis f*) — f()
©®) — p(5) jr 4pF) — 4)(5) Tada gausime uzdavini, kurio apibendrintas sprendinys
uFs = u®) — () ir teisinga energiné nelygybé

s k,s ,8
a2 (D117 0 + s T L) + 1457 (5 OI1F ) <

SC(Hf(k) - f(S)H%Q(QT) + [l — @;S)H%Q(Q) + ™ - ZZJ(S)”iQ(Q));

Cia konstanta C' nepriklauso nuo k, s ir t. Kai k ir s — oo, reiskinys deSiniojoje pas-
tarosios nelygybés puséje tolygiai kintamojo ¢ atzvilgiu artéja i nuli. Todél egzistuoja
tokia funkcija u, kad

[ (- 8) = a8 Ly — 0,

k -
[l () = i (-, )| o) = O,

[l (1) = i, (-, ) o) = 0

(tolygiai kintamojo ¢ atzvilgiu), kai ¥ — oo. Tiesiogiai galima patikrinti, kad @ yra
(6.7) uzdavinio apibendrintas sprendinys erdvéje Wé’l(QT). Pagal 6.1 teorema (6.7)
uzdavinys erdvéje W' (Qr) negali turéti dviejy skirtingy apibendrinty sprendiniy.
Todeél galime tvirtinti, kad % = u. Kadangi funkcijos u*) (-, t), ugk) (,t)ir u:(vk)(, t) €
L2 (92) ir, kaip erdveés Lo (2) elementai, yra tolydZzios kintamojo ¢ atzvilgiu, tai funkci-
jos u(-,t), up(+,t) ir ug, (-, t), kaip erdvés Lo (£2) elementai, taip pat yra tolydZios kin-
tamojo t atzvilgiu. Teorema jrodyta. >

Apibendrinto sprendinio egzistavima erdvéje W%’l(QT) irodéme (Zr. 6.4 skyre-
1i), kai pe W%(Q) Kitais ZodZiais tariant, reikalavome, kad taSkuose z€S, t = 0
bty patenkinta nulinés eilés suderinamumo salyga, t.y. buty suderinta pirmoji pradiné
ir krastiné salygos. Jrodydami apibendrinto sprendinio gloduma erdvéje WS’Q(QT),
reikalavome, kad ¢ ir ¢€ W%(Q) Siuo atveju reikalavome, kad taikuose z€S, t =
0 biity patenkinta pirmosios eilés suderinamumo salyga, t.y. biity suderinta ne tik
pirmoji, bet ir antroji pradiné salyga. Norint jrodyti aukstesni apibendrinty sprendiniy
gloduma, reikia pareikalauti, kad buity patenkintos atitinkamos suderinamumo salygos.
Visos jos susijusios su funkcijos u i§vestiniy ¢ atzvilgiu reikSmémis taskuose x€S, t =
0, tiksliau — su salyga Dfu 2€S4=0 = 0. Pavyzdziui, kai k = 2, taskuose z€S,t = 0
turi biiti patenkinta tokia suderinamumo salyga:

Ap—f=uu=0.
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Kai £ > 2, apibendrinty sprendiniy gloduma erdvéje Wg’k(QT) galima jrodyti
matematinés indukcijos metodu. Bendra jrodymo schema yra tokia. I§ pradziy iro-
domas glodumo padidéjimas kintamojo ¢ atzvilgiu. Po to, remiantis elipsiniy lygciy
teorija, irodomas glodumo padidéjimas kintamujy z; atZvilgiu.
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6.8. KOSI UZDAVINYS

Siame skyrelyje nagrinésime KoSi uZdavini

uy +Au = f(l’,t), (x,t) € R"x (OvT)v
u|t:0 = @(I)v HAS Rn’ (6.24)
wl_, = W@, o € R

Hiperbolinés lygtys apraso procesus, kuriy sklidimo greitis yra baigtinis. Pasinaudoj¢
Sia savybe, Kosi uzdavinio sprendimg suvesime i krastinio uzdavinio sprendima.

6.7 teorema. Tarkime, operatoriaus A koeficientai a;j, a;,  ir jy dalinés iSvesti-
nés Qiji, Gijz, Qijit, Qit, 0t € Liooloc(R™ x (0,T)). Be to, tegu ¢ € Wiloc(Rn),
(XS Wé,IOC(R"), £y fi € Lajoc(R™ x (0,T)). Tada (6.24) Kosi uZdavinys turi vien-
intelj sprendinj ue W7 (R" x (0,T)).

< Tegu K7 yra nupjautinis kiigis erdvéje R™ ™!, Q = Qq — jo apatinis pagrindas,
esantis plokStumoje ¢t = 0, Qp — virSutinio pagrindo projekcija | plok§tuma ¢t = 0, Sp
— glodus Soninis pavirsius, Q - tokia aprézta sritis, kad Q C Q (Zr. 6.2 pav.). Be to,
tegu pavirSius St yra arba charakteristinis, arba orientuotas erdvéje.

6.2 pav.
Tegu £€ C3°(Q), £(z) = 1, kai z€Q. Tada

¢ = pte WHQ)NWL(Q), o =vee Wi(Q).

Remdamiesi 6.5 teorema, galime tvirtinti, kad krastinis uzZdavinys

uy +Au = f(z,t), (z,t) € Qp=Qx(0,T),
ulg, 0, (z,t) € Sp=09x(0,T),
u’t:o = ¢(xz), r e Q,
Ut|t:0 = z/;(x), z €

turi apibendrinta sprendinj ue Wg 2 (QT) Pasinaudojg¢ energine nelygybe, lengvai gal-
ima jsitikinti, kad toks sprendinys yra vienintelis. Tegu w yra funkcijos « siaurinys
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cilindre Qp x (0,7), ty. u(x,t) = a(z,t),¥(x,t)eQr x (0,T). Taip apibrezta
funkcija w ir yra ieSkomasis (6.24) Kosi uzdavinio sprendinys cilindre Q7 x (0,7).
Kadangi tokiais cilindrais galima padengti visa juosta R" x (0,7, tai (6.24) Kosi
uzdavinys turi vienintelj sprendinj ue ngoc (R™ x (0,7)). Teorema jrodyta. >
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1. Trodykite, kad Vu € ngl (Qr) yra teisinga nelygybé

/ug(x,t) dzx < 2/u2(:r,0) dm+2t/uf(m,t) dxdt.

Q Q Q:

2. Tegu u yra glodi cilindre Q7 = Q x (0,T") funkcija, lygi nuliui pavirSiuje St ir

Utt — Au = f($7t)a (Z‘,t) € QT-

[rodykite nelygybes:
9 2
(a) ax, luallf, o) + e [uellL, ) <

< OISRy + 1l 0) Iy ) + e O)IE, ()

2 2
(b) max, lueell, ) + R utallf, @) <

< C(Hf”iz(QT) + ||ft||iz(QT) + ||Uzz(‘70)HiQ(Q) + Huz('>0)||iz(9))~

2 2 2
(c) e (eI, o) + max fJueelli, o) + max lluli, o) <

< C(||in2(QT) + ||ftH%2(QT) + ||U('a0)”%vg(g) + ||ut(‘,0)||\2;v;(n))~

3. Trodykite kraStinio uZdavinio

uy —Au = f(z,t), (z,t) € Qr,

U|ST = 0, (z,t) € Sp,
u|t:0 = 90(3:)7 r € 1,
ut|t=0 = Y(z), x € 9,

apibendrinto sprendinio egzistavima ir vienatj erdvéje W;l (Qr) .

4. Trodykite kraStinio uZdavinio

Ut — Au = f(l’,t), (.’L‘,t) € QT7

au/ﬁn’ST = 0, (z,t) € S,
ul,_, = ), x €
utl,_, = V), r € Q

apibendrinto sprendinio egzistavima ir vienatj erdvéje W;l (Qr).
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5. Trodykite, kad uzdavinys

Ut — Ugg + CUL = f(xa t)a (:L‘a t) € (0’ 1) x (0’ T)7
ulg,, = 0, (zt) € Sou={0,1} x[0,T],
ul,_, = ), x € [0,1],
ur|,_, = ¥(), z € [0,1],

negali turéti dvieju skirtingy apibendrinty sprendiniy.

6. Tegu operatorius A yra formaliai savijungis ir jo koeficientai nepriklauso nuo
kintamojo ¢. Furjé metodu irodykite krastinio uZdavinio

Utt-i—A’LL = f(x7t)7 (Jf,t) € QT7
u|ST = 0, (z,t) € S,
u|t:0 = @(x)) €T E Q?

ut|t:0 = (), x e O

apibendrinto sprendinio gloduma erdvéje W2 (Qr).



7 SKYRIUS

Apibendrintosios funkcijos

7.1.  PAGRINDINIU IR APIBENDRINTUJU FUNKCIJY ERDVES

Tegu Q yra sritis erdvéje R™. Pagrindiniy funkcijy erdvei D(2) priskirsime be
galo diferencijuojamas ir fini¢ias srityje €2 funkcijas, t.y. D(€2) = C5°(2).

Apibrézimas. Sakysime, seka {p} 1§ D(Q2) konverguoja i funkcija ¢ €
D(Q) ir Zymésime @), — ©, jeigu:

1. Egzistuoja tokia kompaktiska aibé K C (2, kad
supppr C K, VkeN;
¢ia supp @x, — funkcijos ¢y, atrama.
2. Su kiekvienu multiindeksu o = (a1, g, . . ., @) seka { D%y} srityje Q toly-
giai konverguojai D%p, t.y.
D%pr = D%,
kai k — oc.
Aibé D() su taip apibréZta topoplogija yra erdvé.
Pavyzdys. TeguQ={z e R":|z| < 1}ir
co={g 7T ks
Apibrézkime sekas:

1

vi(z) = pwlz), 7/)k(17):%w(x/k), E=1,2,...

Tada w, @k, ¥ € D(Q) ir pr, — 0, kai k — oco. Taliau ¢, 4 0, kai k& — oo, nes
funkcijos 1, netenkina pirmos apibréZimo salygos.
Pagrindiniy funkcijy savybeés:
1. Diferencijavimo operatorius D : D(2) — D(Q) yra tolydus, t.y. jeigu o, — ¢
erdvéje D(R), kai k — oo, tai D*py, — D¢ erdvéje D(Q), kai k — oo.

2. Tegu ¢ € D(NN) ira € C*(R). Tada ap € D(N) ir dauginimo i§ a operacija
yra tolydus operatorius erdvéje D(2).

3. Tegu A yra neiSsigimusi n x n matrica. Kiekvienai funkcijai ¢ € D(R")
priskirkime funkcija o4 € D(R™) pagal formule v 4 (x) = ¢(A ). Akivaizdu,
kad §i atitinkamybé yra tolydus operatorius erdvéje D(R™).
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4. Tegu a yra fiksuotas vektorius erdvéje R™. Kiekvienai funkcijai ¢ € D(R™)
priskirkime funkcija ¢, € D(R") pagal formule ¢,(z) = ¢(x + a). Taip
apibréZtas poslinkio operatorius yra tolydus erdvéje D(R"™).

5. Aibe D() yra tirSta erdveje L, (), kai 1 < p < oo (Zr. 2.1 teorema). Todel
pagrindiniy funkcijy erdvé D(€2) yra pakankamai plati.

ApibréZzimas. Bet kuri tiesini tolydy funkcionala, apibréZta pagrindiniy
funkcijy erdvéje D(2), vadiname apibendrintaja funkcija. Apibendrintyjuy funkcijy
erdve Zymésime D*((2), arba trumpiau — D*. Simboliu (f, ¢) Zymésime funkcionalo
f € D*(Q) reikSmg taske ¢ € D(1).

Paaiskinsime apibendrintosios funkcijos apibrézima.

1. Apibendrintoji funkcija f yra funkcionalas erdvéje D(€), t.y. kiekvienai funkci-
jai ¢ € D(Q) priskiria skaiciy (f, ¢) (bendru atveju kompleksinj).

2. Apibendrintoji funkcija f yra tiesinis funkcionalas erdvéje D(Q), ty. jeigu
0, Y € D(Q), A\, u € C, tai

(fsdp + ) = X (f, ) + ulf,¥).

3. Apibendrintoji funkcija f yra tolydus funkcionalas ergvéje D(Q), t.y. jeigu
wr — p, kal k — oo, tai (f,pr) — (f,¢), kai k& — oo. Kadangi funkcio-
nalas f yra tiesinis, tai $ia savybe pakanka patikrinti, kai ¢ = 0.

Pastab a. Galimi ir kiti pagrindiniy funkcijy aibés D(2) apibréZimai. Pavyz-
dZiui, galima apibrézti D(Q) = C{ (), m € N; D(Q2) = G (greitai mazéjantiy
funkcijy klase, Zr. 7.12 skyreli).

Apibendrintyju funkcijy f, g € D*(Q) tiesini darini apibréZkime pagal formule

(M + g, 0) =X {f,0) + 1{g,0), ©€DQ).

Tada apibendrintyjy funkcijy aibé D*(2) tampa tiesiné.
Apibreézimas. Sakysime, kad apibendrinty funkciju seka { fi } 72 ; i§ D*(£2)
konverguoja i apibendrintaja funkcija f € D*(Q), jeigu k — oo,

(fro0) = (frp), Yo eD(Q).

Aibé D*(Q) su taip apibréZta topologija yra tiesiné erdvé. Sitas apibrézimas su-
tampa su Zinomu i§ funkcinés analizés silpnuoju tiesiniy funkcionaly konvergavimu.
Todél galime sakyti, kad erdvéje D*(2) yra apibréZta silpnoji topologija. Tiesing erdve
su taip apibréZtu konvergavimu vadinsime apibendrintyjy funkcijy erdve D*(12).

ISskirsime dvi placias apibendrinty funkcijuy klases.

1. Reguliariosios apibendrintosios funkcijos. Tegu f yra lokaliai integruojama
srityje  funkcija, t.y. f € Ljoc(Q?) . Integralas

(fg) = / f(@)p(x)dz, o€ DQ) 7.1)
Q
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apibrézia apibendrintg funkcija f € D*(Q2). Taip apibrézta apibendrinta funkcija yra
vadinama reguliarigja apibendrintaja funkcija ir Zymima ta pacia raide f kaip ir ja
generuojanti funkcija f € Lio.(£2) . Apibendrintos funkcijos f tiesiSkumas iSplaukia i§
integralo savybiy:

(f; A + ) = /f(x)[hp(x) + ap(z)]) de =
Q

/ dx+u/f vy de = X (f, )+ lf 0
Jos tolydumas iSplaukia i§ Lebego teoremos apie ribinj peréjima po integralo Zenklu:

(fon) = /f )or( dx—>/f v)dz = (f,9),

jeigu tik p —  erdvéje D, kai k — oo.

2. Singuliariosios apibendrindosios funkcijos. Apibendrintasias funkcijas f € D*,
kuriy negalima isreiksti (7.1) formule, vadinsime singuliariosiomis apibendrintomis
funkcijomis.

7.1 teorema. Apibendrintyjy funkcijy erdvé D*(Q2) yra pilna, ty. jeigu fi — f
erdvéje D*(Q) ir
<f> >_ hm <fk:a >7 QDED(Q)a

tai f € D*(Q).

Sios teoremos jrodyma galima rasti [51] knygoje.
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7.2. APIBENDRINTUJU FUNKCIJU PAVYZDZIAI

Pateiksime keleta apibendrintyjuy funkcijy pavyzdziy.

1. Viena i$ paprasciausiy ir svarbiausiy singuliariyjy apibendrintyjuy funkcijy yra
Dirako delta funkcija d. Ji yra apibréZiama formule

(0,0) = #(0), ¢ €DER").

Aisku, kad 6 € D*(R™). [rodysime, kad § yra singuliarioji apibendrintoji funk-
cija. Tarkime prieSingai: egzistuoja tokia funkcija f € Lj,.(R™), kad

/qu@szwm,v¢eme. (1.2)
J

Tegu ¢ (z) = |x|*p(z). Tada i) € D(R™)

f@)|zPe(z) dz = [a]*p(2)],_, =0, Vy € DR").

R™

Pagal 2.2 teorema ¢(z) = 0 b.v. z € . Kartu galime tvirtinti, kad u(xz) = 0
b.v. x € (). Taiau tai priestarauja (7.2) lygybei. Gauta priestara irodo, kad delta
funkcija yra singuliarioji.

2. Tegu S yra dalimis glodus pavirSius erdvéje R™ ir 4 € C(S). Apibrézkime
apibendrintaja funkcija pds pagal formule
ds. ) = [ uaola)ds, e DR, (.3
5

Nesunku jsitikinti, kad uds € D*(R"™). Apibendrintoji funkcija udg vadinama
paprastuoju sluoksniu, o y — tankio funkcija.

3. Apibrézkime funkcionalg f pagal formulg
(f,0) =D k), ©eDR.
k=0

Kadangi funkcijos ¢ atrama yra kompaktiné aibé, tai Si suma yra baigtiné. Ne-
sunku isitikinti, kad taip apibréZtas funkcionalas yra tiesinis ir tolydus. Todél jis
yra apibendrintoji funkcija, t.y. f € D*(R").

4. Tegu ¢ € D(R™). Tada integralas

—& oo

o [ ey ([ s [0

— 00 €
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o) —p(=2) 4o <7>%7¢> (7.4)

1
apibrézia funkcionalg P —. Irodysime $io funkcionalo tolydumg erdvéje D(R).
z

Tegu ¢, — 0 erdvéje D(R). Pagal apibréZzimg egzistuoja toks skaitius R > 0,
kad () = 0, kai |z| > R, ir D%p(x) =0 Vo, kai k — oco. Tada

R

/@k(m) — (=) da| =

€

1 .
‘<IP;7 ka>‘ a 51—1>r-r‘r10

lim

2z¢3(c)
<
HW/ : d’ 2R max [} (x)] = 0,

€

kai k — oo. Taigi P+ € D*(R). Irodysime formule

lim olz). dr = —inp(0) + Vp / dx p € D(R). (7.5

e—+0 T+ 1€
— 00

Fiksuokime tokj skai¢iy R > 0, kad ¢(z) = 0, kai |z| > R. Tada

00 R
. p(x . xr — 1€

e—+0 T + 1€ e—+0
—o0 —-R
R R ‘

, x— x — e B

= (0) lim / ﬁ do+ lim, / 7232 @) —e(O))dr =
-R “R
. R

= —2ip(0) lim arctg— + / @) = ¢(0) dzx =
e—0 € xr

R

= —imp(0) + Vp / #lz)

riba, kai ¢ — 40, ir ji lygi

1
Taigi erdvéje D*(R) egzistuoja funkcijos
T+
. Tada (7.5) formule galima

1 1
—imd(x) + P—. Pazymekime ribing funkcija
T x +10

perrasyti taip:
(7.6)

1 . 1
pere —imd () +PE'
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Analogiskai galima jrodyti, kad

1
x —10

=md(z) + Pé. )

Pastarosios dvi formulés yra vadinamos Sochockio formulémis. Jos daZnai nau-
dojamos kvantinéje fizikoje.

1
Pastab a. Galima jrodyti, kad P— yra singuliari apibendrinta funkcija.
T
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7.3. DELTA PAVIDALO FUNKCIJU SEKOS

Nagrinésime fizikini uzdavini apie materialiojo tasko tanki. Tarkime, trimatés erdvés
koordinaciy pradZioje sukoncentruota vienetiné masé¢. Matematiskai §ia salyga galima
uzraSyti taip:

/f(:z:) dx = 1. (7.8)
RS

Jeigu mase yra tolygiai pasiskirsciusi spindulio € rutulyje, tai tankio funkcija

kai |z] < e,

kai || > e. (79)

3
— { 4med?
o ={z
Sios funkcijos riba taike x

f(z) = lim f,

e—0

(@) = 400, kaix =0,
— 10, kai z # 0,

negali buti laitkoma tankio funkcija, nes ji netenkina (7.8) lygybés. Parodysime, kad
sekos { f.} riba erdvéje D* (R®) lygi Dirako & funkcijai. Tiksliau, jrodysime tokj teig-
inj.

7.1lema. Apibendrintyjy funkcijy erdvéje D*(R?) riba
;1_{% fe(@) = d(=). (7.10)

<Pagal konvergavimo erdvéje D*(R?) apibrézima

liny [ @) ds = o(0) = 6, o), Yolo) eDEY). (1)
R3

Kadangi funkcija ¢ yra tolydi, tai kiekviena p > 0 atitinka toks £9 > 0, kad |p(z) —

©(0)] < p, kai |z| < gg. Todél su visais € < g teisinga nelygybé

| [ f()o(e) o o0)| = 15| [ ole) — p(0)] da] <
J

e—0
|z|<e

3 3p
<> / lo(z) — (0)| dx < /dx:,Ho,

4mes
lz|<e |z|<e
kaip — 0.>
Taigi Dirako § funkcijos fizikiné prasmé yra vienetinés masés materialaus tasko
tankis. Taip pat gali biti: taskinio kriivio tankis, taskinio Saltinio intensyvumas, jégos,
veikiancios taska, intensyvumas ir t.t. Vietoje vieno tasko gali buti tasky aibés arba
pavirSiai. PavyzdZiui, jeigu taskuose zi,..., 2 sukoncentruotos masés my, k =

1,..., N, tai tankio funkcija
N
k=1
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¢ia d,, — paslinktoji Dirako delta funkcija, apibréZiama formule
a9 = [ 8l = an)ola) do = p(an).
R3

Daznai praktiniuose ir teoriniuose uZdaviniuose pasitaiko sekos lokaliai integruoja-
my funkciju, kurios konverguoja i delta funkcija. Siu seky nariai aproksimuoja delta
funkcija. Tai yra svarbu praktiniams skaic¢iavimams naudojant kompiuterius.

Apibrézimas. Funkciju seka {frx} C Lioc(R™) vadinama delta pavidalo
funkcijy seka, jeigu

fe—6 (7.12)

erdvéje D*(R"™), kai k — oo.
Tegu { fx} — delta pavidalo funkcijuy seka. Pagal apibréZima tai reiskia, kad

<fk7 <P> — <57 30> = 90(0)7 v‘ﬁ € D(Rn)v

arba
[ fi@ot@)de + 0(0), Ve e DR, (7.13)
s

kai k& — oo. Funkcijos f., apibréztos (7.9) formule, sudaro delta pavidalo funkcijy
seka, kai ¢ — +0.

Pavyzdziai:
1. Tegun = 1, € > 0. Apibrézkime seka funkciju

1 €
w2 4e?’

fe(x) =

Kaie = 0,25 ir ¢ = 0,5 Siy funkcijy grafikai pavaizduoti 7.1 pav. [rodysime,
kad f. yra delta pavidalo funkcijy seka.

fe

7.1 pav.

Tiesiogiai galima isitikinti, kad integralas

+oo
/ fe(z)der =1, Ve >0.
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Laisvai pasirenkame funkcija ¢ € D(R) ir skaiciy p > 0. Kadangi funkcija ¢
yra tolydi, tai egzistuoja toks ¢, kad

lp(z) — p(0)] < p/2,

kai |x| < €. [vertinsime skirtuma

’ 7fe(x)<ﬁ(x) dx — @(O)‘ < / F-(@)|p(x) — o(0)] de+

|$|<Eo

4 / fo(@)lp(@) — p(O) dr < £ / fo() da + 2 / fo(x) dx <

|z|>€0 |z|<eo |z|>e0
p 4 € p deym €0 p P
S PR S P
_2+7T/x2+52x g T \gactan <ot 5 =0
€0
jeigutik e < eg; &lac= ‘nllax |o(x)|. Todél
x|<egg
gl_% fe(z) = 6(x).

2. Teguz € R", e > 0ir
e
we(x) = { CEB 52_‘35‘2, kaix < e,
0, kai x < e.
Kaie = 0,25, = 0,5 ir e = 1 $iy funkcijy grafikai pavaizduoti 7.2 pav.

We

/\‘5:0725

-1 -0.5
7.2 pav.
Irodysime, kad {w.} yra delta pavidalo funkcijy seka. Parinkime konstanta C.

taip, kad
/wg(m) dr=1, Ve>0.

R™
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Tada
| [ ds = o0)] < [w.@lota) - p(0)|do <
< max (z) - so<o>|R[ welw) dz = 0,
kai e — 0.

. Tegu (zZr. [1], 9.2. skyreli)

2

1 T 1%t
G(z,t) = W@ 4a?t

yra fundamentalusis Silumos laidumo lygties sprendinys (Gryno funkcija). Re-
miantis 4-a Gryno funkcijos G savybe (zr. [1], 9.3. skyrelj)

/G(x -y, t)o(y)dy=p(z), = €suppyp, Ve DR"Y),
s

kai ¢t — +0. I§ ¢ia iSplaukia, kad G(-, t) yra delta pavidalo funkcijy seka erdvéje
D*(R™), kai t — +0.

. Furjé eiluciy teorijoje (Zr. [15], X skyriu) nagrinéjami Dirichlé

1 sin (k: + l) t
Di(t) = —— " _2/°
k(t) 2m  sin %t
ir Fejerio
1 sin? k¢
Fr(t) = — —52
b0 = ke sin? 1t
branduoliai. Galima jrodyti, kad Sios funkcijos yra delta pavidalo funkcijy sekos
erdvéje D*(—m, ), kai k — oo.
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7.4. APIBENDRINTOSIOS FUNKCIJOS ATRAMA

Neéra prasmés kalbéti apie apibendrintosios funkcijos lygybe nuliui konkre¢iame srities
) taske. Taciau galima apibréZti apibendrintos funkcijos lygybe nuliui kokioje nors
srityje €.

Apibrézimas. Tegu f € D*(Q) ir sritis ' C . Sakysime, apibendrintoji
funkcija f lygi nuliui srityje ', ir rafysime f = 0 srityje ', arba f(z) = 0, kai
x € Y, jeigu

(f,)=0,  VpeD(Q), supppC .
Sakysime, dvi apibendrintosios funkcijos f ir g yra lygios srityje ', jeigu f —g =0
srityje €. Taigi pagal apibréZima f = g srityje ' tada ir tik tada, kai

(fro) =(g,9), Vo € D(2), suppy C Q.

Tegu apibendrintoji funkcija f = 0 srityje . Tada f = 0 kiekvienoje srityje
Q" C Q' arba kiekvieno srities ' taSko pakankamai maZoje aplinkoje. Teisingas
atvirkScias teiginys:

7.2 lema. Tegu apibendrintoji funkcija f lygi nuliui kiekvieno srities ' tasko x aplin-
koje U(x) C §'. Tada apibendrintoji funkcija f yra lygi nuliui srityje €)'.

< Pakanka jrodyti, kad su kiekviena funkcija ¢ € D(€') teisinga lygybe (f, @) =
0. Laisvai pasirinkime funkcija ¢ € D(Q'). Funkcijos ¢ atrama supp ¢ yra kompaktas.
Todél ja galima uZdengti baigtiniu skai¢iumi rutuliy

BT1 (],‘1), ce BTN (I‘N)
Pagal lemos salyga funkcija f kiekviename rutulyje B, (xx) lygi nuliui. Tegu B, (zk),
T, < 7Tk, k=1,2, ..., N yra maZesni rutuliai, vis dar dengiantys supp ¢, ir hy, tokios
neneigiamos funkcijos, kad
hi(z) =1, x € By (vx), supphy C By (zx), k=1,2,....N.
Funkcijas hy galima apibrézti kaip funkciju, kurios yra lygios vienetui, kai
x € B(ay), 1 <rg <7k,

ir lygios nuliui, kai = & Brg(mk), vidutines funkcijas (Zr. 2 skyriu). Pazymékime

N
ha) =S (@), eul@) = pla)
k=1

Aisku, kad atramos supp ¢ aplinkoje
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ir o, € D(By, (x)). Todél

N N

k=1 k=1

Lema irodyta. >

Jeigu f = 0 srityse , tai i§ (7.2) lemos jrodymo iSplaukia, kad f = 0 ty sriciy
sajungoje |J Q. Sri¢iy Qy, skaiCius gali bati baigtinis arba begalinis.

Apibrézimas. Apibendrintosios funkcijos f atrama vadinamas visy atviry-
ju aibiu, kuriose funkcija f lygi nuliui, sajungos papildinys. Apibendrintosios funk-
cijos f atrama Zymésime simboliu supp f.

I8 apibréZimo iSplaukia Sios iSvados:
2 iSvada Bet kurioje srityje, kuri nesikerta su atrama supp f, apibendrintoji funkcija
f lygi nuliui, t.y.

(fio)=0,  ©eD(Q), suppfNsuppy =0 (7.14)

3iSvada Apibendrintosios funkcijos atrama yra aibé ty ir tik ty tasky, kuriy jokioje
aplinkoje apibendrintoji funkcija f néra lygi nuliui.

Pavyzdziai:
1. Delta funkcijos ¢ atrama yra taskas 0.
2. Apibendrintosios funkcijos d,,,, apibréZiamos formule
{0z, ) = (o),
atrama yra taskas xg.
3. Paprastojo sluoksnio pdg, apibréziamo (7.3) lygybe, atrama yra pavirSius S.

4. Tegu 6 yra Hevisaido funkcija:

1, kaiz >0,
0(z) = {0, kai z < 0.

Tada apibendrintosios Hevisaido funkcijos
.00 = [ Oota)do = [ p(a)ds
—o0 0

atrama yra intervalas [0, co). Todél apibendrintoji Hevisaido funkcija néra finiti.
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7.5. APIBENDRINTUJU FUNKCIJU SANDAUGA
Tegu f € Lioc(Q) ira € C*(Q2) . Tada
(af.0) = / a(0)f(@)p(@)de = (f.ag), YpeDQ). (119
Q

Atvaizdis ¢ — ap, a € C*°(Q), yra tiesinis ir tolydus operatorius erdvéje D(Q) (Zr.
7.1 skyreli). Todél funkcionalas af, apibréZiamas (7.15) formule, priklauso apiben-
drintyjy funkcijy erdvei D*(2). Be to, dauginimo i$ funkcijos a € C*°(2) operacija
yra tiesinis tolydus operatorius erdvéje D*(2):

a (A +pg)=Na-f)+ula-g), f,g€D(Q);
a"fk_>a/'f7

erdvéje D* (), jeigu fr, — f erdvéje D* (), kai k — oo.

7.3lema. Tegu f € D*(Q), n € C=(Q) irn(x) = 1, kai = priklauso atramos supp f
aplinkai. Tada
f=nf (7.16)

< Su kiekviena funkcija ¢ € D(Q) funkcijy f ir (1 —n)f atramos neturi bendry tasky,
todel i§ (7.15) ir (7.14) iplaukia, kad

(f=nf,o) =((L=n)f,0)={f,(1=n)¢) =0. >
PavyzdzZziai:
1. Tegua € C*(2). Tada
a(z)d(x) = a(0)d(x).

Pagal apibréZima
(ad, p) = (6, ap) = a(0)¢(0),

(a(0)8, ) = (3,a(0)ip) = a(0)(0).
Todél (ad, ) = (a(0)d,p) Ve € D(Q).

1
2. Funkcijy a(z) = x ir P— sandauga
x
1
TP—=1.
X

1 1
Pazymékime P — = f(z). Tada pagal funkcijos P — apibréZima
x x

(fi) =Vp / Lp;x) dr =
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oo

:/@(x)dxz(l,go>7 Vo € D(Q). v

— 00

Bendru atveju dviejy funkcijy f ir g i§ D*(2) sandaugos, kuri bty asociatyvi
ir komutatyvi, apibrézti negalima. IS tikruju, jeigu tokia sandauga egzistuoty, tai i§
anksciau pateikty pavyzdZziy iSplaukty prieStaringa lygybé

1 1 1 1
0=0P— = (26(z))P— = (0 P—=94 P—) =d(x).
;= (@(@)Py = B@))P] =) (2P ) =300
Norint apibrézti dviejuy funkciju f ir g i§ D*(£2) sandauga f - g, reikia, kad jos tenk-
inty tam tikras glodumo salygas. Siy salygu esmé yra tokia. Jeigu laisvai pasirikto
tasko aplinkoje funkcija f yra ,,nereguliari®, tai to tasko aplinkoje funkcija g turi biiti
pakankamai ,,reguliari®.
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7.6.  TIESINIS KINTAMUJU KEITIMAS

Tegu f € Lio(R"), z = Ty — neiSsigimusi tiesiné erdvés R™ trasformacija, Ty =
Ay + a; Cia: z,y € R — kintamieji, a € R™ — fiksuotas vektorius, A — nei$sigimusi
matrica (det A # 0). Funkcija fr apibrézkime formule fr(y) = f(7 y). Tada su
kiekviena funkcija p € D(R") teisinga lygybe

(frro) = / ST y)p(y) dy =

1 1
= |detA\ /f(UC)SDT*l(UC) dr = m <f7 <PT4>-

Tegu dabar f € D*(R"™). Apibrézkime apibendrintaja funkcija fr formule:

(fr.9) = rguy (foor). 0 € DY) @.17)

Atvaizdis ¢ — @r-1 yra tiesinis ir tolydus operatorius erdvéje D(R™) (Zr. skyrelj
7.1). Todél funkcionalas fr, apibréziamas (7.17) formule, priklauso apibendrintyjuy
funkcijy erdvei D* (R"™). I8 tikryjy jis yra tiesinis

(Af + ng)r = Nfr + pgr, Vf,g € D*(R"),
ir tolydus, t.y. jeigu fi, — f erdvéje D*(R"), kai k — oo, tai

fer = fr

erdvéje D*(R"), kai k — oo.
Panagrinésime atskirus (7.17) formulés atvejus:

1. Tegu A yra ortogonalioji matrica (t.y. A’ = A1) ira = 0. Tada
<fA790> = <f7 @A’> 5

¢ia A’ yra matricos A transponuotoji. Priminsime, kad $is kintamyjy keitimas
geometriskai reiskia posiki.
2. Tegu A = AE, A # 0 — skaliaras, E — vienetiné matrica ir a = 0. Tada x = Ay,
y=A"lxir
(fap @) =A7" (f,or1E) -
Sis kintamujy keitimas geometrigkai reiskia pana§umo transformacija.

3. Tegu A = E yra vienetiné matrica, a — fiksuotas erdvéje R™ vektorius. Tokia
transformacija atitinkancig apibendrintaja funkcija pazymékime f,,. Tada i (7.17)
gauname

(fasp) = (f, Pa);
Cia ,(x) = @(x — a). Apibendrintoji funkcija f, vadinama apibendrinto-
sios funkcijos f poslinkiu per vektoriy a. PavyzdZiui, é, yra delta funkcijos
¢ poslinkis per vektoriy a:

(00> p) = (0, 0a) = ¢(a).
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7.7. APIBENDRINTUJU FUNKCIU DIFERENCIJAVIMAS

Tegu f € CX(€) . Tada su visais «, |a| < k, ir p € D(Q) teisinga integravimo dalimis

formulé
(D°f, ) / Doy -

‘“'/f YD%p(z) dx = (f, D%p) .

Sia lygybe pasinaudosime apibrézdami apibendrintosios funkcijos ivesting.
Apibrézim as. Funkcionalg D¢ f, apibréZiama formule

(Df, ) = (D)1 (f,D*), ¢ € D), (7.18)

vadinsime apibendrintoios funkcijos f € D*({2) i§vestine.

Operatorius D* : D(R™) — D(R™) yra tiesinis ir tolydus (zr. 7.1 skyrelj). Todél
funkcionalas D f, apibréZiamas (7.18) formule, priklauso apibendrintyju funkcijy
erdvei D*(R™).

ISskirsime pagrindines diferencijavimo operatoriaus D savybes.

1. Tegu f yra reguliarioji apibendrinta funkcija, t.y. f € Ljoc(9) ir

o) = / f(@)p(x) dz, Ve € D(S).
Q

Be to, tegu f € CX(Q) . Tada

(Df, ¢ / Def x)dr Va:lal <k.
Kitaip sakant, jeigu apibendrintoji funkcija f turi klasiking iSvesting D f, tai
pastaroji sutampa su apibendrintos funkcijos f iSvestine D f.

2. Tegu funkcija f € Lo (€2) turi apibendrintaja i§vesting D f (Zr. 2 skyriy). Tada
ji sutampa su apibendrintos funkcijos f iSvestine D f.

3. Diferencijavimo operarorius D% : D*(£2) — D*(2) yra tiesinis ir tolydus.

<TiesiSkumas yra akivaizdus. Irodysime tolyduma. Tegu fr, — 0 erdvéje
D*(R), kai k — oo. Tada

(D* fi, ) = (=) (fir, D) =0, Yy € D(Q),
kai k& — oo. Todél D fi, — 0 erdvéje D*(2), kai k — oo. >

4. Bet kuri apibendrinta funkcija yra be galo diferencijuojama.
<aKadangi f € D*(Q), tai f,; € D*(Q), fo,2, € D*(Q) irtt. >
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5. Diferencijavimo operatoriai D® : D*(Q2) — D*(Q) ir D? : D*(Q) — D*(Q)
yra komutatyvis, t.y.

DB f = D¥(DPf) = DP(D°f). (7.19)
< I8 tikryju
(DFAf, o) = (=1)leIHIBL (£, DFBLY = (~1)ll (D f, Do) =
= (D*(D?f), ) = (-1)/!I{D*f,DPp) = ((D*(D*f), ) >

6. Tegu f € D*() ira € C>(Q). Tada af € D*(N) (Zr. 7.5 skyreli) ir Vo =

(a1,...,qy) teisinga Leibnico formulé
Daf) =Y (Q)D%Da—ﬁf; (7.20)
Ba
Cia
B\ _ al B
(oz) = 75!(a—5)!’ al =oq!. . apl.

aTegu ¢ € D(Q) ir || = 1. Tada
<(af)wm<p> = - <afa @Ii> = <f7 a’(plﬂi> =

= <fa (a@)wi - am@) == <fa (a@)wi> + <fa awi(p> =
= <f.L17a§0> + <a(L‘»;f7 <)0> = <a’f‘L¢ + a’l‘@f? <p>
su kiekvienu ¢ = 1,2, ... Kai |o| > 1, jrodymas analogiskas.
7. Tegu f € D*(Q). Tada
supp D*f C supp f. (7.21)

<Pazymeékime Q; = Q \ supp f. Tada pagal apibendrintosios funkcijos atramos
apibréZima
(fi9)=0,  VoeD(Qy). (7.22)

Atkreipsime démesj i tai, kad D*f € D(Qy). Todél pastarojoje formuléje
funkcija ¢ galima pakeisti D%, t.y.

<Daf’(p>:()7 VQDE,D(Qf)

Ta1g1 Qf C QDaf- >



248 7. APIBENDRINTOSIOS FUNKCIIOS

Pavyzdziai:
1. Tegun = 1 ir 6 yra Hevisaido funkcija:

1, kaiz >0,
0(x) = {O, kai z < 0.

Tada pagal apibendrintosios funkcijos iSvestinés apibréZima

. / B(z)g (z) dic = — / o () dz = (0) = (5, 0)
—00 0
Todel
0 = 6.

2. Tegu 6 yra daugiamaté Hevisaido funkcija, t.y.

1, kaizp >0,k=1,...,n,
0(z) = {0 kitais atvejais.

Be to, tegua = (1,...,1). Tada
<Da07<p> = (71)”‘ <07<pm17---7$n> =

oo oo

— " [ [ @) dr o = 0(0) = (6,

ir yra teisinga formulé
D9 = 4.

3. Tegu f : R — R yra dalimis glodi funkcija, 2 € R, £k = 1,2,... — taskai

kuriuose arba pati funkcija, arba jos iSvestiné turi pirmos rusies triki. Tada
teisinga formulé

F1(@) = fa(@) + D [flanb(@ — 2p); (7.23)
k
Cia f, — funkcijos f klasiking i§vesting, [f],, — funkcijos f Suolis taske xy:
[fle, = f(zr +0) — f(zx — 0).

<aTegu ¢ € D(R). Tada

<f/7 90> = - <f, SD/> = *Z / f(x)go’(ac) d(E =

kg
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Tk+4+1

- / Fa(@)e(@) do — S [ F@ast — 0)p(wast) — Flan + 0)p(an)] =

k
/fkl dl’+z (z +0) = f(zr — 0)]p(zy) =

= (firs @)+ D_[Flax (Goir ) -
k
IS ¢ia gauname (7.23) formulg. >
4. Tegu n = 1. Rasime delta funkcijos iSvestines. Pagal i§vestinés apibréZima
(0", ) == (0, &) = =¢'(0).

Taigi delta funkcijos iSvestiné yra funkcionalas. Jis kiekvienai funkcijai ¢ €
D(R') priskiria skai¢iy —¢’(0). Bendru atveju

(6™, 9) = (=1) (8, ¢ ) = (~1)"6(™ (0).

5. Tegu n = 1. Rasime funkcijos f(x) = In|z| i§vesting apibendrintyjy funkcijy
prasme. Pagal iSvestinés apibrézima

o0

(o)== o) = = [ @@ lelda =
= _sl_iﬁlo(/ 7 (w)ln(—x)dw—/@( ) In( )dm) =
= lim (—p(@) In(~2)| =5, + (e) Il )+
(] A [ )
= lim (p(c) - w(e))1115+81_i>r5r10</ @dw / Sof) o) =

:O+Vp/(’0f)dx=<7)i,g0>.

Todél teisinga formulé

1
[ —
(In|z|)" = Pm'
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6. Tegu

m—1
= cd™. (7.24)
k=0

Trodysime, kad taip apibrézta funkcija u erdvéje D’ (R') tenkina lygti
Pu=0; (7.25)

Cia ¢j, — laisvosios konstantos, P,,,x = ™.
aTegu p € D(RY), k=1,2,...,m — 1. Tada

<Pm5(’“), ¢> - <5<k>, ngp> = (—1)* <5, (me)(’c>> -

= (=) @mp)P| _, =0.
Todél
P =0, k=0,1,...,m—1.

IS Cia iSplaukia, kad apibendrintoji funkcija w, apibrézta (7.24) formule, tenkina
(7.25) lygtj. >

Pastaba. Galima jrodyti, kad (7.24) formulé apibrézia (7.25) lygties ben-
draji sprendini (Zr. [51], §6).

7. Tegu S = 9 yra dalimis glodus pavirius, f € C1(Q)NCY(R™ \ Q). Tada
fo; = {fe: ha + [flscos(n, x;)0s, YVi=1,2,...,n; (7.26)

¢ia: { fz, ha —klasiking i§vestine, apibrézZta taSkuose = € R™\ S; [ f]s — funkcijos
f Suolis pereinant per pavirsiy S, t.y.

[fls=lim f(a') = lim f(a');
CEEe B

n = n, — pavirSiaus S vienetinis normalés taske = vektorius, iSorinis srities €2
atzvilgiu; [f]s cos(n, z;)ds — paprastojo sluoksnio apibendrintoji funkcija (7r.

(7.3)).

< Naudodamiesi integravimo dalimis formule (Zr. [1] (1.10)) ir paprastojo sluok-
snio apibréZimu, gauname:

<f1?ia 4,0> = <f7 90901> = _/f(x)@zl(x) dx =

- / {Fo b ola) di + / [fls cos(n, 2:)p(c) dS =
R™ S

= ({fa: ha + [fls cos(n,2:)ds, v), Ve € DR").
IS cia iSplaukia (7.26). >
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8. Tegu S yra dalimis glodus pavir§ius erdvéje R, n = n, — pavirSiaus S vieneti-
nis normalés vektorius taske x, funkcija v € C(S) . Apibrésime apibendrintaja
funkcija —0(vds)/On pagal formule:

0 _ dp() "
<—an(vés), 90> —/V(x) o dS, Ve € DR").
S
Aisku, kad

0 Sn 5}
f%(w;S) € D'(R™), supp {%(ués)} CS.

Apibendrintoji funkcija —9(vdg)/0n vadinama dvilypiu sluoksniu pavirsiuje S,
o v = v(x) - tankio funkcija.

Tegu f € C2(Q)UCHQ) ir f(z) = 0, kai z € R™ \ Q. Tada su kiekviena funkcija
¢ € D(R"™) teisinga Gryno formulé (zr. [1], (12.9)):

" 0 0
/(fA«:— oA f)do = / ( i “”ai) as.
Q S

Remiantis apibendrintyjuy funkciju paprastojo ir dvilypio sluoksnio apibrézimu, Sia
formule galima uZraSyti taip:

of 0
Af =Anf— ==0s — —(fds);
f=0uf- 505 = 5-(fos);
Cia A f = Af — Kklasikinis Laplaso operatorius. Jis yra apibréztas, kai « ¢ S, ir
neapibréztas, kai x € S.
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7.8.  APIBENDRINTUJU FUNKCIJY EILUTES

Sudarykime formalia apibendrintyju funkcijy eilute
o= fe. fL€D(Q). (7.27)
i=1

Sakysime, kad §i eiluté konverguoja, jeigu jos daliné suma o, = f1 + ...+ fr = 0
erdvéje D*(2), kai k — oo ir o € D*(Q).

Eilutéms, sudarytoms i§ reguliariyju apibendrintyju funkciju, yra teisinga teo-
rema.

7.2 teorema. Tegu fi € Lioc(),Vk = 1,2,...,ir(7.27) eiluté konverguoja tolygiai
kiekvienoje kompaktinéje aibéje K C (). Tada ji konverguoja erdvéje D* ().

< Pagal teoremos salyga kiekvienoje kompaktinéje aibéje K C {2

k
or(z) = Zfl(x) =o(z), k— o0, YD),

kai £k — oo. Todél

(0, @) = / o ()p(x) d - / o(2)p(x) dz = (0, ¢), Ve € D),
Q Q

kai k — oo. Todél o, — o, kai k — oo erdvéje D*(92). >

7.3 teorema. Kiekvieng konverguojancia apibendrinty funkcijy eilute galima diferen-
cijuoti panariui, tiksliau, teisinga formulé:

D~ Z f; = Z D%f;, Va. (7.28)
i=1 i=1
< Diferencijavimo operatorius D® yra tolydus erdvéje D* (). Todeél

k
Y " Df; = D%y — D% = Daifi
=1

i=1

erdvéje D* (), kai k — oo. >

7.4 teorema. Tarkime, trigonometrinés eilutés

o= Z ape®®  xzeR', (7.29)
k=—oc0
koeficientai tenkina nelygybes
lak| < alk|™ +b, meN; (7.30)

Cia a, b — teigiamos konstantos. Tada rm (7.30) eiluté konverguoja erdvéje D* (Rl).
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<18 (7.30) nelygybés iSplaukia, kad eiluté

a()(Em+2 >

e (17]6 ik
m+ol * k;o (k)2 ©

k20
konverguoja tolygiai visoje tieséje R'. Sios eilutés (m + 2)-0ji iSvestiné sutampa
su (7.29) eilute. Remiantis 7.2 ir 7.3 teoremomis, (7.29) eiluté konverguoja erdvéje
D*(Q).>

7.5 teorema. (Svarco) Trigonometriné eiluté
o0
o= Z(ak cos kx + by sin kx)
k=1
konverguoja erdvéje D* (]Rl) tada ir tik tada, kai su kokiu nors m € N reiSkiniai

Q. bk
— =0, —— =0,
|k |k[™
kai k — oo.

Sios teoremos irodyma galima rasti [2], [41] knygose.
Pavyzdziai:

1. Tegu f yra 27 periodiné funkcija, apibrézta formule (Zr. 7.3 pav.)

1 T

flz) = 3750 % € [0, 27).
f
: 1/2
- )
—or N g

7.3 pav.

Remiantis (7.23), jos iSvestiné

f(z) = —5-+ > 6z — 2km). (7.31)
k=
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2. Tegu f yra funkcija i$ pirmojo pavyzdzio, o I’ yra 27 periodiné funkcija, api-
brézta formule (Zr. 7.4 pav.)

P >—ff( Yay =L pefo2m)
x) = y y_2 471'7 X ) ).
0
f
%_.
—4m -2 0 2 ATt T
7.4 pav.

I8skleiskime funkcija F' tolygiai konverguojancia Furjé eilute

o0

Remiantis 7.4 teorema, $ig eilute galima diferencijuoti panariui bet kokj skaiciy
karty. Todél
o0
F”(IZ?) _ i eikm
27 ’

k=—o0

Taciau

1 o0 o0 o
F'(x) = f'(x) = 5 T E §(x — 2km) = g etk
k——oo k= —oo
k0

Sulyging Sias iSraiSkas, gausime formulg

oo

1 ikx __ -
o e = 3" §(x — 2km), (7.32)

k=—00 k=—c0
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7.9. DIFERENCIALINIU OPERATORIU FUNDAMENTALIEJI
SPRENDINIAI

Tegu A yra tiesinis diferencialinis m-osios eilés operatorius, t.y.

m

A= Z aoD?. (7.33)

|a|=0

Be to, operatoriaus A koeficientai a, € C*°(R"). Tada Yu € D*(R™) apibréita
apibendrinta funkcija A u € D*(R") ir teisinga formulé

(Au, p) = Z (aa D%, @) = Z (D%, anp) =
[a|=0 |a]=0
= Z (_1)‘04| (u, D*(aayp)) = <ua Z (_1)|a‘Da(aa‘p)> =
lor|=0 |e|=0
= (u, A*p), Vo € DR"); (7.34)

Cia A* — formaliai jungtinis operatorius, t.y.

m

A=Y (=1)IID(aap).

|er|=0
Erdvéje D*(R"™) nagrinésime lygti
Au=f, [feD*R"). (7.35)
Apibendrintoji funkcija u € D*(R™) yra (7.35) lygties sprendinys, jeigu
(Au, o) =(f, ¢), Vo€ DR"). (7.36)
Remiantis (7.34), pastaraja lygybe galima perraSyti taip:
(w, A" @) = (f, ¢), VpeDR"). (7.37)

Apibreézimas. Apibendrintoji funkcija £ € D*(R"™) vadinama operatoriaus
A fundamentaliuoju sprendiniu, jeigu ji yra lygties

AE=4 (7.38)
sprendinys
Bendru atveju fundamentalusis sprendinys néra vienintelis. Jis apibréZiamas ho-

mogeninés lygties A & = 0 sprendinio tikslumu. IS tikryjuy apibendrintoji funkcija
& + & taip pat yra operatoriaus A fundamentalusis sprendinys:

AE+E)=AE+AE =4,
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Zinant operatoriaus A fundamentalyjj sprendinj £, galima rasti (7.35) lygties sprendinj
sastikos u = & * f pavidalu (Zr. 7.11 skyrelj). Fundamentaliuosius sprendinius galima
rasti naudojantis Furjé transformacijy metodu (Zr. 7.13 skyrelj).

Pateiksime keleta svarbiausiy matematinés fizikos diferencialiniy operatoriy fun-
damentaliyju sprendiniy pavyzdZiy.

Pavyzdziai:
1. Tegu funkcija z € C™(R,.) tenkina diferencialing lygti
Az=2" 4 a;(t)2m Y+ +ant)z=0
ir pradines salygas:
2(0)=2'(0)=... =" 20)=0, 2™ Y(0)=1. (7.39)
Tada funkcija & = 6z yra fundamentalusis operatoriaus A sprendinys; ¢ia 6 —

Hevisaido funkcija. [rodysime tai. Remdamiesi pradinémis salygomis, apskaici-
uosime iSvestines:

Todel

noog2
A=A= —
kz:l ox?
Tada jo fundamentalusis sprendinys'
1
lz|>™™, n > 2,
£y = | @IS
—— In |z, n=2

Cia |S1| — vienetinés sferos plotas (7r. [1]).

IPirmoje %ios knygos dalyje fundamentalioju Laplaso lygties sprendiniu pavadinome funkcija

2—n
T oo ) > 2,
RS TR

——— In|z|, n=2.

1511

E(x) =
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Pakanka patikrinti, kad

/S(x)Ago(x) dx = (5, ¢y, Ve e DIR"). (7.40)
Rr

Remiantis dukart diferencijuojamy funkcijy integraline iSraiska (Zr. [1], (10.4)
formule),

p(x) = [ E(x —y)Ap(y) dy,
/

jeigu tik supp ¢ C 2. Kai « = 0, i§ pastarosios gausime (7.40).

3. Tegun = 3ir
eik|:v\ o efik\a:|

£(z) = E(z) =

Anla]’ x|

Irodysime, kad taip apibréztos funkcijos € ir € yra Helmholco operatoriaus A +
k2T fundamentalieji sprendiniai; ia I — tapatus operatorius.

Tiesiogiai galima patikrinti, kad

ﬁeikm _ ik ciklel  Agiklal (2“9 _ l<;2> ciklzl

Be to,
1
Todél
eik\x\ ) 1
(A + K% = eklzlA — 4
El ||
, 1 1. . K2
+2 (Ve”“'x', V) + —Aethlel  Zeiklzl —
2| ) " 2| |z|
= —dmel*l§(z) + _2ik | 2k L + L el = —az ()
- o R o N N - '

Taigi funkcija & yra fundamentalusis Helmholco operatoriaus sprendinys. Ana-
logiskai galima jrodyti, kad funkcija £ taip pat yra Helmholco operatoriaus
sprendinys.

4. Tegu
(t) _ a?

—— 7 ¢ 4a?t.
(4ma?t)n/2 c

E(x,t) =

Irodysime, kad taip apibréZta funkcija £ yra Silumos laidumo operatoriaus

0

_ 22
Y @A
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fundamentalusis sprendinys, t.y.
E — a’AE = (x,t). (7.41)

Funkcija £ yra lokaliai integruojama erdvéje R" ™, £(x,t) = 0, kai t < 0, ir
E(xz,t) > 0, kai t > 0. Be to (Zr. [1], 9.3 skyrelio 2 ir 5 savybes),

/S(x,t) dr =1, Vt>D0, (7.42)

R‘Il
ir puserdvéje x € R™, ¢ > 0 ji tenkina lygtj
(c,‘t — CL2A5 =0.
Tegu ¢ € D(R™"). Pasinaudoje $iomis savybémis, gausime

(& - a’A€, o)y=—( o + a2Ag0> =

= —//E(x,t) (pe(z,t) + a*Ap(z,t)) dadt =

0 R™

= — lim //E(x,t) (¢e(2,t) + a*Ap(z, 1)) dedt =

e—0
e R™
= hm( /S(m,a)go(x,a) dz +// (& — a®AE) <pda:dt> =

e—0

R™ e R™

= &11_1}(1) E(x,e)p(x,0)dx + Eh_r}r%) E(z,e)[p(x,e) — p(z,0)]dx =
R’Vl ]Rn
= lim [ &(x,e)p(x,0)de. (7.43)
e—0
Rn

Paskutiniame etape pasinaudojome tuo, kad

| [ e 2)lpt.2) ~ ola,0) da] < max (e, 2) ol 0)] .
J

kai ¢ — 0. Kadangi {€(z,¢)}, e — 0, yra delta pavidalo funkcijy seka (Zr. 7.3
skyreli), tai

(& — a®AE, ) = 611_% E(x,e)p(x,0)dx =

R™

= (0,0) = (5, p), VYpe D (R").



7.9. DIFERENCIALINIY OPERATORIU FUNDAMENTALIEJI SPRENDINIAI 259

5. Tegun = 1ir
1
E(x,t) = gﬂ(at — |z|).

Irodysime, kad taip apibrézta funkcija yra fundamentalusis Dalambero operato-

riaus o2 92
0o = = —a*=——
ot? Ox?
sprendinys, t.y. tenkina lygti
Ou&(2,t) = 6(x,t), (x,t) € R™ (7.44)

Funkcija € yra lokaliai integruojama plokitumoje R?, lygi nuliui kiigio K =
{(x,t) € R? : || < at, t > 0} iSoréje (7r. 7.5 pav.).

xr = —at t T =at

7.5 pav.

Tegu ¢ € D(R?). Tada

(Ou. ) = (€. Oug) = [ E(a, 0ol 1) dudt =

]RZ
1 oo o0 oo at
=5 / / o (x,t) dtdx — //gom(%t) dxdt =
a
— 00 |z‘/a 0 —at
a r=at
__27 / (‘Ot(x7t)’t*‘:b|/adm_ 5 Spw(:C’t)’z*fatdx:

I
|
S
0\8
©
o~
—~
8
~
et
il
8
~
e
QU
8
I
ol
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1 oo
= —5/[<Pt(—x,t)|x=_at - aapx(x,t)‘xz_at dt} dt =
0

Il

|
DO =
oy

dp(at, ) — 3 / dp(at,1) = 50(0,0) + 5(0,0) = (3, ¢).
0

IS ¢ia gauname, kad funkcija £ tenkina (7.44) lygti.
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7.10. TIESIOGINE SANDAUGA

Tegu funkcija f € Ljoc(R™), o funkcija g € Lioo(R™). Tada juy sandauga fg €
Lioe (R™™) ir apibréZia reguliaria apibendrinta funkcija fg € D*(R™™™):

(fg. 0) = / F(@)9(y) (e, y) dedy =

Rn+m,

- / f(@) / o)l ) dydz = (£, (g, o)) (7.45)

R™ R™

@ﬁw:./g@ﬂmﬂawmw:

Rn«l»m

= [ o) [ H@)ote dody = (7, 9. ). (7.46)
R™ R™
I Sias formules galima Ziaréti kaip i Fubinio teoremos apie daugialypio ir kartotiniy
integraly lygybe viena i$ varianty (Zr. [18]). Be to, Siomis formulémis galima apibréZti
apibendrinty funkcijy tiesioging sandauga.
Apibrézimas. Funkciju f € D*(R") ir ¢ € D*(R™) tiesiogine sandauga
vadinsime apibendrinta funkcija h = f x g € D*(R™*™), apibréZiama formule

(h, @) == (f xg,0)={f, (g, ¥)), @€DR"™™). (7.47)

Galima jrodyti, kad Sis apibréZimas yra korektiskas, t.y. (7.47) formulé apibrézZia
tiesinj tolydy funkcionala pagrindiniy funkcijy erdvéje D*(R™™).
ISvardysime pagrindines tiesioginés sandaugos savybes:

1. Tiesioginé sandauga yra komutatyvi:
fxg=gxf
2. Tiesioginé sandauga yra asociatyvi:
fxlgxhl=[fxg]xh
3. Tegua € C*(R™), b € C*(R™), f € D*(R"),g € D*R™)irh = f x g.
Tada
abh = [af] X [bg].

4. Tegu f € D*(R"), g € D*(R™) ir multiindeksai &« = (a1,...,a,), § =
(B1,---,Bm). Tada

D*DP[f x g] = [D*f] x [D’g].
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5. Tiesioginé sandauga yra distributyvi apibendrintyjy funkcijuy sumos atzvilgiu:
fxXMg+phl =N xg+uf xh, X\peRY
dia f € D*(R™), g,h € D*(R™).
6. Tegu f € D*(R"), g € D*(R™). Tada
supp[f x g] = [supp f] X [supp g].
Desiniojoje Sios formulés puséje yra aibiy supp f ir supp g Dekarto sandauga.

giu teiginiy irodymus galima rasti [21], [51], [52] knygose.
Pavyzdys. Teguz € R". Tada daugiamaté Hevisaido funkcija

0(z) = 1, kfii.xkzq,.Vk;:L...,n,
0, Kkitais atvejais,
gali biti iSreiksta vienmaciy Hevisaido funkciju? tiesiogine sandauga:

O(x) =0(x1) x O(x2) X ... x O(xy,) = 0(x1)0(x2) ...0(xy).

Jos atrama
supp 0 = [0,00) X [0,00) X ... X [0,00).
Be to (zr. 7.7 skyrelio, 2 pavyzdi),
00 | 90(rs)  00()
T 9m Oxy =~ Oxp

DMLVo(z) = 6(x)

Todeél daugiamaté delta funkcija gali buti iSreikSta vienmaciy delta funkcijy tiesiogine
sandauga:

6(x) = 0(w1) X d(x2) X ... X 6(2p).
Pagal 4-3 savybe dvimatés Hevisaido funkcijos i§vestiné

0 0 0

a*y@(ay) = (.Ty[@(z) x 0(y)] = 0(x) x 87/9(9) =0(x) x 6(y).

2Ciata pacia raide 6 Zymime daugiamate ir vienmatg Hevisaido funkcijas.
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Tegu funkcijos f ir g € Lioc(R"™) . Tada juy sastka apibréZiama formule
(f*9)( / fly y)dy, (7.48)

jeigu tik integralas deSiniojoje lygybés puséje egzistuoja. Taip apibrézZta sasiika yra
komutatyvi

(f x9)(x) = (g * f)(x).
Tuo lengvai galima isitikinti atliekant keitini z = x — y. ISskirsime kelis atvejus, kai

funkcijy f ir g sgsuka egzistuoja.

7.4lema. Tegu f,g € L1 (R"™). Tada f x g € L1 (R") ir

ILf * gl @) < I fllL, @ llglle, ®ny-

Sio teiginio jrodyma galima rasti [18] knygoje.

7.5lema. Tegu f € L;(R"), g € Loo(R™). Tada jy sasiika f * g yra apréZta erdvéje
R™ funkcija.

<Tegu h = f % g. Tada
)| < / £@)llte =l dy < sup lo(@)] [ 17@ldy < o0,
reR™
R”L R”L

7.6 lema. Tegu funkcijos f,g € Lioc(R™) ir viena i§ jy yra finiti. Tada f * g €
Lioc(R™) .

<Tegu h = f * g ir funkcija f yra finiti, t.y. supp f C 2, Q) — apréZta sritis. Tada
kiekvienai apréZtai sriciai ) integralas

/|h \dx<//\f |dy)d:c<
< [1501 [ 1ot - ldzay < [ 1)y <oc. >
Q Q Q

7.7lema. Tegun = 1, f,g € Lio(R") ir funkcijos f, g yra lygios nuliui, kai = < 0.
Tada f *x g € Lloc(Rl).
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<Tegu h = f x g. Laisvai pasirenkame skai¢iy R > 0. Tada

R R =
/Ih(w)ldx://|9(y)||f(9€—y)|dydx:
—-R 00
R R R -
:/|9(y)\/\f(x—y)|dxdy§/\g(y)|dy/\f(z)|dz<oo, >
0 y 5 J

Tarkime, funkciju f, g € Lioc(R™) sasiika f * g € Lioc(R™) . Tada formulé

(rea.0) = [ ([ 1€~ wiv) (e -

R™ R™
/ f(@)g(y)e(x +y)drdy, Ve € DR"),
]R2n

apibrézia reguliariaja apibendrintaja funkcija f * g.
I funkcijuy f ir g sandauga galima Ziuréti kaip i tiesioging sandauga f x g. Todél
pastaraja formulg galima perrasyti taip:

(fxg,0)=(f xg,¢") Vo€ DR");

Cia funkcija * : R*"™ — R' yra apibrézta formule ¢* (, y) = ¢(z + y). Funkcija o*
yra be galo diferencijuojama. Taciau néra finiti. Todél reiSkinys deSiniojoje lygybés
puséje turi prasme ne su visomis apibendrintomis funkcijomis f ir g.

Apibrézimas. Apibendrintyjy funkcijy f ir g € D*(R") sastka vadinsime
funkcionalg f * g, apibrézta pagal formule

(f*g,0)=(fxg, "), VYoecDR"), (7.49)

jeigu tik reiSkinys deSiniojoje lygybés puséje turi prasme.
Isskirsime du atvejus, kai apibendrinty funkcijy sastika egzistuoja ir priklauso erd-
vei D*(R™).

1. Bent viena i§ apibendrintyjy funkcijy f arba g yra finiti.

2. n = 1 ir apibendrintyjy funkcijy f ir g atramos yra apréztos i§ vienos pusés
(pavyzdziui, f(x) = 0, kai ¢ < a, ir g(z) = 0, kai & < b, t.y. abiejy funkcijy
atramos yra apréztos i§ kairés).

Pavyzdy s. Betkokios apibendrintosios funkcijos f € D*(R") sastka su delta
funkcija yra lygi f, t.y.

fxo=d0«xf=f VfeD(R"). (7.50)
I8 tikryjy delta funkcijos atrama yra taskas = 0. Todél sastika f * & egzistuoja ir

(05 f, ) =0 x f,0") ={f, (6, 0")) = ([, ¥) -
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AnalogiSkai jrodoma, kad (f %0, ¢) = (f, ¢). Todél delta funkcija apibendrinty
funkcijy erdvéje vaidina vieneto vaidmenj.
Sastakos savybés. Tegu f,g,h € D*(R"™). Tada:

1. Apibendrintyjy funkcijy sasiika yra komutatyvi:
frg=gx/.
2. Sasiika yra asociatyvi:
[fxglxh=fx[gxh]
3. Sasiika yra distributyvi apibendrintyjuy funkciju sumos atzvilgiu:

fx Mg+ puh) = fxg+pufxh, VYA\pecR.

4. Tegu D“ yra diferencijavimo operatorius. Tada
D(f xg) = (D*f)xg = [ (D).
Sia savybe galima apibendrinti. Tegu
A= Z aaD®, a, €RY,
|| =0

yra m-osios eilés diferencijavimo operatorius su pastoviaisiais koeficientais. Ta-
da

A(f xg) = (Af) x g = [+ (Ag).
5. Tegu f * g € D*(R™). Tada
supp(f * g) C supp f + supp g.
6. Tegu w, yra delta pavidalo funkcijy seka (Zr. 7.3 skyrelio 2 pavyzdi). Tada

li =f.

5—1>r£0 We * f f

Funkcija f. = w. * f = f * w. vadinama apibendrintosios funkcijos f vidutine
funkcija.

Pirmy keturiy savybiy irodymas tiesiogiai iSplaukia i$ sasiikos apibrézimo ir ati-
tinkamy tiesioginés sandaugos savybiy. Penktos ir SeStos savybiy jrodymus galima
rasti [52] knygoje.

7.6 teorema. Tegu

A= Z aaD®, an €RY,
|a|=0
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me-osios eilés diferencialinis operatorius su pastoviaisiais koeficientais ir € — funda-
mentalusis Sio operatoriaus sprendinys. Tada sgsiika

u=~&x*f,
Jjeigu ji egzistuoja, yra diferencialinés lygties
Au=f
sprendinys.
<Remdamiesi 4 sastkos savybe, (7.50) formule ir fundamentalaus sprendinio api-
bréZimu, gauname
Au=AExf)=AExf=6xf=f »
Pavyzdziai:
1. Tegu

——|z|*™, kain > 2,
gx)={ @=n)S]

— In|z|, kain = 2,
™

yra fundamentalusis Laplaso operatoriaus A sprendinys, f € D*(R"). Tada
sasiika u = & * f, jeigu ji egzistuoja, yra Puasono lygties

Au=f

sprendinys. Tarkime, f yra finiti, sumuojama erdvéje R™ funkcija ir Q = supp f.
Tada gauname zinoma (Zr. [1], 12.9 skyrelj) formule

umw:w*ﬁ@»:/é@—yﬁ@My
Q

2. Tegu S yra dalimis glodus pavirSius erdvéje R™, n > 3. Tada apibendrintos
funkcijos

v(z) = (€% pdg)(x), w(z)=—(E*x90(vig)/On)(x)

vadinamos atitinkamai paprastojo ir dvilypio sluoksnio potencialais, ¢ia udg
ir —9(vdg)/On — paprastasis ir dvilypis sluoksniai pavirSiuje S (Zr. 7.2 ir 7.7
skyrelius) su tankio funkcijomis 1 ir v. Sios savokos apibendrina Zinomas i3 §io
vadovélio pirmosios dalies paprastojo ir dvilypio potencialo savokas (zr. [1],
12.3 skyrelj). Jeigu pavirSius S yra aprézZtas, tai galima jrodyti (zr. [52], 83 p.),
kad v, w € Lo (R") ir yra teisingos formulés:

On,

o) = [ ele =) as, ww) = - [ =) s,
S S
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Vienas i$ svarbiausiy matematinés fizikos lygéiy sprendimo metody yra Furjé transfor-
macijy metodas. Kitame skyrelyje iSdéstysime 1étai didéjanciy apibendrintyjy funkci-
ju Furjé transformaciju teorijos elementus. Sitame skyrelyje nagrinésime greitai mazé-
janciy pagrindiniy funkcijy ir létai didéjanciy apibendrintyjy funkciju klases. Viena
i§ svarbiausiy Siy klasiy savybiy yra ta, kad Furjé transformacija veikia ju viduje.

Apibreézimas. Sakysime, funkcija ¢ € C°(R"™) yra greitai maZéjanti, jeigu
su visais « ir 3 reiSkinys #° D®p(x) yra apréztas erdvéje R™. Greitai maZéjanciy
funkcijy klasg Zymésime G.

Pateiksime kita, ekvivalenty klasés G apibréZima.

Apibrézimas. Sakysime, ¢ € C*(R") priklauso klasei G, jeigu ji ir visos
jos i¥vestinés nyksta, kai |z| — oo, grei¢iau negu bet koks funkcijos ||~ laipsnis.

Akivaizdu, kad aibé G yra tiesiné. Apibrézkime konvergavimg Sioje aibéje. Saky-
sime, seka {pr} C G konverguoja i nulj ir raysime @5 — 0, kai & — oo, jeigu su
visais o ir 3

D%y (z) =0 € R", (7.51)

kai £k — oo. Aibé G su taip apibrézta topologija yra tiesiné erdvé. Erdve G vadin-
sime pagrindiniy greitai maZéjanciy funkcijy erdve. Akivaizdu, kad D(R™) C G.
Be to, i§ konvergavimo erdvéje D(R™) iSplaukia konvergavimas erdvéje G. Erdvé G
nesutampa su erdve D(R"). PavyzdZiui, funkcija e~ lel? priklauso G, bet nepriklauso
D(R™). Erdvé D(R") yra tirSta aibé erdvéje G, t.y. kiekvienai funkcijai ¢ € G egzis-
tuoja tokia seka pp € D(R"), k = 1,2,..., kad erdvéje G v — p, kai k — oo. I§
tikryjy tegun € D(R™), n(x) = 1, kai |z| < 1, ir

or(z) = p(@)n(z/k), k=1,2,...

Tada seka {y, } konverguoja i funkcija ¢ erdvéje G.

Tegu A yran x n eilés nei$sigimusi matrica, a — fiksuotas vektorius erdvéje R™ ir
T — neiSsigimusi erdvés R™ transformacija. Kiekvienai funkcijai ¢ € G priskirkime
funkcija @ € G pagal formule o1 () = (T ). Si atitinkamybé erdvéje G apibrézia
kintamuju keitimo operatoriy. Lengvai galima isitikinti, kad taip apibréZtas operato-
rius yra tolydus.

I8 erdvés G apibrézimo iSplaukia, kad diferencijavimo operatorius D : G — G yra
tolydus su kiekvienu multiindeksu c.

Tegu a € C*(R") ir ¢ € G. Sandauga a¢p gali nepriklausyti greitai mazéjanciy
funkcijy klasei G. Pavyzdziui, kai a(x) = el=l”, o(z) = e~12I” sandauga

a(z)p(r) =1 ¢G.

Taciau jeigu funkcija a ir visos jos iSvestinés didéja ne greiciau kaip polinomas, t.y.
tenkina nelygybe
|DYa(z)] < Co(1+ |z|)™, Ve, (7.52)

tai sandauga ay irgi priklauso G. Be to, dauginimo i$ tokios funkcijos operatorius yra
tiesinis ir tolydus erdvéje G.
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Apibreézimas. Tiesini tolydy funkcionala, apibréZta pagrindiniy funkcijy
erdvéje G, vadinsime létai didéjancia apibendrintgja funkcija. Létai didéjanciy apiben-
drintyjy funkcijy klasg Zymésime G*(R™), arba trumpiau — G*, o funkcionalo f € G*
reik§me taske ¢ € G Zymésime (f, ¢).

Aisku, kad G* yra tiesiné aibé. Apibrézkime Sioje aibéje konvergavima.

ApibreéZimas. Sakysime, apibendrintyjy funkcijy seka f i§ G* konverguo-
jai apibendrintaja funkcija f € G* ir raysime f, — f, jeigu

<fk790>4><f> S0>a theg,

kai k — oo.

Taigi aibé G* su taip apibréZta topologija yra tiesiné erdvé. IS Siy apibréZimy
gauname, kad G* C D*(R"), ir i§ konvergavimo erdvéje G* i§plaukia konvergavimas
erdveje D*(R™). I8 tikryjy tegu f € G*. Tada f € D*(R"™), nes D C G. Be to, i§
konvergavimo erdvéje D(R™) iSplaukia konvergavimas erdvéje G. Todél, jeigu fr, — 0
erdvéje G*, kai k — oo, tai (fx, p) — 0, kai k — oo, Vo € D(R") C G. Kartu
galime tvirtinti, kad f; — 0 erdvéje D*(R"™), kai k — oo.

7.7 teorema. (L. évarco) Tiesinis funkcionalas f : G — R priklauso erdvei G* tada
ir tik tada, kai egzistuoja tokie skaiCiai C' > 0 ir p > 0, kad

[{f; o) | < Cllellp, VYo eg; (7.53)
Cia
el = sup sup (14 [z])?|D%(x)|.
|| <p z€R™
<Pakankamumas. Tegu f yra tiesinis funkcionalas erdvéje G ir teisinga
(7.53) nelygybe. Be to, tegu erdvéje G seka ¢p, — 0, kai k — oo. Tada |||, — 0,
kai k — oo, ir
| (fs k) | < Cllerll, = 0,

kai k — oo. Tai reiskia, kad f yra tolydus funkcionalas erdvéje G.

Biatinumas. Tegu f € G*. Irodysime, kad egzistuoja tokie skai¢iai C' > 0 ir
p > 0, kad su kiekviena funkcija ¢ € G teisinga (7.53) nelygybé. Tarkime priesingai,
tokiy skaiCiy néra. Tada egzistuoja tokia seka {¢y } i§ G, kad

[ (f, ox) | = Ellokllr, k=1,2,... (7.54)
Tegu
or(z)
Up(z) = ————, k=1,2,...
VE|okllk
Tada

B Do

Vel ~ VE
kai k > max{|al, |8]}. Todél ¢, — 0 erdvéje G, kai k — oco. Kadangi funkcionalas f
yra tolydus erdvéje G, tai (f, 1r) — 0, kai k — oo. Taliau
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Gauta priestara jrodo, kad padaryta prielaida yra neteisinga. >
Pavyzdys. Tarkime, funkcija f € Ljoe(R") ir

|f(@)] <O+ |=))™

¢ia C ir m — teigiamos konstantos. Tada formulé

- / f@)p(x)dz, ¢ €G.
J

apibrézia funkcionala f € G*. Norint tuo jsitikinti, pakanka pastebéti, kad

(A + [z ()|
< )| dx < dr <
[ {f, ¥)| /|f Np(z)| dz C/ 4 ) x <

R™

< C su 1+ |z)mtnt! / =
sup {(1+ )" o)} [

=C1 555{(1 + )™ (@)},

ir pasinaudoti 7.7 teorema.

7.8 lema. Tegu f € G*. Tada:
1. Dof e G*, Va=(ag,...,an).
2. Jeigua € C*°(R") ir tenkina (7.52) nelygybe, tai af € G*.

3. Jeigu Tx = Ax + a yra tiesiné neiSsigimusi kintamyjy transformacija, tai

fr e g*.

Visi $ios lemos teiginiai irodomi panasiai kaip atitinkami teiginiai erdvéje D*(R™).
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7.13. LETAI DIDEJANCIU APIBENDRINTUJU FUNKCIJU
FURJE TRANSFORMACIJOS

Kiekviena funkcija ¢ € G yra integruojama erdvéje R™. Todeél kiekvienai funkcijai
¢ € G yra apibrézta Furjé transformacija3

Flel(©) = [ o(o)e' i 155
R’IL
8iaéx = Y &, — skaliariné sandauga erdvéje R™.
i=1
7.8 teorema. Furjé transformacija F' : G — G.

< Kadangi funkcija ¢ yra greitai mazéjanti, tai (7.55) integralg galima diferencijuoti
po integralo Zenklu kintamojo & atZvilgiu, t.y.

D*F[p)(€) = / (iz)*p(z)e™ dx. (7.56)
i

Pasinaudoje Sia bei integravimo dalimis formule, ivertinsime reiskini

€D PIP(E)| = | [ ()€ pla) da] =
A
“p(x)DJe’ " dr| = | [ DJ(z*p(x))e” du| = (1.57)
‘Rlxﬁﬂx € x‘ ‘R[ T p(x))e 3:’

1 n+1 Dﬂ a eﬁa: de| < C dx d
‘ (1+ |z]) b (x @(@)'W x’— A+ )t T < 00.
R’!L R"L
Remiantis funkcijy klasés G apibrézimu, F[p] € G. >
Pastab a. Sioje teoremoje erdvés G negalima pakeisti D(R™). I§ tikru ju funkci-
jos ¢ € D(R"™) Furjé transformacija F'[p] néra finiti funkcija (jeigu tik ¢ # 0). Todeél
Flp] € D(R™).
Tegu ¢ € G. Tada funkcijos ¢ atvirkstiné Furje transformacija apibréZiama formule

Fe)(x) = ! / e p(€) de. (7.58)

e/

3Kartais Furjé transformacija apibréZiama ir Zymima Siek tiek kitaip, pvz.:

(8 = %/Q/Lp(x)eigz dx arba $(§) :/QO(.Z‘)6727WEI dz.

(2m)

R"™ R
Siame skyrelyje Furjé transformacijos operatoriy Zymésime raide F ir apibréSime (7.55) formule. Taip
pat Furje transformacija yra apibréziama [21], [49], [51]-[53] knygose ir kompiuterinés algebros sistemoje
MACSYMA.
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Funkcijos ¢ € G Furjé transformacija F'[¢] yra integruojama ir tolygiai diferenci-
juojama erdvéje R™ funkcija. Todeél i bendros Furjé transformacijos teorijos iSplaukia,
kad

o = F VP[]l = FIF'[¢l], Ve ed. (7.59)

Be to,

1
F*l — F _ .
[¢] R lp—El;
Sia ¢_g(z) = p(—x). Todél galime tvirtinti, kad transformacija f yra abipusiskai

vienareik§mé ir F[G] = G.

7.9 teorema. Furjé transformacija yra tolydus operatorius erdvéje G.

<Tegu ¢, — 0, erdvéje G, kai k& — oo. Tada remdamiesi (7.57) nelygybe, gau-
name

€9 D Flpi)(6)] < / |DP (2% g4 () | da <
J

dx
< sup |DP(x%pp(2))|(1 + |z "'H/i:&(), e R",
*956115' (z%pr(2)I( |z]) J (1+ |zt 3

kai k — oo. Pagal konvergavimo erdvéje G apibréZima, F[pr] — 0 erdvéje G, kai
k—oo0.>
Tegu f € L;(R™). Tada jos Furjé transformacija F'[f] yra apréZta

FUNOI < [17@]de < oo, e
R’Vl
Be to, funkcija F'[f] yra tolydi (Zr. [18]). Todél formulé

(FIf), ) = / FIA©)p(€) d, o€,

R™

apibréZzia reguliariaja apibendrintaja funkcija F'[f] € G*. Pagal Fubinio teorema inte-
gralas

[Fin©ete e = [( [ s ar)ete) e -

R R™ R"
- / f() / (€)' dedi = / f(@)Flg)(z) dz
R" R" R
Todeél
(U], ©) = (. Flgl), Voed. (7.60)

Apibreézimas. Apibendrintaja funkcija F[f] € G*, apibréZta (7.60) formule,
vadinsime apibendrintosios funkcijos f € G* Furjé transformacija.
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Patikrinsime, kad $is apibréZimas yra korektiskas, t.y. deSinioji (7.60) lygybés pusé
yra tiesinis tolydus funkcionalas erdvéje G. Pagal 7.8 teorema Fp] € G, Vo € G.
Todeél (f, F[p]) yra tiesinis funkcionalas. Tegu ¢, — 0 erdvéje G, kai k& — oo. Pagal
7.9 teorema F'[pr] — 0 erdvéje G, kai k — oo. Kadangi f € G*, tai (f, Flex]) — 0,
kai £ — oo. Taigi nagrinéjamas funkcionalas yra tolydus.

7.9 lema. Furjé transformacijos operatorius F' : G* — G* yra tiesinis ir tolydus.

< Tiesiskumas yra akivaizdus. [rodysime tolyduma. Tegu fr — 0 erdvéje G*, kai
k — oo. Remiantis (7.60) formule,

(Flf], o) = (fr, Fle]) =0, Yoeg,

kai kK — oo. Pagal apibréZima tai ir reiskia, kad F'[fx] — 0 erdvéje G*, kai k — oc.
Taigi Furjé transformacija F' : G* — G* yra tolydi. >
ApibréZimas. Apibendrintaja funkcija F~1[f] € G*, apibréZiama formule

(F7U 0 = Gy (FlLp-r), Yo €, (7.61)

vadinsime apibendrintosios funkcijos f € G* atvirkstine Furjé transformacija F~1[f].
7.10 lema. Atvirkstiné Furjé transformacija F~' : G* — G* yra tolydi ir
FFf]=FFf]=f fegd (7.62)

<Tegu ¢ € G. Tada

(PP ) = e (FIFU) o-5) =

= (FIf], F'el) = (f, FIF ') = {f, ) =

= (f, FTUFlll) = (F7'USL, Flel) = (FIFT'[f]] 9), Vo eg.

Sulyging Siy lygybiu kairg ir deSing puses, gausime (7.62) formulg. Kartu jrode-
me, kad kiekviena apibendrinta funkcija f € G* yra apibendrintos funkcijos ¢ =
F~1[f] € G* Furjé transformacija ir, jeigu F[f] = 0, tai f = 0. I§ (7.61) iSplaukia
F~! tolydumas. >

7.10 teorema. Tegu f € G*. Tada:
1. D*F[f] = F[I*f], Ya=(aq,...,ap).
2. FID*f] =I"%F[f], Va=(a,...,an);

gial(z) = iz ir [~ (z) = —ix.
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< Jrodysime pirmaji teoremos teigini. Tegu ¢ € G. Tada
(DUFIf], ) = (=) (F[f], D) = (1) (f, F[D*¢]) =
= (=Dl (f, I7°Flg]) = (I°f, Flgl) = (FII*f], ¢) -

IS ¢ia iSplaukia (1) formulé.
Irodysime antraji teoremos teigini. Pagal Furjé transformacijos apibrézima

(FIDf], ¢) = (D[, Flg]) = (-1)*1(f, D*F[g]) =
= (=D)ll(f, FlI%]) = (=1)1*(F[f], I%0) = (I"*F[f], ¢),,
Vo € G. I8 ¢ia i$plaukia (2) formulé. >

7.11 teorema. Tegu A yra neiSsigimusi n X n matrica, I’ * = A x + a, a — fiksuotas
erdvéje R™ vektorius ir f € G. Tada

1
Flfr] = MFU]T*% (7.63)

GiaT* = (T1Y.

4iSvada Tegu A = F yra vienetiné matrica. Tada operatorius T'x = x + a yra
poslinkio operatorius ir

Ffa)(§) = e F[f](€).
7.12 teorema. Tegu f ir g € G*. Tada:
1. Apibendrinty funkcijy f ir g tiesioginés sandaugos Furjé transformacija
F[f x g] = F[f] x Flg].

2. Jeigu viena i$ funkcijy f, g yra finiti, tai teisinga formulé

F[f xg] = FlglF[f]. (7.64)
Pastaryju dviejy teoremy jrodyma galima rasti [52] knygoje.
Pavyzdziai:
1. Tegu 0,(x) = 6(x + a). Patikrinsime, kad

F[64)(8) = e " (7.65)

I8 pradZiy pastebésime, kad

(18], @) = (6, Flg]) = Fl](0) = / PO dE=(1,¢), Vped.
J
Todel
F[5] = 1. (7.66)

Remiantis 7.11 teoremos iSvada,

FI5,)(€) = e S F[5)(€) = e,
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2. I8 (7.66) iSplaukia, kad

1y L
d=F""[1] = (27r)"F[1]'
Todél
F[1] = (2m)"4(8). (7.67)

3. Tegu 0 yra Hevisaido funkcija ir _ () = 6(—z), x € R'. Tada

F[0)(&) =mo(€) + iP%, F[0_(&)] = md(&) — iPé (7.68)

Tegu ¢(x) = O(x)e™**, a > 0. Tada

F _ —azr+ix€ dr = i )
wlle) = [ et =

0
Tiesiogiai galima isitikinti, kad 0(x)e~** — 60(x) erdvéje G*, kai a — +0.
Kadangi Furjé trasformacija yra tolydus erdvéje G* operatorius, tai artindami
a — 0 gausime
i
R
IS ¢ia bei (7.6) Sochotskio formulés iSplaukia pirmoji i§ (7.68). Antroji irodoma
analogiSkai.

F10)(6) (7.69)

Apibendrinty jy funkcijy Furjé transformacija galima panaudoti diferencialiniy op-
eratoriy fundamentaliesiems sprendiniams rasti. Tegu A (D) yra m-osios eilés difer-
encialinis operatorius su pastoviaisiais koeficientais, t.y.

m

AD) = > a.D".

|a]=0

7.13 teorema. Apibendrintoji funkcija € € G* yra operatoriaus A(D) fundamentalu-
sis sprendinys tada ir tik tada, kai jos Furjé transformacija F'|E] tenkina lygtj

A*(F[E] =1; (7.70)
Cia

A*(I) = Zm: N

|a|=0

ir (7.70) lygybé suprantama kaip lygybé erdvéje G*.
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aTegu £ € G* yra fundamentalusis operatoriaus A (D) sprendinys, t.y. tenkina

lygti
A(D)E = 6.

Taikydami Furjé transformacija abiem Sios lygybés puséms, gausime

F[A(D)&] = F[é] = 1. (7.71)
Taciau
FIA(D)E] = F[i aaD"g} = i F[D&] =
|a]=0 || =0
= f: anI~“F[&] = A*(I)FIE]. (7.72)
|ar]=0

IS (7.71) ir (7.72) i$plaukia lygybe (7.70).

Tegu £ € G* ir tenkina (7.70) lygti. Remdamiesi (7.72), gauname, kad £ tenkina
(7.71) lygti. Taikydami abiem S$ios lygties puséms atvirksting Furjé transformacija,
gausime (7.70). >

Remiantis irodyta teorema, fundamentaliojo sprendinio galima ieSkoti sprendZiant
algebring lygti

PX =1 (7.73)

erdvéje G*; ¢ia P yra n kintamyjy polinomas. Jeigu P~! yra lokaliai integruojama
erdvéje R” funkcija, tai ja atitinkanti reguliarioji apibendrintoji funkcija P~! yra (7.73)
lygties sprendinys. Jeigu P~! néra lokaliai integruojama erdvéje R™ funkcija, tai
i8spresti (7.73) lygti apibendrintyju funkciju erdvéje yra gana sudétinga. L. Herman-
deris (L. Hérmander) irodé¢, kad (7.73) lygtis erdvéje G* visuomet iSsprendZiama, jeigu
P #£0.

I8sprendus (7.73) lygti, dar reikia rasti sprendinio atvirk$ting Furjé transformacija.
DaZnai tai yra gana sunkus uZdavinys.

Pavyzdys. Tegu n = 3. Rasime fundamentaly Laplaso lygties sprendinj. Pa-
gal apibrézima apibendrintoji funkcija £ yra fundamentalusis Laplaso lygties sprendi-
nys, jeigu ji tenkina lygti

A€ = 4.

Paveike abi Sios lygties puses Furjé transformacija, gausime

PFE] = 1;
Gia P(€) = —|¢|?. Reiskinys —|&|~2 yra lokaliai integruojamas erdvéje R®. Todeél
FIE|(§) = —g| 2 ir
E=FP.
Pagal apibrézima
(FP70) = s (FIP ) = o (P Flo]) =
’ (2m)? 7 (2m)? ’
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1 —2 iz€
_(27T)3/\x| /e o(—&) dédx.
R3 R3
Integralas
izé Romoom i|€]pcos o
/ e—dmz///eip%inadﬁdadp:
|| p?
lz[<R 000
[ tr [ sinlg
2 /6i|§|ptdtd — 2T [ 2islp
/ P70
0 —1 0
Be to,
sin s
[ G- 2 g0
p 2,
0
Todél integralas
eiaﬁ& 27T2
Z dr— 2
/ |z|2 €]
|lz|<R
erdvéje G*, kai R — oo, ir
(FHP 1, 0) = —% 2lzso(—f) d¢ =
(2m)® J [¢]
R3
1 1
—*/*w(é)d§=<&s@>, Vo eg.
Am J €]
R3
Taigi
el 1
EE)=FPE) =
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7.14. UZDAVINIAI

1. Tegun = 1ir:

S, kailz| <e
1.1. =q 2¢’ -
fe(@) { ,  kailz| > ¢

1
1.2. fo(z) = ;sing;

€
1.3. fo(x) = — sin” —.

fe(x) —a sin” =
Irodykite, kad f.(z) — d(x), kai e — +0.

2. Tegun > 1, f.(x) = e "a(x/e),a € D(R™), a(x) > 0ir

/a(x) dr = 1.

JR’VL
Irodykite, kad f.(z) — d(x), kai e — +0.

3. Tegun = 1lir:

3.1, fr(z) = \/fe_’”z;

1 k

1
33. fr(z) = §ke—k‘$‘.
Irodykite, kad fi(z) — 0(z), kai k — oo.

4. Tegun =1ir

<Pcoskx7 <p> :Vp/ coskx@(x)dm.
x x

— 00

cos kx

Irodykite, kad P — 0 erdvéje D*(R'), kai k — oo.

5. Trodykite, kad:

ixt

51. 1

m :
t—+4ocox —1

= 2mid(x).

emct

52. lim — =
t—+oo x + 10

53. lim tO(t)e'*t =if(x).

t——+o0
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6. Raskite apibendrintyju funkciju iSvestines:
x, kaix >0,
6.1 f(z) = {0, kai z < 0.
6.2. f(z) = xsigna.
6.3. f(

[ 1/e, kailx| <e/2,
64. f(z) = {0, kai |z] > /2.

x) = 0(x) cos x.

7. Trodykite lygybes:

7.1. (i + A)G(w)e"\z = d(x).

dx
d? 5\ 0(x) sinwax

73. 6(a? — a?) = %[5(@0 —a)+ 6z +a).

7.4. §(sinz) = io: 0(x — k).

k=—oc0

1 oo ) 0o
7.5. by ookt = S §(x — 2kn).

k=—o0 k=—o00

7.6. |sinz|” + |sinz| =2 > 6z — kn).

k=—o0
8. Irodykite, kad apibendrintos funkcijos yra $iy diferencialiniy lygciy sprendiniai:
8.1. y=c1 +cof(z) +Inlz|, ay =1
82. y=rc1+ c20(x) +c3 — P%, zy’ = P%.
8.3. y=rc1 + cof(x) + c36(x) — 73%, 2%y = 1.
84, y=rc1+ cx+0(x)x, y' =i).
85. y=ci+catesbx+1)+ef(z+D(x+1), (z+1)%"=0.

9. Trodykite formules:

9.1. 6(x—a)x6(x—b)=0(x —a—10)

9.2. 0(z) *x0(x) = O(x)x.

9.3. 0(x) x O(x)2? = O(x)x3/3

9.4. ¢=9" 4 ge—a2’ = lxe_ax2/27 a>0
8a

22 .
10. Tegu o > 0, fo(x) = a\/ﬂe 2o Jrodykite, kad f, * fz = f\/m.
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11.

12.

13.

14.

15.

Tegu v > 0, fo(x) = . Irodykite, kad fo * f3 = fats-

(22 4+ a?)

Raskite apibendrintosios funkcijos f Furjé transformacija Siais atvejais:

121, f(z) = %[5(3; —a)+5(z +a)].

122. f(z) =6W(x), k=1,2,

12.3. f(z) =0(z —a)

12.4. f(z) = sign (x)

12.5. f(z) :P%.

12.6. f(z) = |z|.

127. f(z) =2%0(z), k=1,2,

128. f(z) = |zk, k=2,3,

Tegu n = 1. [rodykite formules:
1

13.1. F[fl(&) = o kai f(x) = 0(—x)e*™, a>0.
2a —alx

13.2. F[f](¢) = m,kalf(x) =e Wl 4>0

13.3. F[f](&) = 2me~ ¢! kai f(z) = a22+7ax2 a>0.

134, FIA) =27 kai £ (2) = 0(R ~ Ja).

2

135. F[f](€) = ?6*52/402, Kai f(2) = e 97", a#0.
13.6. F[f](¢) = Vre i€~ kai f(z) = e

13.7. Ff](€) = vaei @) kai f(z) = e "

Trodykite, kad erdvéje G*(R"™) yra teisingos formulés:

14.1. F[f)(€) = (20)"(~0)*| D*6(¢), kai f(x) = 2°.
142, FIf](€) = (—i€)°, kai f(x) = D3 (x).

sin RIE| . (R — |x|)
14.3. F[f](¢§) =2n ] L kai f(x) = \/ﬁ, n=2.

Tegu ds,, yra paprastojo sluoksnio sferoje Sp = {z € R? - |z| = R} apiben-
drintoji funkcija, t.y.

(65n: @) = / o(@)dSs, o€ GEY).
Sr

[rodykite, kad
sin R|¢]

4

Fl0s](€) = 4mR
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16.

17.

18.

19.

20.

Raskite diferencialiniy operatoriy fundamentaliuosius sprendinius:

d? d d? d
16.1. — +3— +2. 16.2. —— —4— +5.
d:vg2 + dx + d:rg2 d;v2 +
d d d d
16.3. — —a’. 16.4. — —3— +2—.
dagf’ @ dlf dm22 + dx
d 4 d d
16.5. % —a". 16.6. % — 2@ + 1.

1
Tegu n = 2. Irodykite, kad funkcija £(z) = 8—|z|2 In|z| yra biharmoninio
7r

operatoriaus A? fundamentalusis sprendinys.

0(t) ;(22_=x v . .
Irodykite, kad funkcija £(z,t) = — i6(t) e <4‘ 4) yra Srédingerio operato-
2V/mt
2
riaus ia + ) fundamentalusis sprendinys.
0(at — |x])

Tegu n = 2. [rodykite, kad funkcija £(z,t) = yra bangav-
2raq/a?t? — |x|?
82
imo operatoriaus [J, = = — a?A fundamentalusis sprendinys.

ot?

ot
Irodykite, kad funkcija £(z,t) = 1 ( ztégat (x) yra trimacio bangavimo oper-
Ta
2

atoriaus 0, = 72 a®A fundamentalusis sprendinys. Cia ds,, — paprastojo
sluoksnio sferoje S = {z € R® : |z| = at} apibendrintoji funkcija, t.y.

(5,01 ) = / o(@)dSs, o< G(RY).

Sat
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7.15. ATSAKYMAI

6.1. f'(x) = 0(x).

6.2. f'(x) = sign (x)

6.3. f'(x) = 6(x) — 0(z)sin(z).

6.4. f'(x) =e 1 (6(z+¢/2) — d(z —€/2)).
12.1. F[f](£) = cos at.

122. F[f](§) = (—i&)*.

12.3. F[f](€) = m(€) + ie'*Py.

124. F[f](§) = 2iP¢.

12.5. F[f](§) = imsigné

12.6. F[f)(€) = 2 (P%)/ = 2P4.

. 1]
12.7. FIf](€) = (—i)F [ms(g) +z7>%] :

12.8. F[f](€) = (—i)*2m6®)(€), kai k — lyginis, ir
k

16.1. E(x) = 0(x)
16.2. £(x) = O(x)e** sinz.

16.3. £(x) = 1(1_2_‘“”/2(9(30)(63‘“”/2 — cos(aV/3x/2) — \/§sin(a\/§x/2)).

3
164. E(x) = %9(:@(1 _ )2,
16.5. E(x) = %a’gﬂ(x)(sinh ar) — sinax).

16.6. £(x) = %G(x)(x coshz — sinh z).



8 SKYRIUS

Variacinial metodai

Siame skyriuje nagrinésime variacini paprastuju bei elipsiniuy diferencialiniy lyg&iuy
tyrimo metoda. Sio metodo idéja labai paprasta. Tarkime, f : R — R yra tolydi
funkcija, F' — funkcijos f pirmyksté funkcija, t.y. F'(x) = f(x). Tada pagal Zinoma
analizés teorema funkcijos F' lokalaus ekstremumo taskai tenkina lygti

f(z)=0. 8.1)

Kai F' yra iSkila funkcija, tai teisingas ir atvirkSCias teiginys: (8.1) lygties spren-
diniai yra funkcijos F' lokalaus ekstremumo taskai (Zr., pavyzdziui, [23]). Todél uZzuot
sprende (8.1) lygti, galime ieskoti funkcijos F' ekstremumo tasky. Sia jdéja apiben-
drinsime begalinio matavimo atveju. Tiksliau, vietoje (8.1) lygties nagrinésime difer-
encialing lygti, kurioje neZinomasis yra funkcija i§ begaliniamatés tiesinés erdvés. Tam
tikrais atvejais diferencialiniy lygciy apibendrinty sprendiniy radimo uZdavinys yra
ekvivalentus atitinkamy netiesiniy funkcionalu ekstremumo tasky radimo uZdaviniui.

Siame skyriuje déstoma netiesiniy funkcionaly, apibréZty normuotose erdvése,
ekstremumy tasky radimo teorija. Nagrin¢jami pustolydZiai i§ apacios funkciona-
lai, irodomos teoremos apie nediferencijuojamuy funkcionaly minimumo egzistavima,
nagrinéjamos funkcionaly iS§vestinés Gato ir Fre$é¢ prasme, déstomi iSkilyjuy funkcio-
naly teorijos elementai, subgradiento ir subdiferencialo savokos. Pateikiami taikymo
ivairioms diferencialinéms lygtims pavyzdziai. Nagrinéjami konkretts funkcionaly
minimumo radimo metodai.

8.1. PUSTOLYDZIAI IS APACIOS FUNKCIONALAI

Tegu X yra normuota erdvé, M C X, R = RU {00, —oo} —iSpléstiné realiujy skaiciy
aibé, f : X — R — netiesinis funkcionalas. Pagrindinis variacinio skaiiavimo uz-
davinys funkcionalui f formuluojamas taip: rasti toki elementa u € M, kad

f(u) = min f(v). (8.2)
IS pirmo Zvilgsnio atrodo, kad §j uZdavinj galima spresti taikant gerai Zinoma teo-
rema (zr. [50]).

8.1 teorema. Tegu M C X yra kompaktiskoji aibé ir f — tolydusis funkcionalas aibéje
M. Tada egzistuoja (8.2) uZdavinio sprendinys.

Taciau Sios teoremos taikymas yra gana ribotas. Atkreipsime démesi, kad begalinio
matavimo erdvése kompaktiSkosios aibés yra per ,,retos®. Jos neturi vidiniy tasky. Be
to, teisingas toks teiginys (zr. [33]).
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8.1lema. Aibé {u € X : |Ju||x < 1} yra kompaktiska tada ir tik tada, kai erdvé X yra
baigtiniamaté.

Todél natiiralu atsisakyti aibés M kompaktiSkumo salygos ir pakeisti ja silpnesne.
Funkcionalo f tolydumo salyga taip pat yra per griezta. Pakanka reikalauti silpnesnés,
pustolydumo i§ apacios, salygos.

ApibreéZimas. Funkcionalas f : X — R yra pustolydis i§ apacios taske
ug € M C X, jeigu su kiekviena seka {u,, }22 ; i§ M, u,, — ug, teisinga nelygybé

f(uo) < lim f(un). (8.3)
n—roo

Sakysime, funkcionalas f yra pustolydis is apacios aibéje M, jeigu jis yra pustolydis
i§ apacios kiekviename aibés M taske. -

Apibreézimas. Sakysime, funkcionalas f : X — R yra silpnai pustolydis
i apacios taske ug € M C X, jeigu su kiekviena seka {u,}5°; i§ M, u,, — up,
yra teisinga (8.3) nelygybé. Sakysime, funkcionalas f yra silpnai pustolydis i$ apacios
aibéje M, jeigu jis yra silpnai pustolydis i§ apacios kiekviename aibés M taSke.

Priminsime, kad skai¢iy sekos {x,, } apatiné riba yra skaiCius

nILHgO inf{@,, Tpi1, T2y}

Todél §i riba kartais Zymima lim inf . Konvergavimo, silpno konvergavimo, aibiy uz-
darumo Banacho erdvéje savokos aptartos 1 skyriuje.

8.2 lema. Tegu X yra normuota erdvé, M C X — uZdara (silpnai uZdara) aibé. Funk-
cionalas f : X — R yra pustolydis (silpnai pustolydis) i$ apacios aibéje M tada ir tik
tada, kai Lebego aibés

E(a)={u:ue M, f(u) <a}
yra udaros (silpnai uZdaros) Ya € R.

<aTegu f yra pustolydis i$ apacios funkcionalas. Imkime seka {u,} C E(a), u, —
ug € M. Pagal apibréZima teisinga (8.3) nelygybé. Kadangi u,, € E(a), tai f(u,) <
air lim f(u,) < a. I8 Gair (8.3) gauname, f(up) < a. Todél ug € E(a). Vadinasi,

n—oo
E(a) — uzdara aibé. B

Irodysime atvirkstinj teigini. Tegu F(a) yra uzdara aibé Va € R. Reikia jrodyti,

kad f - pustolydis i$ apaCios. Tarkime prieSingai: u,, — ug € M ir lim f(u,) <
n—oo

f(up). Parinkime toki skai€iy a, kad

lim f(un) < a < f(ug). (8.4)
n—oo
Pagal apatinés ribos apibréZima i sekos {u,, } galima i$skirti tokj poseki {un, }, kad
flun,) < a. Todél u,, € E(a)ir u,, — ug. Kadangi E(a) yra uZzdara aibé, tai
ug € E(a)ir f(up) < a. Gauta priestara jrodo atvirkstinj teiginj.
Aibés M silpno uzdarumo ir funkcionalo f silpno pustolydumo atvejis jrodomas
visiSkai analogiskai. >
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8.3 lema. Tegu X — normuota erdvé. Funkcionalas f : X — R yra pustolydis (silpnai
pustolydis) i$§ apacios tada ir tik tada, kai jo virSgrafikis epif yra uZdara (silpnai uZdara)
aibé.

<aTegu f yra pustolydis i§ apacios funkcionalas ir ¢(u,a) = f(u) — a. Nesunku
isitikinti, kad teiginiai:
(a) f yra pustolydis i§ apacios funkcionalas erdvéje X;
(b) ¢ yra pustolydi i§ apacios funkcija erdvéje X x R

yra ekvivalentds. Funkcijos ¢ Lebego aibé E(r) = {(u,a) : f(u) —a < r} yra
virSgrafikio epif = {(u,a) € X x R : f(u) < a} postumis per vektoriy (0, ). Todél
aibé E(r) yra uzdaroji tada ir tik tada, kai epif yra uZdaroji aibé. Remiantis 8.2 lema,
galima tvirtinti, kad funkcionalas f yra pustolydis i$ apacios tada ir tik tada, kai jo
virsgrafikis epif yra uZdaroji aibé. Antrasis lemos teiginys irodomas analogiskai. >

5iSvada Tegu f yra iskilas funkcionalas. Tada pustolydumo i$ apacios ir silpno pus-
tolydumo i$ apacios sagvokos yra ekvivalencios.

<Jrodymas iSplaukia i§ 1.22 teoremos ir 8.3 lemos. >
6 iSvada Tegu X yra Banacho erdvé, M C X —iskila aibé, f — tolydus iskilas funkci-
onalas. Tada aibéje M jis yra silpnai pustolydis i apacios.
) )

N

8.1 pav. 8.2 pav.
Pavyzdziai:
1. Funkcija, pavaizduota 8.1 paveikslélyje, yra pustolydi i§ apacios, o 8.2 paveiks-

lélyje pavaizduota funkcija néra pustolydi i§ apacios. Pirmu atveju funkcijos
minimumo radimo uZdavinys turi sprendini, o antruoju — ne.

2. Bet kuris tiesinis, tolydus funkcionalas f € X* yra silpnai pustolydis i$ apacios
(nes tiesinis funkcionalas yra iskilas).

3. Norma Banacho erdvéje X yra silpnai pustolydis i§ apacios funkcionalas, t.y.
lluollx < lm |lun|x, jeigu tik w, — wug. Norint tuo jsitikinti, pakanka pa-
n—oo

stebéti, kad norma yra iskilas funkcionalas, ir pasinaudoti Banacho—Steinhauzo
teorema (zr. 1.14).
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8.4lema. Tegu f : X — (—o0, 0], f # oo — i8kilas pustolydis i$ apacios funkciona-
las. Tada egzistuoja g € X* ir o € R tokie, kad

f(u) > (g, u) + «, Yu € X. (8.5)

aTegu u € domf, a < f(u). Tada ta¥kas (u,a) nepriklauso epif. Aibé epif
yra iSkiloji ir uzdaroji. Pagal Hano—Banacho teorema (Zr. 1.11) erdvéje X x R galima
atskirti virSgrafiki epif ir taska (u, a) hiperplokStuma

M= {(u,b) e XxR:(h,u)+pb=7}, heX', ByeR
Pastebésime, kad skaiCius 8 # 0 (jeigu skaiCius § bity lygus nuliui, tai taskas (u, a)
guléty plokStumoje II ir gautume prieStara). Be to, jo Zenkla galima pasirinkti laisvai,
nes hiperplokStumos II lygti visada galima perraSyti taip:

II={(u,b) e XxR:{(=h,u)+ (-8)b=(—v)}, —-heX*, B,veR

Tarkime, 8 > 0. Laisvai pasirinkime elementg v € X ir skaiCiy b toki, kad taskas
(u, b) buty tarp plokStumos IT ir vir§grafikio epif, t.y.

flw)yzb (b, u)+Fb—~y=0.

I8 Siy nelygybiy iSplaukia, kad

f(u) > —% (hy ) + %’y.

Pazyméje g = —h/8, a = v/, gausime (8.5) nelygybe. >
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8.2. NEDIFERENCIJUOJAMU FUNKCIONALU MINIMUMAS

Tegu X yra Banacho erdve, M C X — netuiCia aibé, f : M — R — netiesinis
funkcionalas. Nagrinésime uZdavini: rasti elementa v € M toki, kad

g 1 f . .
fw) = inf f(v) 86)
Apibreézimas. Sakysime, aibé M C X yra silpnai kompaktine, jeigu iS bet
kokios jos elementy sekos {u, }2° ; galima i$skirti poseki {u,, }, silpnai konverguo-
janti i kuri nors aibés M elementa.

8.2 teorema. (pagrindiné var. sk. teorema) Tegu X yra Banacho erdvé, M C X -
silpnai kompaktiné aibé, f : M — R - silpnai pustolydis i$ apacios funkcionalas.
Tada egzistuoja (8.6) uZdavinio sprendinys.

aTegu {u, }52; C M yra minimizuojanti seka, t.y.

lim f(u,) = inf f(v). (8.7)

n— 00 veM

Kadangi aibé M yra silpnai kompaktiné, tai egzistuoja toks posekis {uy, } ir toks ele-
mentas u € M, kad u,,, — u. I§ (8.3) ir (8.7) gauname

f(u) < lim f(up,) = lim f(un,) = inf f(v). (8.8)
k— 00 k—oc0 veM
Pagal tikslaus apatinio réZio apibréZima
> i . .
fw) 2 inf f(v) (8.9)

IS (8.8) ir (8.9) iSplaukia (8.6). Teorema jrodyta. >

7 iSvada Tarkime, erdvé X yra refleksyvi. Tada teorema islieka teisinga, jeigu aibé M
yra tik apréZta ir silpnai uZdara.

8.3 teorema. Tegu X yra refleksyvioji Banacho erdvé, M C X - silpnai uZdara,
neapréZta aibé, f : M — R — silpnai pustolydis i$ apacios funkcionalas. Be to, tegu

fu) = +o0, (8.10)
kai ||u||x — oo. Tada egzistuoja (8.6) uZdavinio sprendinys.

<Kadangi f(u) — 400, kai ||ul][x — o0, tai funkcionalas f yra apreZtas i§ apacios.
Tegu d > inj@ f(v). Parinkime tokj skai¢iy R > 0, kad f(v) > d, kai ||v||x > R.
ve
Tokiems R aibé Mpr = {v € M : ||v||x < R} yra apréita ir silpnai uzdara. Todél
egzistuoja toks elementas ur € Mg, kad

flug) = inf f(v).

vEMR
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Akivaizdu, kad f(ugr41) < f(ug). Todél seka {||ug||} yra apréZta, t.y. egzistuoja toks
skaiCus Ry, kad ||ug|lx < Ryo. Pagal 8.2 teoremos i§vada egzistuoja toks elementas
u e MRO, kad
= inf = inf .
f(u) v fv) = inf f(v)

Teorema jrodyta. >

Kiekvienas tolydus ir iSkilas funkcionalas yra silpnai pustolydis i§ apacios (Zr. 5
iSvada). Todél i 8.2 ir 8.3 teoremy iSplaukia tokios iSvados:

8iSvada Tegu X yra refleksyvioji Banacho erdvé, M C X — uZdara, apréZta aibe,
f+ M — R —iskilas tolydus funkcionalas. Tada egzistuoja (8.6) uZdavinio sprendinys.

9iSvada Tegu X yra refleksyvioji Banacho erdvé, M C X — uZdara, neapréZta aibe,
[+ M — R —i8kilas, tolydus funkcionalas. Be to, tegu f(u) — 400, kai ||u||x — oo.
Tada egzistuoja (8.6) uZdavinio sprendinys.

8.5lema. Tarkime, funkcionalas f : M — R yra grieztai iSkilas. Tada (8.6) uZdavinys
negali turéti dviejy skirtingy sprendiniy.

< Tarkime prieSingai, egzistuoja du skirtingi (8.6) uzdavinio sprendiniai u1, us €
M, ty.
flu) = inf f(v), flu) = inf f(0)
ir u; # ug. Kadangi aibé M yra iSkila, tai elementas

1 1

Be to, ) .
Fw) < Sf(u) + 57 ) = inf f(o).

Taciau Si nelygybé prieStarauja tikslaus apatinio réZio apibréZimui. Todél padaryta
prielaida yra neteisinga ir bet kokie du (8.6) uzdavinio sprendiniai sutampa. >
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8.3. NETIESINIU FUNKCIONALU DIFERENCIJAVIMAS

Tegu X yra Banacho erdvé, f : X — R — netiesinis funkcionalas, u — fiksuotas taskas
erdvéje X.
Apibreézimas. Jeigu su kiekvienu v € X egzistuoja riba

oy £ 0) = F(@)
t—0 t

tai §ig riba vadinsime funkcionalo f pirmgja variacija taSke u ir Zymésime simboliu
0f(u,v).

Pagal apibréZima pirmoji variacija

5f(u,v):%f(u+tv) i’ (8.11)
jeigu tik §i i§vestiné egzistuoja. Si formulé daZnai naudojama praktiskai skaiiuojant
pirmaja funkcionalo variacija.

Fiksuokime elementg u. Tada (bendru atveju) pirmoji variacija ¢ f (u, v) yra netiesi-
nis funkcionalas v € X atZvilgiu. Nesunku jrodyti, kad J f (u,v) yra homogeniné v
atzvilgiu funkcija, t.y. teisinga formulé

5f(u, Av) = Adf(u,v), VAeER.
Bet ji ne visuomet yra adityvi. Yra Zinomi atvejai (Zr. 1 pavyzdj), kai
Of(u,v1 +v2) #0f(u,v1) + 6 f(u,vq).

P astab a. Funkcionalo pirmosios variacijos savoka susijusi su kryptinés i§ves-
tinés savoka. Funkcionalo f kryptine iSvestine taske u pagal krypti v € X, |jv[|x =1
vadinsime riba

u—+tv) — flu
o St ) = )
t—+0 t

Nuo variacijos kryptiné iSvestiné skiriasi tuo, kad elementas v € X yra fiksuotas viene-
tinis vektorius ir pagal ¢ imama riba i§ deSinés.

Fiksavus u € X, | funkcionalo pirmaja variacija d f (u, ) galima Zitréti kaip i
funkcionala, apibrézta erdvéje X. Bendru atveju toks funkcionalas gali biiti netiesinis
ir neapréztas.

Apibrézimas. Tegudf(u,-) yratiesinis funkcionalas. Tada reiskinj d f (u, v)
vadinsime funkcionalo f Gato diferencialu. Jeigu funkcionalas d f (u, -) dar yra toly-
dus, tai ji vadinsime Gato iSvestine ir Zymésime f'(u).

Taigi jeigu funkcionalas f taske v € X turi Gato i$vestine f’(u), tai ji yra erdvés
X* elementas ir

Sf(u,v) = {f'(u),v), VYveX

I netiesinio funkcionalo f Gato iSvesing galima Zziuréti kaip | atvaizdj (arba operato-
riy), kuris kiekvienam elementui v € X priskiria elementa f'(u) € X*.
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8.4 teorema. (baigtiniu, pokyciuy formulé) Tarkime, tasko u aplinkoje U funkciona-
las f : X — R turi Gato isvestine. Tada su kiekvienu h € X : u+ h € U egzistuoja
toks 6 € (0,1), kad

fu+h) = f(u) = (f'(u+6h), h). (8.12)
aTegu ¢(t) = f(u+ th) yra kintamojo ¢ € R funkcija. Jos i§vestiné

() = Tim flu+th+¢eh) — f(u+th)

=50 - = (f'(u+th), h), Vte (0,1).

Pagal baigtiniy pokyciy formulg vieno kintamojo funkcijoms egzistuoja toks 6 &€
(0,1), kad

IS Cia iSplaukia (8.12). >
Apibrézimas. Tegu df(u,-) : X — R yra tiesinis funkcionalas. ReiSkinj
df (u, v) vadinsime funkcionalo f Fresé diferencialu taske u € X, jeigu

flu+v) = fu) = df (u,v) + o([[v]|x). (8.13)

Jeigu funkcionalas df (u,-) dar yra ir tolydus, tai ji vadinsime funkcionalo f Fresé
i§vestine ir zymésime f(u).
Tegu funkcionalas f : X — R yra diferencijuojamas pagal Fresé taske u € X, t.y.
f/(u) € X*. Tada
df (u,v) = (f'(u), v), YveX.
Be to, jis yra tolydus taske u. IS tikruju jeigu v — 0, tai i§ (8.13) iSplaukia, kad
flutv) = fu).

8.5 teorema. Tegu funkcionalas f yra diferencijuojamas taske u pagal Fresé. Tada jis
yra diferencijuojamas taske u pagal Gato ir jy iSvestinés sutampa.

< Imkime (8.13) formuléje v = th ir perraSykime ja taip:

Flu+ tf;) — ) _ ), ) + @Ilhﬂx

Reiskinys deSiniojoje Sios lygybés puséje turi rba, kai ¢ — 0, ir ji lygi (f’(u), h) ; Cia
1/ (u) — Fre$é i§vestiné. Todél reiskinys kairiojoje lygybés puséje taip pat turi riba, kai
t — 0,ir 0f(u,h) = (f'(u), h) . I§ &ia iSplaukia, kad egzistuoja funkcionalo f Gato
i§vesting ir ji sutampa su Frese i§vestine. >

Pavyzdziai:
1. Apibrézkime funkcija f : R?> — R formule

1, kaiy=2z22#0,
0 kituose erdves R? taskuose.

f(%y):{
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Si funkcija yra triki taske (0,0). Todél ji néra diferencijuojama pagal Frese
Siame taske. Kita vertus, f(tz,ty) = 0 pakankamai maZiems ¢ > 0. Todél

o L0, 1) = 10,0

t—0 t

=0.

Taigi funkcija f taske (0, 0) turi Gato iSvesting ir ji lygi nuliui.

. Parodysime, kad i§ variacijos egzistavimo nebitinai iSplaukia i$vestinés pagal

Gato egzistavimas. Apibrézkime funkcija f : R? — R formule

_ [ kai(z,y) #(0,0),
@) = {0,+ kai (z,y) = (0,0).

Nesunku isitikinti (patikrinkite!), kad taske (0, 0) pirmoji variacija egzistuoja ir
6/((0,0), (z,9)) = f(z,y).

Kadangi funkcija f yra netiesiné, tai Gato iSvestiné taske (0, 0) neegzistuoja.

. Tegu funkcija f : R* — R turi tolydZias i§vestines pagal visus tris kintamuosius

iki antrosios eilés imtinai. Apibrézkime integralini funkcionala I : C'[a,b] — R
formule

Funkcionalo I pokytis
b
Huth) = 1) = [ [t b+ W) = flayu)] do =

b
= /[fu(z,u,u')h+fu/(m,u,u')h/] d$+0(||h||cl[a,b]) =

a

b

d b
= [(7u= o) hdo+ gt + olBllosen).
Todél funkcionalo I Frese diferencialas
/ d
dI(u, h) = /(fu . %fu/)hdx+fu/h

a

b
a

. Tegu a(-,-) : H x H — R yra bitiesiné, simetriné ir apréZta Hilberto erdvéje

H forma, v € H — fiksuotas elementas. Apibrézkime funkcionalg f : H — R
formule

fu) = %a(mu) — (v,u).
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Funkcionalo f pokytis
1 1
flu+h)— f(u) = ga(u—i—h,u—i—h) — (v,u+h)— ia(u,u) + (v,u) =
1

1 1 1
= ia(u, h) + §a(h,u) + Ea(h7 h) — (v,h) = a(u,h) — (v, h) + ia(h, h).

Kadangi forma a(-, -) yra apréZta, tai
la(u, h)| < M|[ul|z[|P]|lz,  Vu,h € H;
¢ia M — teigiama konstanta. Kartu yra teisinga nelygybeé
la(h, k)| < MI|RlI3; = o(|[hl|m)-
Todél funkcionalo f Fresé diferencialas

df (u, h) = a(u, h) — (v, h).

Tarkime, tasko u aplinkoje U egzistuoja funkcionalo f pirmoji variacija ¢ f (u, v).
Fiksuokime elementa v = v;. Tada 6f(-,v1) : U — R yra funkcionalas (bendru
atveju netiesinis) ir galime apibréZti jo variacija. Sia variacija vadinsime funkcionalo
f antraja variacija ir zymésime 62 f(u,v1,v9). Taigi funkcionalo f antroji variacija,
jeigu ji egzistuoja, yra riba
(Sf(u + t’l}27’l)1) B 5f(u,’l}1)

2 T
) f(u,vhvg)—}g% ; .

Kai v; = vo = v, antraja variacija Zymésime 62 f (u, v), t.y.
82 f(u,v) = 6% f (u, v, v).

Matematinés indukcijos metodu apibrézkime n-aja variacija.

Apibrézimas. Tegu 6" ' f(u,vy,...,v,_1) — (n — 1)-0ji funkcionalo f
variacija, apibréZta tasko u aplinkoje U. Funkcionalo f n-gja variacija taske u vadin-
sime riba (jeigu ji egzistuoja)

. O f(u+ tvg,v1, .oy Un—1) — 0 f (U, v, 1)
tgl(l) t

ir Zzymésime 0™ f (u, v1,...,v,). Kai vy = ... = v, = v, n-aja variacija Zymésime
0™ f (u,v). Taigi funkcionalo f n-oji variacija

dTL
o" = — t .
fluy) = S fu+to)|
Tegu X x ... x X yra Banacho erdviy Dekarto sandauga, kurioje yra n daugikliy.
Atvaizdi B : X x...x X — R vadinsime n-tiesiu, jeigu jis yra tiesinis pagal kiekvieng
atskirg argumenta, kai likusieji argumentai yra fiksuoti. Kai n = 2, toks atvaizdis B
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vadinamas bitiesiniu. Jeigu B(u,v) = B(v,u), Yu,v € X, tai bitiesinis atvaizdis B
vadinamas simetriniu.

Tegu B yra n-tiesis atvaizdis. Sakysime, kad jis apréZtas, jeigu egzistuoja tokia
teigiama konstanta M, kad

|B(vy,...,o0)| < M|lv1]lx - |lonllx, Yv1,...,v, € X.
Atvaizdzio B norma apibréZiama taip:

I|B|| = sup |B(v1, ..., vp)l|-

lvillx=...=llvnllx=1

Todél
|B(v1,..,op)| < ||IBllflvillx - --- - lvnllx,  Yv1,...,0, € X

Apibrézimas. Tegu taske u egzistuoja funkcionalo f n-oji variacija
0" fu,v1, ..., 0,).

Jeigu atvaizdis

O f(uyy.oy) : XX...x X =R
yra n-tiesis, tai reiskini 6" f (u, v1, ..., v, ) vadinsime funkcionalo f n-oju Gato difer-
encialu. Jeigu atvaizdis 6™ f (u, -, . . ., -) dar yra ir tolydus, tai ji vadinsime funkcionalo
f n-aja Gato iSvestine taske v ir Zymésime f()(u). Jo reikime taske (v1,...,v,)
zymésime f() (u)v; ... v,. Kai v; = ... = v,, §ia reik$me Zymésime f(™) (u)v".

Dabar apibrésime n-aji Fresé diferencialg ir n-aja Fresé iSvesting.

ApibréZimas. Tegu tasko u aplinkoje U egzistuoja (n — 1)-oji Fresé iSvesti-
ne f*=U(u)ir f*=(u)vy ... v,_1 yra tos ivestinés reik§me taske (vy, ..., vn_1).
Jeigu egzistuoja n-tiesis toks atvaizdis

d"fluyy.oy ) Xx oo x X = R,
kad
f("_l)(u+vn)vl Uy — f("_l)(u)vl coiUpg =d" fluyvr, .. 00)+F

+o(||lon|lx)B(v1 -y 0p—1), Yu1,...04-1 €X, u+twv, €U,

tai reiskinj d" f (u, vy, . . ., v,) vadinsime funkcionalo f n-oju Fre$é diferencialu. Jeigu
atvaizdis d” f(u, -, .. .,-) dar yra apréZtas, tai ji vadinsime funkcionalo f n-aja Frese
i§vestine ir Zymésime f™(u). Cia B : Xx...xX — R yrakoks nors apré7tas atvaizdis.

Funkcionalo f™(u) reik§me taske (vi,...,v,) Zymésime f) (u)v;...v,. Kai
v = ... = v, = v, Sia reik§me Zymésime f(”)(u)v”.

8.6 teorema. (Teiloro formulé) Tegu funkcionalas f : X — R' yra n karty diferen-

cijuojamas pagal Fresé tasko u aplinkoje ir n-oji i§vestiné f() yra tolydi taske u. Tada
pakankamai maZiems h teisinga formulé

Flut )= fl) + 3 2 FO @A + oIRIR). (5.14)
k=1 "
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aTegu (t) = f(u+th), t € R. Tada
o F(0) = O ()RF, B () = fF (w+th)h*, VYn=1,... n.

Pagal klasiking Teiloro formulg

n_o Lk
o) = 0(0) + 3 S o ®(0) + Ry
k=1

o~

t’ﬂ/

Rn:*'
n:

(™ (0t) — o™ (0)), 0<6<1.

Kai t = 1, liekamojo nario modulis
1 1
|Rn| = alf(”)(u + O™ — [ (u)h"| < E\If(”)(u +0h) — fO (u) ||| |-

Kadangi f(") yra tolydi taske u ir 0 < 6 < 1, tai R,, = o(||h||%). I§ &ia iSplaukia
(8.14). >

8.6 lema. Tegu u,h € X yra fiksuoti elemenatai ir f : X — R' — dukart diferenci-
Jjuojamas pagal Gato taSkuose u + th, t € [0,1], funkcionalas. Tada egzistuoja toks
0 € (0,1), kad

1
f(u+h) = f(u) + f'(u)h + if”(u+0h)h2. (8.15)
aTegu ¢(t) = f(u + th). Pagal klasiking Teiloro formule egzistuoja toks 6 €
(0,1), kad
1
(1) = (0) + &'(0) + 5¢"(0)-
Kadangi ' (0) = f/(u)h, ¢ (0) = f"(u + 6h)h?, tai i§ &ia isplaukia (8.15). >
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8.4. DIFERENCIJUOJAMU FUNKCIONALU ISKILUMO
KRITERIJAI

[ funkcionalo f : X — R® Gato i§vesting f’ galima Zitréti kaip i operatoriy, veikiant]
i§ Banacho erdvés X i jungting erdve X* ir kiekvienam elementui v € X priskiriantj
Gato i§vesting f'(u) € X*. Priminsime, kad funkcionalo f'(u) € X* reik¥me taske
v € X zymésime (f’(u), v) arba f'(u)v.

8.7 teorema. Tegu funkcionalas f : X — R' yra diferencijuojamas pagal Gato erdve-
je X. Tada ekvivalentiis tokie teiginiai:

1. f yra iSkilasis funkcionalas.
2. f': X — X* yra monotoninis operatorius, t.y.

(f'(u) — f(v),u—v) >0, Vu,veX. (8.16)

3. Su visais u,v € X yra teisinga nelygybé
f) > flu)+ (f'(u), v—u), Vu,veX. (8.17)
<Tarkime, f yra iskilasis funkcionalas. Apibrézkime funkcija
o(t) = f(1 —tu+tv) = flu+tv—u), teR.

Irodysime, kad funkcija ¢ yra i¥kila. Su visais t1,ty € R' ira € [0, 1] reiskinys
ap(ty) + (1 —a)p(tz) — elaty + (1 — a)tz) =
=af(utti(v—u)+ 1 —a)f(utta(v—u))-

—fu+ oty + (1 — @)ta](v —u)) > 0.
Cia pasinaudojome tuo, kad funkcionalas f yra iskilasis ir
u+[at; + (1 —a)ts](v —u) = afu+t1(v—uw)]+ (1 — a)[u+ ta(v — u)].
Funkcijos ¢ iSvestiné
Ot =(f(u+ttlv—u)),v—u). (8.18)

I§ matematinés analizés kurso Zinome, kad iSkilos funkcijos ¢ iSvesting ¢ yra ne-
mazéjanti funkcija. Todél ¢’ (1) > ¢’(0). Remiantis (8.18), pastaraja nelygybe galima
perrasyti taip:

(f'(v), v—u) = (f'(u), v—u).

I§ Cia i8plaukia, kad f/ yra monotoninis operatorius.
Tegu f’ yra monotoninis operatorius, t.y. teisinga (8.16) nelygybé. Irodysime, kad
' — nemazg¢janti funkcija. Tegu ¢1 > t. IS (8.16) gauname

(f'lutti(v—w) = f(uttz(v—u)), (1 —t2)(v—u)) 2 0.
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Todél teisinga nelygybé
(fllutti(v—u)),v—u) > {f(ut+ts(v—u)), v—u),

kuria galima perrasyti

¢'(t1) = ¢ (t2).
Taigi funkcija ¢’ yra nemaZéjanti. Pasinaudoje Sia funkcijos ¢ savybe ir LagranZo
pokyciy formule, gausime

f) = fu) = o(1) = p(0) = ¢'(§) = ¢'(0) = (f'(v), v—u), £€(0,1).

IS Cia iSplaukia, kad teisinga (8.17) nelygybé.
Tarkime, (8.17) nelygybé teisinga. Tada reiSkinys

af(u)+ (1 -a)f(v) - flau+ (1 -a)v) =
= alf(u) = flau+ (1 =)o)l + (1 = )[f(v) = flau+ (1 - a)v)] =
> a(f'(au+ (1 -a)v), (1-a)(lu—v)+
+(1 =) (f'(au+ (1 — a)v), a(v —u)) = 0.

IS Cia iSplaukia, kad f iSkila. Teorema jrodyta. >
Pastaba. Teorema iSlieka teisinga, jeigu joje pirma, antrg ir trecig teiginius
pakeisime atitinkamai tokiais:

1. f yra grieztai iskilas funkcionalas.
2. f': X — X* yra grieZtai monotoninis operatorius, t.y.

(f'(u) — f(v),u—2) >0, Yu,veX, u#uv.

3. Su visais u,v € X, u # v teisinga nelygybe
f)> flu)+ {(f'(u),v—u), Vu,veX, u#no.

8.7lema. Tegu f : X — R' yra iskilas ir diferencijuojamas taske u funkcionalas.
Tada Siame taske jis yra silpnai pustolydis is apacios.

< Tegu u,, — u, kai n — oo. Remdamiesi (8.17) nelygybe, gauname
flu) < flun) + (f/(u), u—up) .
Reiskinys (f'(u), u — u,) — 0, kai n — co. Todél

f(u) < lm f(uy).

n— oo

Pagal apibrézima tai reiskia, kad funkcionalas f yra silpnai pustolydis i§ apacios. >

8.8 teorema. Tarkime, funkcionalas f : X — R' yra dukart diferencijuojamas pagal
Gato erdvéje X. Tada ekvivalentils tokie teiginiai:
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1. f yraiskilas funkcionalas.

2. Su visais u, h € X teisinga nelygybé

f"(w)h* > 0. (8.19)

<Tegu f yra iskilas funkcionalas. Remiantis 8.7 teorema, f’ yra monotoninis op-
eratorius. Todél teisinga nelygybé

(f'(u+h)— f'(u), h) >0, VheX.
Cia h pakeiskime eh ir padalinkime i§ £2. Tada gauta nelygybe galima perradyti taip:

<f’(u +eh) — f'(u)

9

,h>20, Vh € X.

Peréje prie ribos, kai € — 0, gausime (8.19) nelygybe.
Tarkime, yra (8.19) nelygybé teisinga. Pagal (8.6) lema egzistuoja toks 6 € (0, 1),
kad

1
f) = flu)+ {f'(u), v —u) + §f”(u +0(v—u))(v—u).
Paskutinis Sios formulés narys yra neneigiamas. Atmete ji, gausime nelygybe
f) = fuw) +(f'(u), v —u), VuveX

Pagal 8.7 teorema (Zr. 3-3 jos teiginj) funkcionalas f yra iskilas. >
Pastab a. I§ teoremos jrodymo iSplaukia, kad funkcionalas f yra grieztai iskilas
tada ir tik tada, kai teisinga nelygybé

f"(w)h? >0, VYu,heX, h#0. (8.20)

Pavyzdys. Tegubitiesiné forma a(-,-) : H x H — R yra simetriné ir apréZta

Hilberto erdvéje H, f € H - fiksuotas elementas. Be to, tegu bitiesiné forma af(-, -)
yra koercityvi, t.y. egzistuoja toks teigiamas skaicius «, kad

a(v,v) > allv||%, Vve H.

Apibrézkime funkcionala

1
flu) = §a(u,u) —(f, u). 8.21)
Jo pirmoji ir antroji Gato i§vestinés yra lygios

f/(u) = a(”? ) - <fa h> ) f//(u) = a(" )

Todél
f"(w)o? = a(v,v) > allv|, w,veH,

ir funkcionalas f yra grieZtai iskilas.
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8.9 teorema. (Oilerio) Tegu X yra Banacho erdvé, f,g : X — R — funkcionalai (ben-
dru atveju netiesiniai), M, = {v € X : g(v) = a}, u — funkcionalo f minimumo
taskas aibéje M. Be to, tegu taske u egzistuoja Fresé iSvestinés ¢’ (u) # 0 ir f'(u).
Tada egzistuoja toks skaicius A, kad

f'(u) = Ag' (u).

Sios teoremos jrodymas i§ esmés nieko nesiskiria nuo analogiskos teoremos jro-
dymo integraliniy funkcionaly atveju (Zr., pavyzdZziui, [1]). Bendru atveju teoremos
irodyma galima rasti [42], [57] knygose.

P astab a. Oilerio teorema iSlieka teisinga, jeigu joje vietoje funkcionalo g im-
sime bet koki baigtini skaiciy funkcionaly g;, « = 1,..., N, ir aibg 97, pakeisime
aibe v € X : ¢;(v) = a4,i = 1,...,N. Siuo atveju Oilerio teorema tvirtina, kad
egzistuoja tokie skaiCiai Aq, ..., Ay, kad

N
£ =Y Al
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8.5. DIFERENCIJUOJAMU FUNKCIONALU MINIMUMAS

Tegu f : X — R! yra netiesinis funkcionalas, X — Banacho erdve.
Apibreézimas. Sakysime, taskas v € X yra funkcionalo f lokalaus mini-
mumo (maksimumo) taskas, jeigu egzistuoja tokia Sio tasko aplinka U, kad

f0) z f(u), (f(v) < f(u)), Vwel. (8.22)

Lokalaus minimumo ir lokalaus maksimumo taskai yra vadinami funkcionalo f loka-
liojo ekstremumo taskais. Jeigu (8.22) nelygybé yra griezta, kai v # wu, tai taskas
u € X yra vadinamas funkcionalo f grieZtojo lokaliojo ekstremumo tasku.

8.10 teorema. (apie butinas ekstr. egz. salygas) Tarkime, taskas u € X yra funkcio-
nalo f : X — R lokalaus minimumo (maksimumo) taskas. Tada:

1. Jeigu taske u egzistuoja funkcionalo f pirmoji variacija, tai

df(u,v) =0, YveX. (8.23)

2. Jeigu taske u egzistuoja funkcionalo f antroji variacija, tai

82 f(u,v) >0, (62f(u,v) <0), VYveX. (8.24)

< Fiksuokime kokj nors elementa v € X ir apibrézkime realaus kintamojo funkcija
o(t) = f(u + tv). Taskas t = 0 yra funkcijos ¢ lokalaus minimumo (maksimumo)
taskas. Todél

¢'(0) = of(u,v) =0,

jeigu yra patenkinta pirmoji teoremos salyga, ir
¢"(0) =06*f(u,0) 20 (<0),

jeigu patenkinta antroji teoremos salyga. >

I (8.23) salyga galima Zidreti kaip i lygti elemento u € X atzvilgiu. Si lygtis
vadinama apibendrintaja Oilerio lygtimi. Tegu funkcija u tenkina (8.23) lygti ir yra
teisinga (8.24) nelygybé. Tada sakoma, kad taske u patenkinta LeZandro salyga. Sios
abi salygos yra butinos, taciau nepakankamos lokalaus ekstremumo egzistavimo saly-
gos. Pavyzdziai yra gerai Zinomi i§ matematinés analizés kurso (Zr. [14], [17]).

8.11 teorema. (apie pak. ekstr. egz. salygas) Tegun > 2 yra lyginis skaicius, u € X
ir tako u aplinkoje U egzistuoja funkcionalo f : X — R variacijos 6* f(-, ) iki n-
osios eilés imtinai. Taskas u yra funkcionalo f lokaliojo minimumo (maksimumo)
taskas, jeigu patenkintos tokios trys salygos:

1. 6% f(u,v) =0, YveX, i=1,...,n—1

2. 6" f(u,v) > cllolly (6" f(u,v) < —cllv]%), Yo € X, > 0.
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3. Su kiekvienu € > 0 egzistuoja toks p = p(e), kad

10" f(u+h,v) = 6" f(u,0)| <elvllx, Vo,heX, [[hllx <p.

< I8nagrinésime lokalaus minimumo atveji. Tegu v € X toks, kad u + tv € U
ir p(t) = f(u+ tv). Tada oF) () = Ff(u + tv,v), kai k = 1,...,n,t € [0, 1].
Remiantis klasikine Teiloro formule (imame t = 1),

Flut o) = ) = ¢(1) — 9(0) = ~p(@), 0<6<1
IS ¢ia gauname, kad
nl(flu+v) — f(w) =0"f(u+ Ov,v) >

> 0" f(u,v) —elolx = (¢ = )vlx,

kai ||v||x < p(g) ir w4+ v € U. Imkime &ia € = ¢/2. Tada tokiems v teisinga nelygybé
flu+v) > f(u). Taigi u yra lokalaus minimumo taskas. Lokalaus maksimumo atvejis
nagrin¢jamas analogiskai. >

Pastab a. Jeigu taske u egzistuoja funkcionalo f Gato arba Fresé iSvestinés,
tai teorema iSlieka teisinga, pakeitus joje funkcionalo f variacija atitinkama iSvestine.
Taikymo uZdaviniuose variacijos egzistavimas irodomas lengviau negu Gato ar Fresé
iSvestinés egzistavimas.

8.12 teorema. Tegu f : X — R! yra iskilasis ir diferencijuojamas pagal Gato taske
u funkcionalas, g : X — R' — tiesinis tolydus funkcionalas, ty. g € X* ir ®(v) =
f(v) — (g, v) . Tada ekvivalents tokie teiginiai:

1. TaSkas u yra funkcionalo ® globalaus minimumo taskas, t.y.

d(u) = Jrggb(v) (8.25)

2. Funkcionalo f Gato i$vestiné taske u lygi g, t.y.
fl(u)=g. (8.26)

<qAisku, kad ®'(u) = f'(u) — g. Tegu u yra funkcionalo ® globalaus minimumo
taSkas. Tada pagal 8.10 teoremg f'(u) — g = 0, t.y. u tenkina (8.26) lygti. Irodysime
atvirkstini teigini. Tegu u yra (8.26) lygties sprendinys. Tada remdamiesi 8.7 teoremos
tre¢iuoju teiginiu, gauname

Q(v) — @(u) = f(v) — (g, v) = (f(u) = (g, w)) = f(v) = f(u) — (g, v —u) >
>{(f'(u),v—u)—{g,v—u)=(f(u)—g,v—u) =0, VvelX.

Todél u yra funkcionalo @ globalaus minimumo taskas. >
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8.6. SUBGRADIENTAS IR SUBDIFERENCIALAS

Siame skyrelyje apibendrinsime Gato i§vestings ir diferencialo savokas, i vesdami sub-
gradiento ir subdiferencialo savokas. Jos yra naudojamos nediferencijuojamy funkci-
onaly atveju.

Apibrézimas. Tegu f : X — R yra netiesinis funkcionalas, X — realioji
Banacho erdvé, X* — jungtiné erdve. Elementa uv* € X* vadinsime funkcionalo f
subgradientu taske u € X, jeigu

f) > flu)+ W, v—u), Vv € X, (8.27)

ir f(u) # foo. Funkcionalo f visy subgradienty u* aibé taske u yra vadinama subd-
iferencialu ir Zymima O f (u). Jeigu taSke u subgradienty aibé yra tuiCia, tai raSysime
Af(u) = 0.

Pastab a. Elementai u* € 0f(u) dar kartais vadinami funkcionalo f atraminé-
mis funkcijomis (arba atraminiais funkcionalais) taske u.

Pavyzdziai:

1. Tegu f : R* — R! yra vieno kintamojo funkcija. Tada 0f (z() yra visy tie-
siu y = k(z — z9) + f(x0), einandiy per taska (xo, f(zo)) ir esaniy Zemiau
funkcijos y = f(z) grafiko, kryp&iy koeficienty k aibé (Zr. 7.6 pav.)

Y

7.6 pav.

2. Tegu f(z) = |z|, » € R'. Tada

{-1}, kai z < 0,
of(x) =< [-1,1], kaiz =0,
{1}, kai z > 0.

3. Tegu f : R™ — R, 2° € R™. Tada 9 f(2°) C R™ yra hiperplok§tumy , ;1 =
ki(z1 —29) 4+ ... + kn(z, — 20) + f(2°), einandiy per taska (20, f(20)) ir
esandiy Zemiau funkcijos y = f(x) grafiko, visy koeficienty k1, ...k, aibé.
Tokios hiperplok$tumos vadinamos atraminémis funkcijai f taske (29, f(2°)).

Tegu f : X — R' yra nediferencijuojamas funkcionalas. Nagrinésime uzdavini:
rasti tokj u € X, kad
f(uw) = inf f(v). (8.28)

veX
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8.13 teorema. Tegu f : X — (—o0, 00| yra iSkilasis funkcionalas, f # +oo. Taskas
u € X yra (8.28) uZdavinio sprendinys tada ir tik tada, kai

0€ f(u). (8.29)

<Irodymas iSplaukia i$ nelygybes (8.27), istacius joje u* = 0. >

I (8.29) salyga galima Zitiréti kaip i lygti v € X atzvilgiu. Todél §i salyga kartais
vadinama apibendrintgja Oilerio lygtimi. Norint rasti (8.28) uzdavinio sprendini, reikia
iSspresti (8.29) lygti su daugiareik§miu operatoriumi 9 f (u) : X — 2X" Cia 2X" —aibe
visy aibés X* poaibiy.

8.14 teorema. Tegu f : X — R' yra iSkilasis funkcionalas ir taske u € X egzistuoja

Gato isvestiné f'(u). Tada 0 f (u) = {f'(u)}, ty. f'(u) yra vienintelis subdiferencialo
Of (u) elementas.

<Pagal 8.7 teorema teisinga nelygybé
f) = flu) = (f'(u),v-u), VveX

Todél f'(u) € 9f (u).
Irodysime, kad 0f(u) C {f'(u)}. Tegu u* € 9f(u). Pagal subdiferencialo apibré-
7ima
f) = flu) > W, v—uy, VYveX
Imkime Sioje nelygybéje v = u + th,t > 0, h € X, ir padalykime i§ ¢. Tada pastaraja
nelygybe galima perraSyti taip:

flutth) — f(u)
t

> (u*, h).
Artindami &a ¢t — +0, gausime (f'(u), h) > (u*, h) . Kartu yra teisinga nelygybé
(f'(u) —u*, h) > 0,V h € X. I8 ¢a i$plaukia, kad f'(u) — u* = 0. Todeél 9 f (u) C
{f(w)}. >
8.15 teorema. (Minc¢io) Tegu X yra realioji Banacho erdvé ir funkcionalas f : X —
(=00, 00| yra iskilas. Tada:

1. Su kiekvienu v € X aibé Of(u) yra iskiloji ir silpnai uZdara (gali bati, kad

of (u) =0).
2. Jeigu f(u) < 4o0 ir f yra tolydus taske u funkcionalas, tai 0 f(u) # 0 ir O f (u)

— silpnai kompaktiska aibé.

8.16 teorema. (Moro—Rokafelaro) Tegu X yra realioji Banacho erdvé, f : X —
(—o0, 0] — i8kilieji funkcionalai, k = 1,...,n. Be to, egzistuoja toks taskas i € X,
kad fi (1) < +o00,Vk = 1,...,n, ir funkcionalai f1, ..., f, yra tolydis taSke u. Tada
Vu € X teisinga formulé

Afr+ ...+ f)u) = f1(w) + ...+ dfpn(u). (8.30)

giu teoremy irodyma galima rasti [16], [S7] knygose.
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8.7. MINIMIZUOJANCIOS SEKOS

Tegu X yra realioji Banacho erdve, f : X — (—o0,00] — netiesinis funkcionalas,
M C X —erdvés X poaibis.
Apibrézimas. Sakysime, seka {u,} C M yra minimizuojanti aibé&je M,
jeigu
li = inf . 31
Jim f(un) = inf f(v) (8.31)

IStirsime i8kiliyju funkcionaly minimizuojanciy seky konvergavimo i globalaus
minimumo taska klausima. Ne kiekvienas iSkilasis funkcionalas turi globalaus mini-
mumo taSka. PavyzdZiui, funkcija ¢(t) = €' visoje tieséje yra iSkila, bet globalaus
minimumo tasko neturi. Be to, ne kiekviena minimizuojanti seka konverguoja i mini-
mumo taska, netgi tuo atveju, kai funkcionalas yra iskilas (arba net grieZtai iskilas).

Pavyzdys. Tegu H yra realioji Hilberto erdvé ir {e,,} C H - pilna ortonor-
muota sistema. Edvéje H funkcionalas
(u, ek)Q
k2

NE

flu) =

k=1

yra grieztai iSkilas (jrodykite !). TaSkas u = O yra §io funkcionalo globalaus mini-
mumo taskas, nes f(0) = 0ir f(u) > 0, kai u # 0. Seka u,, = v/ne,,n =1,2,...,
yra §io funkcionalo minimizuojanti seka, nes f(uy,) = 1/n — 0, kai n — oco. Taciau
lun|l = /1 — oo, kai n — oo.

IS Sio pavyzdZio matome, kad minimizuojancios sekos gali biiti neapréztos. Todél
svarbu zinoti, kokias sglygas turi tenkinti funkcionalas f, kad minimizuojanti seka biity
aprézta. ISskirsime viena iS tokiy salygu.

8.17 teorema. Tegu X yra realioji Banacho erdvé, M C X — erdvés X poaibis ir su
kiekvienu a € R" aibé M(a) = {v : v € M, f(v) < a} yra aprézta. Tada kiekviena
minimizuojanti seka is aibés M yra apréZta.

aTegu {u,} C M yra minimizuojanti seka ir

= inf .
d inf fv) < oo
Imkime skaiéiy a > d. Seka {u,, } minimizuojanti, todél f(u,,) — d ir galima nurodyti
toki skai¢iy N € N, kad f(u,) < a, kai n > N. Todél tokiems n elementai u,, €
M (a) ir seka {u,, } yra apréZta. >

10 i§vada Tegu X yra refleksyvioji Banacho erdvé, f : X — R' ir egzistuoja toks
elementas u € M, kad

d= inf f(v)= f(u).

veM

Be to, tegu su kiekvienu a € R' aibé M (a) apréZta. Tada i$ kiekvienos minimizuo-
Jjancios sekos {un,} C M galima i$skirti silpnai konverguojantj j u posekij.
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Pastaba. Atkreipsime démesi i tai, kad aibé M (a) yra apréZta su kiekvienu
a € R, jeigu f(u) — +oo, kai |lul|x — oc.

Apibrésime minimizavimo uZdavinio korektiSkumo savoka pagal A. N. Tichonova.

Apibreézimas. Sakysime, funkcionalo f minimizavimo uzdavinys aibéje M
C X suformuluotas korektiSkai, jeigu patenkintos tokios trys salygos:

1. Egzistuoja toks elementas v € M, kad

flu) = inf f(v).

veEM

2. Jeigu ui,ug € M ir

fur) = f(ug) = viéljaf(v)v
tai up = us.

3. Jeigu seka {u, } yra minimizuojanti ir
flun) = fluo) = inf f(0),

tai u, — w erdvéje X, kai n — oo.
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8.8. DIRICHLE PRINCIPAS

Tegu 2 C R™ yra aprézta sritis, S = 092, f € Lo(Q) ir

J(v) = %/vi dx — /fv dz, ve WiQ), (8.32)

Q Q
integralinis funkcionalas. Nagrinésime uzdavinj: rasti tokia funkcija u € W% (), kad

Juw)= inf F(v). (8.33)
veEW(Q)

Funkcionalo J pirmoji variacija

6J(u,7}):/2uminzi dx—/fnd:sz, Vv e WiQ),
Q

g i=1
tada ir tik tada, kai w yra apibendrintas Dirichlé uzdavinio

—Au = f(z), ze€Q, (8.34)
uls = 0, x €S, (8.35)

sprendinys (Zr. 4.1 skyrelj). )
Priminsime, kad funkcija « € W3(£2) yra apibendrintas Dirichlé uZdavinio spren-
dinys, jeigu teisinga integraliné tapatybé

/(i Ug, Vg; — fv) dr =0, YveWiQ). (8.36)
i=1

Q

Dirichlé principas teigia, kad (8.34), (8.35) uzdavinio sprendimas gali biti suvestas
1 (8.33) minimizavimo uZdavinio sprendima. gi principa XIX amZiaus viduryje savo
paskaitose suformulavo P. Dirichlé. Beveik visa Simtmeti jis buvo Zymiuy matematiky —
K. Vejerstraso, D. Hilberto, A. Puankare, R. Kuranto, S. L. Sobolevo — démesio centre.
K. Vejerstrasas parodé, kad glodZiy funkcijy klaséje Sie uZdaviniai néra ekvivalentis.
Tik S. L. Sobolevas, i vedes apibendrintyjy funkcijy erdves, vadinamas jo vardu, irodeé,
kad (8.34), (8.35) ir (8.33) uZdaviniai yra ekvivalentus erdvéje W% (€2) . Remiantis §iuo
principu, konstruojant (8.32) funkcionalui minimizuojancias sekas galima apytiksliai
spresti minéta uzdavini. Vienas i$ tokiy metody yra Rico metodas.

8.18 teorema. Integralinis funkcionalas J : W1(Q) — R' yra grieztai iskilas, silpnai
pustolydis i§ apacios ir J(x) — +oo, kai ||z||x — oc.

<18 pradZiy irodysime iSkiluma. Apibrézkime funkcija
ot) = Jitu+(1-tw)=Jwv+tu—v)) =
1
= 5/[% + t(ug — vg)]? da — /f(v +t(u—v))de =
Q

Q
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_ %tQ/(uw—vx)de+t/[vx(um—Ux)—f(u—v)} de +

Q Q

+ %/(vi—lfv)dx.

Q
Pagal ¢ §i funkcija yra grieZtai iSkila. Todél teisinga nelygybé
et)=pt-1+(1—1)-0) <tp(l)+ (1 —1t)p(0), Vte(0,1).
Kadangi p(1) = J(u), ¢(0) = J(v), tai
Jtu+ (1 —t)v) < tJ(u) + (1 —t)J(v), Vte (0,1).

Taigi funkcionalas J yra grieztai ikilas.
Funkcionalo J pirmoji variacija

d
0J(u,v) = aJ(u +tv)|i—o =

:%(%/(qutv)idzf/f(u+tv)dx)
)

Q

- / (ugvy — fo) do

Q

t=0

yra tiesinis ir tolydus funkcionalas erdvéje W%(Q) (Zr. 4 skyriy). Todél egzistuoja
funkcionalo J Gato i§vesting ir J'(u) = §J(u, -), t.y.

(J'(u), v) = d8J(u,v) = /(urvm — fo)dz, Yve WiQ). (8.37)
Q

Remiantis 8.7, lema funkcionalas J yra silpnai pustolydis i§ apacios.
Priminsime, kad

ol @) = vzl @) + vl @)
Pagal Fridrichso nelygybe egzistuoja tokios teigiamos konstantos ¢y, ca, kad
crllvlyy iy < lvellia) < callvliyqy, Yo € W(Q).

Todél )
Il @) > Ellol gy o€ WhO). (8.38)

Be to,

| [ foda] < 17 lhago oo
Q

IS Siy nelygybiy gauname, kad

1
J(w) = 5/1}2 dx — /fv dx > Cf”“”%’v;(ﬂ)_

Q Q
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—[fla@llvllLa@) = llvl, @) = 1 lLa@ vl @) = oo

kai ”””V’V;(Q) — 00. D>

11 i8vada Erdvéje Wz( ) (8.34), (8.35) ir (8.33) uZdaviniai yra ekvivalentis, t.y.,
jeiguu € W2 (Q) tenkina (8.36) integraline tapatybe, tai u yra(8.33) uZdavinio apiben-
drintasis sprendinys, ir atvirksciai, jeigu u € WQ( ) yra (8.33) uZdavinio apibendrin-
tasis sprendinys, tai u tenkina (8.36) integraling tapatybe.

< Funkcionalo J Oilerio lygtis <J’ (u), v> = 0 yra ekvivalenti (8.36) integralinei
tapatybei. Todél belieka tik pasinaudoti 8.12 teorema. >

102 iSvada Egzistuoja vienintelis (8.34), (8.35) ir (8.33) uZdaviniy sprendinys u €
<Irodymas iSplaukia i 8.18, 8.3 teoremy ir 11 iSvados. >
Vietoje (8.34), (8.35) galima nagrinéti bendresni Dirichlé uZdavini:

— Z (aijug;) +au= f(x), xe (8.39)

zyl Li

uls =0, xeS. (8.40)

Cia a;; = aj; ir a yra apréZtos maciosios srityje € funkcijos, f € Lo(€2) ir egzistuoja
tokia teigiama konstanta v, kad

Za” x)€&; > vE?, Ve e R™

Tegu
= %/(Z AijVe; Vs, + av2) dr — /fvdm. (8.41)
i,J

Tada (8.39), (8 40) Dirichlé uZdavinj atitinka minimizavimo uZdavinys: rasti tokia
funkcija u € W1(Q), kad

Jw)= inf J(v). (8.42)
vEWL(Q)

Priminsime, kad funkcija v € W%(Q) yra (8.39), (8.40) uZdavinio apibendrintas
sprendinys, kai teisinga integraliné tapatybé

/(Z AijUg, Vg ; + AUV dac—/fvdx V’UEWQ(Q)
Q Hi=l

Analogiskai galima jrodyti (8. 39) (8.40) ir (8.42) uzdaviniy ekvivalentuma, sprendinio
egzistavima ir vienatj erdvéje W(Q).
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8.9. NOIMANO UZDAVINYS

Tegu 2 C R" yra apréZta sritis, S = 92 — dalimis glodus pavirSius, f € Lo (Q) ir

2
Q

J(u):}/uidxf/fudx, u € Wi(9),
Q

— integralinis funkcionalas. Jo pirmoji variacija

dJ(u,v) = /Zumvz dx — /fv dr =0, YveWi(Q), (8.43)
Q =1 Q
tada ir tik tada, kai v yra apibendrintas Noimano uZdavinio
—Au(z) = f(z), z€Q, (8.44)
0
Ul — 9, zes, (8.45)
Onls

sprendinys (Zr. 4 skyriu). Istatg (8.43) i tapatybg v = 1, gausime biiting (8.44), (8.45)
Noimano uZdavinio apibendrinto sprendinio egzistavimo salyga

/ f(z)dr =0. (8.46)
Q

Toliau manysime, kad §i salyga yra patenkinta.

Pastebésime, kad (8.44), (8.45) uZdavinio apibendrintas sprendinys néra vienin-
telis. Pridéjus prie jo konstanta, vél gausime apibendrintg sprendini. Be to, J(u) =
J(u + c). Konstantg ¢ visada galima parinkti taip, kad integralas

/udsz.

Q

Todél Noimano uzdavinj patogu nagrinéti erdvés W1 (Q) poerdvyje

WiQ) = {u e WiQ): /uda: - o}.
Q

Noimano uZdavinj atitinka minimizavimo uzdavinys: reikia rasti tokia funkcija u €
W3i(Q), kad

Ju)= inf J(). (8.47)
vEWL(Q)

Remiantis 3.5 skyrelio rezultatais, teisinga nelygybé

/udeSC{/uidx—i— (/udx)2}, Yu e Wi(Q).

Q Q Q
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IS Cia gauname

/ugdwgC/uidm, Vue\/ﬁ%(ﬁ)
Q Q

Kaip ir Dirichlé uzdavinio atveju, galima jrodyti, kad erdvéje \/N\%(Q) funkcionalas J
yra grieZtai iskilas, silpnai pustolydis i§ apacios ir J(u) — +o00, kai [ullwyq) — oo
Kartu galime tvirtinti, kad teisingas toks teiginys.

13 iSvada Tegu funkcija f tenkina (8.46) salyga. Tada (8.44), (8.45) ir (8.47) uz-
daviniai yra ekvivalentis erdvéje \/N\%(Q), ty., jeiguu € W\%(Q) yra (8.44), (8.45) uz-
davinio apibendrintasis sprendinys, tai u yra (8.47) uZdavinio sprendinys, ir atvirksciai,
jeiguu € \/N\% (Q) yra (8.47) uZdavinio sprendinys, tai u yra (8.44), (8.45) uzdavinio
apibendrintasis sprendinys. Be to, toks sprendinys egzistuoja ir yra vienintelis.
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8.10. KVADRATINIO FUNKCIONALO MINIMUMAS

Tegu J = J(u,v) yra bitiesinis simetrinis funkcionalas, apibréZtas Hilberto erdvéje H.
Priminsime, kad funkcionalas J yra simetrinis, jeigu

J(u,v) = J(v,u), Yu,veH.

Paprasciausias bitiesinis funkcionalas erdvéje H yra skaliariné sandauga, apibrézta
Sioje erdvéje. bitiesinis simetrinis funkcionalas vadinamas homogeniniu kvadratiniu
funkcionalu. Jeigu v = wv, tai reiSkini J(u,u) Zymésime J(u). Tiesiogiai galima
isitikinti, kad simetriniamas funkcionalams teisinga formulé

Ju+v) = J(u) + 2J(u,v) + J(v).

Tegu J yra homogeninis kvadratinis funkcionalas, ¢ — tiesinis funkcionalas. Tada
funkcionalas J + ¢ : H — R vadinamas kvadratiniu funkcionalu.

Pavyzdys. Tegu f € Ly(a,b). Tada
b b
J(u) = /(ui +u?) dx — 2/fuda:
yra kvadratinis funkcionalas erdvéje Wi (a, b) .
Tegu (2 yra aprézta erdveje R" sritis, f € La(Q), a;j = a4, a € Lo (Q), Vi, j =
1,...,n, ir egzistuoja toks skaicius v > 0, kad

n

3 ai(@)ig; > vE, VE=(6r,...,6) ERY, z € Q.

4,j=1

Be to, b.v. € Q a(x) > 0, Tada bitiesinis funkcionalas

[u,v] = /( z": AijUg, Ve, + auv) dz, Yu,v e Wi(Q),

o ig=1

tenkina skaliarinés sandaugos apibréZzimo salygas. Sia skaliaring sandauga atitinka
norma
lul = v/[u, ul.

Aibe W% (€2) su taip apibréZta norma yra Hilberto erdve. Ja Zymesime raide H . Taikant
Fridrichso nelygybe, galima jrodyti, kad erdvéje W3(Q2) norma | - | yra ekvivalenti
normai || - ||y ). Todel erdvés H ir W1(£2) sutampa.

Tegu

O(u) = ZQ/fudx.

Tada formulé
J(u) = [u,u] + £(u)

apibréZia kvadratini funkcionalg J : H — R.
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8.19 teorema. Funkcionalas J : H — R yra silpnai pustolydis i§ apacios ir tenkina

salyga
J(u) = +o0,

kai ||luljlg — oo.

< I8 pradziy jrodysime, kad J(u) — oo, kai ||u|lg — oco. Pasinaudoj¢ Helderio bei
Fridrichso nelygybémis, ivertinsime funkcionalo ¢(u) modulj

()] < 2[| fllLa @ lullLs @) <
< 2(diam Q)| £l (o) [z lleo () < 2072 (diam Q) ul.
I8 Sio jvercio iSplaukia, kad funkcionalas £(u) apréZtas. Todél
J(u) = Jul® + £(u) — oo,

kai |u] — oo.
Funkcionalo J pokytis

J(u+m) = J(u) = lu+ 0>+ (u+n) = |ul® = (u) =
= 2[u, 1] +£(n) + |nl* = 6.J(u,n) + In]*.
Todél jo antroji variacija
82 J(u,m) = 2[n|* > 0, VneH,

ir funkcionalas J yra iSkilas. Remiantis 8.7 lema, galime tvirtinti, kad J yra silpnai
pustolydis i apacios funkcionalas. >

14 iSvada Egzistuoja toks elementas v € H, kad

J(u) = f}rélfrll J(v).

Be to, jis yra vienintelis.

<18 tikruju
Ju+n) = Jw) = |n|* >0, VneH,

ir lygybé galima tik tuo atveju, kai n = 0. >
Tarkime, funkcija v € H suteikia funkcionalui J minimumg. Tada

dJ(u,m) =0, VneH.

Sia salyga galima perrasyti taip:

/( Zn: iU, Ne; + aun) dr = /fnda:, vneH.
Q

Q Hi=1
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Pagal apibendrinto sprendinio apibrézima (Zr. 4.1 skyreli) u yra Dirichlé uzdavinio
Au=f(z), z€Q; uls=0 (8.48)

apibendrintas sprendinys erdvéje Wi (Q2) . Cia

"0
Au=— Z oz, (aijug;) + au.

ij=1

Tarkime, u yra (8.48) Dirichlé uzdavinio apibendrintas sprendinys. Tada funkcio-
nalo J pokytis

J(u+mn) = J(w) = 6J(u,n) + Inl* = In]* > 0, ¥y €H,

ir pagal apibréZima u yra funkcionalo J minimumo taskas. Be to, toks taskas yra vien-
intelis. Todél galimoe tvirtinti, kad (8.48) Dirichlé uzdavinys turi vieninteli apibendrinta
sprendinj erdvéje W3(Q) .
Tegu ¢ € H. Pazymékime
Uy, ={ueWiQ):u—¢ecH}.

Remiantis bendra teorija (Zr. 8.2 skyrelj), egzistuoja toks elementas u € U, kad

J(u) = vrgbri J(v).

Kartu galime tvirtinti, kad Dirichlé uzdavinys
Au= f(z), ze€l u|S =

aibéje U,, turi apibendrinta sprendini, kuris yra vienintelis.
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8.11. ELIPSINIU OPERATORIU TIKRINES REIKSMES IR
TIKRINES FUNKCIJOS

Tarkime, operatoriaus A koeficientai tenkina 8.10 skyrelyje nurodytas salygas. Na-
grinésime Sturmo-Liuvilio uZdavini: reikia rasti tas parametro A reik§Smes, kurioms
egzistuoja netrivialus Dirichlé uzdavinio

Au=du, z€Q; ulsg=0 (8.49)

sprendinys.
Tegu

J(u) = [u,u] = /( Z AijUg, Uy, + au2) dr, ((u)= ||u||iz(9).
Q

ij=1

I8 8.19 teoremos jrodymo iSplaukia, kad funkcionalas .J yra silpnai pustolydis i§ apa-
¢ios ir J(u) — +o0, kai Ju] — oo. Trodysime, kad funkcionalas ¢ yra silpnai tolydus.
Tegu uj, — u erdvéje W(€) . Tada uy, — u erdvéje Ly () (7r. 3.3 skyrelj). Kartu
galime tvirtinti, kad
g(uk) - é(u)v

kai n — oo.
Tegu )
My = {u e Wi(Q): l(u) =1}.

Tada egzistuoja toks elementas u; € 9y, kad

J(ur) = ulerilnftl J(u).

Irodysime, kad u; néra funkcionalo ¢ stacionarusis taskas. Tarkime priesSingai, kad
80(uy,m) =0, Vne Wi(Q).
Remiantis funkcionalo ¢ apibréZimu, pastaraja salyga galima perraSyti taip:
(ur,m) =0, V€ W5(Q).

Taigi uy yra ortogonalus kiekvienam erdvés W3 (€2) elementui. Tagiau aibe W(€)
yra tir§ta erdvéje Lo(Q2). Todél u; = 0. Gauta prieStara jirodo, kad padaryta prielaida
yra neteisinga ir v néra funkcionalo ¢ stacionarusis taskas.

Funkcionalai J ir ¢ tenkina Oilerio teoremos salygas (Zr. 8.4 skyrelj). Todél egzis-
tuoja toks skaiCius A1, kad u; yra stacionarusis funkcionalo J — A ¢ taskas, t.y.

6J(uy,n) — Mol(ur,n) =0, Vne Wi(Q).
Sia salyga galima perrasyti taip:

[ur, ) — Mi(ur,m) =0, Vne€ WH(Q). (8.50)
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Kartu galime tvirtinti, kad \; yra (8.49) Sturmo-Liuvilio uzdavinio tikriné reik§mé, o
u1 — ja atitinkanti tikriné funkcija.
Imkime (8.50) tapatybéje n = u;. Kadangi (uq,u1) = 1, tai
Jur) = [ur]® = M,
t.y. maZiausia funkcionalo J reikSmé aibéje 91y lygi A;.
Tegu
My = {uec WHQ) : b(u) =1, b(u) =0}, l1(u) = (u,uq).

Funkcionalas ¢; yra silpnai tolydus erdvéje W;(Q) (patikrinkite). Todél egzistuoja
toks elementas uy € 9o, kad

Be to, us néra funkcionaly ¢ ir ¢; stacionarusis taskas. Pagal Oilerio teorema (Zr.
8.4 skyreli) egzistuoja tokie skaiCiai A9 ir uo, kad ug yra stacionarusis funkcionalo
J — Aol — poly taskas, t.y.

8J(uz, ) — A6l(ug,n) — padly(uz,n) =0, VYne Wi(Q).
Sia salyga galima perraSyti taip:
[ug, 1] — A2(ug, n) — paur,m) =0, Vne WiQ). (8.51)
Imkime ¢ia ) = ;. Pagal aibés 9, apibréZima (ug, ug) = 0. Be to,
[ug,u1] = A1(uz,u1) = 0.
Todél s = 01ir (8.51) salyga galima perraSyti taip:
[z, m] = Aa(uz,m) =0, ¥y e W5(Q).

Taigi Ao yra (8.49) Sturmo—Liuvilio uzdavinio tikriné reik§me, o uo — ja atitinkanti
tikriné funkcija.
Imkime Sioje tapatybéje n = uq. Tada
J(uz) = [ul® = Ag;

t.y. maZiausia funkcionalo J reikSmé aibgje Mo lygi As.
Taip samprotaudami toliau, gausime, kad egzistuoja toks elementas

up € My, = {u e WH(Q) : L(u) =1, £i(u) =0,Vi=1,....k—1},

Cp—1(u) = (u, up—1),

ir skaicius A\, kad
J = inf J
(up) = inf J(u),
[ukan] _/\k(ukﬂ?) 207 VUEVDV%(Q)

Kartu galime tvirtinti, kad Ay yra (8.49) Sturmo-Liuvilio uZdavinio tikriné reik§mé, o
uy, — ja atitinkanti tikriné funkcija. Be to, J(uy) = Ak, t.y. maZiausia funkcionalo J
reik§mé aibéje My, lygi Ag.
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8.20 teorema. Tegu {\;} yra (8.49) Sturmo—Liuvilio uZdavinio tikrinés reik§més ir
{u} yra jas atitinkancios tikrinés funkcijos. Tada:

1. Tikrinés reikSmés {\ } yra artéjanciy j +oo realiy skaiciy seka.
2. Tikrinés funkcijos {uy,} yra pilna erdvése W(Q) ir Ly () funkcijy sistema.
< I8 pradZiy pastebésime, kad

J(ur) = Jug|* = A > 0.

Irodysime, kad A\, — oo, kai k — oo. Tarkime priesingai, kad egzistuoja tokia kon-
stanta C, kad
M <O, VE=1,2,...

Tada seka {uy, } yra apréZta erdvéje W% () . Todél i§ jos galima i$skirti poseki

Be to, (un,,u) = 0,Vk =1,2,... Tadiau (un,,,u) — (u,u) = 1, kai k& — oo. Gauta
priestara jrodo, kad Ay, — oo, kai k — oo.
Aibé )
H, ={uecWiQ): (uux) =0,Vk=1,2,...}
yra erdvés W1(Q) poerdvis. Reikia jrodyti, kad H__ = {0}. Tarkime prieSingai. Tada
egzistuoja toks skaicius A\, kad

uelrggm Ju) =Aooy, Moo ={ueH :l(u) =1}

Pagal aibés M, apibrézima Ao, > A\, Vk = 1,2,... Tadiau Ay, — oo, kai k — oc.
Gauta priestara jrodo, kad H_, = {0}. Taigi tikrinés funkcijos {uy} yra tirSta aibé
erdvéje Wi(ﬂ) :

Erdvé W1(Q) yra tir$ta aibé erdvéje Lo () . Todél {uy } yra pilna funkcijy sistema
ir erdvéje Lo (Q). >

Pastaba. Sioje konstrukcijoje tikrinés funkcijos w1, ..., uj randamos nu-
osekliai. Taciau tikring funkcija u; galima rasti i§ anksto neZinant tikriniy funkcijy
Ulyewn Ufp—q- Siuo atveju reikia pasinaudoti Kuranto teorema (Zr. [25]). Pastarojoje
tvirtinama, kad

SUPp A(@1, .-y k1) = Ak;

¢ia supremumas imamas pagal visus galimy funkciju ¢1,...,0x—1 € W%(Q) rink-
inius,

Mty pr—1) = uleIil)Ji;k J(u),

My, = {u € WH(Q) : ullf, ) =1, (u,9:) =0,Vi=1,....k—1}.

Tokio minimaksimalaus uzdavinio sprendinys ir yra tikriné funkcija wg.



9 SKYRIUS

Topologiniai metodai

9.1. BANACHO TEOREMA APIE NEJUDAMAJI TASKA

Tegu X yra pilna metriné erdve, d(-,-) — atstumas erdvéje ir atvaizdis T' veikia i§ X
1 X. Daugelis algebriniy, diferencialiniy ir integraliniy lygéiy gali biiti suvestos i
operatoring lygti

u = Tu. 9.1

Apibrézimas. Atvaizdi 7' : X — X vadinsime sutraukianciuoju, jeigu eg-
zistuoja toks teigiamas skai¢ius A € (0, 1), kad

d(Tu, Tv) < Ad(u,v), Yu,v e X. 9.2)

9.1 teorema. (Banacho apie nejudamaji taska) Tegu X yra pilna metriné erdvé ir
T : X — X — sutraukiantysis atvaizdis. Tada:

1. Egzistuoja vienintelis (9.1) lygties sprendinys.
2. Seka {u,}, apibréZiama formulémis
Upy1 =TUp, n=0,1,2...., ug€X, 9.3)
artéja | lygties (9.1) sprendinj w ir yra teisingas j vertis

ATL
1-A

d(up,u) < d(ug,u1). (9.4)

< I8 jverciy
d(una un+1) = d(TUn—laTUn) < /\d(un—lvun) <

S A2d(un—23 un—l) S .. S /\nd(u07u1)7

m—1
d(u", un+m) S d(un-‘rm un+1’+1) S
r=0
m—1
<Y A d(ug,ur) < A1 = A) " d(ug, u) (9.5)
r=0

iSplaukia, kad seka {u,} yra fundamentali. Kadangi erdvé X yra pilna, tai seka {u,}
konverguoja. Tegu u yra $ios sekos riba. IS (9.2) iSplaukia, kad 7" yra tolydusis at-
vaizdis. Todél

u= lim up4q = lim Tu, = T( lim un) =Tu.
n—oo n— oo n— oo
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Taigi v yra (9.1) lygties sprendinys. [rodysime sprendinio vienatj. Tegu w ir v yra (9.1)
lygties sprendiniai. Tada atstumas tarp ju

d(u,v) = d(Tu, Tv) < Md(u,v).

Kadangi A € (0, 1), tai d(u,v) = 0iru = v.

Fiksuokime (9.5) nelygybéje kokj nors n ir m artinkime | oo. Tada gausime, kad
seka {u,, } artéja i w ir teisinga (9.4) nelygybé.

Tegu X yra Banacho erdvé. Kiekvienas uzdaras erdvés X poaibis yra pilna metriné

erdvé. Todél Banacho teorema apie nejudama taska galima performuluoti taip:

9.2 teorema. Tegu X yra Banacho erdvé, ||-|| — norma erdvéje X, M — netuscia uZdara
aibé erdvéje X ir T': M — M - sutraukiantysis atvaizdis. Tada:

1. Egzistuoja vienintelis (9.1) lygties sprendinys u € M.
2. Seka {u,}, apibréZiama formulémis
Upy1 =TUp, n=0,1,2...., wug€ M,

artéja j lygties (9.1) sprendinj w € M ir teisingas jvertis

n

A
1—A

[un = ul| < lluo — uall.

Tegu X yra pilna metriné erdvé ir 7' : X — X. Atvaizdzio T' n-aji laipsni apibre-
kime formule
Tmu = T(T" ).

9.1 lema. Jeigu su kokiu nors n € N atvaizdis T"™ yra sutraukiantysis, tai (9.1) lygtis
erdvéje X turi vienintelj sprendinj.

<Tegu S = T™ yra sutraukiantysis atvaizdis. Remiantis 9.1 teorema, egzistuoja
vienintelis lygties Su = u sprendinys. Todél

Sku=wu, VkeN.

Kartu galime tvirtinti, kad

Tu=T(S*u) = S¥(Tu),  VkeN. (9.6)
[rodysime, kad
S*(w) = u, WveX, 9.7)
kai k — oo. Laisvai pasirenkame elementa v € X. Tada
d(S*v,u) = d(S*v,S*u) <
< Ad(SF 1o, SFw)) <
< A2 d(Sk*2v,Sk*2u) <

N
>
a
ﬁd
S
1

“CJ
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kai k — co. Todél Tu = S*(Tu) — u, kai k — oo, ir T'(u) = u. >
Pateiksime keleta Banacho teoremos taikymo pavyzdziy. Tegu f : R* — R tolydi
funkcija. Tada Kosi uzdavinio

y'(@) = flz,y),  y(xo) =0 9:8)
sprendimas tolygiai diferencijuojamy funkcijuy klaséje yra ekvivalentus integralinés
lygties

va) =w+ [ Fs.y(s)ds ©9)
o

sprendimui tolydZiy funkcijy klaséje.
Apibrézkime integralinj operatoriy 7" formule

Ty(z) =yo + /f(&y(s)) ds.

Tada (9.9) lygti galima perraSyti

y=Ty. (9.10)

Tegu
Q={(z,y) €R*: |z — x| < a, |y — yo| < b}
Be to, tegu staCiakampyje () funkcija f yra apréZta ir kintamojo y atzvilgiu tenkina
LipSico salyga, t.y.
[flzy)| < K, V(x,y)€Q,
ir
|f(z,y1) — f(z,92)| < Llyr — 92|, V(z,151), (7, 92) € Q;

¢ia a, b, K, L — teigiamos konstantos.

9.3 teorema. (Pikaro-Lindeliofo) Tegu X = Clxg — ¢, z¢ + ] ir
M={yeX:|ly—yolx < b}

Cia skaicius c tenkina nelygybes:
O<c<a, cK<b cL<l.

Tada:

1. Aibéje M egzistuoja vienintelis (9.9) lygties sprendinys y = y(x). Be to, §is
sprendinys yra tolygiai diferencijuojamas segmente [xo — ¢,z + c] ir tenkina
(9.8) lygti bei prading salyga.

2. Nuoseklieji artiniai
T
yn-‘rl(‘r) :ZUO“‘/f(Sayn(s))dSa yo(l") =Y, nN= 1727"'7
o

segmente [xo — ¢,z + c| tolygiai konverguoja j sprendinj y.
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< Pakanka patikrinti, kad operatorius 7" tenkina 9.2 teoremos salygas. Pagal prie-
laida ||y(x) — yol|x < b. Todeél

1Ty — yollx < max
|z—x0|<c

/fsy d5‘<cK<b

Taigi T : M — M.
Tegu y1,y2 € M. Tada

ITys ~ Tl < max_ | / Llyn(s) ~ p2(9)] ds| <

—zo|<c

<Ayt —y2llx, A=cL <1

Taigi operatorius 7" yra sutraukiantysis. >
TeguQ = {(z,y) €R*:a <2 <b, a<y<b}, K€ LyQ), f € La(a,b) ir
1 € R. Tada yra teisinga tokia teorema.

9.4 teorema. Integraliné lygtis

u(x) = f(z) + g / K (2, y)u(y) dy ©.11)

turi vienintelj sprendinj erdvéje Lo (a,b), kai |u| yra pakankamai maZas.

< Apibrézkime operatoriy 7' formule

Tv(z) = f(z) +/~L/K(w,y)v(y) dy

Irodysime, kad operatorius 7' : Lo(a,b) — La(a,b) tenkina 9.1 teoremos salygas.

Tegu
b

b(r) = / K(z.y)oy)dy, v € La(a,b).

a

Pagal Helderio nelygybe

b b

b
~ ([ K@wewa) < ([ ir@pPa)( [1o0Pa).

Integruodami $ig nelygybe pagal x nuo a iki b, gausime

b b b

/Iw(w)Ide < (/|U(y)|2dy)/</bK(x,y)|2dy) dz < .

a a a
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Todél ¢ € La(a,b) ir galime tvirtinti, kad T' : La(a, b) — La(a, b) . Parodysime, kad
pakankamai maZiems |u|. operatorius 7" yra sutraukiantysis. Tegu v, w € Lo(a,b).
Tada

<
La(a,b)

b
70 = Twlx = [ Kizp)lo) - v d

<Nl K Ly @) llv — wllLyap) = Alv = wllLy(ap);

¢ia A = pl|| K|, (@) Akivaizdu, kad A < 1, kai [u| < 1/[[K(z,y)||r,(q)- Todél
tokiems p operatorius 7' yra sutraukiantysis. Pagal 9.1 teorema egzistuoja vienintelis
(9.11) integralinés lygties sprendinys u € Lo (Q) . >
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9.2.  ATVAIZDZIO LAIPSNIS IR BRAUERIO TEOREMA

Tegu B, = {x € R" : |z| < r}. Siame skyrelyje panagrinésime Brauerio teo-
rema, tvirtinancia, kad tolydusis atvaizdis B, — B, turi bent vieng nejudamg taska.
Brauerio teorema bei jos iSvadomis remiasi daugelis $io skyriaus teiginiy. Yra Zinoma
keletas Brauerio teoremos jrodymuy. Taciau visi jie yra gana sudétingi. Be to, Brauerio
teoremoje kalbama tik apie baigtinio matavimo erdves. Siame skyrelyje pasirinksime
netiesioginj Brauerio teoremos jrodymo buda. IS pradZiy apibréSime atvaizdZio laip-
snio sagvoka. Po to, remdamiesi Sios savokos savybémis, irodysime Brauerio teorema.
Atkreipsime démesi i tai, kad atvaizdzio laipsnio savoka gali biiti apibendrinta atvaiz-
dziams Banacho erdvése (t.y. begaliniamatése erdvése) ir pritaikyta netiesiniy opera-
toriniy lygciy tyrimams. Norédami pailiustruoti atvaizdzio laipsni, i§ pradZiy pateik-
sime pavyzdi.

Pavyzdys.Tegu B, = {z € R* : |z| < r}ir f : B, — R? - toly-
dusis atvaizdis. Kai taskas = apeina skritulio B, krasta (apskritima) teigiama kryp-
timi, atvaizdzio f reik§més f(z) plokitumoje R? nubréZia orientuota kreive 1. Tegu
0 ¢ [. Tada taskas f(z) koordinaliy pradZios taska apeis teigiama kryptimi ¢, karty
ir neigiama kryptimi c_ karty. AtvaizdZio f laipsniu skritulio B, ir tasko 0 atzvilgiu
vadinsime skaiciy

c=d[f;B,,0] =cy —c_.

Atvejaicy =1,c_ =0;¢cqy =2,c- =0;¢c4 =c_ =0ircy =0, c_ = 1 pavaizduoti

9.1 pav.
C C .0
‘ QO ‘C
:1 C:2 C:O

c c=—1

9.1 pav.
IS Sio intuityvaus apibréZimo galima tvirtinti, kad teisingi tokie du svarbis teiginiai:

1. Kronekerio egzistavimo principas:
jeigu ¢ # 0, tai egzistuoja toks taskas x¢ € B,, kad f(xq) = 0.

2. InvariantiSkumas homotopijos atzvilgiu:
atvaizdj f tolydziai keiCiant taip, kad kreivés [ nekirsty koordinaciy pradzios
tasko 0, atvaizdzio f laipsnis nesikecia.

Atvaizdzio laipsni galima apibréZti ivairiai — taikant algebrinés topologijos arba
analizés metodus (Zr., pavyzdZiui, [55], [40]). TaCiau taikymams yra svarbus ne api-
bréZimas, o tik jo pagrindinés savybés. Todél jas €ia ir suformuluosime.
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9.5 teorema. Tegu f : B, C R™ — R" yra tolydusis atvaizdis, tenkinantis salyga
f(z)#0, VzxeS, S =0B,.

Tada atvaizdZivi f galima priskirti jo skaiting charakteristika d[f; B, 0|, vadinama
atvaizdZio f laipsniu rutulio B, ir tasko 0 atZvilgiu, turincia tokias savybes:

1. d[E; B,.,0] = 1; ¢ia E — tapatus atvaizdis.

2. Jeigud[f; B, 0] # 0, tai egzistuoja toks taskas xo € B,., kad

3. Tegu h : B, x [0,1] — R" yra toks tolydusis atvaizdis, kad h(z,t) # 0,
Vit € [0,1] irVx € S,.. Tada

d[h(-,0); B,,0] = d[h(-,1); B, 0].

4. Jeigu atvaizdis f nelyginis (t.y. f(—x) = —f(x), Vo € B,), tai skaiCius
d[f; By), 0] yra nelyginis (ir todél nelygus nuliui).

P astab a. TreCioji savybé vadinama atvaizdzio laipsnio invariantiSkumu homo-
topijos atzvilgiu. Du atvaizdziai fj ir f; vadinami homotopiniais, jeigu egzistuoja toks
tolydusis atvaizdis h : B, x [0,1] — R", kad

h(z,0) = fo(x), h(z,1)= fi(z), VzeS,,

ir h(z,t) # 0, Vt € [0,1], Vo € S,. Atvaizdi h, turintj Sias savybes, vadinsime
atvaizdziy fo ir f; homotopija.
Atvaizdzio laipsnio savybés gali biiti panaudotas lygties

f(x) =0, zeB, 9.12)

i§sprendziamumo tyrimui. Jeigu (9.12) lygtis turi sprendinj sferoje .S, tai tolesnio ty-
rimo nebereikia. Tuo atveju, kai f(x) # 0, Va € S,., galime apibrézti atvaizdZio f laip-
sni d[f; By, 0]. Jeigu d[f; B, 0] # 0, tai pagal antraja savybe (9.12) lygtis turi spren-
dinj rutulio B, viduje. Todél reikia patikrinti, kada atvaizdzio f laipsnis d[f; B, 0]
yra nelygus nuliui. Tai galima padaryti ivairiai. PavyzdZiui, nustatyti, kad atvaizdZio
f laipsnis yra homotopinis Zinomam atvaizdZiui, kurio laipsnis nelygus nuliui, arba
patikrinti, kad atvaizdis f yra homotopinis nelyginiam atvaizdZziui.

9.5 teorema yra vienas i§ svarbiausiy algebrinés topologijos teiginiy. Yra Zinomi
keli $ios teoremos jrodymai (7r., pavyzdziui, [55]). Cia pateiksime tik atvaizdZio laip-
snio apibréZzimo schema, kuri remiasi matematine analize.

AtvaizdZzio laipsnio apibréZima konstruosime trimis etapais.

L Tegu f = (f1 ..., fn). I8 pradZiy tarkime, kad atvaizdis f tenkina dvi papildomas
salygas:

1) rutulyje B, dalinés ivestinés df;/0xz;, 4,7 = 1,...,n, yra tolydZios.
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2) lygtis f(x) = 0,z € B,, turi baigtinj skai¢iy sprendiniy £, ..., (™) ir §iuose
taskuose jakobianas

Ji(x) = det{ B
j

nelygus nuliui.

Tada atvaizdzio f laipsnj rutulio B, ir tasko O atzvilgiu apibréSime formule
Je( ®
d|f; B, 0] = Z sign J¢(¢7) Z I 5

I1. Tarkime, atvaizdis f yra tik diferncijuojamas (atsisakéme antrosios salygos). Pagal
Sardo teorema (Zr. [55]) egzistuoja tokia tolygiai rutulyje B, konverguojanti i atvaizdi
f seka {f,}524,, kurios nariai f,, tenkina pirmojo etapo salygas. Kiekvienam sekos
{fn} nariui apibréZtas jo laipsnis d[f,; B, 0]. Taigi seka {f,,} atitinka skaitiné seka
{d[fn; Br,0]}. Galima jrodyti, kad §i seka turi riba ir nepriklauso nuo konfre¢ios sekos
{fn}52, pasirinkimo. Todél atvaizdZio f laipsnj rutulio B, ir tasko 0 atZvilgiu galima
apibreéZti taip:
d[f; By,0) = nh_}rrgo d[fn; By, 0].

III. Tarkime, atvaizdis f tenkina tik 9.5 teoremos salyga (atsisakéme ir diferencijuo-
jamumo salygos). Pagal VejerStraso teorema' galima rasti diferencijuojamy atvaiz-
dziy seka {f,}22, kurios elementai tenkina 9.5 teoremos salyga ir tolygiai rutulyje
B, konverguoja i atvaizdi f. Kiekvienas sekos narys f,, tenkina antrojo etapo saly-
gas. Todeél apibréztas jo laipsnis d[f,; B, 0]. Kartu seka {f,}52 atitinka skaitiné
seka {d[fn; Byr,0]}52 ;. Galima jrodyti, kad §i seka turi riba, nepr1klausan01a nuo
konkrecios sekos { f,, }22 ; pasirinkimo. Todél atvaizdZio f laipsnj rutulio B,. ir tasko
0 atzvilgiu galima apibréZti taip:

d[f; B.,0) = nh_}rréo d[fn; Br,0].

Taip sukonstruotas atvaizdZio f laipsnis d|[f; B, 0] yra sveikasis skai¢ius. Galima
parodyti, kad jis turi visas 9.1 teoremoje suformuluotas savybes.

IS pateiktos atvaizdZio laipsnio konstrukcijos matome, kad naudojantis vien apibré-
Zimu apskaiCiuoti atvaizdzio f laipsnio d|[f; B,, 0] beveik neimanoma. Taikymuose
atvaizdZio laipsnio daZniausiai ieSkoma remiantis jo savybémis. Svarbiausios i§ jy yra
trecioji ir ketvirtoji.

9.6 teorema. (Brauerio) Tegu B, = {x € R" : [z| <r} ir f : B, — B, — tolydusis
atvaizdis. Tada egzistuoja toks taskas xo € B,., kad f(x¢) = xo.

<Jeigu egzistuoja taskas zo € S, toks, kad f(xg) = wxo, tai irodinéti nieko
nebereikia. Todél galime tarti, kad z — f(x) # 0, V& € S,. Siuo atveju galime
apibréZti atvaizdzio E — f laipsni d[E — f; B,.,0].

Teorema apie tolydZiyjy funkcijy aproksimavima polinomais
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Apibrézkime homotopija i formule h(x,t) = « — tf(x), kaiz € B, irt € [0,1].
Aibéje B, x [0, 1] atvaizdis h yra tolydusis. Parodysime, kad

h(z,t) 40, VreS,, Vtelo1]. (9.13)

Tarkime prieSingai, kad egzistuoja tokie z € 0B, irt € [0,1], kad x — tf(z) = 0.
Tada |f(x)| <7, |z| =rir

0=lz—tf(z)] = || —tf(x)] = (1= t)r > 0.

I§ ¢ia gauname, kad ¢t = 1. Bet tai prieStarauja prielaidai, kad © — f(z) # 0, Vx € S,.
Todél teisinga (9.13) nelygybé. Remiantis pirma ir treia atvaizdZio laipsnio savybeé-
mis,

1 = d[E; B,,0] = d[E — f, B,,0].

Pagal antra atvaizdZio laipsnio savybe egzistuoja toks taskas zg € B,, kad x¢ —
f(l‘o) =0.>

9.7 teorema. Tegu f : B, — R" yra tolydusis atvaizdis, tenkinantis nelygybe
(f(x),) <0, V€S,
Tada egzistuoja toks taskas x¢ € B,., kad f(xq) = .

< Pagal teoremos salyga f(x) # z, Vo € S,. Todél galima apibréZti atvaizdZio f
laipsnj ir pasinaudoti 9.6 teoremos jrodymu. >
Pastab a. Sioje teremoje nelygybe (f(x),r) < 0 galima pakeisti priesinga

(f(x),x) > 0. Pakanka pastebéti, kad funkcija —f taip pat yra tolydi, ir pastaraja
nelygybe perrasyti taip: (—f(z),x) <O0.

15i8vada Tegu f : B, — R" yra tolydusis atvaizdis, tenkinantis nelygybe
(f(x),z) < (z,z), Yz eSb,.
Tada egzistuoja toks taskas o € B, kad f(xq) = 0.

9.8 teorema. (apibendrintoji Brauerio) Tegu M C R" yra apréZta, uZdara ir iskila
aibé, f : M — M - tolydusis atvaizdis. Tada egzistuoja toks taskas xo € M, kad

f(xo) = Zo-.

Sia teorema jrodysime 10 skyriuje, i¥nagrinéje projekcijos i ikilaja aibe savybes.
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9.3. SAUDERIO TEOREMA APIE NEJUDAMAJI TASKA

Siame skyrelyje apibendrinsime Brauerio teorema apie nejudama taska begaliniamadiy
erdviy atveju. IS pradZiy iSnagrinésime vieng pavyzdi. Tegu

X =1ty ={z=(21,22,....), ||z]| =< o0},

o 1/2
loll = (3-a2) . Bi={vc b ol <1}
i=1
ir
f(z) = (/1-|z|]? x1,22,...), x€ Bj.
Atvaizdis f : By — B, ir yra tolydus (patikrinkite). Jeigu taskas x € B, yra at-
vaizdZio f nejudamas taSkas, t.y. f(x) = z, tai norma || f(z)|| = 1 ir i§ lygybeés

I:( 17”'%”271‘15:1727"')

iSplaukia 1 = 0, 2 = 1, 3 = x2 ir t.t. Todél z = (0,0, . . .). Tadiau tai prieStarauja
tam, kad [[z]| = |[f ()] = 1.

IS pateikto pavyzdzio matome, kad begaliniamaciy erdviy atveju vien tik tolydumo
nepakanka, kad operatorius f turéty nejudama taska. Siuo atveju operatoriaus f toly-
dumo salyga pakeisime stipresne visiSko tolydumo salyga. Priminsime visiSkai toly-
daus operatoriaus apibréZimo savoka.

ApibréZzimas. Tegu M yra Banacho erdvés X poaibis. Sakysime netiesinis
operatorius T' : M — X yra visiSkai tolydus aibéje M, jeigu:

1. Jis yra tolydus aibéje M.

2. Kiekvieno apréZzto aibés M poaibio vaizdas yra salyginis kompaktas erdvéje X.

Pastab a. Jeigu operatorius 7' yra tiesinis, tai Siame apibréZime operatoriaus 1’
tolydumo salyga galima atmesti. Siuo atveju tolydumas tiesiog i§plaukia i§ antrosios
salygos.

Tiesinis operatorius yra visiSkai tolydus tada ir tik tada, kai ji galima aproksimuoti
tiesiniais apréZtaisiais baigtiniamaciais operatoriais (Zr. [50]). Priminsime, kad opera-
torius yra baigtiniamatis, jeigu jo reikSmiy aibé yra baigtiniamatéje erdvéje. Apiben-
drinsime §j teigini netiesiniy operatoriy atveju.

9.9 teorema. Tegu M yra netusCia, apréZta aibé Banacho erdvéje X. Operatorius T :
M — X yra visiSkai tolydus tada ir tik tada, kai:

1) su kiekvienu ¢ > 0 egzistuoja toks visiskai tolydus operatorius T, : M — X,
kad
sup | Tv — Tev||x < € 9.14)
veM

2) aibés T. (M) tiesinis apvalkas Lin T.. (M) yra baigtiniamatéje erdvéje.
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<Tegu operatorius T yra visiSkai tolydus. Tada aibé T'(M) yra salyginis kompak-
tas. Pagal Hausdorfo teoremg Ve > 0 egzistuoja aibés T'(M) baigtinis ¢ tinklas

MEZ{UZ‘EXIUZ'ET(M), i:l,...,m}.

Sauderio projektoriumi vadinsime operatoriy 7. : M — X, apibrézta formule
> 1i(v)v;

Tow="0 9.15)

21 1i(v)

oy J e T —wiflx, kai[[Tv—vif|x <e,

uilv) = {07 kai | Tv — vg]|x > €.

Kadangi M. yra baigtinis aibés M e tinklas, tai (9.15) formulés vardiklis nelygus nuliui
Yo € M. Todél

S m@To 3 ) > u0) (T — v)
Tv—Tow ==L -= ==
S ) 3 ml) 3 ()

ir teisingas jvertis

> [ Tv—villx X pi(v)e
|Tv — Tov||x < = <=l =e.

m

Sue) g s (v)

I8 aibés T'(M) apréztumo i$plaukia aibés T. (M) apréztumas. Kadangi T, (M) yra
baigtiniamaciame poerdvyje, tai 7. (M) yra salyginis kompaktas. Todél operatoriai 7
yra visiskai tolyds.

Tarkime, pirma ir antra teoremos salygos patenkintos. Tada operatorius 7', kaip
tolygiai konverguojanciy tolydZiy operatoriy riba, yra tolydus:

[Tu —To|x < ||Tu — Teyzullx + || Tejzu — Teyzv|[x+

£ £ 5
+HT5/3U - T’U”X < § —+ g + g =g,

kai ||lu — v||x < d(¢). Be to, aibé T'(M) yra salyginis kompaktas, nes ji turi baigtinj ¢
tinkla. >

16 iSvada Tegu M C X yra apréZta aibé, T : M — X — visiskai tolydus operatorius.
Tada egzistuoja tolygiy aibéje M, baigtiniamaciy ir konverguojanciy | T' operatoriy
seka {T.}, kaie — 0.

17 i§vada Sauderio projektoriaus T, reik§Smiy aibé T.(M) yra aibés M. iskilojo ap-
valko CoM. poaibis.
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<Irodymas i$plaukia i§ Sauderio projektoriaus apibréZimo (Zr. (9.15) formule). >

9.10 teorema. (Sauderio) Tegu X yra Banacho erdvé, M C X — netu$Cia, uZdara,
iskila, apréZta aibé ir T' : M — M - visiskai tolydus operatorius. Tada egzistuoja bent
vienas toks elementas u € M, kad Tu = u.

aTegu X, n € N, yra aibés T'(M) ir bent vieno elemento i§ M tiesinis apvalkas.
Tiesiné erdvé X,, yra baigtiniamaté Banacho erdvé su ta pacia, kaip ir X, norma.
Pazymékime M,, = M N X,,. Aisku, kad M,, yra netus¢ia, uZdara, iskila ir aprézta
aibé. Be to, Ty, (M) C M,,. Pagal Brauerio teorema kiekvienam n € N egzistuoja
toks elementas u,, € M,, C M, kad T} /,uy, = uyp. Be to, i§ (9.14) iSplaukia, kad

1TUn — un|lx = TUn — Th jnun|x < 1/n.

Todél
1Lm | Ty — unllx = 0. (9.16)

Kadangi Tw,, € T'(M) ir aibé T'(M) yra kompaktas, tai i§ sekos {T'u,, } galima i$skirti
konverguojanti poseki. Tiksliau, egzistuoja toks elementas v € T'(M), kad
lim Tup,, = u. 9.17)
k—o0

Be to,
Hunk - UHX < ”unk - TunkHX + HTunk - UHX — O,

kai k — oo. Todél seka u,, — u erdvéje X. Kadangi opetatorius 7" yra tolydus, tai

lim Tup, =Tu. (9.18)
k—o0
I8 (9.17) ir (9.18) isplaukia, kad Tu = u. >
Pastaba. Sauderio teorema negarantuoja nejudamo tasko vienaties. Pavyz-
dziui, jei erdvé X yra baigtinio matavimo, tai tapatingas atvaizdis yra visiskai tolydus
ir visi aibés M taSkai yra $io atvaizdzio nejudami taskai.

9.11 teorema. Tegu X yra Banacho erdvé, M C X — kompaktiné, iskila aibé ir T :
M — M - tolydus operatorius. Tada egzistuoja bent vienas toks elementas v € M,
kad Tu = u.

<Laisvai pasirinkime skai¢iy n € N. Kadangi aibé M yra kompaktiné, tai egzis-
tuoja baigtinis skaicius tokiy elementy vy, va, ..., v, € M, m = m(n), kad rutuliai
Bi/n(vi),i = 1,...,m, uzdengia aibe M. Tegu M,, yraiSkilasis aibés {vy, va, ..., v}
apvalkas ir T/, — Sauderio projektorius (Zr. (9.15) formulg). Operatorius T}/, :
M,, — M, ir yra tolydus. Be to,

Ty — Ty pv|x < 1/n, Yv e M. 9.19)

Pagal apibendrinta Brauerio teorema Sis atvaizdis turi nejudama taska u,, € M,, C M.
Kadangi aibé M yra kompaktiné, tai egzistuoja toks posekis {up, }, kad u,, — u €
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M. Trodysime, kad elementas w ir yra operatoriaus 71" nejudamas taskas. IS tikruyju
remdamiesi (9.19), gauname

Hunk - Tunk”X = HTl/nkunk - TunkHX < ]-/nk — 0,

kai k — oo. Todél

lim Tup, = u.
k—o00

Kadangi operatorius 7" yra tolydus, tai

lim Tuy,, = T(klim unk) = Tu.
edeel

k—o0

IS Cia iSplaukia, kad Tu = u. >
Pavyzdys. Nagrinésime KoSi uZdavinj:

y'(x) = f(z,9), y(xo)=yo. (9.20)

Jeigu funkcija f yra tolydi, tai Sio uZdavinio sprendimas tolygiai diferencijuojamy
funkcijy klaséje yra ekvivalentus integralinés lygties

va) =+ [ F(sy(s) ds ©21)
zo
sprendimui tolydZiy funkcijy klaséje. ApibréZkime operatoriy 7" formule
z
Ty(a) =y + [ F(s.9(9)ds
zo

Tada pastaraja integraling lygti galima perraSyti
y="Ty. (9.22)
Tarkime, funkcija f yra tolydi statiakampyje
Q={(z,y) eR?: |z — x| < a, ly— yo| < b}.
Tada Siame staciakampyje ji apréZta, t.y. egzistuoja tokia teigiama konstanta K, kad
|z, y) <K, V(z,y)e€Q.
Be to, tegu c yra toks teigiamas skaicius, kad
0<c<a, cK<hb.

Segmentas [z — ¢, o + ¢] vadinamas Peano atkarpa.

9.12 teorema. (Peano) Peano atkarpoje egzistuoja (9.20) Kosi uZdavinio tolydZiai di-
ferencijuojamas sprendinys.
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aTegu X = C|zg — ¢, zo + c]. Banacho erdvéje X aibé

M ={y e X:[ly(x) - yollx < b}

yra apréZta, uzdara ir iSkila. Operatorius 7" : M — M (Zr. 9.3 teoremos irodyma). Be
to, jis yra tolydus. IS tikryjuy tegu y,, — y erdvéje X, t.y.

yn () 2y(z), = € [xo— ¢, 20 + ],

kai n — oo. Tada

x

/ (F(5,9n(s)) — F(s,9(s)) ds| <

Zo

< max c|(f(s,yn(s)) = f(s,9(s))] =0,

|[s—zo|<c

Tyn — Tyllx < max

lx—zo|<c

kai n — oo. Cia pasinaudojome tuo, kad funkcija f stadiakampyje Q yra tolygiai
tolydi. Irodysime, kad aibé T'(M) yra salyginis kompaktas erdvéje X. Tegu y € M.
Tada

1Tyl|x = L ’/f(svyn(S)dS’ + [yo| < Ke+ [yol,
r—xo|<c
o

Ty(e) ~ Ty(@) < | [ Fs5.9(5) ds| < Ko 3.

I§ $iy jveriy iSplaukia, kad aibé T'(M) yra tolygiai apréZta ir vienodai tolydi. Pagal
ArcelAa—Askolio teorema ji yra salyginis kompaktas. Taigi operatorius 1" : M — M
yra visiSkai tolydus. Remiantis Sauderio teorema, (9.22) lygtis turi sprendinj. Kartu
(9.21) integraliné lygtis Peano atkarpoje turi tolydy sprendinj. Akivaizdu, kad Sis
sprendinys yra tolygiai diferencijuojamas (9.20) Kosi uZdavinio sprendinys. >
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9.4. PRATESIMO PAGAL PARAMETRA METODAS
SprendZiant operatoring lygti
Au=0, (9.23)
kartais naudinga ja itraukti { parametring operatoriniy lygciy Seima
H(u,t)=0, 0<t<Il. (9.24)

Parametras ¢ parenkamas taip, kad (9.24) lygtis turi sprendini, kai ¢ = 0, ir sutampa su
(9.23) lygtimi, kai t = 1. Jeigu (9.24) lygties iSsprendZiamuma pavyksta pratgsti nuo
t = 01iki ¢t = 1, tai kartu jrodomas ir (9.23) lygties iSsprendZiamumas.

I8 pradziy nagrinésime tiesiniy operatoriy atveji. Tegu X, Y yra Banacho erdvés,
A, : X — Y - tiesiniai operatoriai, ¢ = 1, 2. Nagrinésime operatoriniy lyg¢iy Seima

Aiu=tAju+ (1 -t)Aqgu=f, tel0,1], feY. (9.25)
9.13 teorema. Tarkime, (9.25) lygties sprendiniams teisingas apriorinis j vertis
lulx <Clflly,  tel[0,1]; (9.26)

¢ia C' — nuo t ir f nepriklausanti teigiama konstanta. Be to, tegu (9.25) lygtis su
kiekvienu f € Y turi vienintelj sprendinj, kai t = 0. Tada su kiekvienu f € Y §i
lygtis turi vienintelj sprendinj ir kait = 1.

<Tegu o yra aibé parametro ¢ reik§Smiy, kurioms (9.25) lygtis turi vieninteli spen-
dini Vf € Y. Pagal teoremos prielaida 0 € o. Todél egzistuoja atvirkstinis operatorius
AO_1 1Y — X. Be to, jis yra apréZtas

145" flix = llullx < Cllfllv-
PerraSykime (9.25) lygti
u+t Ayt (A — Ag)u = Ay f. 9.27)
Patikrinsime, ar operatorius Ay (A; — A,) : X — X apréZtas:
1A (Ay = Ag)ullx < Cll(Ay = Ag)ully < 2CM ulix;

gia M = max{|| Ao |, || A, |}. Taigi || A7 (4, — 4,)]| < 2CM.
Tegu t* = || Ay ' (A; — Ay)||~". Perragykime (9.27) lygt] taip:

u= Ayt f—tAg (A, — Ag)u = Ly u.
Kai ¢ € (0,¢*), operatorius L : X — X yra sutraukiantysis. I§ tikryju
| Lou— Lov|lx < 2tCM|lu —vl]x < [lu—v|x.

Pagal Banacho teorema (9.25) lygtis turi vienintelj sprendinj V¢ € [0,¢*), t.y. inter-
valas [0, %) C o. Todél, kai t € [0,t*), egzistuoja atvirkstinis operatorius A; > : Y —
X. Tegu 7 € (0,t*). Tada (9.25) lygti galima perrasyti

ut(t—7) A7 (A — AgJu= ATT S
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Kadangi
IAZH(Ay = Ag)ullx < Cll(4y — Ag)ully < 2CM|ulix,

tai operatorius A-1(A; — Ay) : X — X apréztas ir || A7 (A; — Ay)|| < 2CM. Per-
raSykime Sig lygti taip:

u=A7 f—(t—-1)ATY (A, - Au=L, u.
Kai 0 < t—7 < ||A7Y(A; — Ap)| ™!, operatorius L : X — X yra sutraukianty-
sis. Pagal Banacho teorema (9.25) lygtis tokioms ¢ reikSméms turi vienintelj spren-

dini. Taip samprotaudami ir toliau, gausime, kad kiekvienu Zingsniu (9.25) lygties
i§sprendZiamumas pasistumia

IAZH (A, = Ag) ! = 1/CM.
Atlike baigtini skaiCiy tokiy Zingsniy, pasieksime taSka ¢t = 1. >
Kaip Sios teoremos taikymo pavyzdi panagrinékime Dirichlé uzdavini
Au=f, ze (9.28)
uls = o(x), x€S; (9.29)

&ia Q — aprézta erdvéje R? sritis, S = 99, o

2

2
Au= Z i (T) g0, + Z a;(2)ug, + a(x)u
i=1

ij=1

grieZtai elipsinis operatorius, t.y.

i=1

2 2
Z aij(a:)éi{j > Z/Zg?, v = const > 0.
i,j=1

9.14 teorema. (Sauderio) Tarkime, a;j,a;,a, f € C*(Q), ¢ € C*t(S), S € C*te,
O<a<l,ir B

a(x) <0, VYaeQ. (9.30)
Tada egzistuoja vienintelis (9.28), (9.29) Dirichlé uZdavinio sprendinys u € C2T¢ (ﬁ) .

Sios teoremos irodymas remiasi (9.28), (9.29) Dirichlé uZdavinio sprendiniy apri-
oriniais jverciais:

[ullcasa@ < CUlfllceg) + lellczracs)); 9.31)
¢ia kostanta C' priklauso tik nuo v ir operatoriaus A koeficienty normy erdvéje C(€2)
(Zr. 4.12 skyrelj).

Dirichlé uzdavinys su nehomogenine kraStine salyga iprastu budu susiveda i Di-

richlé uZdavini su homogenine krastine salyga. Todél i§ karto galime tarti, kad ¢ = 0.
Tada (9.28), (9.29) Dirichlé uZdavini galima jtraukti i Dirichlé uZdaviniy Seima

A, =tAu+ (1 -t)Au= f(z), =€
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u‘g =0, z€S8.

Tegu X = {u € C**(Q) : u|s =0, Y = C¥Q) . Kai t = 0, §is uzdavinys turi
vienintelj sprendinj u € C?T(2) su kiekviena funkcija f € C*(Q) (zr. [28], [13]).
Be to, operatorius A, yra grieZtai elipsinis su elipsiSkumo konstanta v; > tv + (1 —
t) -1 > min{v, 1}. Todél $io uzdavinio sprendiniams yra teisingi (9.31) aprioriniai
iverciai. Kartu patenkintos visos 9.13 teoremos salygos ir galime tvirtinti, kad (9.28),
(9.29) Dirichlé uzdavinys turi vienintelj sprendinj u € C*+*((Q2).

Toliau nagrinésime netiesiniy operatoriy atveji.

9.15 teorema. (Leré—Sauderio) Tegu X yra Banacho erdvé, T : X — X — netiesinis
visisSkai tolydus operatorius ir lygciy

u=1tTu, te€(0,1), (9.32)
sprendiniams teisingas apriorinis j vertis
Jullx <C;

¢ia C' — nuo u ir t nepriklausanti konstanta. Tada lygtis v = T'u turi bent vieng spren-
dinj.

aTegu M = {v € X : |[v||x < 2C'}. Apibrézkime operatoriy

To, kai || Tv||x < 2C,

_ T
Sv=920 " kai|Tv|x > 2C.
[[vllx

Operatorius S aibéje M yra visiskai tolydus (patikrinkite). Pagal Sauderio teorema
(zr. 9.3 skyreli) egzistuoja toks v € M, kad Su = wu. Galimi du atvejai. Jeigu
|Tulx < 2C, tai Tu = Su = w ir teorema jrodyta. Tarkime, ||Tu||x > 2C. Tada
u=Su=1tTu,0 <ty = 2C/|Tul|x < 1.Tafiau pagal teoremos salyga kiekvienam
lygties u = toTu sprendiniui teisingas apriorinis jvertis ||u||x < C. Taiau remiantis
operatoriaus S apibréZimu ||u||x = 2C. Gauta prieStara jrodo, kad antras atvejis ne-
galimas. >
Pateiksime Leré—Sauderio teoremos taikymo pavyzdi. Tegu

Au= Z @i (T, U, Uy ) Uz
i,j=1
Nagrinésime Dirichlé uzdavini
Au=0, z€QCR?* wulg=0 zeS=00. (9.33)

Tarkime, operatorius A yra grieZtai elipsinis?, t.y. egzistuoja tokia teigiama konstanta

2 Pakanka reikalauti, kad operatorius A biity tik elipsinis, t.y.
2

> aij(@,t,p)&i&; >0, VEER:[¢ =1

i,j=1

Be to, & nelygybe bity teisinga, kai = € €, [t| < M, |p| < Ma; &ia My = maéc |¢(x)], o konstanta Mo
xc

priklauso tik nuo ¢ ir S.
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v, kad
2 2
> aij(a,t,p)at; = vy &, VEER?, V(x,t,p) € QxR
ij—1 i

Tada yra teisinga teorema.

9.16 teorema. Tegu operatoriaus A koeficientai a;; € C***(G), G = Q x R?, Q
— apréZta, grieztai iskila sritis, 0 < o < 1, ¢ € C*T*S, S € C***. Tada (9.33)
uZdavinys turi bent viena sprendinj erdvéje u € C?T2(Q).

<Ttraukime (9.33) uzdavinij i Dirichlé uzdaviniy Seima.
Au=0, z€Q; uls=tp(x), xS, tel0,1]. (9.34)

Tegu 3 € (0,1), X = C'*A(Q) ir v € X. Tada koeficientai a;;(z, v, v,) yra funkcijos
i§ C*#(Q) . Todél pagal Sauderio teorema Vv € X ir t € [0, 1] egzistuoja vienintelis
Dirichlé uZdavinio

2
Zaij(m,v,vx)uxixj =0, z€Q; ulsg=tpx), z€S, (9.35)

.3

sprendinys v € C27%5(Q)). Raide T paZymékime operatoriy, kuris V¢ € [0,1] ir
Vv € CYB(Q) priskiria elementa u € C?>*#(Q). Tada $ia atitiktj galime uZrasyti
kaip operatoring lygti

u="T(t,v).

Kadangi parametras ¢ { kraSting salyga ieina tiesiSkai, tai pastaraja galima perrasyti
taip:
u=tTv.

Akivaizdu, kad operatoriaus tT" nejudami taskai yra (9.34) Dirichlé uzdavinio spren-
diniai, ir atvirk§¢iai. Patikrinsime, ar operatorius 7" tenkina Leré—Sauderio teoremos
salygas. Visiems (9.35) Dirichlé uZdavinio sprendiniams (Zr. 4.12 skyrelj) teisingas
apriorinis jvertis

[ullg2tas @) < C;

Cia konstanta C nepriklauso nei nuo u, nei nuo v, nei nuo t. Kiekviena apréZta erdvéje
C2+8(Q)) aibé yra kompaktas erdvéje C15(Q2) . Todél operatorius T aprézta aibe
erdvéje X perveda i kompakting aibg erdvéje X. Be to, galima jrodyti (patikrinkite),
kad operatorius 7" yra tolydus. Taigi patenkintos visos Leré—Sauderio teoremos sa-
lygos ir galime tvirtinti, kad lygtis w = T'u turi bent viena nejudama taSka v € X.
Pagal Sauderio teorema u € C>+5(QQ) . Jeigu (9.35) lygtyje vietoje v istatysime rasta

sprendinj u, tai Sios lygties koeficientai bus erdvés C%((2) elementai. Todél rastas
sprendinys u € C27(Q) ir yra ieSkomasis (9.33) Dirichlé uZdavinio sprendinys.
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9.5.  MONOTONINIAI OPERATORIAI

Tegu X yra Banacho erdvé, X* — jungtiné erdve, || - || — norma erdvéje X. Siame
skyrelyje nagrinésime monotoniniu, veikianc¢iy i§ X | X* operatoriy savybes.
Apibrézimas. Tegu A : X — X*, X — Banacho erdvé. Tada:

1. Operatoriy A vadinsime monotoniniu, jeigu

(Au—Av,u—v) >0, YuveX (9.36)

2. Operatoriy A vadinsime grieZtai monotoniniu, jeigu

(Au—Av,u—v) >0, YuveX, u#wv. 9.37)

3. Operatoriy A vadinsime tolygiai monotoniniu, jeigu
(Au—Av,u—v) > a(llu—v|)|lu—2|, YuveX; (9.38)

¢ia a : [0,00) — R tokia grieztai didéjanti tolydi funkcija, kad a(0) = 0,
a(t) — +oo, kai t — +o0.

4. Operatoriy A vadinsime stipriai monotoniniu, jeigu

(Au—Av, u—v) >cllu—v|? Vu,v€X, c=const>0.  (9.39)
5. Operatoriy A vadinsime koercityviu, jeigu
—— = 00, (9.40)

kai ||ul| — oc.

Siy operatoriaus A savybiy ry$j nusako tokia teorema.

9.17 teorema. Teisingos implikacijos: 4. = 3. = 2. = 1. ir3. = 5.

<Implikacijos: = 2. = 1. yra akivaizdZios. Norint patikrinti implikacija 4. = 3.,
pakanka paimti a(t) = ct. Implikacija 3. = 5. i$plaukia i§ nelygybiy

(Au, u) = (Au—A(0), u—0) + (A(0), u) >

Z a([lulllull = [FAQ)[[x-[[ull. >

Pavyzdziai:

1. Tegu X = R yrarealiyjy skaiCiy aibé ir f : R — R — reali funkcija (Siuo atveju
R* = R). Tada:

1.1. f —(grieztai) monotoninis < f — (grieZtai) monotoniniskai didéjanti.
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1.2. f — stipriai monotoninis < (f(x) — f(y))/(x —y) > ¢ > 0, Va,y €
R, z #y.
1.3. f —koercityvus < f(z) — £oo, kai  — +o0.

Norint patikrinti Siuos sarySius, pakanka pastebéti, kad
(f(@) = f(y), z —y) = (f(=) = f(W)(z — ).

2. Apibrézkime operatoriy f : R — R taip: f(z) = |2|P~2z, kai © # 0, ir
f(z) =0, kai z = 0. Tada:
2.1. Jeigu p > 1, tai f yra grieztai monotoninis.
2.2. Jeigu p = 2, tai f yra stipriai monotoninis.
2.3. Jeigu p > 2, tai f yra tolygiai monotoninis ir koercityvus.

Pirmas ir antras teiginiai yra akivaizdis. Patikrinsime trecigji. Tegu p > 2 ir
z,y € R Jeign 0 <z <y, tai

y—x y—x
yPt - P = / (p—1)(t+2)P2dt > / (p—DtP~2dt = (y — z)P~ L.
0 0

Todél tokiems x ir y teisinga nelygybé
(1917 ~2y = J2P~22)(y — 2) > |y — ="
Jeigu z < 0 < y, tai teisinga nelygybé
g P > ey o+ )P

¢ia c — teigiama, priklausanti tik nuo p, konstanta. Todél tokiems z ir y teisinga
nelygybé

(lyIP~2y = |2[P22)(y — 2) > cly — /.

Abiem atvejais operatorius f yra stipriai monotoninis ir koercityvus. Kiti atvejai
lengvai susiveda i jau iSnagrinétus.

Apibrézimas. Tegu A : X — X*, X —Banacho erdvé. Operatoriy A vadin-
sime:

1) apréZtuoju, jeigu jis apréZta aibg atvaizduoja i apréZta aibe;
2) demitolydZiuoju, jeigu

U, >u = Au, — Au, kai n— oco.

3) hemitolydZiuoju, jeigu Vu, v, w € X atvaizdis t — (A(u + tv), w) yra tolydus
segmente [0, 1].
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4) radialiai tolydZiuoju, jeigu Yu,v € X atvaizdis t — (A(u + tv), v) yra tolydus
segmente [0, 1].

5) pseudomonotoniniu, jeigu jis yra apréztas ir i§ u,, — u, kai n — oo, ir

lim (Awug,, u, —u) <0 =

n—oo

lim (Aun,un—v>2<Au,u—v>7VvEX;

n—oo
6) turinciu savybe (M), jeigu i§ u, — u, A u, — f, kain — oo, ir

lim (A up, up) < (f,u) = Au=f;

n—oo
7) turinciu savybe (S), jeigu i$ u,, — u, kain — oo, ir

lim (Aup, — Au, up —u) =0 = u, — u.

n—oo
Tegu X yra Banacho erdvé, A : X — X*. Nagrinésime lygti
Au=f, [feX" (9.41)

9.18 teorema. Tegu X yra refleksyvioji, separabilioji Banacho erdvé, T' : X — X* —
koercityvus, demitolydus, apréZtas ir turintis savybe (M) operatorius. TadaT(X) = X*
ir atvirkstinis operatorius T~ yra apréZtas (gali biiti daugiareik§mis).

<Tegu f € X*. Reikia jrodyti, kad (9.41) lygtis su kiekvienu tokiu f turi sprendinj.
Pagal teoremos salyga erdvé X yra separabilioji. Todél i$ jos galima iSskirti suskaiciuo-
jama visur tirSta aibe. PaZzymékime ja {wy, }. Sprendinio ieSkosime Galiorkino metodu.

Tegu X,, yra tiesinis, uZtemptas ant elementy ws, ..., w, poerdvis. IeSkosime tokio
U, kad

(Aup, v) = (f,v), YveX,. (9.42)
Tegu wj € X* tokie, kad (wy, wy) = d;;. Jeignw € X, irw = Z?:l T;w;, tai

formulé . N
<A(; xiwi),v> = <; yiw;‘,v>, Y € X,

apibréZia operatoriy A,, : R” — R". I§ operatoriaus A koercityvumo i$plaukia opera-
toriaus A,, koercityvumas, t.y.

lim —2—"—1 = co. (9.43)

Be to, operatorius A,, yra tolydus. Teguy € R" toks, kad (f, w) = (y, w) , Vw € X,,.
Fiksuokime n ir apibréZkime operatoriy B formule

Br=x—¢(A,x—y), >0
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I§ (9.43) isplaukia, kad egzistuoja tokie skai¢iai R > 0 ir e > 0, kad |Bz| < R, jeigu
tik R/2 < |z| < R. I§ tikryjy

(Bx,Bx) = |z|> + *| A, x — y|* — 2¢(x, A, x) + 2¢(x,y) <

< [a? + e A, @ =yl = 2ec(z)]a| + 2ec || |yl;
Cia ¢(s) — oo, kai s — oo. Todel, kai R pakankamai didelis ir R/2 < |z| < R,
reiskinys c(|z|)|z| — ci1|z||ly| > 0. Fiksuokime tokj R. Tada galima nurodyti tokj
skaiciy €g, kad

2| A, x —y|? — 2ec(|z])|z| + 2eci|z||y] <0, Ve < ep.
I8 Siy dvieju nelygybiy iSplaukia, kad
(Bzx, Bz) < |z|* < R?,

kai R/2 < |z| < R. Tegu |x| < R/2. Tada pakankamai maZiems ¢ reiskinys

2| A, x —y|? — 2ec(|z])|z| + 2ec1|z||y| < R?/2.
Todél su tokiais ¢ teisinga nelygybé

(Bzx,Bx) < |z|* + R?/2 < R*/A+ R?/2 < R*.

Kartu teisinga nelygybé
|Bx| <R, Vz:|z|<R.

Pagal Brauerio teorema egzistuoja toks taskas x, kad Bx = x. Todél su kiekvienu n
egzistuoja (9.42) lygties sprendinys u,,. Imkime Sioje lygtyje v = u,, ir perraSykime ja
taip:

(Atp, upn)  {f, un)

lunll Junll

I3 Sios lygybés ir operatoriaus A koercityvumo iSplaukia, kad seka {u,, } aprézta. Todél
i§ jos galima i§skirti silpnai konverguojanti poseki. Tegu u,, — u, kai & — oo. Tada

(Atuny, Un,) = (f, un,) = (f, ),

kai £ — oo. Kartu galime tvirtinti, kad

lim (A up,, un,) = (f, u).

k—o0

IS (M) savybes iSplaukia, kad (9.41) lygtis Vf € X* turi sprendinj. Todeél operatorius
A turi atvirks$tini. Jo apréZtumas i$plaukia i$§ operatoriaus A koercityvumo. >

9.2 lema. Kiekvienas pseudomonotoninis operatorius yra demitolydus.
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< Tarkime prieSingai: egzistuoja seka u,, — v ir Au, — f # A u. Tada

lim (A, u, —u) = 0.
n— 00

IS Cia ir pseudomonotoniskumo gauname

lim (A, u, —v) = (f, u—v) > (Au, u—v).

n—oo

Todél A v = f. Gauta priestara irodo lemos teiginj. >

9.3 lema. Kiekvienas pseudomonotoninis operatorius turi (M) savybe.

aTegu u, — u, Au, — f,kain — oo, ir lim (A wu,, u,) < (f, u). Tada
n— o0

Hm (A g, u, —u) < (f, u) — (f, u) =0

n—oo
ir teisingos nelygybés

(u, w—v) > lim (A, up —v) > lm (Auy,, u, —v) > (Au, u—2o).

n—00 n—oo

IS Cia gauname, kad Au = f. >

9.4 lema. Kiekvienas hemitolydus, monotoninis operatorius turi (M) savybe.

aTegu u, — u, Au, — f,kain — oo, ir lim (Awu,, u,) < (f, u). Tada

n—oo

(fy u—w) Zn@o@ﬁlun—flv, Up — V) + (Av, u—v) > (Av, u—0).
Sioje nelygybeje istatykime v = u — Aw, A > 0, ir gauta nelygybe perrasykime taip:
(A(u — dw), w) < (f, w). Artindami A { nulj, gausime (A u, w) < (f, w). Todél
Au=f.p>

Apibreézimas. Sakysime, operatorius A : X — X* turi savybe S, jeigu i§
U, — U, Kal n — o0, ir i$

lim (Au, — Au, up, —u) <0

n—roo
iSplaukia, kad w,, — u, kai n — oo.
9.5 lema. Tegu X yra refleksyvioji Banacho erdvé ir A : X — X* — apréZtas, demi-

tolydus ir turintis (S) savybe operatorius. Tada operatorius A yra pseudomonotoni-
nis.

aTegu uy, — wir lim (A uy,, u, —u) < 0. Tada u,, — u, kai n — oo, ir
n— 00

lim (Auy, up —v) = (Au, u—v). >
n—oo
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9.19 teorema. Tegu X yra refleksyvioji, separabilioji Banacho erdvé, A : X — X* —
koercityvus, demitolydus, apréZtas ir turintis savybe (Sy) operatorius. Tada A(X) =
X* ir atvirkstinis operatorius A" yra apréZtas.

<18 pradZiy (Zr. 9.18 teorema) Galiorkino metodu konstruojame lygties
(A, v) =(f,v), veX,,

sprendinj u,, ir irodome, kad seka {u,, } silpnai konverguoja i elementa u € X. Po to
pasirenkame tokius v,, € X,,, kad v,, — u, kai n — oo. Tada

nh_)rréo (Atp, Uy —u) = nh_)rréo (Atp, Up — o) = (f, un —v,) =0.

Todél u,, — u.>
Pavyzdys. Tegu Q C R" yra apréita sritis, S = 9. Nagrinésime Dirichlé
uzdavinj:

n
i=1

¢ia2 <p<oo,1/p+1/qg=1,f € Ly(Q). Sio uzdavinio apibendrintuoju sprendiniu
vadinsime funkcijau € X = Wé(Q), tenkinancig tapatybe

pizuzi) +g(u@)=f(z), z€Q, uls=0,z€8; (9.44)

9]

/Z\UIJP_QU:“UM dac—l—/g(u)vdx: /fvda:, Yo € X. (9.45)
o i=1

Q Q

Pastaroji formaliai gaunama dauginant (9.44) lygti i§ v € C3 () ir integruojant dal-
imis. PaZymékime

ay(u,v) = /i [, |P ™ 2, U, di,
o =1
as(u,v) = /g(u)vdm, b(v) = /fv dr, Yu,veX.
Q Q
9.6 lema. Tegu funkcija g : R — R yra tolydi ir tenkina tokias salygas:
glx)x >0, VreR, |g)|<alz|/9+8, VieR;
Cia «v ir 3 — teigiamos konstantos. Tada:
1) egzistuoja tokie operatoriai A, : X — X*, ¢ = 1,2, kad
(A; u, v) = a;(u,v), u,veX;
2) A, yra tolygiai monotoninis, tolydus ir apréZtas;

3) A, yra stipriai monotoninis, tolydus ir apréZtas;
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4) A, + A, yra koercityvus, tolydus, pseudomonotoninis, apréZtas ir turi savybe
Sy

5) jeigu f € Ly(2), tai b € X* ir (9.45) integraliné tapatybé ekvivalenti opera-
torinei lygciai
Aju+Ayu=b (9.46)

Sios lemos jrodyma galima rasti [56] knygoje.

18 iSvada Pagal 9.19 teorema (9.46) lygtis turi sprendinj Yb € X*. Todél (9.44) Di-
richlé uZdavinys turi apibendrinta sprendinj u € W1 (Q),Vf € Lq(€) .



10 SKYRIUS

Variacines nelygybés

10.1.  VARIACINIU NELYGYBIU PAVYZDZIAI

Siame skyrelyje nagrinésime papras¢iausius variaciniy nelygybiy pavyzdZzius. Tai
padés geriau suprasti, kaip atsiranda variacinés nelygybés, ir apibiidins §io skyriaus
nagrinéjamus uZdavinius.
lpavydys. Tegu f : [a,b] — R' yra glodi reali funkcija. Reikia rasti tokj
taska zo € [a, b], kad
f(xg) = min f(x). (10.1)
z€[a,b]

Tegu x( — $io uzdavino sprendinys. Tada galimi trys atvejai:
1.1. Jeigua < xg < b, tai f'(xg) = 0.
1.2. Jeigu z¢ = a, tai f'(zg) > 0.
1.3. Jeigu z¢ = b, tai f'(xzp) < 0.

Visas §ias salygas galima sujungti { viena:

' (xo)(x —20) >0, V€ la,b]. (10.2)

Gauta nelygybé vadinama variacine nelygybe. Ji yra butina (10.1) uZdavinio sprendinio
egzistavimo salyga. Véliau irodysime, kad iSkilosios funkcijos f atveju $i salyga ir
pakankama, t.y. uZdaviniai (10.1) ir (10.2) yra ekvivalentis.

2pavydys. Tegu K C R" yra iskila ir uzdara aibé, v : K — R' — glodi
funkcija ir taskas xy € K toks, kad

u(zo) = grcrélg u(x).

Apibrézkime funkcija ¢(t) = u(zo +t(x — x0)), kai t € [0, 1]. Kadangi aibé K i3kila,
tai su kievienu x € K taSkas

zoF+tx—xz9)=(1—-t)zg+tz e K, kai te][0,1].
Funkcija ¢ taske ¢ = 0 igyja minimuma. Todel, kaip ir 1 pavyzdyje, gauname:
¢'(0) = (ug(w),x — x0) >0, Va€K.
Taigi minimumo taskas zy € K tenkina variacing nelygybe

(ug(z0),x —x9) >0, VzeK.
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Jeigu K yra aprézta aibé, tai minimumo tasko xg € K egzistavimas iSplaukia i§ Vejers-
traso teoremos. NeapréZtos aibés K atveju pakankama egzistavimo salyga yra tokia:
u(z) — oo, kai || — oo.

3pavydys.TeguQ C R"™ yraaprézta sritis, S = 9 ir 1) — apibréZta uZdaroje
srityje © funkcija, tenkinanti salygas:

maxy(z) >0, ¢(z)<0, Vres.
e

ApibréZkime iSkilajq aibe
K={veC(Q):v(x)>p(x), kaiz € Q, irv(z) =0, kai v € S}.

Tarkime, §i aibé yra netuscia. Nagrinésime uzdavinj: rasti tokia funkcija u € K, kad

/\ugu|2 dx:q]f}nei£/|vw|2dx.

Q Q

Jeigu tokia funkcija u egzistuoja, tai mes samprotaujame pana$iai kaip ir 2 pavyzdyje.
I aibés K iskilumo iplaukia, kad su kiekvienu v € K atkarpa {u + t(v —u) : 0 <
t < 1} priklauso K. Funkcija

o(t) = / [ug + t(vy — ug)|*dz, te]0,1],
Q

igyja minimuma taske ¢ = 0. Todél ’(0) > 0 ir gauname variacine nelygybe

/(ux,vm —uz)dr >0, YveK.
Q
4 pavyzdys. Tegusritis € ir i8kiloji aibé K yra i§ 3 pavyzdZio. Nagrinésime

uzdavinj: rasti aibéje K funkcija, kurios grafikas turi minimaly plota, t.y. rasti tokia
u € K, kad

/\/1—1—\ux|2d:1c:néi£/\/l+|vx|2dx.
v
Q Q

Kaip ir ankstesniuose pavyzdziuose, galima jrodyti, kad §io uzZdavinio sprendinys tenk-
ina variacing nelygybe

/dezo, Vo € K.

V1 |ug)?

Pazymésime, kad sprendinio egzistavimo klausimas Siame pavyzdyje yra kur kas su-
détingesnis negu ankstesniuosiuose.
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10.2. PROJEKCDA I ISKILAJA AIBE

Tegu H yra realioji Hilberto erdvé su norma || - || ir skaliarine sandauga (-,-), K —
iSkiloji uzdaroji aibeé erdeje H, ) € H — fiksuotas elementas. Apibrézkime fukcionalg
f: H — R formule f(v) = |lv — ¢||*>. Nagrinésime minimizavimo uZdavini: rasti
tokia funkcija u € K, kad

f(u) = min f(v). (10.3)

veEK

10.1 lema. Su kiekvienu elementu v € H egzistuoja vienintelis (10.3) uZdavinio
sprendinys.

aTegud = in}f{ F(v) ir {un} C K yra minimizuojanti seka:
veE

1
||u7l_¢||2gd2+77 n:172a'--
n
Pagal lygiagretainio taisykle
[un = wml® = [[(un = %) = (um = P)II =
2 2 2
= 2(|lun = I + lum = YI?) = 4| (un + um) /2 = 9" <

< 2(2d + 1/n + 1/m) — 4| (un + um)/2 — |

Taskas (w, +u,,)/2 priklauso aibei K. Pagal tikslaus apatinio réZio apibrézima || (u, +
Um)/2 = || = d. Todel

2 2
||un_um||§7+*_>07
n m

kai n,m — oo, ir seka {u, } yra fundamentali. Kadangi Hilberto erdvé yra pilna,
tai seka {u,} konverguoja. Tegu u € H yra Sios sekos riba. I§ aibés K uzdarumo
iSplaukia, kad u € K. Be to,

lu =9l = lim_[ju, — [ = d.
n—oo
Todél u yra (10.3) uzdavinio sprendinys. >

10.2 lema. Elementas v € K yra (10.3) uZdavinio sprendinys tada ir tik tada, kai jis
tenkina variacine nelygybe

(u,v —u) > (Y,v—u), YvekK. (10.4)
Be to, toks u yra vienintelis.

< Tegu v € K yra (10.3) uzdavinio sprendinys. Tada su kiekvienu fiksuotu v € K
funkcija ¢(t) = f(tu 4+ (1 — t)v) igyja minimuma, kai ¢ = 1. Todél ¢'(1) < 0.
Funkcijos ¢ iSvestiné

O'(t) =2(u—v,tu+ (1 —t)v — ).
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Todél funkcija u tenkina (10.4) variacing nelygybe.
Tegu v € K yra (10.4) variacinés nelygybés sprendinys. Tada su kiekvienu v € K

F) = fu) = flu+ (v—u) = f(u) = o~ ull® +2(v — u,u —9) > 0.

Todél taskas u funkcionalo f minimo taskas aibéje K.

Irodysime sprendinio vienati. Tegu wuj, us yra du (10.4) nelygybés sprendiniai.
Tada

(ur,ug —ur) 2 (Y,u2 —wr),  (uz,ur —uz) 2 (¥,u1 — ug).

Sudéje Sias nelygybes, gausime |lu; — uz||? < 0. Todél uy = ug. >

Apibrézimas. Teguu € K yra (10.3) uzdavinio sprendinys. Tada ji vadin-
sime tasko v projekcija j iSkilaja aibe K ir Zymésime u = Pg1).

Pastaba. Kiekvieno elemento v € K projekcija | aibg K sutampa su v, t.y.
Prv=v,Vv € K.

19 iSvada Tegu K yra iskiloji uZdaroji Hilberto erdvés H aibé. Tada operatorius Py
néra iStempio operatorius, t.y.

|Pxip1 — Prba|| < ||vr —aball,  Vibr,92 € H. (10.5)

Be to, Pk yra tolydusis operatorius.
<1T6gll 1/1172/12 € Hiru; = PK1/)1, Ug = PKwQ. Tada

(ur, v —u1) > (Y1, v—u1), YveK,

(ug, v —ug) > (o, v —ug), Vv eK.

Pirmojoje nelygybéje imkime v = ug, antrojoje — v = wy ir gautas nelygybes sudéki-
me. Tada gausime nelygybe

Jur — ual* = (u1 — ug,ur — uz) < (Y1 — 2, uy — u2) < [[to1 — all[lur — ugl|.

Kartu teisinga nelygybé ||uy — uz|| < |[v)1 — 12| Operatoriaus Pk tolydumas ir
projekcijos vienatis iSplaukia i§ (10.5). >

Naudodamiesi projekcijos Px savybémis, jrodysime Brauerio teorema apie neju-
dama taska iskiloms kompaktiskoms aibéms i§ R".

10.1 teorema. ( Brauerio apibendrinta) Tegu K C R" yra iSkiloji, uZdaroji, apréz-
toji aibé ir f : K — K - tolydusis atvaizdis. Tada egzistuoja toks taskas x € K,
kad

fr==x.

< Imkime tokj uZdargjj rutulj B C R™, kad K C B. Projekcija Py yra tolydusis
atvaizdis. Todél atvaizdis
foPk:B—-KCB

yra tolydusis ir atvaizduoja rutulj B j save. Pagal Brauerio teoremg egzistuoja neju-
damas taskas, t.y. toks taskas x € B, kad f o Pxx = x. Kadangi z € K, tai Pkx = x
ir fer =x.v

Projekcijos operatoriy Py panaudosime kitame skyrelyje, jrodydami variaciniy
nelygybiy sprendiniy egzistavima.



344 10. VARIACINES NELYGYBES

10.3.  VARIACINES NELYGYBES HILBERTO ERDVEIJE

Tegu H yra realioji Hilberto erdvé su norma || - || ir skaliarine sandauga (-,-), H* —
Jungtiné erdvé, K — iskiloji uZdaroji erdéje H aibé, a(-,-) — apréZta, grieZtai teigiama
bitiesiné erdvéje H x H forma. Priminsime, kad bitiesiné forma a yra apréZta, jeigu

la(u,v)| < c||ull||v]], VYu,v€ H, ¢=const>0, (10.6)
ir koercityvi, jeigu

la(u,u)| > allul|®>, Yu € H, «=const> 0. (10.7)

Tegu f € H* yra tiesinis tolydus funkcionalas. leskosime funkcijos u € K, tenki-
nancios variacing nelygybe

alu,v —u) > f(v—u), YveK. (10.8)

10.2 teorema. (Lionso-Stampakijos) Tarkime, bitiesiné forma a(-,-) yra apréZta ir
koercityvi. Tada su kiekvienu f € H* egzistuoja vienintelis (10.8) variacinés nely-
gybés sprendinys.

< Pagal Ryso teorema egzistuoja vienintelis toks elementas ¢ € H, kad
flv)=@,v), YveH,
ir vienintelis toks elementas A v € H, kad
a(u,v) = (Au,v), Vv e H.

Be to, pastaroji formulé apibréZia tiesinj apréZta operatoriy A : H — H, | A|| < ¢ (Zr.
(10.6) nelygybe). Todél (10.8) variacing nelygybe galima perrasyti

(Au—1,v—u)>0, WweK,
arba
(u+pAu—pp—u,v—u) >0, YveK, p=const>0. (10.9)

Teguv € Kiro = —pAv — ptyp + v. Pagal 10.1 lemg egzistuoja vienintelis toks
elementas u € K, kadu = Py = Pg(v — p(Av — 9)). Todél (10.9), tuo paciu ir
(10.8), variacinés nelygybés sprendimas yra ekvivalentus operatorinés lygties

u=Pg(u—p(Au—1)) :=Qou, uck,

sprendimui.
[rodysime, kad pakankamai maZiems p > 0 operatorius (), yra sutraukiantysis.
Naudodamiesi (10.5), gauname

1Qpu = Qpull* < flv—p(Av —9) —u+ p(Au— )| =
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=l(v—w) = pA(v =)l = [l — ul* + p*| A(v — w)|*~
—2pa(v —u,v —u) < (1 —2pa + p?c?)||v — ul*.
Todél, kai 0 < p < 2a/c?, teisinga nelygybé

1Qpu = Qpull < qllv—ull, Yv,uckK, q¢<1,

t.y. operatorius (), yra sutraukiantysis. Pagal Banacho teorema (Zr. 9.1 skyrelj)
u = Q,u turi vienintelj sprendinj v € K. Kartu jis yra ir (10.8) variacinés nelygybés
sprendinys. >

1. Membramos islinkimo uZdavinys. Tegu Q C R? yra aprézta sritis, | = 0.
Nagrinésime tamprios membranos, jtvirtintos kontiiro | taskuose, islinkimo uZdavinj.
Jeigu skaliariné funkcija v apraSo membranos islinkima, tai (Zr. [1]) ji yra Dirichlé
uzdavinio

—Z dl(k(:v)um):f(ac), zeQ; u,=0, zel, (10.10)

sprendinys. Cia funkcija k charakterizuoja membranos fizikines savybes, o funkcija f
— membrang veikiancias jégas. Si uZdavinj atitinka energijos funkcionalas

J(u) :%/kzuidx—/fudx.
Q

Q

Tarkime, membramos islinkimas v apribotas dviem pavirsiais, t.y.
p(r) <ulr) <x), e (10.11)

dia @ ir ¢ — dvi Zinomos tokios funkcijos, kad ¢(z) < 0 < ¢(z), kai x € [. Tada
membramos islinkimo uZdavinys susiveda | funkcionalo J minimizavimo uZdavinj su
(10.11) papildoma salyga.

Suformuluosime §j uZdavinj. Tegu H = W3(2), ¢, 1, k € Loo(Q), f € La(9),
T(x)>a>0, bv.zelir

K ={ue W) : o) <ulz) <o), bv.z e Q}
Reikia rasti tokig funkcija u € K, kad

J(u) = 1{1&1& J(v). (10.12)

Panasiai kaip ir 10.1 lemoje, galima jrodyti, kad (10.12) minimizavimo uZdavinio
sprendimas yra ekvivalentus variacinés nelygybés

/kux(vx—uw)de/f(v—u)dx, Vv € K, (10.13)
Q Q



346 10. VARIACINES NELYGYBES

sprendimui aibéje K. Tegu
a(u,v) = /kuxvx dz.
Q

Taip apibréZta bitiesiné forma yra apréZta, koercityvi ir simetriné. Be to, integralas

E(u)zﬂ/fvdx

apibréZia tiesinj tolydy funkcionalg erdvéje W%(Q) . Todél patenkintos visos 10.2 teo-
remos salygos ir galime tvirtinti, kad (10.13) variaciné nelygybé (kartu ir 10.12 uz-
davinys) turi vienintelj sprendinj aibéje K. Tiksliau, teisinga tokia teorema.

10.3 teorema. Tegu k € Lo (), k(z) > a > 0, bv. z € Q, f € Ly(Q2). Tada
(10.12) minimizavimo uZdavinys (arba (10.13) variaciné nelygybé) turi vienintelj spren-
dinj u € K.

Pastaba. Galima jrodyti, kad taskuose x € (), kuriuose yra teisinga grieZta
nelygybé p(z) < u(x) < ¥(x), sprendinys u tenkina (10.10) lygtj.
2. Modelinis Sinjorinio uZdavinys. Tegu Q) yra apréZta erdvéje R" sritis, S = 092,
feLa(Q), ¢ € Loo(S) ir
K ={uec W) :u(x)>p(), bv.z € S}.

Apibrézkime funkcionala J formule

ﬂm:;ﬂ@+mﬂm7/mm;

Q Q

Cia \ — teigiama konstanta. Reikia rasti tokia funkcijau € K, kad

J(u) = géllr{l J(v). (10.14)

Si uZdavinj galima suvesti j tokj: rasti funkcijau € K, tenkinancig variacing nelygybe

/[ux(vx —uy) + Au(v — u)]dx > /f(v —u)dx, YveK. (10.15)
Q Q

Tegu
a(u,v) = /(uwvw + Auv) dx.
Q

Taip apibrézZta bitiesiné forma yra apréZta, koercityvi ir simetriné W3 (Q) erdvéje. Be
to, integralas

f(u)zﬂ/fvdw
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apibréZia tiesinj tolyda funkcionala erdvéje Wi (), o aibé K yra iskila ir uZdara.
Todél patenkintos visos 10.2 teoremos salygos ir galime tvirtinti, kad (10.15) variaciné
nelygybé ((10.14) uzdavinys) turi vienintelj sprendinj aibéje K. Kartu galime tvirtinti,
kad teisinga tokia teorema.

10.4 teorema. Tegu f € Ly(Q), ¢ € Loo(S), A > 0. Tada (10.15) variaciné nelygybé
turi vienintelj sprendinj u € K.

20 iSvada Funkcija v € K yra (10.15) variacinés nelygybés sprendinys tada ir tik
tada, kai ji yra kraStinio uZdavinio

—Au+du=f 1z (10.16)
(u—)ls 20, Ou/On|s >0, OJu/dn(u—p)ls=0 (10.17)

apibendrintasis sprendinys. Cia Ou /On — funkcijos u i§vestiné iSorinés normalés kyp-
timi.
dTegu u € K yra (10.15) variacinés nelygybés sprendinys. Imkime Sioje nely-

gybéjev = u+n,n € C°(Q). Tada gausime nelygybe a(u,n) > (f,n), ekvivalencia
integralinei tapatybei

a(u,n) = (f,n), YneC>(Q).

Tai reiskia, kad u yra apibendrintasis (10.16) lygties sprendinys. Irodysime, kad u
tenkina (10.17) krastines salygas. [statykime | (10.15) nelygybe v = v+ n, n €
C>®(Q), n(xz) > 0, kai x € €. Tada pasinaudoje¢ integravimo dalimis formule bei
(10.16) lygtimi, gausime

/g—znds >0, YneC>Q), n(x)=>0.
S

I§ Sios nelygybés iSplaukia, kad Ou/On|gs > 0. Imdami (10.15) nelygybéje v = 2u —
p € K irv = ¢ € K, gausime integraline tapatybe a(u,u — ¢) = (f,u — ). I§ jos
iSplaukia
ou
8—n(u —¢)ds =0.
s
Po integralo Zenklu abu daugikliai yra neneigiami. Todél Ou/On(u — ¢)|s = 0. >
Pastaba. Daznai (10.16), (10.17) uzdavinys yra vadinamas Sinjorinio uZdavi-
niu, o (10.17) krastinés salygos — Sinjorinio krastinémis saglygomis. Tamprumo mecha-
nikos lygciy sistemai tokj uZdavinj suformulavo A. Sinjorinis (A. Signorini) 1959
metais (Zr. 3 pavyzdj).
3. Sinjorinio uZdavinys. Tegu Q C R® yra elastingas kiinas su dalimis glodZiu
pavirsiumi S, f = (f1, f2, f3) — kiing veikianciy jégy tankio funkcijos. Tada kiino
pusiausvyros lygciy sistema yra

3
60’@'

ax_+fi=0, i=1,2,3, € (10.18)
j=1
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C¢ia 0;; — jtampy tenzoriaus komponentés. Tarkime, kiino deformacija yra pakankamai
maZa ir teisingos tiesinés tamprumo teorijos prielaidos:

3
1/0u; Ou; .
o = E aijenern(w);  €ij(u) = 5(5,% + 87;)7 i,j=1,2,3. (10.19)
k,h=1 J g

Cia: u = (uy,us,u3) — poslinkio vektorius , £;;(u) — deformacijy tenzoriaus kompo-
nentés, a;;,n(x) — koeficientai, tenkinantys salygas:

aijkn(x) = ajipn(T) = agnij(z), Vo e Q, (10.20)
3 3
Z Aijkn(T)€ij€kn > o Z E?j7 Va € Q. (10.21)
i,4,k,j=1 i,j=1

Formuluojant konkrety uZdavini, prie (10.18) lygciy sistemos yra pridedamos kras-
tinés salygos. Klasikiniai tamprumo teorijos uZdaviniai yra: Dirichlé uZdavinys

uils = pi(z), 1=1,2,3, x€S8,

ir Noimano uZdavinys

3 3
i = Zaij cos(n, z;) = Z oin; =vi(x), =123, z€85;
j=1

ij=1

dian = (ny,nq,n3) — iSorinis srities ) atZvilgiu vienetinis pavirSiaus S normalés
vektorius.

Toliau nagrinésime uZdavinj su vienpusémis krastinémis salygomis, kai kiino for-
ma apribota standZiu pavirsSiumi ir néra trinties. Tegu:

3
On= Y. 05NN, yra jtampa normalés kryptimi;
i,j=1

3
do; = > oijn; — onNy, © = 1,2,3, — jtampos vektoriaus lieCiamojoje ploks-
j=1

tumoje komponentés;
3
un = Y u;n; — poslinkis normalés kryptimi;
i=1

du = u — uy, - n — poslinkio vektorius lie¢iamojoje plokstumoje.

Sinjorinio uZdaviniu vadinama (10.18) lygciy sistema kartu su Sinjorinio krastiné-
mis saglygomis:

60=0, u,<0, o0n,<0, opun=0, z€S. (10.22)

Pirmoyji is $iy salygy charakterizuoja tai, kad tarp elastingo kiino ir standaus pavirsiaus
néra trinties. Antroji — kad standus pavirSius S neleidZia kiinui pasislinkti iSorinés
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normalés kryptimi: u,, < 0. Jeigu uy, < 0, tai pavirSius S pasislenka vidinés normalés
kryptimi, tarp kiino ir stadaus pavirSiaus néra jtampos: o, = 0. Jeigu taskas x €
S neturi poslinkio normalés kryptimi, ty. u, = 0, tai jis yra veikiamas standaus
pavirSiaus: oy, < 0.

Tegu S = S1 U Sy, |S;| # 0, ¢ = 1,2. Toliau nagrinésime krastinj uZdavinj
su Dirichlé salygomis pavirSiuje Sy ir Sinjorinio salygomis pavirsiuje Sa (papildoma
Dirichlé salyga yra reikalinga tam, kad atitinkama bitiesiné forma biity koercityvi).
Tiksliau, ieSkosime funkcijos u, tenkinancios (10.18) lyg¢iy sistema, pavirSiaus Sy
taskuose Dirichlé salyga

ui(z) =0, i=1,2,3, xz€S, (10.23)

ir pavirSiaus Ss taskuose Sinjorinio salyga

60=0, un,<0, onp<0, opu,=0, z€95. (10.24)
Tegu
3. 9o 3
(Au,v) /Z ] v; da, auvz/zaw u)e;j(v)de.
1,5=1 Q 1,7=1

Naudojantis integravimo dalimis formule, jtampy tenzoriaus simetriSkumu o;; = 0j;
ir sarysiu

3 3

E : OijMjvi = § (60; + onni)v; = 606V + onUn,

ij=1 i=1
iSvedame Gryno formule

(Awu,v) / u)ov + o (u)vy) dS. (10.25)
S

Apibrézkime Hilberto erdve
H = {u= (u1,uz,u3) : u; € W5(2), wu;|s, =0}
ir iSkilaja uZdaraja aibe
K ={u€ H : unls, <0}.
Tada energijos integralg
1 3
J(v) = ga(v,v /”21 0ij(v)esj(v) de — /;fivi dx
atitinka variaciné nelygybé
alu,v —u) > (f,v—u), YvekK. (10.26)

Naudojantis (10.25) Gryno formule, galima parodyti, kad (10.26) variacinés nelygybés
sprendinys tenkina (10.18) lygciy sistema bei (10.23), (10.24) krastines salygas.
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10.5 teorema. Tegu a;jnr € Loo(QY), fi € La(Q), Vi, j, k,h = 1,2,3, ir teisingos
(10.20), (10.21) salygos. Tada (10.26) variaciné nelygybé turi vienintelj sprendinj.

< Kadangi a;jni, € Loo (), tai bitiesiné forma a(u, v) apréZta. IS (10.21) gauname

3
a(u,u) > « Z sfj (u)dr, Yue H. (10.27)
o =1

Pagal pirmgja Korno nelygybe (Zr. [9])
3
Z E?j(u) dzr > apl|ul|?, Yu € H, oag=const> 0.
o =1

I Siy nelygybiy iSplaukia, kad bitiesiné forma a(-, -) yra koercityvi. Be to, aibé K yra
uZdara ir iskila (patikrinkite). Taigi patenkintos visos 10.2 teoremos salygos. Remiantis
Sia teorema, galima tvirtinti, kad (10.26) variaciné nelygybé turi vienintelj sprendinj
ue K>
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Tegu H yra realioji Hilberto erdvé su norma || - || ir skaliarine sandauga (-,-), H* —
Jungtiné erdvé, a(-,-) — apréZta, koercityvi bitiesiné forma erdvéje H x H, g € H*
irf: H— (—oo,00|, f # oo i8kilas, silpnai pustolydis i§ apacios funkcionalas.
Nagrinésime uZdavinj: rasti tokig funkcija v € H, kad

alu,v —u)+ f(v) — f(u) > (g, v—u), VYveH. (10.28)

Sia nelygybe vadinsime apibendrintaja variacine nelygybe. Praeitame skyrelyje isna-
grinétos variacinés nelygybés yra atskiras (10.28) nelygybés atvejis. IS tiesy, jeigu f
yra aibés K indikatoriné funkcija, t.y.

10 =x ={ % 1

(ji yra iSkiloji ir pustolydé i apacios), tai uZdavinys: rasti tokia funkcijau € H, kad
alu, v —u) +Xx (v) =Xk (W) = (g v —u), YveH,

yra ekvivalentus (10.8) variacinés nelygybés sprendimui aibéje K.

IS pradZiy nagrinésime uZdavinj: rasti tokiagu € H, kad

(u,v —u) + f(v) — f(u) > (g, v—u), VveH. (10.29)
Tegu
2(v) = 5 loll* + F0) — {9, v), g€ H"

Tada (10.29) variaciné nelygybé yra ekvivalenti uZdaviniui: rasti tokia funkcijau € H,

kad

D(u) = 11}%1]1{1 D(v). (10.30)

10.3 lema. Tarkime, funkcionalas f tenkina skyrelio pradZioje nurodytas salygas ir
g € H*. Tada (10.29) variaciné nelygybé (< (10.30) uzdavinys) turi vienintelj spren-
dinj u € H.

< Funkcionalas 1
Do(v) = §IIUH2 —g(v)

yra iskilas ir tolydus. Todél funkcionalas ® = ®q + f yra iskilas ir silpnai pustolydis
i§ apacios. Kadangi funkcionalas f yra iskilas ir f # oo, tai egzistuoja funkcionalas
l € H* ir skaiCius o« € R tokie, kad

f) >, v)+ao, VveH.

Kartu galime tvirtinti, kad

1
®(v) > S lloll* = - llvll = llgll- o]l + & = +o0,

kai ||v|| = oo. Todél patenkintos 8.3 teoremos salygos ir (10.30) uZdavinys turi vien-
intelj sprendinj. >
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10.6 teorema. Tegu a(-,-) yra apréZta, koercityvi bitiesiné forma, f — iskilas, silpnai
pustolydis i$ apacios fukcionalas, f # oo, g € H*. Tada (10.28) variaciné nelygybé
turi vienintelj sprendinj.

<Tegu p = const > 0, w € H — fiksuotas elementas. Nagrinésime pagalbine
nelygybe

(w0~ u) + pf(v) — pf () > (w,v—w) + plg, v — ) — pa(w,v —u), Vo€ H.
Pagal Ryso teoremga egzistuoja toks elementas h € H*, kad
(h, ) = (w,) + p{g, v) - pa(w,v).
Todél nelygybe galima perraSyti taip:
(u,v —u) + pfv) —pf(u) > (h,v—u), Yve H. (10.31)

Pagal 10.3 lema kiekvienam w € H ir kiekvienam p > 0 egzistuoja vienintelis (10.31)
nelygybés sprendinys v = () ,w. Parodysime, kad pakankamai maZiems p operatorius
Q, : H — H yra sutraukiantysis. Teguu, = Q,w1, u2 = Q,w>. Tada

(u1,ug —ur) + pfuz) — pf(ur) >
> (wy,uz —wr) + p(g, uz — u1) — pa(wy, ug — uy),
(ug,u1 —u2) + pf(ur) — pf(uz) >
(

> (wa,u1 — uz2) + p (g, u1 — uz) — pa(ws, u; — us).

Sudéje Sias nelygybes, gauname
lur — wuo|* = Qw1 — Qpw2||* < (w1 — wa,ur — uz)—

—pa(wy — wa,uy —uz) = ((E — pA) (w1 — w2),u1 — ug);

Cia: E - tapatusis operatorius, A : H — H - operatorius, apibréZiamas formule
(Au,v) = a(u,v), Yu,v € H. Kadangi bitiesiné forma a yra apréZta ir koercityvi
(zr. 10.3 skyrelj), tai ||A|| < cir |E — pA| < (1 = 2pa + p*c*)'/? < 1, kai
0 < p < 2a/c?. Todél tokiems p yra teisinga nelygybé

1Qpw1 — Qowall < [E = p Allllwy — we| < [lwy — wy

ir opeatorius (), yra sutraukiantysis. Pagal Banacho teoremg operatorius @), turi vien-
intelj nejudama taska, t.y. egzistuoja vienintelis toks v € H, kad u = Q,u. Kartu jis
yra ir (10.28) variacinés nelygybés sprendinys. >

PavyzdzZiai:

1. Temperatiiros valdymo srityje uZdavinys. Tegu Q) C R" n < 3, yra Silumai laidi
sritis, S = 0X2. Tada stacionary temperatiiros srityje ) pasiskirstyma apraso lygtis

_ Z aixi(aij(x)umj) =g(x), T
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¢ia: g — Silumos Saltiniy tankis, u — kilno temperatilra, a;; — Zinomi koeficientai,
charakterizuojantys srities savybes. Jeigu pavirSiuje S yra palaikoma nuliné tempe-
ratiira, tai funkcija v dar turi tenkinti kraSting salyga

u\s:O, x €S.

Tegu uy, us — apibréztos srityje Q) tokios funkcijos, kad uy (z) < us(z), kai x € Q.
Idékime j sritj €2 Silumos Saltinj (Zr. 10.1. pav.) su tankiu

0, kai u € [uy,us],

kg(U—'LLg), kaiu > uo irk:g(u—uQ) < hg,
h(u) = ¢ ha, kai u > ug ir ka(u — uz) > ha,

Ei(u—wy), kaiu < wuyirki(u—ui)> hy,

hl, kaiu < uq irkl(u—u1)<h1;

Cia: ky, ko — teigiamos konstantos, 0 € [hy, ho].

h
hg{ceeeenen
U1 /
ug u
......... hy
10.1 pav.

Taip apibréZtas Silumos Saltinis lygus nuliui, jeigu u € [uy, us]. Jeigu u & [uy,us] ir
h(u) € [hi,hs), tai jvedamas (iSvedamas) Silumos kiekis | sritj ) yra proporcingas
tasko w atstumui iki intervalo [uy,us]. Kitais atvejais yra palaikomas pastovus Silu-
mos srautas hy arba hy. Siuo atveju stacionary Silumos pasiskirstymg srityje € apraso
Dirichlé uzdavinys:

n

— Z %(aljuz_j) + h(u) =g(z), =€, (10.32)
ig=1 """

uls =0, xz€S8. (10.33)
Tegu H = W1(Q) . Apibrézkime realaus kintamojo funkcija

q(t) = / h(s) ds

0

ir ja atitinkantj funkcionalg

f(v):/q(v)d:c, veH.

Q



354 10. VARIACINES NELYGYBES

Be to, tegu

n
a(u,v) = E iUy, Vg, do,  u,v € H.
o ii=1

Sakysime, funkcija v € H yra (10.33), (10.33) Dirichlé uZdavinio apibendrintas
sprendinys, jeigu Vv € H yra teisinga variaciné nelygybé

a(u,v —u) + f(v) = f(u) 2/9-(v—u) dx. (10.34)

Q

10.7 teorema. Tarkime, a;; € Loo(), 4,5 = 1,...,n, g € Lo(Q), h; € L1(Q),
h; = const, k; = const > 0, ¢ = 1,2, ir yra teisinga nelygybé

n

Z a;j(x)&:&5 > VZ{?, Vx € Q, v =const>0.

i,j=1 i=1
Tada (10.34) variaciné nelygybé turi vienintelj sprendinj.

< Bitiesiné forma a(-,-) apréZta ir koercityvi. Be to, funkcionalas f yra iSkilas ir
silpnai pustolydis i$ apacios (patikrinkite). Todél (Zr. 10.6 teorema) (10.34) variaciné
nelygybé turi vienintelj sprendinj. >

2. UZdavinys su daugiareik§me kraStine salyga. Tegu Q0 C R"™ yra apréZta sritis,
S = 9 — dalimis glodus pavirSius, A\ > 0, ¢ : S X R — (=00, 0], ¢ # +00. Be
to, tegu su kiekvienu fiksuotu = € S funkcija p(z,-) iSkila ir B(x,-) = Op(z,-) — jos
subdiferencialas. Bendru atveju 3(z,-) : R — [¢’_(x,-), ¢, (x,-)] yra daugiareik$mé
ir monotoniné funkcija. Cia ¢'_(,-), ¢/, (, -) yra funkcijos ¢ (x, -) ivestinés i§ kairés
ir desinés.

Nagrinésime uZdavinj: rasti tokig funkcija u, kad

—Au+ I u=g(z), z€Q, (10.35)
ou
_ : 10.
I € B(z,u), x€S; (10.36)

¢ia Ou/On — funkcijos u iSvestiné iSorinés normalés n kryptimi. PabréSime, kad
(10.36) krastiné salyga taip pat reikalauja, kad u(z) € {t € R : B(z,t) # 0}, t.y.
u(x) priklausyty funkcijos 5(x,-) apibréZimo sri¢iai. Atkreipsime démesj j tai, kad
(10.36) krastiné salyga yra gana bendra. Jos atskiri atvejai yra:

1. Dirichlé salyga u|s = ¢¥(z), z € S (Zr. 10.2 pav.), gaunama, kai

[ t# P(a).
g ’”{<—oo,+oo>, £ = (a).
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2. Noimano salyga —0u/0n = (x),x € S (zr. 10.3 pav.), gaunama, kai 5(z, -) =
().

ﬂ(:l),) 6(1:7)

of  |v@ t 0 t
10.2 pav. 10.3 pav.

3. Trecioji krastiné salyga —O0u/On = o(x)u + ¢(z), x € S, o(x) > 0 (Zr. 10.4
pav.), gaunama, kai

Bl t) = o(a)t + ().

4. Sinjorinio salyga u(z) > ¢(x), Ou/On > 0, Ou/dn(u — )]s = 0,2 € S (Zr.
10.5 pav.), gaunama kai

0, t <1p(x),
Blx,t) = (=00,0], t=1(z),
0, t > (x)
Blx,-) k= o(x) Bl )
Y(x)
Y(@) |0 t 0 t
10.4 pav. 10.5 pav.

5. Pavirsiaus Sy taskuose Dirichlé salyga, o pavirSiaus Sy taskuose — Sinjorinio
salyga, S = S1 U Sy (Zr. 10.2 pav. ir 10.5 pav.).

Tegu
a(u,v) = /(umvm +Auw)de, f(v) = /cp(x,v) ds.
Q 5

Sakysime, funkcija u € W%(Q) yra (10.35), (10.36) uzdavino apibendrintas sprendi-
nys, jeigu Vv € Wi(Q) yra teisinga variaciné nelygybé

a(u,v —u) + f(v) = flu) > /g~ (v —u)dx. (10.37)

Q

1
§/u + \u?) dx—/gudx—l—/np(x,u)ds.
Q S

Q

Tegu
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Tada $i nelygybé yra ekvivalenti (patikrinkite) minimizavimo uZdaviniui: rasti tokig
funkcija u € Wi(Q), kad
J(u) = min J(v).
(u) > v (v)

Bitiesiné forma a(-,-) yra apréZta. Be to, ji yra koercityvi (nes A > 0). Funkcio-
nalas f : W3(2) — R gana placiai funkcijy o klasei yra iSkilas ir silpnai pustolydis
i$ apacios. Todél tokioms funkcijoms o patenkintos 10.6 teoremos salygos ir (10.37)
variaciné nelygybé turi vienintelj sprendinj.
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10.5. NEKOERCITYVIOS VARIACINES NELYGYBES

Tegu H yra realioji Hilberto erdvé su norma || - || ir skaliarine sandauga (-,-), H* —
Jjungtiné erdvé, f € H*| K — iskiloji, uZdaroji erdvéje H aibé ira(-,-) : Hx H — R -
aprézta bitiesiné forma. Siame skyrelyje atsisakysime bitiesinés formos koercityvumo
prielaidos. Vietoje jos reikalausime, kad bitiesiné forma a(-,-) biity tik neneigiama,
t.y. tenkinty salyga

a(u,u) >0, Yue H. (10.38)

Nagrinésime uZdavinj: rasti funkcija u € K tokia, kad
a(u,v —u) > (f,v—u), YveK. (10.39)

Be koercityvumo salygos toks uZdavinys gali neturéti sprendinio. PavyzdZiui, Sin-
jorinio modelinis uZdavinys: rasti funkcijg v € K tokia, kad

/uw(vw—ul.)de/f-(v—u)dx, Yo e K,
Q

Q

K = {v € WiQ) : v(z) > h(z), bv. x € S}, neturi sprendinio su laisvai
pasirinkta funkcija f € Lo(Q). I§ tikryjy, jeigu egzistuoty funkcija u € K, tenki-
nanti $ig variacine nelygybe, tai paéme¢ v = u + ¢, ¢ = const > 0, gautume

/f(w) dz < 0. (10.40)
Q

Taigi $i salyga yra biitina iSsprendZiamumo salyga. Jeigu ji nepatenkinta, tai variaciné
nelygybé sprendinio neturi.

Grjzkime prie (10.39) variacinés nelygybés. Apsiribosime atveju, kai bitiesiné
forma yra simetriné, t.y.

a(u,v) = a(v,u), Yu,v € H. (10.41)
Siuo atveju (10.39) variaciné nelygybé ekvivalenti uZdaviniui: rasti tokia funkcija u €
K, kad

1
D(u) = Hél% D(v), P(v)= ia(v,v) —{f, v). (10.42)
IS 8 skyriaus rezultaty isplaukia, funkcionalas ® yra iskilasis ir silpnai pustolydis i
apacios.
Tegu N, ir Ny yra kvadratinés formos a(-,-) ir funkcionalo f € H* branduoliai,
ty.

No={ue H:a(u,v)=0,Yve H}, Ny={ueH:(f, u)=0}
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10.8 teorema. Tegu bitiesiné forma a(-, -) yra apréZta, neneigiama ir simetriné. Be to,
tegu egzistuoja (10.39) uZdavinio sprendinys u € K. Tada bet kuris kitas sprendinys
u’ € K iSreiskiamas pavidalu:

u=u+p, p€N,NN;.
ATeguu € K yra (10.39) uZdavinio sprendinys, p € N, " Ny iru+ p € K. Tada
O(u+ p) = ®(u) = min S(v),

t.y. u' = u+ p taip pat yra (10.39) uZdavinio sprendinys. Tarkime, u, v’ yra du (10.39)
uZdavinio sprendiniai. Tada teisingos nelygybés

a(u/vu_u/)2<f’u_ul>v a(uvu/_u)2<faul_u>'

Sudéje jas, gauname a(u — v',u — u') = 0. Tai reiskia, kad u' = u + p, p € N,. Be
to,
D(u) = @(u+p) = (u) = (f, p) .
Todél f(p) =0irp € Ny. >
Tegu N = N, NNy, Ny = N & M (¢ia M — ortogonalus N papildymas iki Ng).
Pazymékime Q, Q  ir Qj; ortogonalaus projektavimo operatorius atitinkamai j N,
NirM; P=E-Q, Pn=FE—-Qn.

10.9 teorema. Tegua(-,-) yra aprézZta, simetriné bitiesiné forma, tenkinanti puskoerci-
tyvumo salyga:
a(u,u) > a|Pul?, Yu € H, «a = const > 0. (10.43)

Be to, tegu aibé Q(K') apréZta. Tada egzistuoja (10.39) variacinés nelygybés sprendi-
nys.

< Funkcionalas ® yra iskilas ir pustolydis i$ apacios. Todél pakanka jrodyti, kad
i$ minimizuojancios sekos galima iSrinkti konverguojantj poseki. Tegu u,, € K yra
minimizuojanti seka, t.y
lim ®(u,) = inf ®(v) :=d < +o0.
veEK

n—oo

I$ projektavimo operatoriy P ir () savybiy gauname
| = | Pun|* + | Qua -

Jeigu seka u,, néra apréZta, tai egzistuoja toks posekis u,, (ji vél Zymésime u,,), kad
|lun|| — oo, kai n — oo. Pagal teoremos salyga seka {Qu,,} yra aprézta. Todél
||Puy|| — oo, kai n — oco. Kartu galime tvirtinti, kad

Bun) = (ot un) — (f; Pin) — {, Qun) >

1
> Sl |Pun* = L[ 11Pun]l = [ £ [ Quall = +o0,

kai n — oo. Tadiau tai prieStarauja tam, kad seka {u,} yra minimizuojanti, t.y.
®(u,) — d < +oo. Taigi kiekviena minimizuojanti seka yra apréZta. Kadangi
Hilberto erdvé yra refleksyvi, tai i§ minimizuojancios sekos galima iSrinkti posek],
konverguojantj i (10.39) variacinés nelygybés sprendinj. >
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10.6. VARIACINES NELYGYBES SU NETIESINIAIS
MONOTONINIAIS OPERATORIAIS

IS pradZiy nagrinésime variacing nelygybe baigtiniamatéje erdvéje. Tiksliau, tegu H
— baigtiniamaté vektoriné erdvé su skaliarine sandauga (-,-), K C H — iskila, uZdara
ir apréZta aibé, A : K — H — tolydus operatorius. Nagrinésime uZdavinj: rasti tokj
elementa u € K, kad

(Au,v—u) >0, YveK. (10.44)

10.4 lema. Tegu A ir K tenkina anksciau suformuluotas salygas. Tada (10.44) varia-
ciné nelygybé turi sprendinj.

<4 Tegu w € K yra koks nors fiksuotas elementas. Pagal 10.1 lemg variaciné nely-

gybe
(u,v—u) > (w—Aw,v—u), YveK,

turi vienintelj sprendinj u = Pk (w — Aw) € K. Be to, operatorius Py yra tolydus.
Apibrézkime operatoriy T' : K — K formule:

Tw = Pg(w—Aw), YweK.

Operatorius T' yra tolydus. Remiantis 10.1 teorema, egzistuoja toks taskas u € K, kad
u = T'u. Nesunku matyti, kad u yra (10.44) nelygybés sprendinys. >

10.5 lema. Tegu X yra Banacho erdvé, A : X — X* — radialiai tolydus monotoninis
operatorius, f € X* K —i8kila uZdara aibé. Tada ekvivalentiis tokie uzdaviniai:

1. Rasti tokig funkcija u € K, kad
(Au,v—u) > (f,v—u)y, YweK. (10.45)

2. Rasti tokig funkcija u € K, kad
(Avyv—u)y > (f,v—u), YveK. (10.46)

< Tegu u yra (10.45) variacinés nelygybés sprendinys. Tada, remiantis operatoriaus
A monotoniskumu,

(Av,v—u)y=(Au,v—u)y+ (Av—Au,v—u) >
>(Au,v—u) > (f,v—u)y, WYwek,

ty. u tenkina (10.46) variacing nelygybe. Tarkime, u yra (10.46) sprendinys ir v =
u+t(w—u), kaiw € K, t € (0,1). Taskas v € K. Todél

(Alu+ t(w —u)), w—uy > {(f, w—u), YweK.
Kadangi operatoriaus A radialiai tolydus, tai
}%A(u—&—t(w —u))=Au

ir yra teisinga (10.45) nelygybé. >
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10.10 teorema. Tegu X yra refleksyvi Banacho erdvé, A : X — X* — monotoninis,
apréZtas ir radialiai tolydus operatorius, K C X — apréZta, iskila ir uZdara aibé. Tada
egzistuoja (10.45) variacinés nelygybés sprendinys u € K. Be to, jeigu operatorius A
yra grieZtai monotoninis, tai sprendinys yra vienintelis.

< Tegu K,,, yra didéjanti uZdaryjy iskilyjy aibiy tokia seka, kad

KiCcKyC..CK,C...CK,

aibé |J K, yra tirSta aibéje K ir K,, C X,,, C X, dim X,,, = m. Pagal 10.4 lema
m=1
su kiekvienu m egzistuoja variacinés nelygybés

(AU, V—um) > (f, v —up), Yve& Kp, (10.47)

sprendinys u,, € K,,. Kadangi aibé K apréZta, tai seka {u,,}S°_, taip pat apréZta
ir i§ jos galima iSrinkti silpnai konverguojantj posekj. Sj poseki, kaip ir pacia seka,
Zymésime {u.,}5°_,. Tegu u yra $io posekio ribinis elementas. Kiekviena uZdaroji
iskiloji aibé yra silpnai uZdara. Todél v € K. I§ 10.5 lemos gauname, kad

(Av, v —Up) > (f, v —up), Yve K.
Be to, K,,, C K11, Ym. Todél
(Av, v —up) > (f, v —um), Yve€ K, k<m. (10.48)

Fiksuokime (10.48) nelygybéje k ir pereikime prie ribos, kai m — oco. Tada gausime
nelygybe

(Avyv—u) > {f,v—u), Yve K. (10.49)
Kadangi (10.49) nelygybé teisinga su kiekvienu k, tai
(o)
(Av,v—u)y > (f,v—u), W€ UKk. (10.50)
k=1

Aibé |J K yra tirSta aibéje K. Be to, operatorius A yra demitolydus (u,, — u
k=1
erdvéje X, = A u,, — A wu erdvéje X*). Todél i$ (10.50) gauname, kad

(Avyv—u) > {(f,v—u), YveK. (10.51)

IS 10.5 lemos iSplaukia, kad u tenkina (10.45) nelygybe. Spendinio vienatj paliekame
irodyti skaitytojui. >
Tarkime, K yra neapréZtoji, iskiloji aibé. Parinkime tokj skaic¢iy R > 0, kad aibé

Kr=Kn{ueX:|u| <R}#0.
Su kiekvienu tokiu R variaciné nelygybé
(Augr, v—ugr) > (f,v—ugr), Yve Kg, (10.52)

turi sprendinj ur € K g, jeigu tik operatorius A tenkina visas 10.10 teoremos salygas.
Be to, |ug| < R.
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10.6 lema. Tegu operatorius A tenkina 10.10 teoremos salygas, K — iSkila, uZdara
aibé. Tada biitina ir pakankama (10.45) variacinés nelygybés sprendinio egzistavimo
salyga yra tokia: egzistuoja toks skaicius R > 0, kad bent vienas (10.52) variacinés
nelygybés sprendinys ur € Kg tenkina nelygybe |lug| < R.

q4Teguu € K yra (10.45) variacinés nelygybés sprendinys. Tada imdami R > ||u]
gausime, kad u tenkina (10.52) variacin¢ nelygybe.

Tarkime, (10.52) variaciné nelygybé turi sprendinj up € Kpr ir ||ug|| < R. Tada
su kiekvienun € K egzistuoja tokie w € Kg ir ¢ > 0, kadw — ur = £(n — ug).
Imkime (10.52) nelygybéje v = w ir perrasSykime taip:

(Aup, w—ugr) =e(Augr, n—ur) >e(f,n—ug), VneckK.

Todél ug tenkina (10.45). >

10.11 teorema. Tegu X yra refleksyvioji Banacho erdvé, K C X — iskila uZdara aibé,
A : X — X* — monotoninis, apréZtas ir radialiai tolydus operatorius. Be to, egzistuoja
tokie ug € K ir R > ||U()||, kad

(Av, up —v) < (fyup—v), YveK:|v|=R (10.53)
Tada egzistuoja (10.45) variacinés nelygybés sprendinys u € K.
<A Tegu ug yra (10.52) sprendinys. Jeigu |ug|| = R, tai
(Aug, up —ugr) > (f, up — ur)

ir gauname priestara. Todél ||ug| < R ir patenkintos visos 10.6 lemos salygos. >
ApibrézZimas. Sakysime, operatorius A : X — X* yra koercityvus aibéje
K, jeigu egzistuoja toks elementas uy € K, kad

(Au, u—up)

— o0, (10.54)
[[ul

kai ||ul]| — oc.

10.12 teorema. Tegu X yra refleksyvioji Banacho erdvé, K C X — iskila uZdara aibé,
A : X — X* — monotoninis, apréZtas, radialiai tolydus ir koercityvus aibéje K opera-
torius. Tada egzistuoja (10.45) variacinés nelygybés sprendinys u € K.

< Fiksuokime skai¢iy o > | f||x~. Kadangi operatorius A yra koercityvus, tai
egzistuoja toks skai¢ius R > ||uo||, kad

(Au, u—ug) > allu—uol,
Kai |u]| > R. Todél
(Au, u—wuo) + (f, uo —u) > allu —uol| — || |

> (a—|/f]

x+|lu —uo| >

x4 ) ([l = [luoll) >0,
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kai ||u|| = R. Kartu teisinga nelygybé
<AU, UO7U> < <f7 U07U>,

kai ||u|| = R. Remiantis 10.12 teorema, egzistuoja (10.45) variacinés nelygybés spren-
dinysu € K.p>
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