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ISKYRIUS

Variacinio skai¢iavimo elementai

1.1. BUTINA EKSTREMUMO EGZISTAVIMO SALYGA.
OILERIO LYGTIS.

I8 pradziy jrodysime kelis pagalbinius teiginius.

1.1 lema. Tegu f yra tolydi segmente [a,b] funkcija ir

b
/ f(x)n(x)de =0, Vne Ci(a,b).

Tada f(z) =0, Vz € [a,b].

< Tarkime priefingai, kad lemos salygos yra patenkintos, taciau funkcija
f(z) # 0. Tada egzistuoja taskas xg € [a,b] : f(xo) # 0. Tegu f(zo) > 0.
Kadangi funkcija f yra tolydi, tai egzistuoja tasko z¢ aplinka (zo — €,z + €)
tokia, kad f(z) > 0, Vo € (2o — &,20 + £). Jeigu taskas z yra segmento
[a,b] krastinis taskas, pavyzdziui, zp = b, tai reikia imti vienpuse §io tasko
aplinka. Aibéje C3°(a,b) imkime kokia nors funkcija 7, kuri yra teigiama Vo €
(ro — &,mp + €) ir lygi nuliui, kai = € [a,b] \ [x0 — €, 29 + ¢]. Tada

r+e

b
0= / f(@yn(z) de = / f@yn(z) de > 0.

Gauta priestara jrodo, kad padaryta prielaida yra neteisinga. Taigi f(z) =
0, Vz € [a,b]. Atvejis, kai f(xg) < 0, nagrinéjamas analogiskai. >

Toks pats teiginys yra teisingas dvilypiy, trilypiy ir apskritai n-lypiy integ-
raly atveju.

1.2 lema. Tegu Q yra apréita erdvéje R™ sritis, f € C(Q) ir

/‘ f(x)n(z)de =0, Vne CF(Q).

Tada f(x) =0, Vo € Q.

Pastaba. Sios lemos irodymas yra analogiskas 2.1 lemos jrodymui. Be
to, 1.2 lema islieka teisinga ir tuo atveju, jeigu joje sritj €2 pakeisime glodziu
n-maciu pavirSiumi S.
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1.3 lema. Tegu f yra tolydi segmente [a,b] funkcija ir

b
/ f(x)n'(x)dz =0, ¥neC'a,b):nla)=mnb)=0.

Tada funkcija [ yra konstanta.

< Pazymeékime

b
1
b_a/f(x)dx:C
Tada
b
/ (f(z) - C)dz = 0. (D)
Tegu
n(z) = / (f(t) - C) dt

Akivaizdu, kad taip apibrézta funkcija n tenkina lemos salygas, o jos iSvestiné
n'(z) = f(z) — C. Todél

/ (f(2) — C)f(x) dz = 0. (12)

a

Padaugine (1.1) lygybe i§ —C' ir pridéje prie (1.2), rezultata uZragysime taip:

/(f(:r) —C)?dx =0.

a
Taciau i lygybé yra galima tik tuo atveju, kai f(z) = C, Va € [a,b]. >
1.4 lema. Tegu f ir g yra tolydzios segmente [a,b] funkcijos ir

b
/(g(;l?)n(:l:) + f(z)n/(x))dx =0, Vne€ Ca,b):n(a) =n(b)=0. (1.3)

Tada f € Cl(a,b) ir f'(z) = g(x), Vo € [a, b].

< Tegu
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Tada

ir (1.3) tapatybé galime perraSyti taip:
b

/ (f(z) - w(@))f () dz = 0, Ve Cla,b).

a

Funkcija f —w tenkina 1.3 lemos salygas. Todél ji yra konstanta, t.y.

x

F@) = /g(t) dt + C.

a

Taip apibrézta funkcija f yra tolydi ir turi tolydzia isvestine /' = g. >

Tegu Q C R?, F € C(Q x R); | — glodi kreivé, gulinti srityje Q ir jungianti
du taskus. Tarkime, kreive [ galima apibrézti lygtimi y = y(z), z € [a,D] ir
y(a) = a,y(b) = B. Tada Vz € [a,b] taskas (z,y(x)) € Q. Aibe diferencijuojamy
funkcijy, tenkinanc¢iy §ias salygas, pazymékime raide 1.

Suformuluosime pagrindinj variacinio skai¢iavimo uzdavinj.

Tegu

b
1(y) = / F(z,y,y)dz, ycM. (1.4)
a

Reikia rasti funkcija y € N tokia, kad funkcionalas I jgytu ekstremalig, t.y. minimalig
arba maksimalia, reikSme.

Siuo atveju yra kalbama apie absoliutyji ekstremuma. Norint apibrézti loka-
laus ekstremumo savoka, reikia apibrézti funkcijos (kreives) aplinkos savoka.

Tegu e > 0 yra fiksuotas skaiCius ir y € 9. Funkcijos y nulinés eilés (arba
stipriagja) € aplinka vadinsime aibe

My = {7 € M ma [(x) ~ y(z)| < <.

Funkcijos y pirmosios eilés (arba silpnaja) ¢ aplinka vadinsime aibe
My ={y € M: max [y(z) —y(z)| + max [§'(z) —y'(z)| <e}.
z€[a,b] z€la,b]
Apibrézimas. Sakysime, kad funkcija y € 9t suteikia funkcionalui

stipruji (silpnaji) lokaly ekstremuma, jeigu kokioje nors stipriojoje e aplinkoje
My (silpnojoje e aplinkoje M)

I(y) <I(y), YyeMo (VyeM)

arba
I(y) > 1(y), YyeMy (VyeM).
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Jeigu kokia nors funkcija y suteikia funkcionalui I absoliutyjj ekstremu-
ma, tai ji suteikia ir stipryjj lokaly ekstremuma, tuo labiau ir silpnajj lokaly
ekstremumg. Todél, jeigu kokia nors salyga yra butina tam, kad funkcija y
suteikty funkcionalui I silpnajj lokaly ekstremuma, tai Si salyga yra butina ir
tam, kad funkcija y suteikty funkcionalui I stipryji lokaly ekstremuma, tuo
labiau ir absoliutyjj ekstremuma. Taigi iSvedant buting ekstremumo salyga,
reikia iSnagrinéti silpnojo lokalaus ekstremumo atvejj.

Toliau vietoje naturalios tolydumo salygos reikalausime, kad funkcija F
turéty tolydzias dalines i§vestines iki antrosios eilés imtinai pagal visus savo ar-
gumentus. Atkreipsime démesj j tai, kad, jrodant kai kuriuos teiginius, pakanka
reikalauti tik pirmyjy i§vestiniy tolydumo.

Tarkime, funkcija y € 9t suteikia (1.4) funkcionalui silpnajj lokaly ekstre-
muma, o funkcija n € C{(a,b). Funkcija y + en priklauso kokiai nors silpnai
funkcijos y aplinkai, jeigu skai¢iaus ¢ modulis yra pakankamai mazas. Todél
tokioms ¢ reikSméms yra teisinga viena i$ nelygybiy

I(y) < I(y +en) arba I(y) > I(y +en).
Tegu ®(e) = I(y + en). Pagal apibrézima

b
®'(0) = lim —————=> = /[Fy(x,y,y’)n(a:) + Fy (9,9 )1 (z)| da.

a

Taskas e = 0 yra funkcijos ® lokalaus ekstremumo taskas. Todél ®'(0) = 0. Sia
salyga galima perrasyti taip:
b
/[Fy(fv,y,y’)n(x) + Fy/(w,y,y’)n’(x)] dr =0, ¥n€Cgla,b).  (15)
Taigi funkcija y turi tenkinti (1.5) integraline tapatybe.

Atvirkstinis teiginys yra neteisingas. Jeigu funkcija y € 9% tenkina (1.5)
integraling tapatybe, tai nebutinai ji suteikia funkcionalui silpnaji lokaly ek-
stremuma. Siuo atveju sakysime, kad funkcionalas I jgyja stacionarigja reikSme,
o funkcija y yra stacionarusis funkcionalo I tagkas.

Panaudoje integravimo dalimis formule, perraSysime (1.5) integraline tap-
atybe taip:

b T

[[Frwy) = [ By @)@ =0, e Cia).

a a

Pagal 1.3 lemg funkcija y turi tenkinti lygtj

zwm%w—/ammmwmﬁza (1.6)

a
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Si lygtis yra vadinama Oilerio lygtimi (integraline forma).

Irodyta teiginj galima suformuluoti taip: jeigu funkcija y € 90U suteikia funk-
cionalui I silpnajj lokaly ekstremuma, tai egzistuoja konstanta C' tokia, kad funkcija y
yra (1.6) integralinés lygties sprendinys.

Pastaba. Isvesdami (1.6) lygtj, nesinaudojome tuo, kad funkcija F' turi
tolydZzig iSvestine F,. Galima jrodyti (zr. [2]), kad funkcija y tenkina taip pat
integraline lygtj

F(x,y,y) =y Fy(z,y,y) — /Fz(t,y(t%y’(t))dt =C, wela,b. (1.7

Grjzkime dabar prie (1.5) integralinés tapatybés. Pagal 1.4 lema koeficientas
prie 1 turi tolydzia kintamojo z atZzvilgiu iSvesting. Todél (1.5) integraline
tapatybe galima perrasyti taip:

b
—I—/[Fy(x,y,y/) - %(Fy/(x,y,y'))}n(l‘) dr =0,

a

x=b

Fy’ (J?, ZU, ?/)77

r=aqa

vn € Ci(a,b). Kadangi n(a) = n(b) = 0, tai
/ d
/[Fy(x,y,y’) — %(Fy/ (z,v, y’))}n(m) dr =0, VneCia,b).

a

Sioje integralinéje tapatybéje reiskinys, esantis lauztiniuose skliaustuose, tenk-
ina 1.1 lemos salygas. Todél funkcija y yra diferencialinés lygties

Fy(xayayl)f %(Fy/(x,y,y/)) =0 (1.8)
sprendinys. Si lygtis yra vadinama Oilerio lygtimi (diferencialine forma).
Irodyta teiginj galima suformuluoti taip: jeigu funkcija y € 9 suteikia funk-
cionalui I silpnajj lokaluy ekstremuma, tai ji turi tenkinti (1.8) lygti.
Pastaba. Funkcija F,/(z,y,y’) turl pilnaja tolydzia kintamojo = atzvil-
giu iSvestine. Taciau jos negalima skleisti pagal Zinoma sudétinés funkcijos
diferencijavimo formule, t.y. negalima panauduoti formulés

d

%(FU’) = Fuy + Fyy + Fyyy”,

nes funkcija y turi tik pirmosios eilés tolydzig isvestine 3. 3
Irodysime, kad iSvestiné y” egzistuoja ir yra tolydi, jeigu Fy,» # 0. Sis

teiginys kartais yra vadinamas Hilberto teorema. Funkcijos F' antros eilés

iSvestinés Fyyr, Fyyr, Fyry yra tolydzios. Todél

Ey (2 + aw,y(e + ax),y' (¢ + ax)) — Fy(z, y(2), ' (x)) _
Az
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Ay Ay’
= [qu’] + [Fyy’]g + [Fy’y']E~

Cia reiskiniai lauztiniuose skliaustuose yra atitinkamy i§vestiniy reik§més tar-
piniuose tagkuose. Be to, kai ax — 0, reiskinys kairéje Sios lygybeés puséje turi
riba %(Fy/), o reigkiniai [Fyy], [Fyy], % ir [Fy,] artéja atitinkamai prie
Fuy, Fyy, v/, ir Fyryy. Todél, jeigu Fyr,y # 0, tai reiskinys % turi ribag ir

d
Ay’ v deFy) = Foy — Fyyyf/

_— = y pry
Az—0 AT Fy,y,

Taigi, jeigu F,/,s # 0, i¥vestiné y” yra tolydi ir (1.8) Oilerio lygtj galima
perrasyti taip:
Fyyy" + Fyyy + Fry — F, = 0. (1.9)

Si lygtis yra diferencialiné antros eilés lygtis, o jos bendrasis integralas turi dvi
laisvasias konstantas. Jas galima surasti i§ Siy salygy:

yla) =a, y(b) =p. (1.10)

Pastaba. Jeigu F, = 0 tik kai kuriuose taSkuose, tai Siuose taSkuose
igvestiné y"/ arba neegzistuoja, arba turi trukj.

Keliy funkcijy atvejis nagrinéjamas analogiskai. Tegu y = (y1,...,yn) yra
tolydziai diferencijuojama vektoriné funkcija, tenkinanti salygas

ya)=a, yb)=p, a=(an,....an), B=(Br,...,0) (1.11)

Tokiy funkcijy aibéje nagrinésime funkcionala

b
I(y) = / Fla,y,y) dr. (1.12)

Pagrindinis variacinio skai¢iavimo uzdavinys, taip pat stipriojo ir silpnojo loka-
laus ekstremumo savokos §iam funkcionalui formuluojamos taip kaip ir vienos
funkcijos atveju. Tiksliau galima jrodyti, kad su kiekvienu k& = 1,2, ..., n funk-
cija yi tenkina Oilerio lygtj integraline forma:

x

Fy (z,y,y') — /Fyk(t,y(t),y’(t))dt =Cy, (1.13)

a

ir Oilerio lygtj diferencialine forma:

d
Fy(2,9,9") = - (Fy (@,9,4)) = 0. (1.14)

P astaba. Jeigu funkcija y suteikia (1.12) funkcionalui silpna lokaly eks-
tremumgy ir determinantas

det|F, ,/(x,y,y")| # 0,

YL Yy
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tai galima jrodyti (zr. [2]), kad Vk = 1,2,...,n funkcija yx turi antros eilés
tolydzias isvestines. Siuo atveju (1.14) Oilerio lygtys yra antros eilés lygtys ir jy
bendrieji integralai turi 2n laisvyjy konstanty. Ieskomoji vektoriné funkcija y
turi tenkinti (1.11) salygas. I jas jeina lygiai 2n skaliariniy salygy. Taigi laisvyjy
konstanty yra lygiai tiek pat, kiek ir salygy joms rasti.

Daugialypio integralo atveju nagrinésime funkcionalg

I(u) :/F(Jc,u,uI)dm. (1.15)

Q

Cia: Q C R™ - aprézta sritis; S = 0N — dalimis glodus pavirsius; F' — funkcija,
turinti tolydzias dalines iSvestines iki antros eilés imtinai pagal visus savo ar-
gumentus; u — tolydziai diferencijuojama srityje € funkcija, tenkinanti salyga

u|S:<,0(:1c)7 rzesS, ¢eC(9). (1.16)

Tokiy funkcijy u aibéje reikia rasti ta, kuri (1.15) funkcionalui suteikia absoliuty
ekstremuma. Lokalaus (silpnojo ir stipriojo) ekstremumo savokos (1.15) funk-
cionalui apibréziamos visikai taip pat kaip ir vienmaciu atveju. Reika tik
apibreézti funkcijos u silpnaja ir stipriaja aplinkas.

Tarkime, aibéje funkcijy, tenkinanéiy nurodytas salygas, egzistuoja tokios,
kurioms (1.15) funkcionalas jgyja baigtine reiksme. Daugiamaciu atveju, skirtin-
gai nuo vienmagcio, gali nebuti né vienos diferencijuojamos funkcijos, tenki-
nancios (1.16) salyga, kuriai (1.15) funkcionalas jgyty baigtine reik§me. Smul-
kiau apie tai 7zr. [2] knygoje.

Tegu funkcija u, tenkinanti (1.16) salyga, suteikia (1.15) funkcionalui silpna
lokaly ekstremuma, o funkcija n € C§(Q). Be to, tegu srityje Q funkcija u yra
dukart diferencijuojama. Funkcija u + en yra kokioje nors silpnoje funkcijos u
aplinkoje, jeigu skaiciaus € modulis yra pakankamai mazas. Todél tokiems e yra
teisinga viena i§ nelygybiy

I(u) < I(u+en), I(u)>I(u+en).

Tegu ®(e) = I(u + en). Pagal apibrézima

n

' (0) = /[Fu(m,u, uz)n(z) + ZF“% (@, Uy Uy )Ny (x)] dz.

3 k=1
Tagkas € = 0 yra realaus kintamojo funkcijos ® lokalaus ekstremumo taskas.

Todél ®'(0) = 0 ir Vi € C}(Q) yra teisinga integraliné tapatybé:

k=1

Q

Pritaike integravimo dalimis formule, Sig tapatybe perrasysime taip:

Fu(z,u,ug) — i 4 Fy, (2,u,uz))|n(x)dz+
£ dxy,

Q =1
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+/Z Fy, (z,u,u;)cos(n, zx)n(z) dS =0, Vne CH(Q).
5 k=1

Funkcija n(z) = 0, kai € S. Todél integralas pavir§iumi S yra lygus nuliui ir
yra teisinga integraliné tapatybé

/[Fu(x,u,uz) — En: %(ank (z,u, um))]n(:r) der=0, Vne Ccl,(Q) .

P k=1

Reiskinys, esantis lauztiniuose skliaustuose, tenkina 1.2 lemos salyga. Todél jis
yra lygus nuliui, t.y.

Fu(x,u,uz)fi d (Fumk(x,u,uz)):o. (1.18)

dx
k=1 "k

Irodyta teiginj suformuluosime taip: jeigu dukart tolydziai diferencijuojama funk-
cija u suteikia (1.15) funkcionalui bent silpna lokaly ekstremuma, tai ji turi tenkinti
(1.18) Oilerio lygti.

Glodus Oilerio lygties sprendinys vadinamas ja atitinkancio funkcionalo eks-
tremale. Aisku, ekstremalé ne visada suteikia funkcionalui silpng lokaly ek-
stremuma. Nagrinéjamu atveju, kaip ir vieno realaus kintamojo funkcijai, rei-
kalingas papildomas tyrimas.

Pastab a. Isvesdami (1.18) lygtj reikalavome, kad funkcija u buty dukart
diferencijuojama. Priminsime, kad vienmaciu atveju reikalavome tik pirmos
i§vestinés tolydumo, o antros eilés iSvestinés tolyduma jrodéme. Be to, vien-
magciu atveju i§ pradziy isvedéme integraline Oilerio lygtj (i kuria jeina tik pir-
mosios i§vestinés), o po to diferencialine (j kuria jau jeina ir antrosios i§vestinés).
Analogigka teorija yra galima ir daugiamadciu atveju. Tafiau ji jau néra tokia
paprasta.
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1.2. BENDRESNI FUNKCIONALAI.
NATURALIOSIOS KRASTINES SALYGOS

Irodyti 1.1 skyrelio teiginiai iSlieka teisingi ir bendresniy pavidaly funkciona-
lams. Dazniausiai tai funkcionalai, j kuriuos, be jprasto integralo, jeina pa-
pildomi nariai, priklausantys nuo zinomy funkcijy reik§miy integravimo réziy
taSkuose arba integravimo srities kraStiniuose taskuose. Irodysime, kad to-
kiems fukcionalams Oilerio lygtis islieka ta pati, o papildomi nariai turi jtakos
tik krastinéms salygoms. Be to, skirtingai nuo anks¢iau iSnagrinéty uzdaviniy,
nereikalausime, kad ieskomoji funkcija tenkinty kokias nors iSankstines salygas.
Vienmaciu atveju nagrinésime funkcionala

b

Mmz/fuwWUM+¢@m»+wmwx (1.19)

a

¢ia: F' — funkcija, turinti tolydzias dalines i§vestines pagal visus argumentus iki
antros eilés imtinai, o ¢ ir ¢ — diferencijuojamos funkcijos.

Tarkime, kad dukart diferencijuojama funkcija y suteikia (1.19) funkciona-
lui bent silpna lokaly ekstremuma. Laisvai pasirenkame funkcija n € Clla,b].
Funkcija y+en priklauso kokiai nors silpnai funkcijos y aplinkai, jeigu tik skaici-
aus € modulis yra pakankamai mazas. Priminsime, kad taskuose a ir b funkcijai
y nekeliame jokiy iSankstiniy salygy. Todél funkcija 7 taskuose a ir b gali jgyti
bet kokias reiksmes.

Tegu ®(e) = I(y + en). Tada

'(0) = lim Iy +en) —I(y) _

e—0 I

b
— [ 1By 0(a) + By o/ ' @) di + ' (u(a))nfa) + 0/ (1))

a

Tagkas ¢ = 0 yra lokalaus ekstremumo tagkas. Todél ®'(0) = 0. Taigi funkcija
y turi tenkinti integraline tapatybe

b
/ [Fy(z,y,y" () + Fy (z,y,y" )0 ()] dz + ¢'(y(a))n(a) + ' (y(b))n(b) = 0.

a

Panaudoje integravimo dalimis formule, jg perradysime taip:

b
/[Fy(xayvy’) - %(Fy/(w,yvy’))}n(z) dz+

r=b

+¢'(y(a))n(a) + 4’ (y(0))n(b) = 0. (1.20)

r=a

+Fy’ (Iv ya y/)n(x)
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Imdami n € C}(a,b), gausime, kad funcija y turi tenkinti Oilerio lygti:

d

Fy— —(Fy) = 0. (1.21)
Grizkime dabar prie (1.20) integralinés tapatybés. Kadangi funkcija y tenkina
(1.21) Oilerio lygtj, tai (1.20) tapatybe galima perraSyti taip:

z=b

+¢'(y(a))n(a) + 4" (y(b))n(b) = 0.

r=a

Fy(z,y,y )n(x)

Priminsime, kad funkcija n tagkuose a ir b gali jgyti bet kokias reik§mes. Todél
paskutinéje tapatybéje koeficientai prie 7(a) ir prie 7(b) turi buti lygus nuliui,
t.y. taskuose a ir b turi buti patenkintos tokios salygos:

oo = ¢ ((a)), (1.22)

Fy

= —/(y(b)). (1.23)

Sios krastinés salygos yra vadinamos natiiraliosiomis krastinémis salygomis.
Daugiamadiu atveju nagrinésime funkcionalg

z=b

1) = [ Plouu)do+ [ oo ds; (1.24)

Q S

¢ia: Q) yra aprézta sritis erdvéje R™, S = 9Q — dalimis glodus pavirsius, F ir ¢
— pakankamai glodzios funkcijos.

Tarkime, dukart diferencijuojama srityje 2 funkcija u suteikia (1.24) funkcio-
nalui bent silpna lokaly ekstremuma. Laisvai pasirenkame funkcija n € C(Q) ir
skaiciy e, kurio modulis yra pakankamai mazas. Tada funkcija u 4 en priklauso
kokiai nors silpnai funkcijos u aplinkai, o realaus kintamojo funkcija ®(g) =
I(u+ en) taske e = 0 jgyja ekstremalig reik¥me. Todél jos iSvestiné taske € = 0
yra lygi nuliui. Siad salyga galima uZra8yti taip:

/[F (z,u,u )—ii(F (z,u,u ))}n(m)dx—i—
u y Uy Uy - d.Tk Uz, y Wy Uy

3 k=1

+ / [Z Fy, (z,u,uz) cos(n, zx)n(x) + pu(z, u)] n(z)dS =0, (1.25)
% k=1

Vn € CHQ). Imkime n € C}(2). Tada integralas pavirsiumi S paskutinéje
tapatybéje bus lygus nuliui. Atmete jj, gausime tapatybe

/[Fu(x,u, Ug) — z”: d;;k (Fumk (z,u, ul))]n(x) dx = 0.

Q k=1
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Pagal 1.2 lemg §i tapatybé yra galima tik tuo atveju, kai funkcija u tenkina
Oilerio lygtj:

F, - ; d%k (Fuk) =0. (1.26)

Grjzkime dabar prie (1.25) integralinés tapatybés. Kadangi funkcija u tenkina
(1.26) lygti, tai (1.25) tapatybéje integralas sritimi Q lygus nuliui ir yra teisinga
tapatybé

/ (37 Fu, (2, 0) cos(n, ) + pulw, w)|n(a) dS = 0, ¥ne C'(@).
S k=1

Kadangi funkcija n pavir§iaus S taskuose gali jgyti bet kokias reik§mes, tai §i
tapatybé yra galima tik tuo atveju, kai reiskinys lauztiniuose skliaustuose yra
lygus nuliui, t.y. pavir§iaus S taskuose funkcija v turi tenkinti salyga

n
Z Fy, (w,u,uz)cos(n, i) + pu(z,u) =0, z€S.
k=1

Si krastiné salyga taip pat yra vadinama natiraligja krastine salyga.
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1.3. IZOPERIMETRINIS UZDAVINYS

Kokioje nors uzdary, gulin¢iy plok§tumoje, tam tikro ilgio kreiviy aibéje iesko-
sime tokios, kuri apriboja didziausio ploto figura. Toks uzdavinys vadinamas
izoperimetriniu uzdaviniu (siauraja prasme). Jis susiveda j uzdavinj, kai reikia
rasti funkcijg, kuri vienam funkcionalui suteikia ekstremuma, o kitas funkcio-
nalas jgyja konkrecig reik§me. Bendru atveju izoperimetrinj uzdavinj galima
suformuluoti taip: rasti funkcija, kuri vienam funkcionalui suteikia ekstremuma, o
kiti funkcionalai jgyja nurodytas reikSmes.

Nagrinésime papras¢iausig izoperimetrinj uzdavinj. Tegu 9t yra aibé dife-
rencijuojamy segmente [a, b] funkcijy, tenkinanc¢iy krastines salygas

yla) =a, y(b) =4, (1.27)
ir tokiy, kad funkcionalas

b
J(y) = /‘I’(ww,y’)dx = d; (1.28)

a

Cia d — tam tikras skai¢ius. Aibéje 9 reikia rasti funkcija, kuriai funkcionalas

b
I(y) = /F(x,%y’) dx (1.29)

igyja ekstremalia reik§me. Nagrinédami § uzdavinj reikalausime, kad funkci-
jos F ir ¥ turéty tolydzias dalines iSvestines pagal visus argumentus iki antros
eilés imtinai, o skai¢iy d parinksime taip, kad aibé 9t buty netus¢ia. Taikant
Lagranzo daugikliy metoda, izoperimetrinis uzdavinys susiveda i jau iSnagriné-
ta variacinio skai¢iavimo uzdavinj be papildomy funkciniy salygy. Irodysime
paprasciausia Oilerio teoremos varianta.

1.1 teorema (Oilerio). Tarkime, funkcija y € 9 suteikia (1.29) funkcionalui

ekstremumgy ir néra funkcionalo J ekstremalé. Tada egzistuoja skaicius \ toks,
kad funkcija y yra funkcionalo

H(y)=1(y)+ AJ(y) (1.30)
ekstremalé.

< Tarkime, kad funkcija y € 99t suteikia (1.29) funkcionalui ekstremuma ir
néra funkcionalo J ekstremalé. Laisvai pasirenkame funkcijas 71,12 € C(a,b) .
Funkcija y + 111 + €272 priklauso kokiai nors silpnai funkcijos y aplinkai, jeigu
tik skai¢iy €7 ir €2 moduliai yra pakankamai mazi. Apibrézkime dviejy realiy
kintamuyjy funkcija ®(e1,e2) = J(y + €171 + €212). Jos pirmos eilés i§vestinés

b
cimea=0 /[‘I’y B %(‘I’y/)}m de, i=1,2.

a

0P
687;
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Pagal teoremos salyga funkcija y néra funkcionalo J ekstremalé. Todél reiskinys
d
[\Dy T dr (‘I’y/)}
tapaciai nelygus nuliui ir funkcija 7, galima parinkti taip, kad
b

ermea=0 /[\I/y N %(\I}y’)]W dz # 0.

a

2
(982

Kadangi J(y) = d, tai taskas (0,0) yra lygties ®(e1,e2) = d sprendinys. Remi-
antis neisreikstiniy funkcijy teorema, lygtis ®(e1,e2) = d apibréZia e kaip kin-
tamojo ¢; funkcija, jeigu tik skaic¢iaus £; modulis yra pakankamai mazas. Be
to, iSvestine

des ®. v, — () |mdo

d€1 e1=0 (I)EQ

1

81=62=O

[0, ~ 0,)|mde

Qe |®

Tagkas 1 = 0 yra funkcijos 5(51) = I(y + e1m + e2(e1)n2) lokalaus ek-
stremumo tagkas. Todél _
‘I),(&‘l)’ =0.

61:0

giad salyga galima uzraSyti taip:

b b
/@f%()}m+%hH_ﬂ@f%mwmmz

a a

b b
d d
- /[Fy - %(Fy/)}m dz + A/[\I/y - @(\py/)}m dz = 0; (1.31)

[Fy di }772 dz

[\Ily di }ng dx

Tegu F'+ AU = H. Tada (1.31) tapatybe galima perragyti taip:
/ d

/[Hy - %(Hy/)}m de =0, Vne CX(a,b).

a

Pasinaudoje 2.1 lema, gausime, kad funkcija y turi tenkinti Oilerio lygtj:

H, — %(Hy/) =0. (1.32)

Taigi y yra funkcionalo H ekstremalé.



2SKYRITUS

Matematiniai fizikiniy procesy modeliai

2.1. STYGOS IR MEMBRANOS SVYRAVIMU LYGTIS

Kieta kung, kurio ilgis daug didesnis uz kitus jo matmenis, vadinsime styga.
Tarkime, jtempta baigtiné styga yra itvirtinta galuose ir pusiausvyros buseno-
je stygos taskai yra tiesé¢je. Pazymésime §ita tiese x aSimi, o taSkus, kuriuose
styga jtvirtinta — taskais a ir b. Kokiu nors budu i§veskime styga i§ pusiausvyros.
Nagrinésime tik tokius svyravimus, kai stygos taskai juda vienoje plokstumoje
statmenai x aSiai. Ta8ko x nuokrypj nuo pusiausvyros padéties pazymésime
u(z,t). Tada stygos svyravimus apraSo viena skaliariné funkcija u = u(z,t). Be
to, nagrinésime tik maZzus stygos svyravimus ir jégas, kurios prie§inasi stygos
i8lenkimui, laikysime mazomis, lyginant su jos jtempimo jégomis.

u
/dl\
a dz b
2.1 pav.

Tegu K(x) — stygos, esantios pusiausvyros busenoje, tamprumo koeficientas
taske z, dl — deformuotos stygos elemento ilgis (7r. 2.1 pav.). Darbas, reikalingas
elemento dx deformacijai, yra proporcingas stygos ilgio poky¢iui:

K(z)(dl —dx) = K(z)(/14+u2 — 1) dz.

Kai svyravimai mazi, Saknies /1 4+ u2 skleidinyje u, laipsniais galima atmesti
aukstesniuosius laipsnius. Todél elemento dz potenciné energija

K(z)(dl — dz) ~ K(z)(1 + %ui —1)dz = %K(x)ufc dz.

Visos stygos potencine energija galima iSreiksti integralu
b
1 2
§K (x)uz dz.

Jeigu styga veikia iSorinés jégos, kuriy linijinis tankis f(z, ), tai §ity jégy atlieka-
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mas darbas iSreiSkiamas integralu

b
— / f(z, udz.

Taigi stygos suminé potenciné energija

Tegu p(z) — linijinis stygos tankis taske x. Tada elemento dx kinetiné energija

1
dT = ip(x)uf dz.

Visos stygos kinetiné energija

1
T:/§p(a:)u?d1:.

Remdamiesi Hamiltono principu, sudarome funkcionalg

ta b

I(u) = /T P)dt = //[ —%K(x)ui—i—f(x,t)u dadt.

tla

Tarkime, funkcija u aprago tikrajj stygos svyravima, 1 — bet kokia diferencijuo-
jama finiti staciakampyje = (t1,t2) X (a,b) funkcija, o € — pakankamai maZas
teigiamas skaicius. Funkcija u + €7 apraSo galima stygos svyravima.

Funkcija u yra funkcionalo I stacionarioji reik§mé. Todél

to b

I(u,n) // x)ugny — K (x)ugng + f(z,t)n] dedt = 0. 2.1

tlLL

Pritaike integravimo dalimis formule ir pasinauduoje tuo, kad funkcija n staci-
akampyje @ yra finiti, perraSysime (2.1) salyga taip:

to b

// z)ug)e + (K (2)ug)e + f(,t)|ndxdt = 0.

Sioje integralinéje tapatybéje n yra laisvai pasirinkta diferencijuojama finiti funk-
cija. Todél reigkinys kvadratiniuose skliaustuose lygus nuliui, t.y. funkcija u
tenkino Oilerio lygtj:

p(x)ug — (K(2)uy), = f(x,t). 2.2)
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I5 visy (2.2) lygties sprendiniy reikia i8rinkti ta, kuris tenkina visas nagrinéjamo
uzdavinio salygas. ISvesdami styga iS pusiausvyros padéties, suteikéme jai pra-
dinj nuokrypj ir pradinj greitj. Vadinasi, pradiniu laiko momentu (tarkime,
momentu ¢ = 0) funkcija v turi tenkinti pradines salygas:

uli=0 = (@), uli=o = ¥(x), Va € [a,b]. (2.3)

Be to, taskuose a ir b styga yra jtvirtinta. Todél bet kuriuo laiko momentu ¢ > 0
turi buti patenkintos krastinés salygos:

u|x:a = 07 u|w:b =0. (24)

Tokiu budu jtvirtintos taskuose a ir b stygos svyravimo uzdavinys yra misrusis
(2.2)-(2.4) uzdavinys.

Jeigu styga yra homogeniné ir tolygiai jtempta, t.y. funkcijos p ir K yra
pastovios, tai (2.2) lygtj galima perragyti taip:

Ut — a2uww = F(J},t), (25)

¢ia: a2 = K/p,F = f/p. Si lygtis yra vadinama vienmate bangavimo lygtimi.

P astab a. Esant kitokioms krastinéms salygoms, stygos svyravimas apra-
Somas ta pacia Oilerio lygtimi (tai i§plaukia i§ jos i§vedimo). Tos pacios islieka ir
pradinés salygos. Keiciasi tik kraStinés salygos. Pavyzdziui, jeigu taskas x = a
juda pagal tam tikra désnj arba jj veikia tam tikra jéga, arba jis yra elastingai
itvirtintas, tai krastine salyga Siame taske reikia pakeisti atitinkamai viena i§
salygu:

Ulo—a = p(t), K(2)talo=a = p(t), K(x)us + 0 (2, t)tfo—a = 0.

Kieta kung, kurio storis kur kas mazesnis uz visus kitus jo matmenis, vadin-
sime membrana. Tarkime, pusiausvyros busenoje membrana uzima sriti Q C
R?, apribota konturu [, ir konturo ! taskuose yra jtvirtinta. Tegu u(z,t) tagko
x = (x1,22) € £ nuokrypis nuo pusiausvyros padéties laiko momentu ¢. Tada
membranos svyravima galima apraSyti viena skalerine funkcija v = u(x,t).
Membranos ir stygos svyravimo lygties i§vedimas yra analogiskas. Todél, i§ves-
dami membranos svyravimo lygtj, praleisime kai kurias pasikartojancias detales.

Potencine ir kineting membranos energijas galima iSreiksti integralais:

1 1
P= /iK(x)(uil +u?))dx — /f(x,t)udx, T= /ilj(b”c)ut2 dz;
Q Q Q
¢ia: K(x) — membranos, esancios pusiausvyros busenoje, tamprumo koeficien-
tas, f(z,t) — pavirSinis iSoriniy jégy tankis, p — pavir§inis membranos tankis.
Remdamiesi Hamiltono principu, sudarome funkcionaly

I(u) = ] / Bp(x)uf - %K(az)(uil L2k f(z,t)u} dadt.
t1 Q
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Jeigu funkcija w aprao tikrajj membranos svyravima, tai su bet kokia dife-
rencijuojama finicia ritinyje @ = Q x (¢1,t2) funkcija 7, funkcionalo I pirmoji
variacija

51(u,) = / / [P — K (2) (1t o + thy1ay) + £ )] ddt = 0.
t1 Q

I8 Sios integralinés tapatybés lengvai gauname, kad funkcija v turi tenkinti Oi-
lerio lygti

2
playuee = Y (K(@)ug,)s, = f(2.1). 2.6)
i=1
Be to, funkcija w turi tenkinti pradines
uli=0 = @(), uili=o0 = (z) 2.7
ir krastine
ul; =0 (2.8)

salygas.

Taigi itvirtintos konture ! membranos svyravimo uzdavinys yra miSrusis
(2.6) (2.8) uzdavinys.

Tuo atveju, kai membrana yra homogeniné ir jos jtempimas visomis kryp-
timis yra vienodas, t.y. kai funkcijos K ir p yra pastovios, (2.6) lygti galima
perraSyti taip:

2
ug — a? Zumm = F(z,1); (2.9)
i=1

¢ia: a®> = K/p, F = f/p. Si lygtis yra vadinama dvimate bangavimo lygtimi.

Pastaba. Jel membrana néra jtvirtinta, tai Oilerio lygtis ir pradinés
salygos islieka tos pacios. Keiciasi tik krastiné salyga. Pavyzdziui, jeigu mem-
branos konturas svyruoja pagal tam tikra désnj arba jj veikia tam tikra jéga,
arba jis yra elastingai jtvirtintas, tai vietoje (2.8) krastinés salygos reikia imti
atitinkamai vieng i§ salyguy:

u| = p(z,t), K(:v)g—z = p(z,t), K(x)%‘l—&-a(x,t)u‘l: 0;
¢ia: p ir o Zinomos funkcijos, du/dn — funkcijos u i§vestiné normalés kryptimi.
Savaime aisku, kad galimos ir kitos krastinés salygos, taip pat ir netiesinés.

Tarkime, konturo ! taskuose néra jokiy iSankstiniy salygy. Be to, tegu mem-
brang veikianti jéga f nepriklauso nuo laiko t. Veikiant Siai jégai, membrana
issilenks. Tegu funkcija u = u(z), = = (z1,22) € Q apraso deformuotos mem-
branos pavirsiy. Siuo atveju membranos potenciné energija

Pl = [ [§R@02, +02) - faa) do
Q
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lgyja maziausig reikSme.
Tegu 1 € CY(Q), ¢ — mazas teigiamas skaic¢ius. Tada funkcija u=en apibrézia
galima membranos deformacija ir
P(u) < P(u+en).

Todél funkcionalo P pirmoji variacija

5P(u) = [ K@)y, +s02,) = fa)a] d =0,
Q
Panaudoje integravimo dalimis formule, §ig integraline tapatybe perraSysime
taip:

2
/[Z(K(m)uwi)wi + f(x)] ndx — /K(az)g—Zn dl = 0. (2.10)
o =1 1
Tarkime, funkcija n lygi nuliui konturo [ taskuose. Tada
2

[ K@, + 1) ndz =0

o =1
ir funkcija u turi tenkinti Oilerio lygtij

2

Y (K(@)us,)o + f(2) =0, z € Q. 2.11)
i=1
Grjzkime prie (2.10) tapatybés. Tegu n yra bet kokia diferencijuojama funk-
cija. Kadangi funkcija u tenkina (2.11) Oilerio lygtj, tai (2.10) tapatybe galime
perrasyti taip:

Ju
K(x)=—ndl = 0.
[ K@ gmndi=0
1
Konturo [ taskuose funkcija n gali jgyti bet kokias reik§mes. Todél reiskinys
K(x)g—u yra lygus nuliui, t.y. funkcija u tenkina krastine salyga
n

ou

Taigi membranos pusiausvyros uzdavinys yra krastinis (2.11), (2.12) uzdavinys.
Kai funkcija K yra pastovi, (2.11) lygtis yra Puasono lygtis

Au=—F, F=f/K,

=0, zel. (2.12)

kuri, kai f =0, virsta Laplaso lygtimi
Au = 0;

2
tia Au= > ug,z,
i=1
P astaba. Nagrinéjant membranos pusiausvyros uzdavinj, galimos ir ki-

tos krastines salygos (Zr. stygos ir membranos svyravimy lygtis).
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2.2. SILUMOS LAIDUMO KIETAME KUNE UZDAVINYS

Tarkime: erdvéje R® kietas kunas uzima sritj €; Zinoma jo temperatura pra-
diniu laiko momentu ¢ = 0 ir pavirSiaus S = 02 temperatura bet kuriuo laiko
momentu ¢ > 0. IStirsime temperatura kuno viduje. Kuno temperatura taske
z = (z1,22,23) € Q laiko momentu ¢ pazymeésime u(z,t). Tegu Q' C Q — bet
kokia vidiné sritis su glodziu pavir§iumi S’. Pagal Furjé désnj silumos kiekis,
pratekantis per pavirsiy S’ laikotarpiu to — t1, iSreiskiamas integralu

ta
/ /k(gc, t, u)g—zdS’ dt;
t1

S’

¢ia: k — silumos laidumo koeficientas, du/On — funkcijos u i§vestiné normalés
kryptimi.
Kai yra iSoriniai $ilumos Saltiniai su tankiu f(x,t), tai 8ilumos kiekis, paten-
kantis i3 jy j sritj Q' laikotarpiu to — t1, lygus
2}
/f(x,t) dxdt.
t1 Q/

Antra vertus, tas pats Silumos kiekio pokytis srityje Q' laikotarpiu to —t1 lygus

/c(x)p(m)u(x,tg) da:—/ c(z)p(x)u(z, ty da:—// x)ug(x, t) dadt;

Q/ Q/ t1

¢ia p(z) ir ¢(z) — atitinkamai kuno tankis ir §ilumos talpumas (specifiné §iluma)
taske x. Isskirtoje srityje Q' sudarome silumos balanso lygtj:

//kxtu—dS’dt—F//fmtda:dt // x)ug(z,t) dadt.

t1 S’ t1

Pagal Gauso—Ostrogradskio formule

/kx t,u) /Z T (k(z,t,u)ug,) de.

,zl

Todél gilumos balanso lygti galima perrasyti taip:

// dxl k(z,t, u)ug,) — c(@)p(@)us + f(sc,t)} dxdt = 0. (2.13)

t1 i=1

Kadangi integravimo réZziai tq,t, ir sritis )’ pasirinkti laisvai, tai reigkinys
kvadratiniuose skliaustuose yra lygus nuliui, t.y. funkcija v tenkina lygti

k(z,t,w)ug,) — c(x)p(z)uy + f(x,t) =0, Vo € Q,t > 0. (2.14)

i=1
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Is visy 8ios lygties sprendiniy reikia iSrinkti ta, kuris tenkinty pradines ir
krastines salygas. Nagrinéjamu atveju yra Zinoma kuno temperatura pradiniu
laiko momentu ir kuno pavir§iaus temperatura bet kuriuo laiko momentu. Todél
funkcija u turi tenkinti pradine

ul,_, = o(x) (2.15)

ir krastine
ulg = m(z,1) (2.16)

salygas. Taigi §ilumos pasiskirstymo kietame kune Q ¢ R® uzdavinys yra misru-
sis (2.14)—(2.16) uzdavinys.
Pastabos:

1. Pavir§iuje S galimi ir kiti Silumos rezimai. Pavyzdziui, jeigu kiekvienu
laiko momentu ¢ Zinome 8ilumos kiekj uo(z,t), kuris patenka j sritj Q per
pavir§iy S, arba zinome supancios sritj 2 erdvés temperatura pus(z,t), tai
vietoje (2.16) krastinés salygos reikia imti atitinkamai viena i§ salygy:

ou ou
k(x,t,u)% o= 2, k(x,hu)a—n < +o(z,t,u)(u— ps) o= 0;

¢ia o — Silumos mainy koeficientas.

2. Jeigu Q = R", tai (2.16) salyga neturi prasmés ir nagrinéjamas uzdavinys
susiveda j (2.14)—(2.15) Kosi uzdavinj.

3. Tuo atveju, kai nagrinéjamasis kunas yra homogeninis, t.y. funkcijos k, p
ir ¢ yra pastovios, (2.14) lygtis yra Silumos laidumo lygtis

uy — a?Au = F(z,t); (2.17)

f

k 3
~e 2
Ga: a* = — F="—Au= > Ug,q,-
cp cp ;1 o

Jeigu procesas stacionarus, t.y. temperaturos pasiskirstymas yra nusistovejes
ir laikui bégant nekinta, tai funkcijos u, f ir k£ nepriklauso nuo kintamojo t. Todél
ug = 0 ir (2.14) lygti galima perraSyti taip:

d
dx;

i=1 ¢

(k(z,w)ug,) + f(z) =0, z€Q.

Kai funkcija k yra pastovi, §i lygtis yra Puasono lygtis
—Au=F, F=f/k,

o kai ir f = 0, — Laplaso lygtis
Au = 0.
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Aisku, kad nagrinéjant stacionary procesa, pradiné salyga nereikalinga, o kras-
tiné salyga iSlieka. Praktiniuose uzdaviniuose dazniausiai naudojamos tokios
krastinés salygos:
Ju ou
ul =plx), —| =plz), — +Jmu’ = u(x).
= h@), 5| = n@), 52|+ o] = ui)
Dvimagciu ir vienmaciu atvejais gaunamos analogiskos lygtys. Pavyzdziui,
jeigu nagrinéjamasis kunas yra plona plokstelé arba plonas strypas, tai gausime
dvimate arba vienmate Silumos laidumo lygti

2 2 _
Ut — 0" (Ugy gy + Upoan) = Fy, Ut — @ Uz, = F.
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2.3. IDEALIOJO SKYSCIO HIDRODINAMIKOS LYGTYS

Nagrinésime judantj skystj', kuriame &ilumos laidumo ir klampumo procesai yra
neesminiai, t.y. manysime, kad néra Silumos perdavimo ir trinties tarp jvairiy
skysCio daleliy, taip pat tarp skysc¢io daleliy ir jvairiy saveikaujanciy su jomis
iSoriniy kuny. Toks skyséio judéjimas vadinamas idealiuoju.

Tegu v(z,t) yra skysCio greitis, p(x,t) — slégis, o p(x,t) — tankis taske x =
(21,2, x3) laiko momentu ¢. Pabrésime, kad funkcijos v, p ir p priklauso nuo
konkreciy erdvés tasky, o ne nuo konkreciy judanciy erdvéje skyscio daleliy.

Laisvai pasirenkame sritj 2 su glodZiu pavir§iumi S. Skys¢io masé srityje 2
laiko momentu ¢ isreiskiama integralu

/p(:r7 t)dx.

Q

Maseés pokytis laikotarpiu to — t1 lygus

/p(a:,tg)dx—/ (x,t1) dm—//apxt dxdt.
Q

Antra vertus, skys¢io masé, pratekanti per pavir§iy S nuo iSoriniy altiniy laiko-
tarpiu to — 1, yra lygi

to (2
—//,ovndet—i—//fdxdt;
t1 S t1 Q

¢ia: vy = (v,n) = Z vin;, v; — vektoriaus v projekcija j koordinaciy agj x;, i =

1,2,3; f(x,t) - v1d1n11; Saltiniy intensyvumas. Pagal masés tvermés désnj

to to
//3px t) e dt:f//pvndetJr//fdxdt. (2.18)
t1 S t1 Q

Remiantis Gauso-Ostrogradskio formule,

/mnds /i

divv = Z :;)zl

1Siame skyrelyje radydami zodj "skystis" turésime omenyje ir skystj, ir dujas.

d:z: = /divpv dzx;
Q

éia
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Todél (2.18) lygybe galime perraSyti taip:

to to
/ / (a” g”t’t) +divpv> dedt = / / fdzdt.
t1 Q t1 Q

Kadangi sritis €2 ir integravimo réziai ¢, to pasirinkti laisvai, tai pointegraliniai
reigkiniai abiejose lygybés pusése yra lygus, t.y.
Ip(,1)

5 + divpv = f. (2.19)

Si lygtis yra vadinama tolydumo lygtimi. Kai skystis yra nesuspaudziamas, t.y.
tankis p yra pastovus, (2.19) lygtj galima perraSyti taip:

divw=F, F=f/p. (2.20)
Tuo atveju, kai skys¢io srautas yra potencialus, t.y.
v=—gradu, gradu = (Uy,,Us,,Uss),
u — skaliariné funkcija, (2.20) lygtis yra Puasono lygtis
Au=—-F;
3

tia Au =} Ug,a,-

Iévesinllglidealiojo skys€io judéjimo lygtis. Pagal prielaida i§ visy galimy
vidiniy jégy, veikian¢iy skyscio daleles srityje €2, veikia tik slégio jégos. Jos

kiekviena pavirSiaus S elementg d.S veikia vidinés normalés kryptimi. Vadinasi,
slégio jéga, veikianti elementg dS, lygi —pn dS. Siy jégy atstojamoji

f/pndS:f/gradpdx.

S Q

Jeigu kiekviena skyscio masés elementa veikia iSoriné jéga F(x,t) (pavyzdZiui,
sunkio jéga), tai Sity jégy atstojamoji lygi

/pF dx.

Q
Inerciniy jégy, veikiandiy sritj 2, atstojamoji lygi

dv
_ 2V da
[ o d

Q

dv
Cia i konkrecios skyscio dalelés, judancios erdvéje, pagreitis. Atkreipsime
démes;j j tai, kad daliné i§vestiné

taske.

av

5 apibrézia greicio pokytj fiksuotame erdveés
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Pagal Dalambero principa skys¢io dalele veikianc¢iy jégy suma lygi nuliui.

Todél
dv
/ <pF —gradp — pdt) dz = 0. (2.21)

Kadangi sritis 2 pasirinkta laisvai, tai reiskinys skliaustuose yra lygus nuliui,
t.y.
dv

1
— = ——gradp + F. (2.22)
dt p

Gauta lygtis yra idealiojo skys¢io judéjimo lygtis. Ja 1755 m. pirma karta
ivedé L. Oileris.
Pilnoji funkcijos v iSvestiné

dv _ Ov 3. ov ov

— = ;= — dv).
at = o T2 g T gy T VEmdY)
Todél Oilerio lygti galima perrasyti dar ir taip:
1
a—: + (v,gradv) = ——gradp + F. (2.23)
p

Jeigu idealusis skystis yra nesuspaudziamas, tai jo tankis p yra pastovus dy-
dis, kurj galima laikyti zinomu. Siuo atveju (2.19) tolydumo ir (2.22) Oilerio
lygtys sudaro idealiojo skys¢io hidrodinamikos lygéiy sistema. Tiksliau, turime
keturias lygtis ir keturias nezinomas funkcijas vy, va, vs ir p.

Jeigu skystis yra suspaudziamas, tai turime penkias nezinomas funkcijas
v1, Ve, V3, P, p ir keturias lygtis. Tam, kad hidrodinamikos lygciy sistema buty
uzdara, reikia prie (2.19) tolydumo lygties ir (2.22) Oilerio lygties prijungti
skys¢io busenos lygti

p=2(p), (2.24)

pavyzdZziui, temperatura. Skirtingiems skys¢iams jy busenos lygtis nustatoma
eksperimento budu.

Prie hidrodinamikos lygéiy sistemos reikia dar prijungti kraStines salygas.
Pavyzdziui, taskuose, kuriuose skystis lie¢iasi su nejudamu pavir§iumi, turi buti
patenkinta salyga v, = (v,n) = 0. Jeigu lie¢iasi du nesusimaiSantys skysciai,
tai lietimosi taskuose jy slégiai ir grei¢iy projekcijos j normalés vektoriy n turi
buti lygus.

Pastaba.Idujyjudéjima galima ziuréti kaip j idealiojo skysc¢io judéjima,
kurio neveikia sunkio jégos ir néra iSoriniy 8altiniy. Todél duju dinamikos lygéiy
sistema galima uzraSyti taip:

0
a—[t) + divpv = 0,
1
aa—‘t/ + (v,gradv) + —gradp = 0, (2.25)
p

p = 2(p).



3SKYRIUS

Lygtys ir krastiniai uzdaviniai

3.1. TIESINIY ANTROS EILES LYGCIY KLASIFIKACIJA

Nagrinédami fizikos ir mechanikos uzdavinius, i§vedéme juos apragancias difer-
encialines lygtis. DaZniausiai tai tiesinés antros eilés daliniy i§vestiniy lygtys.
Paprasciausios i§ jy yra Puasono (Laplaso)

_Au:fv (Au:o)v
Silumos laidumo
u —a’Au=f

ir bangavimo
Uy — a?Au = f

lygtys; cia
n
Au = Z Ug, 2,
i=1

yra n-matis Laplaso operatorius.
Siame skyrelyje nagrinésime tiesines antros eilés lygtis

Z i (T) Uz Zal a(z)u = f(z). 3.1

ij=1

Igskirsime tris lygciy klases, kurioms priklauso Puasono, §ilumos laidumo ir ban-
gavimo lygtys.

Tarkime, (3.1) lygtyje funkcijos a;j, a;, a ir f yra apibréztos srityje Q@ C R™.
I8 koeficienty prie antros eilés i§vestiniy sudarome kvadratine forma

n

Az, &) =) ai(@)&&, €= (&,....&) €R™ (3.2)

i,j=1

Tiesinéje algebroje jrodoma, kad (3.2) kvadratine forma fiksuotame tagke 2° €
naudojant neisigimusia tiesine transformacija

n
:chink, izl,...,n,
galima suvesti j kvadraty sumg

A(woag) = Z az] 515] Z/\knka (3.3)

ij=1
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éia:
1, kail =k,

Z aij(mo)ckiclj - )\kéfw 62 - {O kail £k, k,1=1 n

ij=1

Be to, visi koeficientai A, yra realus, nes {a;;} yra simetriné matrica.

Pagal kvadratiniy formy inercijos désnj teigiamy, neigiamy ir lygiy nuliui
koeficienty skai¢ius nepriklauso nuo parinktos neiSsigimusios transformacijos,
suvedandios §ig formg j kvadraty sumag. Todél yra galima tokia tiesiniy antros
eilés lygciy klasifikacija.

Apibrézimas. (3.1) lygtis taske z° yra (o, 3,7) tipo, jeigu (3.3) kvad-
ratinéje formoje yra « teigiamy, § neigiamy ir v lygiu nuliui koeficienty .

Pastaba. Savaime aisku, kad tipus («, 8,7) ir (8, «,) galima sutapa-
tinti. Be to, jeigu (3.1) lygtyje koeficientai a;; yra pastovis, tai visuose erdvés
R"™ tagkuose §i lygtis yra to paties tipo.

I§skirsime tris atvejus:

1. Visi koeficientai \;, # 0 ir yra vienodo zenklo. Tada (3.1) lygtis taske 2
yra (n,0,0) arba (0,n,0) tipo ir vadinama elipsine lygtimi taske z°.

2. Visi koeficientai \; # 0 ir vieno i§ jy Zenklas skiriasi nuo kity. Tada (3.1)
lygtis tagke 2° yra (n—1,1,0) arba (1,n—1,0) tipo ir vadinama hiperboline
lygtimi tagke z°.

3. Vienas i§ koeficienty, tarkime Ay, lygus nuliui, o kiti nelygus nuliui ir
vienodo Zenklo. Tada (3.1) lygtis tagke 2° yra (n—1,0, 1) arba (0,n—1,1)
tipo. Jeigu, be to, dar

> ai(a)Cri #0, (34
i=1

tai (3.1) lygtis vadinama paraboline lygtimi tagke 2°. Jeigu (3.4) salyga

yra nepatenkinta, tai (3.1) lygtis vadinama paraboline lygtimi placiaja
prasme.

P astaba. Vietoje nepriklausomy kintamyjy z,...,z, jiveskime naujus
nepriklausomus kintamuosius

Yk = ZC’kixi, k=1,...,n.
i=1
Atlike elementarius skai¢iavimus, gausime, kad (3.1) lygtj taske z° galima uzra-

Syti taip:

> Metigy, + D Aty + au = f; (3.5)
k=1 k=1

tia koeficientai Ay = > a;(2°)Cy;. Taigi parabolinés lygties atveju (3.4) papil-

1=1
doma salyga rodo, kad koeficientas Ay, prie iSvestinés u,, nelygus nuliui. Tuo
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atveju, kai (3.4) salyga yra nepatenkinta, t.y. kai koeficientas Ay = 0, (3.5) lyg-
tyje néra funkcijos u i§vestiniy kintamojo y, atzvilgiu. Taciau tada j §j kintamaji
galima ziureéti kaip j laisvajj parametra.

Apibrézimas. Sakysime, kad (3.1) lygtis yra elipsiné, hiperboliné arba
paraboliné srityje €2, jeigu ji yra tokia kiekviename srities (2 taske. Toliau na-
grinésime tik Siy trijy tipy lygtis.

3.1 lema. Neissigimusi nepriklausomy kintamyjy transformacija (nebutinai
tiesiné) lygties tipo nekeicia.

Sio teiginio jrodyma galima rasti knygoje [1].

Pavyzdziai:

1. Puasono (Laplaso) lygti

atitinka kvadratiné forma

Az, €)=Y &

k=1

Visi jos koeficientai nelygus nuliui, vienodo zenklo (lygus 1) ir nepriklau-
so nuo konkretaus tasko x € R™. Todél Puasono ir Laplaso lygtys yra
elipsinés lygtys visoje erdvéje R™.

2. Silumos laidumo lygti
up —a’Au = f

atitinka kvadratiné forma

A, t,6) = =a® Y G +0-6,,, &= (6, 6np) ERMTL

k=1

Vienas i§ 8ios kvadratinés formos koeficienty lygus nuliui, o kiti nelygus
nuliui ir vienodo Zenklo. Be to, visi lygties koeficientai nepriklauso nuo
konkretaus tagko (x,t) € R™ x R. Todél silumos laidumo lygtis yra
paraboliné lygtis visoje erdvéje R™ x R.

3. Bangavimo lygtj
Uy — a’Au = f

atitinka kvadratiné forma

A(J?,t,f) = —CLQZ§]3 + 1 'ffb—i—lv 5: (51,-- -7£n+1) S Rn+1'

k=1

Visi jos koeficientai nelygus nuliui ir vieno i jy Zenklas skiriasi nuo kity.
Be to, lygties koeficientai nepriklauso nuo konkretaus tagko (x,t) € R" xR.
Todél bangavimo lygtis yra hiperboliné lygtis visoje erdvéje R™ x R.
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4. Pateiksime pavyzdj lygties, kurios tipas priklauso nuo konkretaus srities
tagko. Plokstumoje R? nagrinésime Trikomio lygtj

YUgy + Uyy = 0, (1'7 y) € R2'
Sig lygtj atitinka kvadratiné forma

A,y &) =y +1-79°, &neR.

Pusplokstuméje y > 0 jos koeficientai nelygus nuliui ir vienodo Zenklo,
pusplokstuméje y < 0 jos koeficientai nelygus nuliui ir skirtingy zenkly,
o tieséje y = 0 vienas i§ koeficienty lygus nuliui. Todél pusplokituméje
y > 0 Trikomio lygtis yra elipsiné, pusplokS§tuméje y < 0 — hiperboliné,
o tieséje y = 0 — paraboliné. Trikomio lygtis atsiranda nagrinéjant kieto
kuno judéjima dujose greiciu, artimu garso greic¢iui. Sritj y < 0 atitinka
judéjimas greiciu, vir§ijanc¢iu garso greitj, o sritj y > 0 — maZesniu uz garso
greitj.
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3.2. TIESINIY ANTROS EILES LYGCIY SU PASTOVIAIS
KOEFICIENTAIS SUVEDIMAS ] KANONINJ PAVIDALA

Nagrinésime antros eilés tiesine lygti

n n
Z AjjUy,z; + Zaiuxi +au = f. 3.6)
i,j=1 i=1
Tarkime, Sioje lygtyje koeficientai a;; = aj;, a; ir a yra pastovus, o f —kintamojo
x funkcija, apibrézta srityje  C R".

Vietoje kintamyjy z1,...,z, apibrésime naujus nepriklausomus kintamuo-
sius

n
yk':zckix’ia kzlaana
=1

¢ia {Cy;} — kokia nors neiSsigimusi matrica. Tada (3.6) lygtis virs lygtimi

n

Z AUy, y, + ZAkuyk +au = f. 3.7

k,l=1 k=1

Sioje lygtyje koeficientai

n Oy Oy " Oy
Ay = Zaij%%j7 Ak:Zaiaixi kl=1,...,n.
i,j=1 ¢ i=1

Matricg {Cy; } parinkime taip, kad matrica { Ay} buty diagonali. Tiksliau, tegu
matrica {Cy;} yra tokia, kad

A= aiiCriClj = M, Yk, 1=1,...,n.

i,j=1
Tada (3.7) lygti galima uZzragyti taip:
Z AkUy,y, + Z Apuy, +au=f, Ap= ZaiCM, E=1...,n. (3.8)
k=1 k=1 i=1

Sioje lygtyje kiekvieng is koeficienty \; galima prilyginti +1, —1 arba 0. I8
tikryjy, jeigu kuris nors koeficientas, tarkime A1, jgyja kitokia reikSme, tai at-
likus transformacija

1
Z1 = Y1,
VA1
. e A1
koeficientas prie i§vestinés u,, ,, bus lygus m, t.y. +1.
1

Taigi (3.6) lygti visada galima suvesti } paprastesne (3.8) lygti, kurios ma-
trica, sudaryta i§ koeficienty prie antros eilés iSvestiniy, yra diagonali. Vadinasi,
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(3.8) lygtyje néra misriy antros eilés iSvestiniy. Toks (3.6) lygties pavidalas vad-
inamas kanoniniu.

Atkreipsime démesj j tai, kad ir (3.8) lygti galima suprastinti. Tuo tikslu
vietoje funkcijos u apibrésime nauja nezinoma funkcija

v=eXp{1§n:Py}“ po = 0 A Kai de 20,
2 RS, kaidg =0, k=1,....,n

Tada (3.8) lygtis virs lygtimi

Z MUy + Z(Ak — Aepr)Vy, + Av = F; (3.9)
k=1 k=1

"1 1 1 &
AZZ(Z)W)%— §Akpk)+a7 FZGXP{§Zpkyk}f~
=1 k=1

Pastarosios lygties koeficientai Ay — Agpy lygus nuliui tokioms indeksy k reiks-
meéms, kurioms A # 0. Todél yra teisingi tokie teiginiai:

1. Jeigu (3.6) lygtis yra elipsiné (tarkime, A\, = 1, Yk = 1,...,n), tai ja
galima suvesti j lygti

Av+Av=F, Av= Z”ykyk
k=1

2. Jeigu (3.6) lygtis yra paraboliné (tarkime, A\, = -1, Vk=1,...,n—1,0
An = 0), tai ja galima suvesti j lygti

n—1
vw—Av+Av=F, Av= Zvykyk, t= ygn
k=1

3. Jeigu (3.6) lygtis yra hiperboliné (tarkime, A\, = -1, Vk=1,...,n—1,0
An = 1), tai ja galima suvesti j lygti

n—1

v —Av+Av=F, Av= Zvykym t=1yn.
k=1

Aisku, kad kiekviename fiksuotame taske j kanoninj pavidala galima suvesti
ir tiesine (kvazitiesine) lygti su kintamais koeficientais. Taciau kiekviename
taske reikia apibrézti sava transformacija, leidziancia tai atlikti.

Pastaba. Dviejy nepriklausomy kintamyjy atveju tiesiné hiperboliné
antros eilés lygtis turi kanoninj pavidalag

Ugy — Uyy + QUy + buy +cu = f. (3.10)
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Jis dar vadinamas pirmuoju kanoniniu hiperbolinés lygties pavidalu. Jeigu (3.10)
lygtyje jvesime naujus nepriklausomus kintamuosius

E=z+y, n=z-vy,
tai gausime tokj antros eilés hiperbolinés lygties kanoninj pavidala:
Ugn + QU —i—gu,,—l—cu:f. (3.11)

Jis yra vadinamas antruoju kanoniniu hiperbolinés lygties pavidalu. Akivaizdu,
kad atlikus transformacija

x=%@+n% y=%@—n%

(3.11) lygtis susiveda j (3.10) lygti.
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3.3. TIESINIY ANTROS EILES LYGCIY SU DVIEM
NEPRIKLAUSOMAIS KINTAMAISIAIS
SUVEDIMAS ] KANONIN) PAVIDALA

Tiesine antros eilés lygtj su kintamais koeficientais kiekviename fiksuotame taske
galima suvesti j kanoninj pavidala. Bedruoju atveju visoje srityje arba bent tam
tikro tagko aplinkoje to atlikti negalima (netgi tada, kai lygtis yra pastovaus
tipo, o neiSsigimusi transformacija yra netiesiné). Tiksliau, jeigu kintamuyjy
skaicius didesnis uz du, tai net mazoje tasko aplinkoje ne visada galima rasti
neissigimusiag nepriklausomy kintamyjy transformacija, kuri suvesty lygtj j ka-
noninj pavidalg. ISimtj sudaro dviejy nepriklausomy kintamuyjy atvejis. ISna-
grinésime ji.
Irodysime, kad tiesine antros eilés lygtj

a(z, Y) gy + 2b(x, Y)ugy + c(z,Y)Uyy + ... =0 (3.12)

su dviem nepriklausomais kintamaisiais tagko (xo,yo) aplinkoje galima suvesti j
kanoninj pavidala.

Tarkime, funkcijos a,b ir ¢ ir jy pirmosios eilés dalinés iSvestinés yra toly-
dzios kurioje nors tasko (zg,yo) aplinkoje U. Aplinka U i§ anksto laikysime
pakankamai maza, t.y. tokia, kad visi Zemiau atlikti veiksmai buty teiséti.

I8 koeficienty prie antros eilés iSvestiniy sudarykime kvadratine forma

Az, y,&,n) = a(z,y)& + 2b(x, y)én + c(z, y)n*. (3.13)

Kiekviename fiksuotame aplinkos U tagke (x,y) §ig forma galima suvesti | ka-
noninj pavidala. I§ tiesinés algebros kurso yra Zinoma, kad (3.13) kvadratinés
formos, suvestos j kvadraty suma, teigiamy, neigiamy ir lygiy nuliui koeficienty
skaicius lygus atitinkamai teigiamy, neigiamy ir lygiy nuliui charakteristinio
polinomo
(l(]},y)—)\ b(l‘,y) =0
b(fE, y) C(l’, y) - A

Sakny skaiciui.

Tegu Ai(x,y), A2(x,y) yra charakteristinio polinomo 8aknys. Tada jy san-
dauga

Mz, y)he(z,y) = a(z,y)e(z,y) — b*(z,y). (3.14)

Galimi tokie atvejai:

1. Saknys A1, A2 yra vienody zenkly ir nelygios nuliui. Taip bus tada ir tik
tada, kai

b2 — ac < 0. (3.15)

Taigi (3.12) lygtis yra elipsiné tada ir tik tada, kai jos koeficientai prie
antros eilés iSvestiniy tenkina (3.15) nelygybe.
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2. gaknys A1, Ag turi skirtingus Zenklus ir nelygios nuliui. Taip bus tada ir
tik tada, kai
b’ —ac > 0. (3.16)

Taigi (3.12) lygtis yra hiperboliné tada ir tik tada, kai jos koeficientai prie
antros eilés iSvestiniy tenkina (3.16) nelygybe.

3. Kuri nors i§ 8akny A1, A lygi nuliui. Taip bus tada ir tik tada, kai
b2 —ac=0. (3.17)

Taigi (3.12) lygtis yra paraboliné tada ir tik tada, kai jos koeficientai prie
antros eilés iSvestiniy tenkina (3.17) lygybe.

Pastaba. Saknys A;, Ay vienu metu negali buti lygios nuliui. Jeigu abi
Saknys yra lygios nuliui, tai lengvai galima jsitikinti, kad koeficientai a, b ir ¢
taip pat yra lygus nuliui. O tai prieStarauja tam, kad (3.12) lygtis yra antros
eilés lygtis.

Vietoje kintamyjy x, y apibré§ime naujus nepriklausomus kintamuosius

§=¢&(x,y), n=n(=y).

Tarkime, funkcijos £ ir i aplinkoje U yra dukart diferencijuojamos, o jakobianas

§o &y

0.
Nz Ty 7

Tada funkcijos u i§vestinés
Uy = Ugfm + Uz, Uy = Ugfy + uyny,

Ugy = Uggfi + 2u§n€znx + Unnn:% + uffmx + UnNzx,
2 2
Uyy = Uge&y + 2uenSyty + Unnly + ueyy + Unlyy,
Uy = Uge&a&y + Ugy(Eany + EyN) + UnyNay + Uelay + UnNay.

Pasinaudoje Siomis formulémis, (3.12) lygtj perraSysime taip:

A&, n)uge +2B(E, n)uey + CE,Mtyy + ... =0; (3.18)
¢ia koeficientai

C(&,m) = an? + 2bnany + cn;,
B(&,n) = a&una + b(Exny + Eyna) + c€yny-

Tiesiogiai galima jrodyti, kad

2

§o &y

B? — AC = (b* — ac)
Na Ty

(3.19)
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Si lygybé (dvimagiu atveju) dar karta parodo, kad neissigimusi transformacija
lygties tipo nekeidia.

Funkcijas & ir 7 parinksime taip, kad (3.18) lygtis jgyty paprasciausia pavi-
dala. Taip bus tada ir tik tada, kai dalis (3.18) lygties koeficienty prie antros
eilés iSvestiniy bus lygi nuliui. Prilygine nuliui koeficienta A, gausime lygtj

a&l + 2b&,&y + c€ = 0. (3.20)

Tarkime, bent vienas i§ koeficienty a arba ¢ nelygus nuliui (pavyzdZiui, a #
0). Tada (3.20) lygti atitinka kvadratiné lygtis

ap? 4 2bp + ¢ = 0. (3.21)

Tegu w1 = f(xz,y) ir uo = g(x,y) yra Sos lygties Saknys. Lengvai galima
isitikinti, kad (3.20) lygtis iSsiskaido j dvi lygtis:

§x = f(.l?, y)gyv §x = g(x, Zl)fy (3.22)

Tai yra tiesinés pirmosios eilés daliniy i§vestiniy lygtys. Jy charakteristinés
lygtys
dy = —f(z,y)dz, dy=—g(z,y)dx (3.23)

yra paprastosios diferencialinés pirmos eilés lygtys. Tegu ¢(z,y) = const ir
¥(x,y) = const yra (3.23) lyg¢iy bendrieji integralai, tenkinantys salygas:

22 #£0, Y2 +Yl#0. (3.24)

Tada funkcijos ¢ ir ¢ yra (3.22) diferencialiniy lygé¢iy sprendiniai (kartu ir (3.20)
lygties sprendiniai).
Isnagrinésime tris galimus atvejus:

1. Tarkime, aplinkoje U reigkinys b — ac > 0, t.y. (3.12) lygtis, yra hiper-
boliné. Jeigu abu (3.12) lygties koeficientai « ir ¢ lygus nuliui, tai (3.12) lygtis
jau yra antrojo kanoninio pavidalo ir keitiniu

=5+, y=£6—1
susiveda j pirmaji kanoninj pavidala
Uge — Upy + ... = 0.

Tarkime, vienas i§ §iy koeficienty, pavyzdziui, a, nelygus nuliui. Tada (3.23)
lygtys turi du skirtingus integralus

@(z,y) = const, (x,y) = const,

tenkinancius (3.24) salygas. Pagal prielaida funkcijos a, b ir ¢ yra tolydziai
diferencijuojamos tagko (zg, yo) aplinkoje U. I8 bendrosios paprasty diferenciali-
niy lygCiy teorijos yra zinoma, kad funkcijos ¢ ir ¢ yra dukart diferencijuojamos
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aplinkoje U (priminsime, kad aplinka U i§ anksto paimta pakankamai maza).
Be to,
P = f(xay)soya (o 29($7y)¢y-

Is iy lygciy, prielaidos a # 0 ir (3.24) salygy iSplaukia, kad
wy #0 ir 1y #0.

Taciau tada jakobianas

bHVEw .

- - ¥y Yy — ac

RO LR s =T a0 G
. e

Todél naujus nepriklausomus kintamuosius € ir n galima apibrezti taip:

ng(x,y) :gﬁ(’lj,y), U:U(Iay) :1/1(113’,y)

Atlikus tokia transformacija (3.18) lygtyje, koeficientai A ir C' bus lygus nuliui.
Remiantis (3.19) formule ir (3.25) nelygybe, galima tvirtinti, kad koeficientas
B # 0. Padalije (3.18) lygtj is 2B, suvesime ja i antraji kanoninj pavidala

ey + ... = 0. (3.26)
Keitiniu _ ~
5 = E + 777 n= 5 - 77
(3.26) lygtis susiveda i pirmajj kanoninj pavidala

Pastaba. Lygti, kurig galima suvesti j (3.26) pavidala, kartais pasiseka
suintegruoti, t.y. rasti formule, apibréziancia visus lygties sprendinius.
Pavyzdys. Rastilygties

Ugg — Uyy = 0

bendrajj sprendinj. Tai yra hiperboliné lygtis. Ji yra pirmojo kanoninio pavi-
dalo. Keitiniu
{=r+y, n=z-y
§i lygtis susiveda j lygti
Ugn = O,

kuri yra antrojo kanoninio pavidalo. Tegu u¢ = v. Tada
v, = 0.

Sios lygties bendrasis integralas yra v = f(§), f — bet kokia diferencijuojama
funkcija. Integruodami lygtj

ug = f(§),
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gausime
w= / F(€) dE + () = 9(€) + D (n);

Gia @ ir ¥ — bet kokios dukart diferencijuojamos funkcijos. Grize prie seny
kintamyjy x ir y, gausime nagrinéjamosios lygties bendra sprendinj:

u(z,y) = p(r+y)+ v —y).
2. Tarkime, aplinkoje U reiskinys
b2 —ac=0, (3.28)

t.y. (3.12) lygtis yra paraboline. Siuo atveju abi (3.23) lygtys sutampa ir turime
vieng lygti
ady = bdx. (3.29)

Kadangi (3.12) lygtis yra antros eilés lygtis, tai koeficientai a, b ir ¢ vienu metu
nelygus nuliui. Kartu su (3.28) salyga tai reigkia, kad bent vienas i§ koeficienty
a arba c nelygus nuliui. Tarkime, a # 0. Jeigu koeficientas ¢ = 0, tai i§
(3.28) salygos isplaukia, kad b = 0. Tac¢iau tada (3.12) lygtis jau yra kanoninio
pavidalo. Todél pakanka iSnagrinéti atveji, kai aplinkoje U koeficientai a, b ir ¢
nelygus nuliui.
Tegu
o(x,y) = const

yra (3.29) lygties bendrasis integralas, tenkinantis salyga

02+ o2 # 0.

Is bendrosios diferencialiniy lygéiy teorijos yra zinoma, kad funkcija ¢ aplin-
koje U yra dukart tolydziai diferencijuojama. Laisvai parinkime kokia nors
diferencijuojama aplinkoje U funkcijg v tokia, kad jakobianas

Pz Py

Ay £0 (3.30)

(jeigu ¢, # 0, tai galima imti ¢(z,y) = ).
Vietoje kintamyjy x ir y apibrézkime naujus nepriklausomus kintamuosius

§=E(x,y) = w(z,y), n=nlr,y)=1b(,y).

Kadangi funkcija ¢ tenkina (3.20) lygti, tai (3.18) lygtyje koeficientas A = 0.
I5 (3.19) formulés, (3.28) salygos ir (3.30) nelygybés isplaukia, kad koeficientas
B = 0. Irodysime, kad koeficientas C' # 0. Jeigu koeficientas C' buty lygus
nuliui, tai (3.18) lygtis buty pirmosios eilés lygtis. Peréje joje nuo kintamuyjy
& ir n prie seny kintamyjy z ir y, gausime (3.12) lygti, kuri yra antros eilés
lygtis. Taciau padarius nepriklausomy kintamyjy transformacija, lygties eilé
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nepadidéja. Gauta priestara rodo, kad C # 0. Todél, padalije (3.18) lygtj i8 C,
suvesime ja j kanoninj pavidalg

Uy + - =0, (3.31)

Pastaba. Atkreipsime démesj j tai, kad pastarosios lygties nariai, pa-
Zyméti daugtaSkiu, turi priklausyti nuo ue. PrieSingu atveju i Sig lygtj gal-
ima Ziuréti kaip j paprasta diferencialine lygtj, kurios kintamasis £ yra laisvasis
parametras.

3. Tarkime, aplinkoje U reiskinys

b2 —ac <0, (3.32)

t.y. (3.12) lygtis yra elipsiné. Siuo atveju (3.23) lygtis galima uzraSyti taip:

ady — (bJri\/acbe)dx:O, ady — (b—i\/acsz)d:r:O. (3.33)

Is (3.32) salygos isplaukia, kad funkcijos a ir ¢ nelygios nuliui. Nagrinédami §
atvejj, papildomai pareikalausime, kad aplinkoje U funkcijos a, b ir ¢ buty anal-
izinés. Esant Sioms prielaidoms, galima remtis Zinomais paprasty diferencialiniy
lygciy teorijos rezultatais. Tiksliau, galime tvirtinti, kad (3.33) lygtys turi du
tarpusavyje kompleksiskai jungtinius bendruosius integralus

p(x,y) = const, p(x,y) = const,

tenkinancius salyga
[pal + Ipy| # 0. (3:34)

Be to, funkcija p aplinkoje U yra analiziné ir tenkina lygtj

apy + (b+i\/ ac — b2 )py =0. (3.35)
Tegu
p(z,y) = ¢(z,y) +ith(z,y);

Cia: ¢ — realioji, o ¥ — menamoji funkcijos p dalys. Tada (3.35) lygtis yra
ekvivalenti lygciy sistemai:

b vac — b2 b vac — b2
Pz = _Ewy + T'(/}:w Yy = _Eqpy - Tgp:tr

Pasinaudoje Siomis lygtimis ir (3.34) salyga, gausime

ac — b?

o =Wy e #0.

Vo Py

Todeél vietoje kintamuyjy x ir y galima jvesti naujus nepriklausomus kintamuosius

§=¢&(z,y) = o(x,y), n=n(ry)=v(,y).
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Atlikus tokia transformacija, (3.18) lygties koeficientas B bus lygus nuliui, o ko-
eficientai A ir C' sutaps. Norint tuo jsitikinti, reikia atskirti realigja ir menamaja
lygties

apl + 2bpapy + cpy =0

dalis ir pastebéti, kad
1
A=C=-(ac— b*)(5 +1bp) # 0.

Taigi padalije (3.18) lygtj i§ bendros koeficienty A ir C reik8més, suvesime ja j
kanoninj pavidala
Uge + Upyy + ... = 0. (3.36)

Jeigu (3.12) lygtyje vietoje kintamyjy x ir y jvesime nepriklausomus kintamuo-
sius

é.:p(z7y)v fip(x,y),

tai gausime lygti
ug+...=0. (3.37)

Pastaba. Elipsinés lygties atveju reikalavimas, kad koeficientai a, b ir
¢ buty analiziniai, néra esminis. Taikant tikslesnius metodus (zr. [23] arba
[?]), kuriuose nenaudojami kompleksiniai dydziai, minétajj reikalavima galima
gerokai susilpninti. Pavyzdziui, pakanka reikalauti, kad koeficientai a, b ir ¢
buty dukart tolydZiai diferencijuojamos funkcijos.
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3.4. PAGRINDINIAI UZDAVINIAI

Daugelis fizikos ir mechanikos uzdaviniy apraSomi antros eilés lygtimis. Pa-
prasciausios i§ jy yra:

1. Puasono (elipsiné) lygtis
Au=—f(z)

arba, kai f = 0, Laplaso lygtis

Au = 0;

n ~

dia: ¢ = (z1,...,2) € R", Au = > uy,q,,. Sios lygtys aprago jvairius
i=1

stacionariuosius procesus ir pusiausvyros uzdavinius.

2. Silumos laidumo (paraboliné) lygtis
ug — a’Au = f(x,t),
aprasanti jvairius Siluminius procesus izotropiniame vienaly¢iame kune.
3. Bangavimo (hiperboliné) lygtis
uy — a*Au = f(z,1),

apraSanti garso, elektromagnetiniy bangy, hidrodinamikos, stygos ir mem-
branos svyravimy procesus.

Sios lygtys yra geriausiai iSnagrinétos, ir su jomis dazniausiai tenka susidurti
spendziant praktinius uzdavinius. Suformuluosime Sioms lygtims tris pagrin-
dinius uzdaviniy tipus.

1. Ko8i uzdaviny s formuluojamas silumos laidumo arba bangavimo
lygtims. Silumos laidumo lygties atveju reikia rasti funkeija u, kuri Vo € R", ¢t >
0 tenkinty lygti

uy — a?Au = f(x,t)

ir Vz € R" pradine salyga
u|t:0 = ¢(@).

Bangavimo lygties atveju Kosi uzdavinys formuluojamas taip: rasti funkcija w,
kuri Vo € R™, t > 0 tenkinty lygtj

ue — a*Au = f(x,t)
ir Vr € R™ pradines salygas
u’t:O = @(m)ﬂ ut|t=0 = w(x)

Krastiniy salygu Siuose uzdaviniuose néra.
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2. Kragtinis uzdavinys formuluojamas Puasono arba Laplaso
lygtims. Abiem atvejais reikia rasti funkcijg u, kuri srityje Q C R™ tenkinty
Puasono (Laplaso) lygti

Au=—f(x) (Du=0),
ir pavir§iaus S = 91 taskuose vieng i§ krastiniy salygy:

U‘S = () — pirmoji krastiné salyga,

ou

— = — antroji krastiné salyga,

I s Y(x) — antroji krastiné salyg
ou n ‘ (&) — trecioji krastine sal
— ou| = pu(x) — trecioji krastiné s a;
onls s H ] alyg

¢ia Ju/On — funkcijos u i8vestiné normalés kryptimi. Pradiniy salygy néra.

Jeigu Laplaso lygtis nagrinéjama kartu su pirmaja krastine salyga, tai toks
uzdavinys vadinamas pirmuoju, arba Dirichlé, uZdaviniu, jeigu su antraja —
antruoju, arba Noimano, uzdaviniu, o jeigu su tre€iaja — trecivoju kraStiniu uz-
davinu.

3. Misrusis uzdavinis formuluojamas §ilumos laidumo arba ban-
gavimo lygtims. Reikia rasti funkcija u, kuri cilindre Qr = Q x (0,7), Q C R"
tenkinty Silumos laidumo

uy — a?Au = f(x,t)

arba bangavimo

uy — a*Au = f(z,t)
lygti, atitinkamas pradines salygas (zr. Kosi uzdavinj) ir vieng i§ kraStiniy
salygu:

u‘s = @(x,t) — pirmoji krastiné salyga,
Ju
—| =(x,t) — antroji krastiné salyga
Inls = V(@:t) oji k alyga,

ou

— —|—O’u‘ = p(x,t) — trecioji krastiné salyga.
s = H(z,1) j alyg
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Charakteristikos ir Ko3i uzdavinys

4.1. FORMALIAI JUNGTINIAI OPERATORIAI
IR GRYNO FORMULE

Tegu () — aprézta erdvéje R™ sritis, S = 9N — dalimis glodus pavirgius, funkcijos
u,v € C%(Q). Tada yra teisinga Gryno formulé

ou v " .
/vLudzf/<va—N— 8—N+ 1alcos(n zz)uv) dSJr/uL vdz,

Q S Q
kurioje
n
0
Lu=— Z a”u% Zalu% + au, “.1)
i,j:l
. "0 "9
L'v=— igz:l @(aijvmi) - ; 87:1-(%@) +av,

ou -
AN = _ Z iUz, €OS (N, T4),

ij=1

o koeficientai a;,a;; € C1(Q), Vi,j = 1,...,n, a € C(Q). Norint ja jrodyti,
pakanka du kartus pritaikyti integravimo dalimis formule. Perrasysime Gryno
formule taip:

n

/(vLu dx — ulL*v)dx = /(v% % —|— > a; cos (n, x;) uv) dsS. 4.2

Q s

Diferencialiné israiska L*v vadinama formaliai jungtine diferencialinei iSrais-
kai Lu, o operarorius L* — formaliai jungtiniu operatoriui L. Pabrésime, kad &i
savybé yra abipusé, t.y. diferencialiné israiska Lu taip pat yra formaliai jungtiné
igraigkai L*v. Jeigu Lu = L*u, Yu € C?(Q), tai tokios diferencialinés israigkos
vadinamos formaliai savijungémis, o operatoriai L ir L* — formaliai savijungiais.

Diferencialiné israiska Lu yra savijungé tada ir tik tada, kai koeficientai
a; =0,Vi=1,...,n, t.y. kai

0
Lu=— Z %(aiju%) + au.

ig=1 """

Savijungéms diferencialinéms igraigkoms (4.2) formulé jgauna paprastesnj pavi-

dala:
ou ov
/(vLu —ulv)dr = /(va—N 8N) ds. 4.3)
Q s
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Atskiru atveju, kai Lu = —Auwu, Gryno formulé yra tokio pavidalo:

ou ov
/(vAu — uAv)dx = /(v% — ua—n) ds. (4.4)
Q s
Kai v = 1, gauname
ou
/Au dx = / —dS. 4.5)
on
Q S

Pastaba. Jeigu (4.1) diferencialinés israiskos koeficientai a;; yra dife-
rencijuojamos funkcijos, tai ja galima perrasSyti taip:

> bijtee, + Y bitty, + bus (4.6)
i,j=1 i=1
Cia: .
bij = —aj, I%—-X:%(a”)+al7 b=a
g=1""

Atvirksciai, (4.6) diferencialing israiska lengvai galima suvesti j (4.1). Diferen-

cialiné iSraiska
n

- 0?2 0
> om0, (biju) = 9

i=1 v

(bu) + bu

,j=1

vadinama formaliai jungtine (4.6).
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4.2. TIESINIY ANTROS EILES LYGCIY CHARAKTERISTIKOS.
KOSI UZDAVINYS

Tegu S C R™ — glodus n — 1 dimensijos pavir§ius,

Lu= Z @i (T)Ug o, + Z a;(2)ug, + alx)u
ij=1 i=1

— tiesiné antros eilés diferencialiné israiska.
Nagrinésime Kosi uzdavinj: rasti funkcija u, kuri pavirsiaus S aplinkoje (vien-
puséje arba dvipuséje) tenkinty lygti

Lu = f(x), 4.7)
o pavirsiuje S pradines salygas
ou
U‘S = (), s = (x); (4.3)

¢ia: A = A(z), x € S neliefiamoji kryptis pavir§iui S, o funkcijos ¢, ¢’ ir ¢ yra
tolydzios pavirgiuje S.

Taip suformuluotas Kogi uzdavinys skiriasi nuo krastinio uzdavinio tuo, kad
i§ anksto nenurodoma sritis, kurioje yra ieSkomas sprendinys. Visgi i Kogi
uzdavinj ziurésime kaip j vieng i§ krastiniy uzdaviniy.

Paprastosioms diferencialinéms lygtims (ne daliniy i§vestiniy) Kosi uzdavinj
formuluoti ir nagrinéti néra sunku. Daliniy i§vestiniy lyg¢iy atveju situacija yra
i§ esmés kita. Daugiausia tai susije su srities dimensija ir i§ to i§plaukianciais
issprendziamumo klausimais. IStirsime salygas, kurioms esant (4.7) lygtis ir
(4.8) pradinés salygos vienareik¥miskai apibrézia pavirSiuje S patj sprendinj ir
visas jo iSvestines iki antros eilés imtinai.

I8 koeficienty prie antros eilés i§vestiniy sudarome kvadratine forma

n
A(Z‘,f) = Z aij(x)fifﬁ §= (flw-wfn) eR™
i,j=1
Tarkime, pavir§ius S apibréziamas lygtimi

w(z) = 0. 4.9)

Jeigu kuriame nors taske x € S reiskinys
Az, wy) = Z i (T)wz,We; = 0, (4.10)
i,j=1

tai sakysime, kad Siame taske pavirSius S operatoriaus L atzvilgiu turi charak-
teristing kryptj.
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Pavir§ius S vadinamas charakteristiniu pavir§iumi operatoriaus L atzvilgiu,
jeigu kiekviename savo taske jis turi charakteristine kryptj. Kartais tokie pavir-
Siai dar yra vadinami charakteristikomis. PavirSius S vadinamas laisvuoju pavirsi-
umi operatoriaus L atzvilgiu, jeigu kiekvieno jo tasko kryptis néra charakter-
istine.

Pabreésime, kad (4.10) salyga atzvilgiu w néra pirmos eilés daliniy iSvestiniy
diferencialiné lygtis. I§ w nereikalaujama, kad ji tapaciai tenkinty (4.10) lygti.
Ji turi tenkinti 8ig lygti tik tada, kai w = 0, t.y. kiekviename charakteristinio
pavir§iaus S taske.

Jeigu i (4.10) salyga ziurésime kaip j lygtj, t.y. reikalausime, kad ji buty ta-
paciai patenkinta visy kintamuyjy 1, ..., z, atzvilgiu, tai kiekvienas Sios lygties
sprendinys, tapaciai nelygus konstantai, apibré§ ne viena charakteristinj pavir-
§iy, o visg Seima

w(z1,...,x,) = const.

Galima jrodyti, kad kiekviena charakteristinj pavir§iy galima jtraukti j §ig Seimg.
Siuo atveju (4.10) lygtis yra pirmosios eilés daliniy iSvestiniy lygtis. Ji yra
vadinama (4.7) lygties charakteristiky Iygtimi.

Pastaba. Formaliai jungtinius operatorius L ir L* atitinka ta pati
kvadratiné forma A(z,w,). Todél pavirsius S : w(x) = 0 yra charakteristinis
(laisvasis) operatoriaus L atzvilgiu tada ir tik tada, kai jis yra charakteristinis
(laisvasis) operatoriaus L* atzvilgiu.

I8 pradziy istirsime atvejj, kai pavir§ius S yra hiperplok§tuma x,, = 0. Pa-
zymékime o’ = (x1,...,x,_1). Diferencijuodami pirmaja Kosi salyga liestiniy
kryptimis, rasime i§vestines:

2,0 = P (@),  Ugp,a, |acn,=0 = Yoz, (@), 4,j=1,...,n—1

Ug,

Pagal prielaida cos (A, z,) # 0. Todél i§ antrosios Kosi salygos galime rasti
iSvestine

1 n—1
-+ (qp(x’) — Z Uy, €08 (A, xz))
i=1

Z0=0 " cos (\, )

T, =0

Ug,,

= () - Zgo cos (A, ) ).

cos (A, xp,)

Diferencijuodami ja liestiniy kryptimis, rasime iSvestines

d 1 L=
en=0 _ Bz, [cos (A zy) (¢<33 ) - ; ri 08 (A xl))} ’

Vi=1,...,n—1. Taigi Kosi salygos leidzia hiperplok§tumoje z,, = 0 vienareiks-
miSkai apibrézti visas pirmos ir antros eilés iSvestines, i8skyrus iSvestine uy, o, .
Pastaraja galima rasti i§ (4.7) lygties, jeigu koeficientas a,, # 0. Tuo atveju, kai
koeficientas a,, = 0, gauname arba tapatybe, arba lygybe, kuri yra negalima.
Abiem atvejais i§vestiné u,, ., lieka neapibrézta.

Ug s
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Isnagrinésime bendrajj atvejj. Tarkime, pavir§ius S apibréziamas (4.9) lyg-
timi. Fiksuokime kokj nors tasks z° € S. Siame tagke jvesime vietine koordina-
iy sistema

yi = pi(x), yn=w(z), i=1,...,n— 1 4.11)
Funkcijas ¢; parinkime taip, kad tasko 2° aplinkoje jos buity pakankamai glo-
dzios ir pavirgiaus S taskuose determinantas

det { Oy }n #0.

OxjJ)ij=1

Pavirsiy S tagko z° aplinkoje galima apibrézti lygtimi y, = 0, o (4.7) lygti
naujose koordinatése galime perrasyti taip:

> Antyy + > Agty, +au = f. (4.12)

k=1 k=1

Taigi gavome jau iSnagrinéta atvejj. Todél (4.7) diferencialiné lygtis ir (4.8)
Kosi salygos pavirgiuje S vienareikSmiskai apibrézia ieskomaja funkcija ir visas
jos iSvestines iki antros eilés imtinai tada ir tik tada, kai koeficientas

A = 2 g gy = 2 e 70 o

Sita salyga yra patenkinta tada ir tik tada, kai S yra laisvasis pavirsius.

Jeigu kuriame nors tagke koeficientas A,, = 0, t.y. Siame taske pavir§ius
S turi charakteristine kryptj, tai funkcijy ¢, ¥ ir f negalima pasirinkti lais-
vai. I§ tikryjy, jeigu minétame taske jvesime vietine ortogonalia koordinaciy
sistema y1,..., Yn—1, Yn taip, kad asys yi,...,y,—1 guléty pavirsiaus S lieéi-
amojoje plokstumoje, o asis y,, buty nukreipta normalés kryptimi, tai iSvestines
Uyps Uypyss Uynys Kol = 1,...,n — 1, galima i8reiksti funkcijomis ¢, 9 ir jy
i§vestinémis. Jeigu iy iSvestiniy iSraiskas jstatysime j (4.11) lygtj, tai gausime
sarysi, kurj turi tenkinti funkcijos ¢, 1 ir f.

Pateiksime kelis pavyzdZzius. Tarkime, pavirSius S yra apibréztas (4.9) lyg-
timi ir taskas 2° € S. Siame taske jvesime vietine ortogonalia koordinaciy
sistema y1,. .., Yn—1, Yn. Koordinates yi, ..., y,—1 paimsime lie¢iamojoje ploks-
tumoje, o koordinate y, nukreipsime normalés kryptimi. Tada (4.10) salyga
tagke 2V galima perragyti taip:

n

Y a % Oyn_ (4.14)

i =
J awz axj

ij=1

1. Tarkime, (4.7) lygtis yra Laplaso lygtis. Tada (4.14) salyga galima

uzraSyti taip:
n

2(212)2 —0. (4.15)

i=1
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Taciau
n

>(5e) -1

i=1

Todél kiekvienas glodus pavirius S yra laisvas Laplaso operatoriaus atzvilgiu.
Pastab a. Kosi uzdavinys Laplaso lygéiai yra nekorektiskai suformuluo-
tas (zr. 3 sk. Adamaro pavyzdj). Tiksliau, jo sprendiniai netolygiai priklauso
nuo pradiniy salygy.
2. Tarkime, (4.7) lygtis yra §ilumos laidumo lygtis:

n—1

ut_GZZuwﬂ;i Zf(J?,t), =z, x:(xla-~-axn—1)'
=1

Tada (4.14) salyga yra tokia:
n—1

> (g) =0

i=1

Taciau
n

() =t

i=1

(@mf:L

ot

Suintegrave §ia lygti, gausime y,, = £t + const. Taigi charakteristiniai Silumos
laidumo lygties pavirsiai yra plokstumos, statmenos ¢ aiai.

Pastaba. Kadangi hiperplokstuma ¢ = 0 Silumos laidumo lyg¢iai yra
charakteristinis pavir§ius, tai Kosi salygose

todél

uly_y = ple). =)

funkcijy ¢ ir ¥ negalima pasirinkti laisvai. Parodysime, kad antroji salyga yra
nereikalinga. Taske ¢ = 0 iSvestinés

Uz, = Pryy  Uziz; = Paixy Z:17~~'7n_]-'

Istate jas i Silumos laidumo lygti, gausime tapatybe
n—1
w:a?Z(pzﬂi +f
i=1

Taigi antroji Kosi salyga yra nereikalinga.
3. Tarkime, (4.7) lygtis yra bangavimo lygtis:

n—1
utt*GQZuzizi :f(xat)v t = xp, x:(xlw"axn—l)-
i=1
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Tada (4.14) salyga yra tokia:
()~ L) =

Tiesiogiai galima parodyti, kad §ia lygti tenkina funkcija

w(z,t) = a(t —t°) + |z — 20

¢ia
n—1
|z — 20 = Z(ml — a2,
=1
Lygtis

a(t —t%) £ |z —2°| =0
apibrézia erdvéje R™ kugio pavirsiy (zr. 4.1 pav.).

¢ e

4.1 pav.

Cia a — kampas tarp kugio aSies ir sudaromosios. Jis randamas i§ formulés
tg o = a. Taip apibréztas kugis daznai vadinamas charakteristiniu kugiu.

Pavirsius, kuris né viename savo taske nelie¢ia charakteristinio kugio, yra
laisvasis pavirSius. Pavyzdziui, bet kokia plok§tuma, statmena ¢ agiai, yra lais-
vasis pavir§ius (bangavimo lygéiai).
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4.3. KOgl—KOVALEVSKAJO_S IR HOLMGRENO TEOREMOS
TIESINEI ANTROS EILES LYGCIY SISTEMAI

Tegu S — glodus n — 1 dimensijos pavir§ius erdvéje R",

Lu = g Qi (T)Ug o, + E a;(2)uy, + a(x)u.

I8 koeficienty prie antros eilés i§vestiniy sudarome kvadratine forma

n

A(Z‘,f) = Z aij(a:)fifj, f = (fl,. . 7€n) c R".

ij=1

Nagrinésime Kosi uzdavinj: rasti funkcija u, kuri pavirsiaus S aplinkoje tenkinty
lygti

Lu = f(x) (4.16)
ir pradines salygas
ou
u|S = (), s = (x); 4.17)

Gia: A — nelietiamoji kryptis pavir§iui S, ¢ ir ¢ — Zinomos funkcijos.
Tarkime pavirsiy S galima apibrézti lygtimi w(z) = 0. Jeigu Zinomos funkci-
jos @, ir f pasirenkamos laisvai, tai salyga

Az, wz) #0

yra butina ir pakankama, kad (4.16) lygtis ir (4.17) pradinés salygos vienareiks-
miskai apibrézty pavir§iuje S funkcija u ir visas jos i8vestines iki antrosios eilés
imtinai. Tuo atveju, kai S yra charakteristinis pavir§ius, t.y.

Az, wy) =0,Vz €S,

funkcijuy ¢, ir f pasirinkti laisvai negalima.
Paprastosios diferencialinés pirmos eilés lygties Kosi uzdavinio

du

o = f(t,u), wu|,_,=muo (4.18)

sprendinio egzistavima ir vienatj pirma kartg jrodé O. L. Kogi. Tiksliau, parodé,
kad tasko ¢ = 0 aplinkoje egzistuoja vienintelis analizinis (4.18) Kosi uzdavinio
sprendinys, jeigu funkcija f yra analiziné tasko (0, ug) aplinkoje. Irodymo idéja
yra labai paprasta. Jeigu funkcija

= i a;t? (4.19)
1=0
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yra (4.18) Ko8i uzdavinio analizinis sprendinys, tai ag = ug, a1 = f(0,up).
Like koeficientai as, ag, . . . randami vienareik§migkai diferencijuojant lygtj taske
t = 0. Pavyzdziui,

)

Taigi visi koeficientai «; randami vienareik§miskai i§ pacios lygties ir Kosi salygy.

Vadinasi, sprendinys yra vienintelis. Sprendinio egzistavimui pakanka jrodyti,

kad laipsniné eiluté su taip apibréztais koeficientais konverguoja pakankamai

mazoje tasko t = 0 aplinkoje. Tam galima panauduoti maZzoranty metoda.
Nagrinéjamas Kosi uzdavinys

(1= 90- 52 o

Jo sprendinj v galima rasti kintamyjy atskyrimo metodu. Tegu

u(t) =Y Bit'.
=0

Galima jrodyti, kad 8i eiluté mazoruoja funkcijos u eilute, t.y. |o;| < 8;, Vi =
0,1,..., jeigu tik skaic¢ius M yra pakankamai didelis, o skai¢ius r pakankamai
mazas. Tai jrodo (4.19) eilutés konvergavima ir (4.18) Kosi uzdavinio sprendinio
egzistavima.

S. V. Kovalevskaja apibendrino §ia teorema daliniy i§vestiniy diferenciali-
néms lygtims. Cia be jrodymo pateiksime vieng i§ Kosi-Kovalevskajos teoremos
varianty.

t=0,u=ug

4.1 teorema (Kosi—Kovalevskajos). Tegu S — laisvasis operatoriaus L atzvil-
giu analizinis n—1 dimensijos pavirsius erdvéje R"; ¢, 1 — analizinés pavirSiuje S
funkcijos. Be to, tegu funkcijos a;;, a;,a ir f yra analizinés tam tikroje pavirsi-
aus S aplinkoje. Tada pakankamai mazoje pavirsiaus S aplinkoje egzistuoja
vienintelis (4.16), (4.17) Kosi uzdavinio analizinis sprendinys.

Atkreipsime démes;j j tai, kad Kogi-Kovalevskajos teoremoje lygtis yra antro-
sios eilés, o ieSkomasis sprendinys yra analizinis. Tuo atveju, kai (4.16) lygties
ir (4.17) Kosi salygy desinés pusés néra analizinés funkcijos, bet pakankamai
glodzios, negalime reikalauti, kad sprendinys buty analizinis. Pakanka reikalauti
tik ty jo i8vestiniy, kurios jeina j lygti, tolydumo. Neanaliziniu atveju Kosi uz-
davinys, neziurint daugelio matematiky pastangy, néra pilnai iStirtas.

Tarkime, jeinancios j operatoriaus L koeficientus funkcijos yra analizinés ku-
rioje nors paviriaus S aplinkoje, S — laisvasis operatoriaus L atzvilgiu analizinis
pavirsius, o (4.17) Kosi salygy ir (4.16) sistemos desiniosios pusés funkcijos yra
pakankamai glodZios, taciau ne analizinés. Tada (Zzr. [1]) yra teisinga teorema.

4.2 teorema (Holmgreno). Tarkime, patenkintos aukS¢iau nurodytos saly-
gos. Tada, jeigu egzistuoja (4.16), (4.17) Kosi uzdavinio sprendinys (nebutinai
analiziniy funkcijy klaséje), tai jis yra vienintelis.
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Hiperbolines lygtys. Kosi uzdavinys

51. DALAMBERO FORMULE

Teskosime vienmatés bangavimo lygties
Uy — @ Upy = fla,t), 2 ER, t >0, (5.1)
sprendinio, tenkinancio pradines salygas:
uli—o = (), Utli=0 = Y(x), z € R; (5.2)

Ga f, ¢, ¥ — zinomos funkcijos.
Bangavimo lygtj atitinka charakteristiky lygtis 2’2 — a? = 0. Integruodami
ja, randame dvi charakteristiky klases:

x — at = const, T + at = const. (5.3)

Kadangi (5.1), (5.2) Kos8i uzdavinys yra tiesinis, tai jj patogu isskaidyti j du
paprastesnius Kogi uzdavinius:

Ut — GQUm =0, U|t:0 = <p(x), Ut|t:0 = 7/1(95) (5.4)
ir
Ut — AUy = f(z,t), uli=o =0, us|t=0 = 0. (5.5)

Is pradziy rasime (5.4) Kosi uzdavinio sprendinj. Tuo tikslu vietoje kinta-
myjy «x ir ¢ apibrésime naujus nepriklausomus kintamuosius

=1z —at, n =x + at.
Tada homogeniné bangavimo lygtis virs lygtimi
Ugn = 0.

Jos bendrasis sprendinys
u=c1(§) + c2(n);

¢ia ¢ ir co — bet kokios dukart diferencijuojamos funkcijos. Istate j Sita formule
vietoje kintamuyjy ¢ ir n jy iSraiSkas kintamaisiais x ir ¢, gausime homogeninés
bangavimo lygties bendrajj sprendinj

u=ci(x — at) + co(x + at). (5.6)

Funkcijas ¢; ir ¢ parinksime taip, kad funkcija u tenkinty (5.2) pradines salygas,
t.y. pareikalausime, kad funkcijos ¢; ir ¢o tenkinty lygciy sistema

a1 (@) + ca(z) = p(2),
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—ac) (x) + ach(x) = v(x).

Suintegrave antraja lygti, gausime dviejy lyg¢iy su dviem nezinomomis funkci-
jomis sistemg. Sios sistemos sprendiniai

1 1/ c
ci(z) = sp(x) — — [ P(r)dr — —,
2 2a0/ 2a

cale) = 3ola) + 5o [ vrydr + o
0

¢ia ¢ — laisvoji konstanta. Pirmoje formuléje argumenty x pakeiskime x — at, o
antroje formuléje x + at. Istate gautas funkcijy c;, co iSraiskas j (5.6) formule,
gausime (5.4) Kosi uzdavinio sprendinj

r+at
(go(x —at)+ oz + at)) + % / Y(7) dr. (5.7)

r—at

N =

u(z,t) =

Pastaroji formulé vadinama Dalambero formule.

Tarkime, funkcija ¢ yra diferencijuojama, o funkcija ¢ — dukart diferenci-
juojama. Tada funkcija u, apibrézta (5.7) formule, yra dukart diferencijuojama,
tenkina homogenine bangavimo lygtj ir (5.2) pradines salygas. Be to, jeigu Sitos
salygos yra patenkintos, tai i§ (5.7) formulés igplaukia, kad (5.4) Kosi uzdavinio
sprendinys yra vienintelis ir tolygiai priklauso nuo pradiniy salygy.

Pastaba. Jeigu (5.4) Kosi uzdavinio sprendinys nagrinéjamas tik tri-
kampyje, apribotame tiesémis

x — at = const, x + at = const, t =0,

tai (5.2) pradines salygas pakanka apibrézti tik §io trikampio pagrinde (Zr. 5.1
pav.).

Rasime (5.5) Kosi uZdavinio sprendinj. Tuo tikslu kiekvienam 7 > 0 su-
darome pagalbinj uzdavinj:

Vg — a2y, = 0, zeR, t >, 5.8)

U|t=7’ = 07 Ut|t=7' = f(CC,T). (59)

Jeigu funkcija f yra diferencijuojama, tai pagal Dalambero formule (5.8), (5.9)
Kosi uzdavinio sprendinys

) zta(t—T)
ot =0e [ T
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Parodysime, kad funkcija

/’U x,t,7) (5.10)

0
yra (5.1) Kosi uzdavinio sprendinys.

thyx+at=c x—at=c

/N

5.1 pav.

Kadangi funkcija v yra (5.8), (5.9) Kosi uzdavinio sprendinys, tai

t t
ut—vxtt+/vta:,t,7 / (z,t,7)dr,
0 0
t t
uge = vi(x, t, 1) —l—/’l)ttl‘tTdT— —I—/’Uttl’tT dr,
0 0
t
Upt — a Uy = f( +/ ver (2, t,T) azvm(x,t,T)] dr = f(x,t).

Taigi funkcija u, apibrézta (5.10) formule, yra (5.5) Kogi uzdavinio sprendinys'.

1Sitas metodas vadinamas Diuamelio principu. Jo esmé yra ta, kad tiesinés nehomogeni-
nés daliniy i§vestiniy lygties Ko8i arba miSraus uzdavinio su nulinémis pradinémis salygomis
sprendinj galima i8reiksti atitinkamu homogeninés lygties sprendiniu. Pavyzdziui, Ko8i uz-
davinio
ute + Lu = f(z,t), = €R™, t>0,
ult=0 =0, utlt=0=0
sprendinj galima i8reiksti formule

kurioje v(z,t, ) yra Ko$i uzdavinio
v+ Lv =0, z€R" t>r,
Vlt=r =0, vt|t=r = f(z,T)
sprendinys, o L — tiesinis diferencialinis operatorius, kurio koeficientai nepriklauso nuo t ir

kuriame kintamojo ¢ atzvilgiu yra ne aukStesnés kaip pirmos eilés i§vestinés. AnalogiSkai yra
konstruojamas ir Ko§i uzdavinio

ut + Mu = f(z,t), = €R", t>0,
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Akivaizdu, kad (5.4), (5.5) Kosi uzdaviniy sprendiniy suma, t.y. funkcija

xz+at
1 1
u(z,t) = 3 ((z —at) + p(z + at)) + % Y(y) dy +
x—at
) t zta(t—T)
2— / / y, T) dydr, (5.1
0 z—a(t—7)

yra (5.1), (5.2) Kosi uzdavinio sprendinys. Funkcija u yra dukart diferen-
cijuojama, jeigu funkcijos v ir f yra diferencijuojamos, o funkcija ¢ — dukart
diferencijuojama.

Pastaba. Naudojant (5.6) formule, galima rasti ne tik Kosi, bet ir
migraus uzdavinio sprendinj. Sprendziant misryjj uzdavinj, reikia turéti omenyje
tai, kad funkcijos ¢; ir co apibréztos ne visoms argumenty reik§meéms. Argu-
mentai z — at ir x + at gali ir nepriklausyti funkcijy ¢y, co apibrézimo sritims.
Taigi, sprendziant misry uzdavinj, reikia tinkamai pratesti funkcijas ¢;, ¢ arba
(tai visiskai ekvivalentu) ¢ ir 9.

ulg=0 =0
sprendinys. Cia M - tiesinis diferencialinis operatorius, kurio koeficientai nepriklauso nuo
kintamojo t ir kuriame yra iSvestinés tik pagal kintamuosius x.
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Tiesine hiperboline antros eilés lygti su dviem nepriklausomais kintamaisiais
naudojant neiSsigimusia transformacija galima suvesti j antraji kanoninj pavi-
dala. Todél i karto nagrinésime lygtj:

Uy + a(x,y)ug + (2, y)uy + c(z, y)u = f(z,y). (5.12)
Priminsime, kad pastarosios lygties charakteristikos yra tiesés
x = const, y = const.

Tegu plokstumoje Ozy kreivé [ yra apibrézta lygtimis y = g(x) ir ¢ = h(y)
(funkcija h yra atvirkstiné funkcijai g) ir né viename taske neliecia (5.12) lygties
charakteristiky. Be to, tegu funkcijos g ir h yra diferencijuojamos.
Kreivés | aplinkoje ieSkosime (5.12) lygties sprendinio, tenkinan¢io pradines
salygas:
uli = ¢(z), uyli = Y(x). (5.13)
Tarkime, funkcijos a, b, ¢, f, ¢, ¢ ir 1 yra tolydzios. Atkreipsime démesj j tai,

kad funkcijos u iSvestiné u, kreivéje [ taip pat yra vienareikSmigkai apibrézta.
I8 tikryjy diferencijuodami pirmaja pradine salyga, gausime lygybe

Ul + g (@)uyl = ¢ (@),
kurig galima perra8yti taip:
usli = ¢'(2) — ¢' ()¢ (2) = w(@). (5.14)
Pazymékime u, = v, u, = w. Staciakampyje ABCD (zr. 5.2 pav.) imkime
bet kokj taska P(x,y). IS jo bréziame atkarpas PM ir PN, lygiagretias su

koordinaciy asimis, iki susikirtimo su kreive .

Y
al

Yo

5.2 pav.

Kaire ir desine lygybés u, = w puses integruojame atkarpa PN, o (5.12) lygtj
— atkarpomis PN ir PM. Tada (5.12), (5.13) uZdavinys susiveda j integraliniy
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lygéiy sistema:

u(z,y) = )+ [ w,n)dn,
g9(x)
y

v(z,y) = w(T)+ (f) (f(z,m) — av — bw — cu) dn,

w(z,y) = )+ f( (& y) — av — bw — cu) d€.
Tegu
u
U= v
w

Tada gauta integraline lygciy sistema galima perrasyti taip:

U=KU+F; (5.15)
¢ia
y
o(z) [ w(=
@+ | S "
wl(T x,
F= g9(z) e , KU= [ (=a(z,n)v—bw — cu)dn
< g(z)
)+ | f(&y)d§ z
h({J) f ( y)v —bw — cu)df
h(y)

Funkcija U yra tolydus (5.15) lygties sprendinys tada ir tik tada, kai funkcija
wyra (5.12), (5.13) uzdavinio sprendinys. Todél pakanka isnagrinéti (5.15) lygti.
Jeigu koeficientai a = b = c =0, tai

w(zy) = (@) + (@) (y - g(@) + (f | ,j e cn

o(ey) = wlz)+ (fy) f ) di,

w(z,y) = P(@)+ [ f(§y)d¢

h(y)

Isnagrinésime bendrajj atvejj. Irodysime, kad (5.15) lygtis turi tolydy spren-
dinj ir jis yra vienintelis. I§ pradziy jsitikinsime, kad K™ yra suspaudziantysis
operatorius, jeigu tik n yra pakankamai didelis sveikas skaiCius.

Tegu ) — sritis, apribota kreive [ ir atkarpomis AB ir BC' (7r. 8.2 pav.),

U = max{[ul, [v], |w}, M = max|U], A=max{[a|+[b] +[¢] + 1},
Q Q

Matematinés indukcijos metodu jrodysime nelygybe

n

!K"U(:my)’ < (t4+y—xzo—yo)", Yn=0,1,2,.... (5.16)



5.2. KOSI UZDAVINYS PLOKSTUMOJE 59

Kai n = 0, nelygybé yra akivaizdi. Tegu n = 1. Tada

)

y
\KU|:max{|/w(m7n)dn

g9(z)
' /y(a(z,n)erwarcu) dn|, /m(a(ﬁ,y)quwarcu) df’} <
g(x) h(y)

< MA(z+y — 20— Yo)-

Tarkime, (5.16) nelygybé yra teisinga kokiam nors n. Irodysime, kad ji yra
teisinga n 4+ 1. Tegu w,, v, ir w, yra vektoriaus K"U komponentés. Tada

\K"+1U|:|K(K"U)|:max{’ /wn(xm)dn

g(z)

)

y z
' / (a(x,n)vn + bw,, + cun) dn‘, ‘ / (a(&,y)vn + bw,, + cun) dg‘}g

g(z) h(y)
MA" i i
<= AmaX{’ / (z+n— 20 —mo)" dn|, / E+y—% *yo)ndﬁ‘} <
g(x) h(y)
M A+
<= —z9—yo)" L.
< (n+1)!(33+y o — Yo)

Taigi Vn =0,1,2,... yra teisinga (5.16) nelygybe.
Tegu U ir U - bet kokie du vektoriai. Tada (Zr. (5.16) nelygybe)

max|K"U — K"U| < Aniflnm@X|UfU|; (5.17)
Q n. Q

Gia d = x1 +y1 — x9 — yo. Egzistuoja skai¢ius N toks, kad

An d’n,
n!

<1, Vn>N.

Tegu n > N. Tada K" yra suspaudZiantysis operatorius.
Pazymékime KU = KU + F. Pastebésime, kad

[K"U - K"U| = [K(K""'U) + F - K(K"0) - F| =
= [K(K""'U - K"'0)| = ... = [K"U - K"T|.

Todél K™ taip pat yra suspaudZziantysis operatorius.
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Tada lygtis R
KU =1,

kartu ir (5.15) lygtis turi vienintelj tolydy sprendinj. Parodysime, kad (5.15)
lygties sprendinys tolygiai priklauso nuo pradiniy salygy. Tarkime,
U=KU+F, U=KU-+F.

Tada

U-U=KU-U)4+F-F=K}(U-U)+KF-F)+F-F=...=

—K'(U-U)+K" ' (F-F)+...+KF-F)+F-F

ir yra teisinga formulé

U-U=K"(U-U)+K"YF-F)+...+K(F-F)+F—-F.

Pasinaudoje (5.17) nelygybe, jvertinsime kiekviena desinés Sios lygybés pusés
narj. Tada gausime jvertj

Angr . L A
(1f )max|U7U|§max\F7F|Z .
n! Q Q pre s!
Kadangi
And®
1- > 0,
n!
tai

N Andr _i1nl ASds ~
mﬁaX|U—U|§<1— — ) > max |F — .

s=

Taigi esant mazam pradiniy duomeny pokyc¢iui gaunamas mazas sprendinio
pokytis.

Apibendrindami §iuos rezultatus galime tvirtinti: jeigu funkcijos a, b, cir f
yra tolydzios srityje Q, o funkcijos ¢, ¢’ ir ¥ yra tolydzios atkarpoje [zo, 71], be
to, kreivé [ yra laisvoji (5.12) lygties atzvilgiu, tai egzistuoja vienintelis (5.12),
(5.13) Kogi uzdavinio sprendinys, tolygiai priklausantis nuo pradiniy duomeny.
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Tegu
Q={(z,y):0<x <o, 0<y <Yo}-

Srityje Q2 ieskosime lygties

sprendinio, tenkinancio pradines salygas

ulz=o = @(y),  uly=0o = ¥(2). (5.19)

Taip suformuluotas uzdavinys yra vadinamas Gursa uzdaviniu.
Pastaba. Tiesész =0ir y = 0 yra (5.18) lygties charakteristikos. Todél
(5.19) salygose funkcijos u iSvestiniy wu, ir u, laisvai apibrézti negalima.
Tarkime, funkcijos a, b, cir f yra tolydzios staciakampyje 2, o funkcijos ¢
ir ¢ diferencijuojamos atkarpose [0, yo] ir [0, zo]. Be to, tegu ¢(0) = ¢(0).
Pazymékime u, = v, uy = w. Tada (5.18), (5.19) uzdavinys, lygiai taip pat
kaip ir 8.2 skyrelyje, susiveda j trijy integraliniy lygciy sistema:

—

u(z,y) = (@) + [w(z,n)dn,

v(z,y) = ¥ (@) + [(f(@.n) — av —bw — cu)dn,

w(z,y) = ')+ [(f(&y) —av —bw — cu)dé.

S —yo—®

Tegu

U= v
w

Tada 8ig integraliniy lygciy sistema galima perrasyti kaip operatorine lygtj:

U=KU+F; (5.20)
éia
Y
P(x) [ w(z,n)dy
@+ [ famd )
F= v g(z) DA , KU = f (—a(x,n)v —bw — cu)dn
z g(z)
"() + ,y)d z
¢'(x) h({) f(& y)dg E/,) (e, ) — b — cu)de
h(y

Vektoriné funkcija U yra tolydus (5.20) lygties sprendinys tada ir tik tada,
kai funkcija u yra (5.18), (5.19) uzdavinio sprendinys. Todél pakanka iSnagrinéti
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(5.20) lygti. Sioje lygtyje operatorius K yra to paties tipo kaip ir (5.15) lygtyje.
Be to, visos funkcijos jeinancios j operatoriy K, tenkina reikiamas glodumo
salygas. Todél galime tvirtinti, kad (5.20) lygtis staciakampyje Q turi vienintelj
tolydy sprendinj, tolygiai priklausantj nuo pradiniy duomeny.

Pastaba. Gursa uzdavinio, taip pat (5.12), (5.13) uzdavinio sprendinj
galima rasti nuosekliyjy artiniy metodu. Gursa uzdavinio atveju pradinj artinj
galima imti toki:

up = P(x), o Zw’(w)Jr/f(w»n)dm wo =s0’(y)+/f(€,y)d£7
0 0

o kitus artinius apibrézti rekurenciosiomis formulémis:

Yy
Us :/’U)S,l(fﬂ,’f])d?],
0

Y
Us = — /(a(xan)vs—l + b’ll}s—l + Cus_l)dn’

0
== [ s v i
0

Kadangi

S S S

MA . A . MA .
8! (1'"’_:[/) ) |v5| S S! (CL’-’-y) ) |w5| S S' (.’E+y) ’

lus| <

tai eilutés
o0 o0 o0
u:g Usg, vzg Vs, w:E W
s=0 s=0 s=0

konverguoja tolygiai, o funkcijos u, v ir w tenkina (5.20) lygtj.
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Isvesime integraline formule, kuri apibrézia (5.12), (5.13) uzdavinio sprendinj
funkcijomis, esanciomis lygties ir pradiniy salygy deSinése pusése. Tarkime,
diferencialinéje iSraiskoje

Lu = ugy + aug + buy + cu

funkcijos a ir b yra diferencijuojamos, o funkcija ¢ tolydi. Tada operatoriy L
atitinka formaliai jungtinis operatorius

L*v = vgy — (av), — (bv)y + cv.

Tegu [ yra glodi plok§tumoje Ozy kreivé, né viename savo taske nelieGian-
ti tiesiy = const, y = const; P(xo,y0) — koks nors fiksuotas taskas. I3 jo
iki susikirtimo su kreive [ bréziame lygiagre¢ias su koordinaciy asimis atkarpas
PM ir PN. Apribota kreive [ ir atkarpomis PM, PN sritj paZymeésime Q (Zr.
5.3 pav.).

5.3 pav.

Tarkime, srityje €2 funkcijos u ir v yra pakankamai glodzios. Tada yra
teisinga Gryno formulé

/(vLu —uL*v)dxdy =
Q

= /[vum cos(n, y) + auv cos(n, x) + buv cos(n, y) — uvy cos(n, z)]dl;  (5.21)
o0

¢ia konturas 0N lygus atkarpy PM, PN ir lanko M N sumai. Kadangi atkarpos
PN tagkuose cos(n,z) = —1, cos(n,y) = 0, tai (5.21) formuléje integralas Sia

atkarpa lygus
P

/(vy —av)udy.
N
Atkarpos PM taskuose cos(n,z) = 0, cos(n,y) = 1. Todél (5.21) formuléje

integralas Sia atkarpa lygus

M

M M

/ (vug + buv) de = vu‘ - /(vw — bv)udz.

P P
P
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Istate Siuos reiskinius j (5.21) formule, perrasysime ja taip:

P M
vu’P = vu‘M - /(vLu —ulL*v) dzdy + /(vy —av)udy — /(vr — bv)udz+
Q N P

+ / [vug cos(n, y) + auv cos(n, ) + buv cos(n, y) — uvy cos(n, x)] dl.
NM

Tarkime, Sioje lygybéje u yra (5.12), (5.13) Ko8i uzdavinio sprendinys, o v yra
Gursa uzdavinio

Y

L*v =0, U’PN = exp{/a(m,s) ds}, U‘MP = exp{]b(s,y) ds}, ’U‘P =1

Yo 0

sprendinys. Tada

u‘P = vu‘M - /vf dxdy + / [vu, cos(n,y) + auv cos(n, )+
Q NM

+buv cos(n, y) — uvy cos(n, z)] dl.

Pakeite integralg konturu N M antros rusies kreiviniu integralu, gausime Rymano
formule

u‘P = vu‘M - /Uf dzxdy + / (vug + buw) dx + (uvy — auv) dy. (5.22)
Q NM

Funkcija v yra vadinama Rymano funkcija. Ji nepriklauso nei nuo Kosi salyguy,
nei nuo konturo [. Funkcija u ir jos i§vestinés u,, u, konturo N M taSkuose yra
7inomos. Todél (5.22) formulé apibrézia (5.12), (5.13) Kosi uzdavinio sprendinj
taske P Rymano funkcija v ir funkcijomis, esanciomis (5.12) lygties bei (5.13)
pradiniy salygu desSinése pusése.

Jeigu taikydami (5.21) Gryno formule isvestines ug, ir v,, pakeisime igves-
tinémis wy, ir vy, ir pakartosime (5.22) formulés isvedima, tai gausime kity
Rymano formule

u‘P = vu’N - /vf dxdy + / (buv — uvy) dz + (—vuy —auv)dy.  (5.23)
Q NM

Pastaba. Jeigu patenkintos salygos, garantuojancios Kosi ir Gursa uz-
daviniy sprendiniy egzistavima (Zr. 8.2 ir 8.3 skyrelius), tai (5.12), (5.13) Kosi
uzdavinio sprendinj galima iSreiksti bet kuria i§ (5.21), (5.22), (5.23) formuliy.
Be to, Sios formulés apibrézia ta patj sprendinj ir jis tolygiai priklauso nuo
pradiniy salygu.
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Nagrinésime n-mate bangavimo lygtj
g — a*Au = f(z,t), xR, t>0.

Ja atitinka charakteristiné lygtis

Sios lygties sprendinys

w(z,t) = a(t —to) £ |z — x0]

(5.24)

(5.25)

apibrézia erdvéje R™ charakteristinj kugj. Kugio pavirsius apibréziamas lygtimi

a(t—to) + ‘IE*I’0| =0.

Tegu Kp — nupjautinis kugis, kurio pagrindai ¢ ir Qp yra plokStumose

t=0irt=T,T €[0,to]; St — jo Soninis pavirgius (7r. 5.4 pav.).

t
0 40
@)X o
St
K
RN
5.4 pav.

Tarkime, kugyje Kt funkcija f yra tolydi, o funkcija u — dukart diferencijuojama

ir tenkina (5.24) lygtj. Tada

/(utt — a2Au)ut dxdt = / ug f dxdt.

KT KT

Pasinaudoje integravimo dalimis formule ir akivaizdziomis tapatybémis

10, 10

2
— Uy, Uy Upt = ———U
20t 7 TTEET 95t

UtUts = 2o Vi=1,2,....n,

perraSysime (5.26) tapatybe taip:

n

/ E (uf + a? Zui) cos(n,t) — Z a*ug, ug cos(n, z;)| dS =
i=1

oKy =1

(5.26)
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= /utfdxdt; (5.27)

Kr
¢ia OKp — nupjautinio kugio Kp pavirSius; n — iSorinis kugio Kp atzvilgiu
vienetinis normalés vektorius pavir§iui 0 K. Kadangi

cos(n,t)|o, =1, cos(n,t)|q, = —1,

cos(n, zi)lo, =0, cos(n,zi)lo, =0,

Vi=1,2,...,n, tai (5.27) tapatybe galima perragyti taip:

%/(uf + a? Zui) d:r‘zzg + % / {(u? +a? Zui) cos(n, t)—
j i=1

St

—2q? Zuwiut cos(n, :cz)} ds = / uy f dadt. (5.28)

i=1 Krp

Pastebésime, kad pavir§iaus St taskuose

0
wy = a—(:lcos(n,t), Wy, = ﬁcos(n,zi), Vi=1,2,...,n.

i

Istate Sitas reikSmes j (5.25) lygti, gausime lygybe

n
cos?(n,t) — a? Z cos?(n, z;) = 0.

i=1
Panaudoje ja (5.28) formuléje, integralg pavir§iumi St perraSysime taip:

2 n
/ #t) Z(ut cos(n, ;) — uy, cos(m, t))2 ds.

S (n, i=1

Kadangi cos(n,t)|s, > 0, tai pointegraliné 8io integralo funkcija yra neneigia-
ma. Todél atmete (5.28) lygybéje integrala pavirSiumi Sp, gausime nelygybe

/ (W2 +a?> ) da|,", < / 2u, f dudt. (5.29)
i=1

Q. = Kr

Tuo atveju, kai f(x,t) =0, ja galima perraSyti taip:

/(u;2 +a?) w2 )de < /(uf +a®y ul)da. (5.30)
i=1 i=1

O = Qo
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Bendruoju atveju (zr. [1]) yra teisingas jvertis

/(u? + a® Zui) dr <
i=1

Qp

< eT{/(uf—I—aQZuii)dx—f—/ﬂ dxdt}. (5.31)
Qo i=1 Kr

Nelygybeés (5.30) ir (5.31) daznai yra vadinamos energetinémis nelygybémis.
Pastaba. Pateikta (5.31) nelygybés jrodyma be dideliy pakeitimy gali-

ma atlikti gana placiai hiperboliniy lygé¢iy klasei. Siai klasei priklauso lygtis

Ut — Z i (T, 0) Uz, + Zai(x,t)umi +a(x, t)u = f(z,t);
ij=1 i=1

¢ia: funkcijos a;, air f yra tolydzios, o funkcijos a;; = aj; yra diferencijuojamos,
be to,

Z a;;6:&5 > VZ@Z, Ve =(&,...,&) € R", v =const > 0.
i=1

ij=1
5.1 teorema. Tarkime, Kosi uzdaviniuose
wy — a?Au = fi(x,t), wy — a?Au = fo(x,t),
’11\/,70 = ?1(517)« ’11/\170 = "4’1(-’f>-, ’11\/,71} = '»52(517)« Ut|t=0 = "«’2(-1‘)

funkcijos f1, fo sutampa kugyje K,,, o funkcijos @1, ps ir 11,1 sutampa srityje
Q. Jeigu egzistuoja Siy uzdaviniy sprendiniai, tai kugyje K, jie sutampa.

< Tegu wy yra pirmojo, o us — antrojo uzdavinio sprendiniai. Tada kugyje
K, funkcija v = u; — ug tenkina homogenine bangavimo lygti

Uy — a?Au =0,
o srities 2y taskuose nulines pradines salygas
uli=0 =0, utli=o = 0.

Todél (7r. (8.31) nelygybe)

/(uf—FaQZuii)dx < /(uf +a22uii)da@:0_
i=1 i=1

Q¢ - Qo
Si nelygybé yra galima tik tuo atveju, kai vy = uz, = -+ = u,, =0, t.y. kai
u(z,t) = const. Kadangi u(x,0) =0, tai u(z,t) =0 V(z,t) € K, >
Is§vada. Tegu u yra Kosi uzdavinio

U — a2Au =0, zeR"t>0,

U|t:0 = @(x), ut|t:0 = 1/1(1”)7 VS an
sprendinys. Jeigu aibiy supp ¢ ir supp ¢ sankirta su sritimi 2y yra tuscia aibé,
tai kugyje K, sprendinys u tapaciai lygus nuliui.
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5.6. BANGAVIMO LYGTIES SPRENDIMAS TRIMACIU
ATVEJU. KOSI UZDAVINYS

Tegu n = 3. Ieskosime bangavimo lygties

uy — a?Au= f(z,t), zeR> t>0, (5.32)
sprendinio, tenkinancio pradines salygas

ulimo = (),  ut|t=o = P(x), x € R3. (5.33)

Kadangi uzdavinys yra tiesinis, tai ji galima isskaidyti j tris paprastesnius uz-
davinius. Kiekviena i§ jy nagrinésime atskirai. I§ pradziy rasime homogeninés
bangavimo lygties

uy —a?Au=0, zeR> t>0, (5.34)
sprendinj, tenkinantj pradines salygas
uli—o =0, utl—o =(z), xR’ (5.35)

Po to rasime (5.34) homogeninés bangavimo lygties sprendinj, tenkinantj pra-
dines salygas
ulimo = (), utlt=0 =0, =z € R3. (5.36)

Pabaigoje rasime (5.32) nehomogeninés bangavimo lygties sprendinj, tenkinantj
homogenines pradines salygas

ulymo = 0, ug|i=o =0, xR

Sudéje tokiy Kosi uzdaviniy sprendinius, gausime ieskomajj (5.32), (5.33) Kosi
uzdavinio sprendinj.
Pirmojo Kosi uzdavinio sprendinio ieSkosime vidurkiu metodu. Tegu

1
v(x,r) = S / P(y) dS, (5.37)
Sr(z)

yra funkcijos 1 reik§miy aritmetinis vidurkis sferoje
Sp(x) = {yeR® i |z —y| =7} .

Istirsime pagrindines funkcijos v savybes.
1. Tarkime, funkcija v yra tolydi. Tada

v(x,0) = ().

< Ivertinsime skirtuma
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Pagal prielaidg funkcija 1 yra tolydi. Todél

x| lv(y) — ¥(z)] = 0,

kai r — 0. Taigi v(z,0) = ¢(z). >

2. Tarkime, funkcija ¢ yra diferencijuojama. Tada iSvestiné v, yra aprézta,
kai r — 0.

< Kiekviena taska y € S, (x) vienareik§miskai atitinka taskas w € S1(0), ir
y =1+ rw (zr. 5.5 pav.).

5.5 pav.

Be to, dS, = r?dw; ¢ia dw — sferos S1(0) ploto elementas. Todél (5.37) formule
galima perraSyti taip:

1
v(x,r) = o / Yz + rw)dw. (5.38)
7
S1(0)
Kadangi funkcija ¢ yra diferencijuojama, tai

_ 1 oY(z + rw)
o)l = 32| [ PG ] < max (Vi) < o0

S1(0)
3. Tarkime, funkcija ¢ yra dukart diferencijuojama. Tada
2
Upp(2,7) + v (z,7) = Agv(x, ).
r

< Pastebésime, kad

1 oplx+rw) 1 oP(y) )
vr(z,7) = 4 / or dw = 47r? / on, 45y;
S1(0) Sy (z)

¢ia n, — sferos S, (z) vienetinis normalés vektorius taske y. Remiantis (4.5)
formule,

/6¢(y) ds, = / Aw(y)dyzj / Av(y) dSdp

on
s@ B/ () 0 5,(x)
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(pasirinkome sferines koordinates). Todél

vr(a,r) = 5 / / Avp(y) dSdp,

0 Sp(z

o i8vestiné

vw(z,r):ag 47‘(‘7“2/ / Ay dep)

0 SP(I

2 [ svwasis gk [ s
0 S

Sr(x)

p(x)
Suon)+ g [ Aot = 2o+
——vp(z, 1)+ — LY@+ rw)dw = ——v(z,r
r am T
S1(0)
1 2
+A, (4— (x4 rw)dw) = ——v(z,7) + Agv(z, 7).
71' r
$1(0)
Toliau funkcijos v reik§miy aritmetinj vidurkj sferoje S,.(z) Zymésime
e
Parodysime, kad funkcija u(x,t) = t{¢}4.a yra (5.34), (5.35) Kosi uzdavinio
sprendinys. Tiksliau, jrodysime teorema.
5.2 teorema. Tegu v — dukart diferencijuojama erdvéje R® funkcija. Tada
funkcija

1 .
u(x,t) =t{}e.ar = o7 / Y (y)dS

4ma )
Sat (-lf)

yra (5.34), (5.35) Kosi uzdavinio sprendinys.

< Pasinaudoje 1 ir 2 funkcijos v savybémis, parodysime, kad funkcija u tenk-
ina pradines salygas:

ult=o = 0 - Y(v) =
ut|t Of{w}math O+at {w}zath 0= ( )

Pasinaudoje 3 funkcijos v savybe, irodymme, kad funkcija u tenkina homogenine
bangavimo lygti:

82
Ut = 2a {d)}x at +1 (at)2 {w}m,at =

62
i {at o b + s {w}m} 10D (Gt =
= azAwt{w}wm = a’Au.>
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5.3 teorema. Tegu ¢ yra triskart diferencijuojama erdvéje R® funkcija. Ta-
da funkcija

0
u(z,t) = En (H{e}aat)
yra (5.34), (5.36) Kosi uzdavinio sprendinys.

< Pasinaudoje 1 ir 2 funkcijos v savybe, gausime

0
uli=0 = {‘P}x,at|t=0 + at%{‘/’}w,ath:O = p(z).

Naudodamiesi 3 funkcijos v savybe, suskai¢iuosime i§vestine

_, 0 2, 0 _ 2
Uy = 2a%{(p}w,at + a tm{(p}x,at =a tA:L’{SO}z,at~

Kai t — 0, reiskinys A, {¢}s ot yra apréztas. Todél isvestiné u;|,=¢ = 0. Be to,
akivaizdu, kad

0 0

i = 5 [PtA P} ai] = 0* Do (Hhoat) = a*Au.

Taigi funkcija u yra (5.34), (5.36) Kosi uzdavinio sprendinys. >
Tarkime, yra patenkintos 2 ir 3 teoremy salygos. Tada funkcija

w(z,t) = t{tb}a,ar + %(t{w}w,at) (5.39)

tenkina (5.34) lygtj ir (5.33) pradines salygas.

I8 v ada. Tarkime, funkcijos ¢ ir ¢ yra lygios nuliui apréztos srities 2 C R?
iSoréje, o pacioje srityje € jgyja bet kokias reik§mes. Kadangi (5.39) formuléje
integruojama sfera S,;(x), kurios centras yra taske x, o spindulys lygus at, tai
(5.34), (5.33) Kosi uzdavinio sprendinys:

u(z,t) =0, kai at<d,

u(z,t) #0, kal d<at<D,
u(z,t) =0, kai D > at;
¢ia: d = inf |z —y|, D =sup|z —y|.

ye yeQ

Beliko rasti (5.32) lygties sprendinj, tenkinant] homogenines pradines saly-
gas. Remdamiesi Diuamelio principu, suformuluosime pagalbinj Kogi uzdavinj:

(5.40)

wy — a?Aw = 0, zeR3 t>r,
W=7 =0, wi|t=r = f(z,1), € R®.

Tarkime, funkcija f(z,t) turi tolydZias antros eilés i§vestines kintamuyjy z atzvil-
giu ir yra tolydi kintamojo ¢ atzvilgiu. Tada pagal (5.39) formule (5.40) uz-
davinio sprendinys

w(z, t,7) = (t = T){f}z.a—m)
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Akivaizdu, kad funkcija

¢
u(z,t) = /w(a:,t,T) dr
0
ir jos iSvestine
t ¢
up = w(z, t,t) + /wt(x,t,r) dr = /wt(x,t,T) dr
0 0

taske ¢ = 0 lygios nuliui. Parodysime, kad funkcija v tenkina (5.32) lygti. IS
tikryjy
t

uy = wy(x, t,t) + /wtt(z,t,T) dr =
0

t
= f(xz,t) +a2A/w(x,t,T) dr = f(z,t) + a*Au.
0

Integrale
t
u(z,t) = /’LU(J)J,T) dr
0

vietoje kintamojo 7 apibréSime nauja kintamajj r = a(t — 7). Tada

u(x’t)zo/{éhraz(lt—r) / f(y,T)dSy}dT:

Sa(t—T)(z)
1 atl 1 1
— o |5 [ st r@dsar= o [ it /e dy
0 ST(I) Bat(m)

dar=|z—y|
Tegu funkcijos ¢, ¥ ir f tenkina nurodytas salygas. Tada funkcija

(e t) = b + 5 ((hoat) + oy [ st = r/a)dy a1

4ma? r
Bai(x)

yra (5.32), (5.33) Kosi uzdavinio sprendinys. Formulé (5.41) yra vadinama
Kirchhofo formule.

Pastaba. Jeigu funkcijos ¢, ¥ ir f yra pakankamai glodZios, o funkcija
u yra (5.32), (5.33) Kosi uzdavinio sprendinys, tai pagal vienaties teorema §
sprendinj galima i$reiksti (5.41) formule. Be to, i§ pacios formulés matyti, kad
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mazi tam tikra prasme funkcijy ¢, ¥ ir f poky¢iai duos maza sprendinio pokytj.
Jeigu funkcijy ¢, ¢ ir f glodumas yra maZzesnis uz ta, kuris reikalingas (5.41)
formulei i§vesti, tai funkcija u, apibrézta (5.41) formule, jau nebus dukart difer-
encijuojama. Kartu ji nebus (5.32), (5.33) Kosi uzdavinio sprendinys. Taciau
tai dar nereiskia, kad (5.32), (5.33) Kosi uzdavinio sprendinys neegzistuoja. Siuo
atveju galime tvirtinti tik tai, kad jo negalima isreiksti (5.41) formule. Kitais
metodais galima jrodyti (5.32), (5.33) Ko8i uzdavinio sprendinio egzistavima,
reikalaujant i§ funkcijy ¢, 9 ir f mazesnio glodumo.
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5.7. BANGAVIMO LYGTIES SPRENDIMAS DVIMACIU
ATVEJU. KOSI UZDAVINYS

Nagrinésime Kog$i uzdavinj:

{utt—aQAuzo, reR? t>0, (5.42)

uli—o = ¢(x), wl—o =1(x), xR
Jo sprendinj ireik8ime (5.39) formule. Funkcija

1 0 1
wet) = o [0S+ 5 (o [ ewds), se R >0,

Sat(x) Sat ()

tenkina trimate bangavimo lygtj ir (5.33) pradines salygas. Tarkime, §ioje
formuléje funkcijos ¢ ir ¥ nepriklauso nuo trec¢iojo argumento z3, t.y. @ =
p(r1,22), ¥ = Y(x1,22). Tada funkcija u(z,t) taip pat nepriklausys nuo ar-
gumento 3 ir tenkins dvimate bangavimo lygtj. Tai leidzia (5.39) formuléje
integralus sfera S,;(z) C R® suvesti j integralus skrituliu By (z) C R

Tegu do = dy1dys — sferos Sq:(z) elemento dS projekeija j plokstuma y; = 0.
Tada (Zr. 5.6 pav.)

5.6 pav.

N2 — (1 — 02 — (29 —03)2
cosy:%:‘/(a) (21 5151) (2 yz).

Todél (5.39) formule galima uZragyti taip:

_ Y(y1, y2) dy1dya
u(xy, o, t) = oma /( \/(at) iy PRSI i TR +

yla y2) dy1dys

27m8t /() Vi(at)2 — y1)? — (22 — )%

(5.43)

Jeigu ¢ yra triskart, o b — dukart diferencijuojamos erdvéje R? funkcijos, tai
funkcija u, apibrézta (5.43) formule, yra ieskomasis (5.42) Kosi uzdavinio spren-
dinys. Formulé (5.43) yra vadinama Puasono formule.
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Isvada. Funkcijos u reik§mé taske (z1,x2,t) yra apibrézta (zr. (5.43)),
jeigu funkcijy ¢ ir ¢ reikSmés yra zinomos ne sferoje

(x1 = 11)° + (22 — 12)° = (at)?,
kaip yra trimaciu atveju, o visame skritulyje
(z1 = 11)° + (22 — 12)° < (at)”.

Tarkime, funkcijos ¢ ir v lygios nuliui apréztos srities Q C R? igoréje, o srities
Q viduje gali jgyti bet kokias reiksmes. Tada (5.43) formule apibréztas (5.42)
Kosi uzdavinio sprendinys

u(z,t) =0, kai at<d,

u(z,t) 20, kal d<at<D,
u(z,t) #0, kai D > at;
¢ia: d = inf |z —y|, D =sup |z —y|.
ye yeQ

Beliko isspresti Kosi uzdavinj:

2N — 2
{utt a*Au = f(x,t), z e R, t>0, (5.44)

uli=0 =0, u¢li=0 =0, z € R%

Jo sprendinj galima rasti taikant Diuamelio principa. Tegu f(x,t) yra dukart
diferencijuojama kintamojo x atzvilgiu funkcija ir tolydi kintamojo t atzvilgiu.
Tada, lygiai taip pat kaip ir trimaciu atveju, galima jrodyti, kad (5.44) Kosi
uzdavinio sprendinys

u(]]l,.’I}Q,t) =
1/ dy,d
1 / / f(y1,y2,7) dyrdys dr. (5.45)
o2ra \/aQ(t —7)2 = (21 —y1)? — (22 — y2)?
0 Ba(t—r) ()

Pastaba. Jeigu (5.43) Puasono formuléje funkcijos ¢ ir ¥ nepriklau-
so nuo antrojo argumento, t.y. ¢ = (1), ¥ = (x1), tai sprendinys u taip
pat nepriklausys nuo jo. Kartu jis tenkins vienmate bangavimo lygtj. Galima
parodyti, kad dvimatés bangavimo lygties sprendinys, apibréztas (5.43) formule,
susiveda } vienmatés bangavimo lygties sprendinj, apibrézta (5.7) Dalambero
formule.



6SKYRIUS

Parabolinés lygtys. Kosi uzdavinys

6.1. MAKSIMUMO PRINCIPAS. VIENATIES TEOREMOS

Tegu 2 C R™ — aprézta sritis, Qr = Q x (0,T) — cilindras, kurio apatinis
pagrindas — ), o virSutinis pagrindas Qp, T — cilindro aukstis, St = 9 x [0, T
— cilindro Soninis pavir§ius, I'r = Sp U (Zr. 6.1 pav.).

¢ Qr
~~ St
@ T1ye-e3Tn—1
o0

v

n

6.1 pav.

6.1 teorema. Tegu funkcijau € C>1(Qr U Qr)NC(Q) tenkina homogeni-
ne Silumos laidumo lygtj
up — a’Au = 0. 6.1)

Tada didziausig ir maziausia reikSmes ji jgyja arba cilindro Soniniame pavirsiuje
St, arba jo apatiniame pagrinde €, t.y.

nl'lin u(x,t) <u(x,t) < max u(z,t), V(x,t)€Qp. (6.2)

< Pakanka jrodyti kurig nors viena nelygybe. IS tikryjy, jeigu funkcija u tenk-
ina (6.1) lygtj ir didziausia reik8me jgyja pavirsiuje I'r, tai funkcija —u taip pat
tenkins (6.1) lygtj ir todél didziausia reiksme jgys pavirSiuje I'r. Taciau funkci-
jos —u didziausia reik§meé sutampa su funkcijos v maziausia reik§me. Vadinasi,
funkcija v maziausia reik8me jgys pavirSiuje I'p.

Irodysime, kad funkcija v didziausia reikSme jgyja pavir§iuje I'r. Pagal teore-
mos salyga u € C(Qr) . Todél egzistuoja taskas (2°,t°) € Q,, kuriame funkcija
u igyja didziausia reikSme. Tegu

max  u(z,t) = m, max_ u(z,t) = M.
(z,t) €Tr (z,t) €Qrp
Akivaizdu, kad m < M. Reikia jrodyti, kad m = M. Tarkime prieSingai, kad
m < M. Tada taskas (2°,t°) & T'r, nes u(x?,t%) = M. Todél (2°,tY) yra cilindro
Q7 vidinis tagkas arba virSutinio pagrindo Q7 tagkas.
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Funkcija
v(z,t) = u(x,t) —e(t —t°), Ve>0,

taske (2°,tY) lygi M. Tagkuose (,t) € Iy funkcija
v(z,t)<m+eT <M

visiems pakankamai maziems . Todél didZziausig reik§me funkcija v jgyja arba
cilindro Qr viduje, arba jo virSutiniame pagrinde Qp. Tegu (z*,t*) yra taskas,
kuriame funkcija v jgyja didziausia reikme. I$ pradziy tarkime, (z*,t*) € Q.
Tada sitame taske

U =Vg, =0, Vg, <0, Vi=1...)n,
ir yra teisinga nelygybé
v — a?Av>0.
Taciau
v —a?Av=u; —a?Au—¢e=—c < 0.

Gauta priestara jrodo, kad tagkas (z*,¢*) néra cilindro Qr vidinis tagkas.
Tarkime, tagkas (z*,t*) € Qp, t.y. t* = T, ir * — vidinis srities Q) taskas.
Tada Sitame taske

ve >0, vy, =0, vy, <0, Vi=1,...,n,

i =

ir yra teisinga nelygybeé
vy — a?Av>0.
Taciau
v — a?Av=u; —a?Au—e = — < 0.
Gauta priestara jrodo, kad taskas (z*,t*) & Qp. Taigi prielaida, jog m < M,
yra neteisinga ir m = M. >
Si teorema kartais vadinama silumos laidumo lygties maksimumo principu. Jj
galima taikyti ir platesnei paraboliniy lygciy klasei. Pavyzdziui, 6.1 teorema
yra teisinga lygciai
uy — Lu = 0,

kurioje
n

Lu = Z i (T, 1)Uz, + iai(sc,t)um,

i,j=1 i=1
o koeficientai a;; tenkina nelygybe

n

>z )&=y &, v=const >0, V&= (&,...,6n) ER™

i,j=1 i=1

Be to, maksimumo (minimumo) atveju pakanka reikalauti, kad funkcija u
tenkinty ne lygti
us — Lu =0,
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o nelygybe
uy — Lu<0 (ug — Lu>0).

Sitos pastabos leidzia suformuluoti bendresne teorema.
6.2 teorema. Tegu funkcija u € C**(Qr UQr)NC(Q) tenkina nelygybe
u — Lu <0 (ugy — Lu>0.)
Tada didziausia (maziausia) reikSme funkcija u jgyja pavirsiuje I'p.

Pasinaudoje maksimumo principu, jrodysime misriojo ir Kosi uzdaviniy vie-
naties teoremas.

6.3 teorema. Misrusis uzdavinys

up — a?Au = f(x,t), (x,t) € Qr,
ul,_ = (), req, (6.3)
uly = b(z,b), (,t) € 1,

negali turéti dviejy skirtingy sprendiniy C?'(Qr U Q) NC(Q1) erdvéje.

< Tarkime, u; ir ug — du (6.3) uzdavinio sprendiniai. Tada jy skirtumas
U = u1] — ug yra misriojo uzdavinio

u; — a’Au =0, (z,t) € Qr,
Ut = 0, zeQ,
ulsy =0, (z,t) € S,
sprendinys. Pavir§iaus St ir srities (2 taSkuose funkcija w lygi nuliui. Pagal

maksimumo principa ji yra lygi nuliui bet kuriame cilindro Qr tagke. Taigi
U1 = Uug. b

6.4 teorema. Kosi uzdavinys

{u,, —a?Au = f(x,t), reR", t>0, (6.4)

u|t:0 = ¢(x), reR",

erdvéje C>1(R" x (0,00)) NC(R™ x [0, 00)) negali turéti dviejy skirtingy apréz-
ty sprendiniy.

<4 Tegu wy ir us — du aprézti (6.4) Kosi uZzdavinio sprendiniai. Tada jy
skirtumas u = u; — ug yra apréztas Kosi uzdavinio

u — a?Au =0, zeR" t>0,
u|t:o = 0, xT GR",
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sprendinys. Pazymésime

M= sup |u(z,t)], Qurr={(z1) cR"HL . lz] < aR, 0 <t < T}
T ER™,t>0

¢ia R ir T — fiksuoti teigiami skaiciai.
Tiesiogiai galima jrodyti, kad funkcija

tenkina homogenine §ilumos laidumo lygtj ir
vr(z,0) >0, Vz:|z|<aR,
vr(z,t)>M, Vt:te€l0,T], |z| =aR.
Bet tada funkcija vp — u taip pat tenkins homogenineg §ilumos laidumo lygtj ir
vr(z,0) —u(x,0) >0, Vz:|z|<aR,

vr(z,t) —u(z, t) >0, Vt:t€[0,T], |x| = aR.

Pagal maksimumo principa funkcija vg — u jgyja maziausia reik§me cilindro
Qor,7 Soniniame pavirsiuje arba jo apatiniame pagrinde. Taciau Situose tasku-
ose funkcija vg — u yra neneigiama. Taigi ji yra neneigiama ir visame cilindre
QCLR,T' Todél

U(Z‘,t) SUR(Q:,IJ)), V(x,t) EQaR,T~

Kadangi funkcija —u taip pat tenkina homogenine §ilumos laidumo lygtj ir taske
t = 0 lygi nuliui, tai

—U(1'7t) SUR($7t)a V(.I,t) € QaR,T~
Paskutinés dvi nelygybés yra ekvivalencios nelygybei

M

lu(z,t)| <wvg(z,t) = ﬁ(

2
@ +2nt>, YVt >0, Vo :|z|<aR.
a

Laisvai pasirenkame tasSkus z ir ¢, o skaifiy R artiname j begalybe. Tada
i§ pastarosios nelygybeés iSplaukia jvertis |u(z,t)| <0. Kadangi taskus = ir ¢
pasirinkome laisvai, tai galime tvirtinti, kad funkcija u(x,t) = 0 ir uy(x,t) =
ug(x,t), ¥(x,t) e R"™ x [0,00). >
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6.2. SILUMOS LAIDUMO LYGTIS. KOSI UZDAVINYS

I8 pradziy nagrinésime Kog$i uzdavinj

Ut — CLQA'LL = 0, xT GRZ7 t> 01 (65)
Uli=0 = (), x eR".
Irodysime, kad jo sprendinj galima i8reiksti Puasono formule:
! I ) d 6.6
u(z,t) = WW/B @t o(y) dy. (6.6)

R™

Isvesdami ja naudosime integralinj Furjé transformacijos metoda. Taikydami
§i metoda, manysime, kad visi atlieckami veiksmai yra teiséti. Kitame skyrelyje
irodysime, kad funkcija u, apibrézta Puasono formule, yra (6.5) Kosi uzdavinio
sprendinys, jeigu funkcija ¢ yra tik tolydi ir aprézta.

Priminsime, kad tiesioginé ir atvirkstiné Furjé transformacijos erdviniy kin-
tamuyjy atzvilgiu apibréziamos formulémis:

A1) = (275” - / ¢z, 1) da,

R™

1

G [ €t de

u(z,t) = o)

R"n,
n
Cia € = Y &, — skaliariné sandauga erdvéje R™.
k=1
Funkcijy u; ir Au Furjé transformacijos:

ug (§,t) = W /e”&ut(%t) dx =

R
0 1 . R
= a(W/emfu(@t) da:) = (§,1),
R
Aufg,t) = (2;)”/2 /eimfAu(x,t) dr =
R

1 - ; T
R Z/ (—i€)e™ uay (2,0) do =

- W ) O O )]

k:an
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¢ia €2 = Sy 5,%. Pritaike Furjé transformacijos operatoriy abiems §ilumos
laidumo lygties puséms, gausime paprastgja diferencialine kintamojo ¢ atzvilgiu
lygti

Uy + a*€2u = 0.
I kintamaji £ galima Ziuréti kaip i parametra. Si lygtis yra tiesiné pirmos eilés
lygtis, ir jos bendrasis sprendinys

e, t) = C(€)e €.

Kadangi
-~ 1 i 1 1T -~
6.0 = s [ e ule0)de = s [ ot@) e = 2ic),
R™ R
tai
e(&) = C(8)
ir

(S, 1) = @(E)e ¢,
Pritaike Sios lygybés abiems puséms atvirkstinj Furjé transformacijos opera-

toriy, gausime
1 .
(2m)n/2 /e_mgﬁz(f)@_azgt dg.
T n

R™

u(z,t) =

Vietoje funkcijos ¢ jstatykime jos integraline iSraiska ir sukeiskime integravimo
tvarka. Tada gausime formule

R™ R™

_ / Gz —y,0)ply) dy;

R™

1 —i(x— _a2¢2
G(w—y,t):(27r)n/e (z=y)§—a €7t ge.

R™

Suskaic¢iuosime integrala

1 . 242
G(I’,t) = W/elwfa £ tdg

Br
Tuo tikslu isskirsime pilngji kvadrata

n n

2
—a* &t —iwl = =) (@P&it +iméy) = Z[“ t(f’“ ti kt)2 + %}

k=1 k=1
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ir integrala G(z,t) perradysime taip:

o} 2

1 _ z? n —a2t( + Zlik)

Gz, t) = e )ne 1a?t H / e S 207t d&. 6.7)
T k=1_"

Sitoje formuléje visi integralai yra to paties tipo. Kiekviena i3 ju galima uzragyti

tokiu pavidalu:
o0

r- [ et gy
—00
Parodysime, kad integralas I nepriklauso nuo parametro oy.
Tegu [ — uzdaras konturas kompleksinéje kintamojo z = s + io plok§tumoje
(7r. 6.2 pav.).

Pagal Kosi teorema
N 0
_ /e—a2tz2dz _ / e—aQt(s +i0g)? ds + /e—azt(N—l-iU)QdU_'_
1 -N o0
N o0
+ / e ats’ ds+/e—a2t<—N+iU)2dg. 6.8)
N 0
Kadangi
ao g0
‘/e—aQt(:I:N +io)2d0’ §e_a2tN2 -/66121502(1J -0
0 0
kai N — oo, tai peréje (6.8) formuléje prie ribos, gausime
oo oo
/ e*CLQt(SJrZ.UQ)Q ds — / efa2t52 ds.

I5 sios lygybeés isplaukia, kad (6.7) formuléje visi integralai po sandaugos Zenklu
yra lygus. Be to, integralas
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oo /2

1/2 1/2 1
// —at -y dxdy = // ngodr =5
a,\/> a t

Todél funkcua
1 _ oz
— 2
G(z,t) = (47ra2t)”/26 4a?t (6.9)
Tokiu budu formalyjj (6.5) Kosi uzdavinio sprendinj galima iSreiksti (6.6)
formule. UzraSysime jg tokiu pavidalu:

1 _lz—y?
u(z,t) = /G(x —y,t)p(y) dy = Wt)n/g/e et p(y) dy. (6.10)
R R

Funkcija G yra vadinama Silumos laidumo lygties fundamentaliuoju sprendiniu
(arba Gryno funkcija).
Kosi uzdavinio

6.11)

up — a?Au = f(x,t), zeR”, t>0,
ult=o = 0, reR",

formalyjj sprendinj rasime taikydami Diuamelio principa. Tuo tikslu V7 > 0
rasime formalyjj Ko§i uzdavinio

ve — a?Av =0, zeR™, t>T,
Ulp=r = f(z,7), zeR",

sprendinj. Pagal (6.10) formule
v(z,t,7) = /G(x —y,t —7)f(y,7)dy.

Tiesiogiai galima patikrinti, kad funkcija
t t
u(z,t) = /v(x,t,r) dr = //G(x —y,t—7)f(y, 7)dydr (6.12)
0 0 R"

yra (6.11) Kosi uzdavinio formalusis sprendinys.
Sudéje (6.5) ir (6.11) Kosi uzdaviniy sprendinius, gausime funkcija

u(x,t) :/G(x—y7t)<p(y) dy—i—//G(ac—y,t—T)f(yJ)dydT7 (6.13)

R™ 0 R™

kuri yra formalusis Kosi uzdavinio

up — a?Au = f(x,t), zeR™ t>0,
Ult:O = (,D(:L‘), mERn7

sprendinys.
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6.3. PUASONO FORMULES PAGRINDIMAS

Tarkime, funkcija ¢ yra tolydi ir aprézta erdvéje R™. Irodysime, kad funkcija

u(et) = [ Glo— v p0)dy (6.14)
Rn
yra apréztas Kogi uzdavinio

{ut—aQAu:Q zeR"™, t>0, 6.15)

Ult=o = @(x), reR",

sprendinys. I§ pradziy jrodysime pagrindines funkcijos G savybes.

1. Srityje R™ x (0,00) funkcija G yra teigiama ir be galo diferencijuojama.
Tai tiesiogiai iSplaukia i§ funkcijos G apibrézimo.

2. Integralas

/G(xfy,t)dyzl, vz eR"™ > 0.

R™

< Kadangi

2
/ e % dx = /7,

tai

1 _lz—yl?
/G(:C—y,t)dy: W/e 12t dy =

R’Vl R?’I,
1 _ 1 LR
= 7(47761%)"/2 /e 4a%t dy = 7(47“#75)”/2 H / e 1a%t dy, =
R"™ k=1_",
G T v
" (4ma?t)n/2 ( ¢ x) =1Lv

3. Tegu 6 > 0 yra fiksuotas teigiamas skaic¢ius. Tada

G(z,t)dz — 0,

|z|>d

kai t — 0.
< Kadangi
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tai

1 _a 1 g2
/ G(.’E,t)dinW / e 4a?t dx:w”/Q / e 5 df — 0,

|z|>6 |z|>6 \5\>#‘ﬁ

kait — 0. >
4. Tegu funkcija ¢ yra aprézta ir tolydi erdvéje R", M = max lp(z)] ir
z eR™
K c R™ — kompaktas. Tada

u(a,t) = / Glx — v, py) dy = p(x), z€K,

kai t — 0, ir
max_ |u(z,t)| <M.
z€e€R™t>0

< Laisvai pasirenkame kompakta K ir pakankamai maza teigiama skaiciy e.
Tada

ue.t) ~ (@) =| [ 6o - put)(oly) ~ o(a)) dy| <

<| [ 6a-ntew - e+

|z—y|<o
*’ / Gz —y,t)(e(y) — ¢(z)) dy‘ <
|lz—y|>8
S e s lely) —el@)| +2M / Gz —y,t)dy;

|z—y|>8

Gia § yra bet koks teigiamas skaifius. Parinksime jj taip, kad buty patenkinta

nelygybé
€

— < —.
lx*y@%{gx“\w(x) vl <5

Pagal 3 funkcijos G savybe egzistuoja skaicius ¢y toks, kad

oM / G(xfy,t)dy<%, Vit < to.

|z—y|>6
I8 gauty jverciy iSplaukia, kad
lu(z,t) —p(z)| <e xzeK, t€]0,to).

Taigi
u(z,t) = ¢(r), rekK,
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kai t — 0. Pasinaudoje 2 funkcijos G savybe, jvertinsime funkcijos v modulj:

sup |u(x,t)| < sup |p(z)|=M.>
rzeR™ >0 z € R™

5. Funkcija G tenkina $ilumos laidumo lygti
Gy(x,t) — a®AG(x,t) =0, VzeR", t>0. (6.16)

< Suskai¢iuosime iSvestines:
z2 =2 2
G, = g(ée*m) _ #efm (L _ £>7
Ot \ (4rat)n/2 (4ma2t)n/2 4a%t2 2t
2 l‘Q

0? < 1 _ﬁ) B 1 _ﬁ( 2 1 )
oz} (47ra2t)"/2€ N (47ra2t)”/2€ da*t?  2a%t)’

G:pkwk =
Istate jas j (6.16) lygti, gausime tapatybe. >

6.5 teorema. Tegu o€ C(R") ir sup |p(z)| = M. Tada funkcija
x € R™

u(w,t) = / Gz —y,t)p(y) dy
R™
yra (6.15) Kosi uzdavinio sprendinys. Be to,

sup  |u(z,t)] < M.

zeR™"t>0

< I8 pradziy jsitikinsime, kad funkcija u € C(R"™ x (0,00)). Fiksuojame tei-
giamus skai¢ius R, 7 ir T (7 < T). Irodysime, kad funkcija u yra tolydi
uzdarame cilindre

Qrr1 = {(x,t) eR"™ 1 |2| <R, te[r,T]}.

Kiekvienam baigtiniam teigiamam skai¢iui §

1 _lz—yl?
u(l',t) = W / e 1a2t <,0(y) dy—|—
ly|<é
1 _|z—yl?
T nazty 2 / e 1t p(y)dy. (6.17)
ly|>d

Pirmasis i§ 8iy integraly yra tolydi cilindre Qg funkcija. Irodysime, kad
antrasis integralas tolygiai artéja j nulj, kai § — co.
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Tegu (z,t) €Qr,r1, |y| > 9 ir 0 > 2R. Tada

=yl >yl — [zl = Syl + 3 Jy] — 2] > 3|y
T — —lz| == =yl —lz|>=

Yyl =2y 2y 23/ fzy
ir yra teisingas jvertis

lyl?

1 _lz—yl? M _
e — a2t ( Ydy| < ————— 16a2T dy =
(4ma?t)n/? c P = (4mar)n/2 ‘ v
ly|>6 ly|>6

M .
B W7—)71/2|51|/€ 6a2T 1" L.
6

Paskutinis reigkinys nepriklauso nei nuo x, nei nuo ¢. Be to, kai § — oo, inte-
gralas

oo

o 1

e 16a2T r" " dr — 0,
s

nes toks pat integralas su réziais nuo 0 iki oo yra apréztas. Taigi antrasis
integralas (6.17) formuléje tolygiai artéja j nulj, kai § — co. Tafiau tada funkcija
u cilindre Qg - yra tolydi kaip tolygiai konverguojanciy tolydziy funkcijy riba.
Artindami R ir T j 0o, o 7 j 0, gausime, kad v € C(R" x (0,00)). I8 4 funkcijos
G savybeés isplaukia, kad

ue C(R"™ x [0,00)), u‘t:O =p(z) ir sup |u(z,t)| < M.
zER™,t>0

Dabar jrodysime, kad funkcija u yra be galo diferencijuojama ir visas jos
iSvestines galima gauti diferencijuojant (6.14) formule po integralo Zenklu. I§
pradziy jrodysime, kad funkcija ue C®(Qgrrr); ¢ia R, 7ir T (7 <T) — bet
kokie fiksuoti teigiami skaiciai.

Laisvai pasirenkame multiindeksa 5 = (51, -, 8n), sveika neneigiama skai-
Ciy « ir formaliai skaiciuojame iSvestine

DE Dfu(et) = [ DEDIG( — u.t0ply) dy. (6.18)
R’H,
Kadangi funkcija ¢ yra tolydi, o funkcija G — be galo diferencijuojama, tai
(6.18) pointegraliné funkcija yra tolydi Vz,y € R™ ir ¢t > 0. Tegu § yra fiksuotas
teigiamas skaiCius. Tada integraly (6.18) formuléje galima i8skaidyti j dviejy
integraly suma:

/ DEDIG(x — g, Hply) dy + / DDIG(x — . t)oly) dy.
ly|<é ly|>6

Pirmasis i§ jy yra tolydi cilindre Qg ,r funkcija, nes sritis {y eR" : |y| < d}
yra aprézta. Irodysime, kad antrasis integralas tolygiai artéja i nulj, kai 6 — oo.
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Visy pirma pastebésime, kad diferencijuojant funkcija G(xz — y,t) arba jos
i§vestine kintamojo ¢ atzvilgiu, jos vardiklyje ¢ laipsnis padidés vienetu, o skaitik-
lyje |« — y| laipsnis padidés dviem. Analogiskai, diferencijuojant ja arba jos
iSvestine kintamojo xj atzvilgiu, vardiklyje ¢ laipsnis ir skaitiklyje xx — yi laip-
snis padidés vienetu. Todél

¢ia Pj; yra 2i + j laipsnio polinomas.
Tegu (z,t) €QRr,r1, |y| > ir 0 > 2R. Tada

1 3
|z —y| >yl — |z] > ilyl’ |z —y| <|y|l + |z| < §|y|~

Pasinaudoje §iomis nelygybémis, jvertinsime integrala

[ DG - yityety) o) <

ly|>6
1Pl « cijlz —y|2H9 +1) _le—yf
=M > tn/2+it ¢ ot dys<
lyj>s I=0 =0
1Bl « C(»(|y|2i+j+1) ly?
MDY S © T dys
wis 770050 T
_ P
< Me(r) /(Iy|2“+“"+1)e 60T dy =
ly|>6
e 2
-
_ Mc(T)|51|/(7“2a+|’6‘ 4 1)¢”—1 e 16a7T dr; (6.19)
§

dia cij, cj; ir ¢(7) — teigiamos konstantos.
Paskutinis reikinys (6.19) nelygybéje nepriklauso nei nuo z, nei nuo ¢ ir

artéja j nulj, kai 6 — oo. Norint tuo jsitikinti, pakanka pastebéti, kad
o0 2
/(rmﬂﬁ| + 1)t e 62T dr < 0.
0

Remiantis teorema apie integraly, priklausanc¢iy nuo parametro, diferencijavimag,
po integralo 7zenklu, funkcija D DPu(x,t) € C(R™ x (0,00)) . Skai¢ius a ir mul-
tiindeksas § pasirinkti laisvai. Todél galime tvirtinti, kad u € C*>°(R" x (0, c0)).
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Beliko jrodyti, kad funkcija u tenkina homogenine §ilumos laidumo lygtj.
Remiantis 5 funkcijos G savybe,

up — a?Au = /(Gt(x —y,t) — a2AwG(aj —y,t)e(y) dy = 0.
Rn

Teorema jrodyta. >
Tegu funkcija ¢ yra tolydi ir aprézta. Tada funkcija

u(w,t) = /G(fc —y,t)p(y) dy

yra apréztas (6.15) Kosi uzdavinio sprendinys. Pagal 6.4 teorema jis yra vien-
intelis. Be to, paskutine formule galima perrasyti taip:

u(z,t) =7 % /e_§2<p(x + 2a/t€) dE.
Bn

I8 jos i8plaukia, kad

sup fu(x,t)| < sup [p(z)].
zER™,t>0 zE€R™
Gauta nelygybé jrodo, kad sprendinys u tolygiai priklauso nuo pradiniy salygy.
Tegu n = 3, o funkcija ¢ € C(R?) yra neneigiama ir nelygi nuliui tik mazoje
tasko xo aplinkoje. Pazymékime §ia aplinka U(xo). Tada (6.15) Kosi uzdavinio
sprendinj u galima interpretuoti kaip kuno temperatura taske x € R? laiko mo-
mentu ¢ > 0. Pagal (6.14) formule

uli, 1) = / Gz — . t)ply) dy = / Gl — y. D)ply) dy.
R3 U(zo)

Kadangi funkcija G yra teigiama, tai
u(z,t) >0, Ve eR?, ¢t > 0.

Be to,
u(z,0) = p(x) =0, Vo € U(xp).

Sios funkcijos u savybés leidzia tvirtinti, kad §ilumos sklidimo greitis yra begali-
nis. Gauta priestara galima paaiskinti tuo, kad prielaidos, kuriomis grindziama
silumos laidumo teorija, néra tikslios. Antra vertus, $i prieStara praktiniams
skaiGiavimams jtakos nedaro. Esant dideléms |z| reikSméms ir mazoms t > 0
reiksmeéms, kuno temperatura u(z,t) yra be galo maza. Todél praktiskai (6.14)
formulé apibrézia baigtinj Silumos sklidimo greitj ir pakankamai tiksliai aprasSo
ivairius Siluminius procesus.
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6.6 teorema. Tegu funkcija f € C*1(R" x (0,00)) ir || f]|cza < M < co. Ta-
da funkcija

t
u(x,t) = / / Glx —y,t —7)f(y,7)dydr (6.20)
0 R~

yra Kosi uzdavinio

{u,,, —a’Au = f(x,1), eR™ t >0, 6.21)

uli—o = 0, z €R"™,
sprendinys.

< Fiksuojame teigiamus skai¢ius R, h ir T, (h < T'). Irodysime, kad funkcija
uw€ C*Y(Qr ). Tuo tikslu (6.20) formuléje vietoje kintamyjy y, 7 apibrésime
naujus nepriklausomus kintamuosius z = y —x, s =t —7. Rezultata uZrasysime
taip:

u(zx,t) :/t/G(z,s)f(z—i—x,t—s) dzds.
0 r»

Formaliai suskai¢iuosime funkcijos u i§vestines:

U, (,1) = /t/G(z,s)fxi(er:z:,t s) dzds,

0 R™

t
Ug,a, (T,1) = //G(z, 5) feix; (2 + x,t — 5) dzds, (6.22)

0 R™

t
ug(x,t) :/G(z,t)f(z—i—x,O) dz—|—//G(z,5)ft(z—|—x,t—s)dzds.
R" 0 R»

Kiekvienam § > 0 apibrésime be galo diferencijuojamy funkcijy seka

t—6
ué(x,t): //G(gc—y,t—T)f(yJ)dydT:
0 R"

t
= //G(z, s)f(z+z,t—s)dzds.
5 R"
Pasinaudoje 2 funkcijos G savybe, jvertinsime skirtumus:

5
|ul (x,t) — u(z,t)| = ‘//G(z,s)f(z—l—x,t—s)dzds <

0 R™
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<Ol fllc <oM,

<

4
8, (28) = (o) = | [ [ Garo) oot ) dads
0 R‘IL
<0l fullc <6M,

b
uiﬂj (7,1) — Ug,a, (:v,t)’ = ’ //G(Z7S)fmizj (z+x,t— s)dzds‘ <
0 R"
<O faiayllc <M,

5
[ul (z,t) — ug(2,1)] = ’//G(z7s)ft(z—|—x,t— s) dzds’ <
0 R»
<6l fellc <M.

I8 iy jverciy iSplaukia, kad integralai u, ug,, Ug,s; ir u; konverguoja tolygiai
cilindre Qg »,r. Remiantis teorema apie integraly, priklausanéiy nuo parametro,
diferencijavima po integralo Zenklu, funkcija u € C?1(Qr 1) ir yra teisingos
(6.22) formulés. Kadangi cilindro parametrai », h ir T pasirinkti laisvai, tai
artindami R ir T j begalybe, o h — i nulj, gausime u € C(R™ x (0, 00)).

Beliko jrodyti, kad funkcija w yra (6.21) Kosi uzdavinio sprendinys. Pasi-
naudoje 5 funkcijos G savybe, gausime

ul (x,t) — a>Au’ (x,t) = /G(x —1,0)f(y,t —0)dy+
RBn

t—49
+ / / (Gele — b — 1) f (4, 7) — a?DuGle — .t — 7)) f(y, 7) dydr =
0 R™
= /G(:L’—y,é)f(y,tf(s) dy. (6.23)

Tegu 0 — 0. Irodysime, kad integralas
[ cte =0 -9y = st
B

cilindre Qg ..
Laisvai pasirenkame skai¢iy € > 0. Pasinaudoje 2 funkcijos G savybe,
jvertinsime skirtuma

| / Gz —y,0)f(y.t — 6)dy — f(z.1)| =
J
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~| [ 66— 00ttt =) - fart)) dy <

R™

< /G(a?—yﬁ)lf(y,t—é)—f(y,t)ldy+/G(x—yvé)lf(yvt)—f(%t)\dyﬁ
s

R™

< t—6)— fy,t
_yekg}gg[wlﬂy, )= fly,t)] +

[f(y,t) = fz, )|+

max
|lz—y|<d,t € [h,T]

+2M / G(z —y,0) dy;
|z—y|>d

Gia d — bet koks teigiamas skaicius. Jj parinksime taip, kad buty patenkinta
nelygybé

€
t) — t <
Ixfy\giz,itxe [h,T] |fyt) — fz,t)] < 3

Pagal 3 funkcijos G savybe egzistuoja skaicius § > 0 toks, kad

2M / G(x—y76)dy<§.

|z—y|>d
Jeigu reikia, ji dar sumazinsime tiek, kad

t

’/ff(y,T)dT’§5M<§.

t—0

max Jt—0) — t)| = max
yéW,te[h,T}'f(y )= 1,0l yER™ L€ [A,T]

I8 8iy nelygybiy isplaukia, kad
| [6le—v.00w e -8 dy - fw0] <o Vw0 €Qrnr.
R’!‘L

Taigi, kai § — 0, integralas

[ cte =0t - 0dy = st
Br
cilindre Qg .. Be to, kai § — 0,
u(x,t) = wy(z,t), Aul(z,t) = Au(z,t)
cilindre Qg 5. Peréje (6.23) formuléje prie ribos, kai § — 0, gausime lygt]
ug(z,t) — a*Au(z,t) = f(x,t), Y(r,t) €Qrpr

Tegu Rir T — oo, o h — 0. Tada funkcija u tenkins $ia lygt] V(x,t) e R" x
(0,00).
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Irodysime, kad funkcija u tenkina pradine salyga. Remiantis 2 funkcijos G
savybe,
e, )] <t o < M.

Paéme ¢t = 0, gausime u(z,0) = 0. >
Jei yra patenkintos 6.5 ir 6.6 teoremuy salygos, tai funkcija

u(w,t) Z/G(w—y,t)w(y) dy+//G(x—y7t—7)f(y,7)dyd7
in

0 R®
yra Kosi uzdavinio

(6.24)

up — a?Au = f(x,t), zeR"™, t>0,
Ult—o = @(x), reR",

sprendinys. Be to,

sup u(z,t)| <|l¢llc + T fllc, VI >0.
yeR" te€[0,T)

I5 $io jver€io ir 6.4 teoremos i§plaukia, kad (6.24) uzdavinys yra suformuluotas
korektigkai.
Pastabos:

1. Trodydami 6.6 teorema, reikalavome, kad funkcija
fe C*H R x (0,00)).

Is tikryjy teorema galima jrodyti esant daug mazesnéms prielaidoms (Zr.
[13], [24]). I8 funkcijos f pakanka reikalauti, kad ji buty tolydi, aprézta
ir pagal erdvines koordinates tenkinty Helderio salyga, t.y. egzistuoty
konstantos A > 0 ir a € (0, 1] tokios, kad

Antra vertus, sprendiniui egzistuoti nepakanka vien tik funkcijos f toly-
dumo ir apréztumo. Tiksliau, galima sukonstruoti funkcija f (7r. [13],
[14]), kuri yra tolydi ir apréZta, taciau juostoje R" x (0,7), T > 0 (6.24)
Kosi uzdavinys sprendinio neturi.

2. Integralinj Furjé transformacijos metoda galima taikyti jvairioms lygtims.



ISKYRIUS

Paprasciausios elipsines lygtys

7.1. DUKART DIFERENCIJUOJAMY FUNKCIJY INTEGRALINE ISRAISKA

Paprasciausia ir kartu viena i§ svarbiausiy elipsiniy lygé¢iy yra Laplaso lygtis
Au = 0. (7.1)

Ja nagrinésime srityje  C R, n>2. Priminsime, kad

n
Ay = g Ugz, -
i=1

Apibrézimas. Sakysime, kunkcija u yra harmoniné apréZtoje srityje
Q, jeigu u € C?(Q) ir Vo € Q tenkina Laplaso lygtj. Funkcija v yra harmoniné
neapréztoje’ srityje €2, jeigu u € C?(Q), Va € Q tenkina Laplaso lygtj ir

u(z) = O(|z|*™"), (7.2)
kai |z| — oo.
Pavyzdziai:

1. Funkcija u(z) = 1 yra harmoniné bet kokioje srityje Q C R%. Jeigu n > 2,
tai funkcija u(z) = 1 yra harmoniné tik apréztoje srityje Q C R"™.

2. Funkcija

X
u(z7y):m7 mayeRa

yra harmoniné visoje plokstumoje R?, isskyrus koordinaciy pradzios taska.

3. Funkcija
u(z,y) =2 —y®, zyeR,

yra harmoniné bet kokioje apréztoje srityje ¢ R%. Neapréztoje srityje
ji néra harmoniné.

1Sis harmoninés funkcijos apibrézimas néra visuotinai priimtas. Kartais sakoma, kad funk-
cija u yra harmoniné kokioje nors srityje €2, jeigu ji Sioje srityje yra dukart diferencijuojama
ir tenkina Laplaso lygtj. Jeigu funkcija uw dar tenkina (7.2) salyga, tai sakoma, kad ji yra
harmoniné co. Be to, vietoje (7.2) salygos kartais reikalaujama, kad

u(z) — 0, kai|z| — co,n >3,

u(z) = o(In|z|), kai |z| = co,n = 2.

Naudojantis teorema apie harmoninés funkcijos pagalinama, ypatinga taska (Zr. 7.10 teorema),
galima jrodyti, kad Sios salygos yra ekvivalencios.
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4. Tegu z € R". Funkcija

1
By~ | 07218
——1 =2
Sl n |z, n ,

|z, n> 2,

kai x # 0, tenkina Laplaso lygti (patikrinkite). Todél, kai n = 2, ji
yra harmoniné bet kokioje apréztoje srityje @ C R", jeigu tik 0 & Q.
Neapréztoje srityje ji néra harmoniné. Kai n > 2, funkcija E(x) yra
harmoniné tiek apréztoje srityje, tiek ir neapréztoje srityje €2, jeigu tik
tagkas 0 & Q.

Funkcija F yra vadinama fundamentalivoju (kartais singuliarivoju) Laplaso
lygties sprendiniu. Jj galima rasti ieSkant Laplaso lygties sprendinio, priklau-
sancio tik nuo spindulio r = |z|.

Tegu () yra aprézta erdvéje R™ sritis, S = 9Q — dalimis glodus pavir§ius, o
funkcijos u,v € C%(Q). Tada yra teisinga Gryno formulé

ou ov
/(vAu — uAv)dx = /(va—n - ua—n) ds.

Q S

Laisvai pasirenkame taska z° € 2. Pakankamai maZiems e rutulys B.(z9) C Q.
Tokiems e apibrégime sritj Q. (2°%) = Q \ B.(2°). Jos pavirgius 9Q.(z°) = SU
S (2%) (zr. 7.1 pav).

7.1 pav.

Kadangi u,v € C?(Q.(x0)), tai srityje Q.(2°) yra teisinga Gryno formulé
Ju v
Au — ulv) da = (vor —usys ) ds. 73
/(vuuv)z / Von Yo (7.3)
Q. (z9) SUS. (z9)
Nagrinéjant ja, patogu iSskirti atvejus: n > 2 ir n = 2. Tarkime, n > 2, o

v=r2" r=|z—2°. Akivaizdu, kad v € C?(Q.(x0)). Be to, srityje Q.(z°) ji
tenkina Laplaso lygti. Todél

uAvdr = 0.
Q. (x9)
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Kadangi u € C%(Q), tai egzistuoja konstanta c tokia, kad

£
1 1
’ / vAud:L"gc / de:c// 5 dSdr =
rn— ,'nn—
0 S,

Be () Be(z0)

g 52
= c|Sl\/rdr = c|51\5.
0

/ vAud:z:%/vAud:r,
Q

Q. (J/O)

Todél

kai ¢ — 0. Sferos S.(2°) taskuose v = 27", Todél

] /v%dS’gc/ L 15— celsi] =0,
on

5n—2
Se () Se ()

kai € — 0. Be to, funkcijos v i§vestiné normalés kryptimi

% - —%Tz’") =(n-2r' " =(n-2e""
Todél
/ u@dS: / (7172)1“"1*"(1[3:(7172)|S1|i / udS.
On |Se|
Se(20) Se () Se(x0)

Pagal vidutiniy reik§miy teoremg egzistuoja tagkas = € S.(2°) toks, kad

1
|5e|

/ wdS = u(@).

Se(x9)

Kadangi funkcija u yra tolydi, tai uw(z) — u(z"), kai ¢ — 0. Peréje (7.3)
formuléje prie ribos, kai € — 0, gausime formule

_ ou ov 0
/UAudx = /(Ué‘in - ua—n) dS — (n — 2)|Sy|u(z”)].

Q S

Padalije ja i§ (n — 2)|S1| ir 20 pakeite z, o x — y, rezultata uzraSysime taip:

u(a) = — / E(Jz - y))Au(y) dy+

Q
+ [ (Bl - agﬁ? ~ uly) 8’5((!;‘1; WY as,, (7.4)

S
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Jeigu srityje 2 funkcija u yra harmoniné, tai (7.4) formuléje integralas sritimi
Q yra lygus nuliui. Todél harmoninéms funkcijoms yra teisinga paprastesné
formulé

@) = [[(Br =)o — ) 2= g, 1.5)

On, on,
5

Pastabos:

1. Paskutinés dvi formulés islieka teisingos ir, kai n = 2. Norint tuo jsitikinti,
pakanka (7.3) formuléje paimti v = Inr ir pereiti prie ribos, kai ¢ — 0.

2. Galima jrodyti, kad (7.5) formulé islieka teisinga ir apréztos srities iSoréje,
jeigu tik sioje srityje funkcija u tenkina Laplaso lygti ir u(x) — 0, kai
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7.2.  PAPRASCIAUSIOS HARMONINIY FUNKCIJY SAVYBES

7.1 teorema. Tarkime, kokioje nors srityje Q C R" funkcija u yra dukart
diferencijuojama ir tenkina Laplaso lygtj. Tada Sioje srityje ji yra be galo dife-
rencijuojama.

< Laisvai pasirenkame tagka 2°€ Q. Tegu ' C Q — grieztai vidiné sri-
tis; S’ = 99 — glodus pavirsius; 2° C . Pagal teoremos salyga ue C?(Q).
Todél funkcija ue C2() ir ja galima i3reiksti fundamentaliu Laplaso lygties
sprendiniu, t.y.

u(w) = [ (E(e - o) 2 ) 220 =8y g, vear.

On, On,

Sl

Tegu Q" tagko 2° aplinka tokia, kad Q7 C €. Pastarojoje formuléje pointe-
graliné funkcija yra tolydi kintamyjy = € Q”, y€ S’ atzvilgiu ir be galo difer-
encijuojama kintamyjy = €’ atzvilgiu. Remiantis teorema apie integraly,
priklausanciy nuo parametro, diferencijavima po integralo zenklu, u € C> ().
Kadangi taskas 2° € Q pasirinktas laisvai, tai funkcija u€ C>(Q). >

7.2 teorema (vidurinés reikSmés teorema). Tarkime, srityje Q C R"™ funk-

cija u yra dukart diferencijuojama ir tenkina Laplaso lygtj. Tada

1
u(x) = S

/ u(y)dSy, YxeQ, R>0: Bp(z) C Q. (7.6)

S/; ()

a Tegu Bg(z) C Q. Tada funkcija u € C?(Bg(z)) ir yra teisinga formulé

ww) = [ (Bl o) B ) 2= g,

On, on,

Sr(z)
Sferos Sgr(z) taskuose funkcija
E(|lz —yl) = E(R),

0 jos normaliné i§vestiné

OB(r—yl) 1
5ny ‘SR|
Be to,
ouly) o _ / _
/ on, s, = Au(y)dy = 0.
Sr(x) Br(x)

Todél (7.7) formule galima perragyti taip:

1
u(x):@ / u(y) dSy.>

Sr(z)
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7.3 teorema (atvirkstiné vidurinés reiksmés teorema). Tegu Q@ C R" yra ap-
rézta sritis, u € C(Q) ir (7.6) formulé yra teisinga Vx €€}, R > 0: Bg(xz) C Q.
Tada srityje §2 funkcija v yra harmoniné.

< I pradziy jrodysime, kad uwe C*(Q). Tegu § yra pakankamai mazas
teigiamas skai¢ius, o f — kokia nors intervale (—d,d) be galo diferencijuojama
neneigiama ir finiti funkcija. Akivaizdu, kad Vz e Q\ {zx €Q : dist(z, S) <4}
rutulys Bs(z) C 2. Todél Ve € Q\{zx € Q : dist(z, S) <}, ir VR <0 yra teisinga
(7.6) formulé. Padaugine ja i§ R"~! f(R) ir rezultata suintegrave parametro R
atzvilgiu nuo 0 iki §, gausime

4 §
n—1 _ L n—1 " _
u(x)/R f(R)dR—/|SR|R f(R) / (y) dS, dR
0 0 Sr(x)
1 1
N |5'1|B(/) Flz = yhuly) dy = |Sl|9/f(|ﬂf — yl)uly) dy.

Padalije §ig formule i§
)
/ R"'f(R)dR,
0

rezultata uzraSysime taip:

[
uw) = (18] [ BR)AR) T [ o= ohut)ds. @8
0 Q

Esminis skirtumas tarp (7.6) ir (7.8) formuliy yra tas, kad (7.8) formuléje
integravimo sritis nepriklauso nuo kintamojo z. Todél galime pasinaudoti teo-
rema apie integraly, priklausan¢iy nuo parametro, diferencijavimg po integralo
zenklu. Nagrinéjamuoju atveju pointegraliné funkcija yra be galo diferencijuo-
jama kintamyjy = atzvilgiu ir tolydi abiejy kintamyjy =,y atzvilgiu. Be to,
integravimo sritis  yra aprézta. Todél funkcija u, apibrézta (7.8) formule, sri-
tyje Q\ {xz€Q : dist(z,S) <d} yra be galo diferencijuojama. Artindami § j
nulj, gausime, kad ue C>(Q).

Irodysime, kad funkcija u tenkina Laplaso lygtj. Laisvai pasirenkame tagka
x € Q ir teigiama skaitiy R toki, kad Br(z) C Q. Tada funkcija u € C?(Bg(z))
ir yra teisinga formulé

uw) == [ B~y Au(y)dy +
Br(x)
o [ (Bl - G2 - ut =M as, 19)
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Sferos Sgr(z) taskuose |z — y| = R. Todél

ou ou
| Ble- 5 as, sy [ BDas,~mm [ suw)ay
Sr(z) Y Sr(z) ! Br(z)

Be to,
OE(|z —yl) 1

o, Skl

Pasinaudoje (7.6) formule, gausime

[ s as, = o [ s, = uta).

Sr(z) Sr(z)

Istate gautas integraly iSraiSkas j (7.9) formule, perrasysime ja tokiu pavidalu:

/ (E(R) — E(r)) Au(y) dy = 0; (7.10)

BR(QZ)

Ciar = |z —y|. Akivaizdu, kad Yy € Br(z) reiskinys E(R)— E(r) yra neigiamas.
Todél (7.10) lygybé yra galima tik tuo atveju, kai rutulyje Br(x) funkcija Au
kei¢ia 7enkla. Vadinasi, egzistuoja taskas = € Br(x) toks, kad

Au(z) = 0. (7.11)

Savaime aiSku, kad kiekvieng konkrety skai¢iy R atitinka savas taskas Z € Br(x)
ir 7 — x, kai R — 0. Kadangi ue C?(Q), tai (7.11) lygybéje galima pereiti prie
ribos, kai R — 0. Taigi taske = € Q) funkcija u tenkina Laplaso lygtj. Kadangi
taska = € Q) pasirinkome laisvai, tai

Au(z) =0, VYzeQ,
o tai ir reigkia, kad srityje € funkcija v yra harmoniné. >

7.4 teorema (harmoniniy funkciju maksimumo principas). Tegu w yra har-
moniné funkcija apréztoje srityje Q, S = 00 ir ue C(Q2). Tada maziausia ir
didziausia reikSmes ji jgyja pavirsiuje S.

< Pagal teoremos salyga funkcijau e C (). Todél ji yra aprézta ir egzistuoja
tagkas 20 € Q, kuriame funkcija u igyja didZiausia reik§me. Tegu u(2?) = M =

max u(x). Reikia jrodyti, kad 2° € S. Tarkime prieSingai, kad 2°€ Q. Tada
zEQ

pakankamai maZiems R rutulys Bgr(2z°) C 2. Remiantis 7.2 teorema,
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Taciau sita lygybé yra galima tik tuo atveju, kai
Ulsp(a0) = u(z?) = M.
Pasirinke vietoje R skai¢iy R’ < R, gausime
Ul 0y = u(a®) = M.
Todél galima tvirtinti, kad
u(z) = M, Yz e Bg(z0).
Irodysime, kad u(x) = M, Vo €.

Laisvai pasirenkame taska x* € ). Tegu [ yra kokia nors lauzté, gulinti srityje
Q ir jungianti taskus z*,2° (7r. 7.2 pav.).

7.2 pav.

Tegu
§ = Ldist{l,00Q}.

-2

Lauztéje | parenkame taskus ', ...,z taip, kad buty patenkintos nelygybés

1 . .
§6<|x”lf:cz\<5, Vi=0,1,...,N;

¢ia N1 = 2*. Tagkas 2! € Bs(2°) ir rutulys Bs(29) C Q. Todél
u(z) = u(z) = M, V& Bs(x0).

Tagkas 22 € Bs(x!) ir rutulys Bs(z!) C Q. Todél
u(z) =M, VzeBs(al).
Tesdami §itg procesa N-uoju Zingsniu gausime, kad

w(z) =M, Vze Bs(xN+h).

Tadiau z* = V! € Bs(aV+!). Todél u(z*) = u(2®) = M. Kadangi tagkas
x* € Q pasirinktas laisvai, tai u(x) = M, Vz € Q. Pagal teoremos salyga funkcija
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u€ C(Q). Todél u(x) = M, Vo €. Taigi, jeigu funkcija u didziausia reiksme
igyja srities © vidiniame tagke, tai ji yra konstanta (S§iuo atveju teorema yra
triviali). PrieSingu atveju, kai u(x) # const, didziausia reik§me funkcija u jgyja
tagke z° € S.

Siame irodyme funkcijg u pakeite —u, gausime, kad maziausia reik§me funk-
cija u jgyja pavirSiuje S. >

Isvada. Jeigu harmoniné funkcija yra konstanta pavirsiaus S taskuose,
tai ji yra konstanta visoje uzdaroje srityje 2.

Pastaba. Neapréztos srities atveju yra teisingas analogiskas teiginys.
Jeigu funkcija v yra dukart diferencijuojama neapréztoje srityje Q ir tenkina
Sioje srityje Laplaso lygti, tai funkcija u srityje Q negali turéti nei lokalaus
minimumo, nei lokalaus maksimumo tasky. Tiksliau, jeigu taske x( yra teisinga
nelygybé

u(zo) >u(x) Vo:|lr—xo|<e,e>0

arba
u(zo) <u(x), Vo : |z — a9 <e, >0,

tai funkcija u yra pastovi visoje srityje €.
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7.3. DIRICHLE IR NOIMANO UZDAVINIY FORMULAVIMAS

Krastinj uzdavinj elipsinei lygéiai vadinsime vidiniu, jeigu jo sprendiniai ieSskomi
apréztoje srityje, ir iSoriniu, jeigu jo sprendiniai ieSkomi apréztos srities iSoréje.
Svarbiausi kragtiniai uzdaviniai antros eilés elipsinéms lygtims yra Dirichlé (pir-
masis krastinis) ir Noimano (antrasis krastinis) uzdaviniai.

Bendros antros eilés elipsiniy lygciy teorijos ¢ia nenagrinésime, o apsiri-
bosime Laplaso lygtimi. Ja nagrinésime arba apréztoje srityje Q; C R™, arba
jos isoréje Q. = R™ \ ©;. Bendrg sri¢iy €); ir Q. pavir§iy Zymésime raide S

Vidinis Dirichlé uzdavinys Laplaso lygciai formuluojamas taip:

Rasti funkcija u € C2(€;) N C(£Y;), kuri srityje ©; tenkinty Laplaso lygtj

Au(z) =0, z€Q,, (7.12)
ir pirma kragtine salyga
u(z) = p(z), w€S; (7.13)

¢ia: S — dalimis glodus pavir8ius, ¢ — tolydi funkcija.
ISorinis Dirichlé uzdavinys Laplaso lygéiai formuluojamas taip pat kaip vi-
dinis. Reikia tik papildomai pareikalauti, kad funkcija v tenkinty salyga

u(z) = O(|z|*™™), kai |z| — oo. (7.14)

Tegu funkcija u € C1(Q;), taskas £ € S ir a — pakankamai maZas teigiamas
skaic¢ius. Tada taskas £ — ang yra vidinis srities Q; taskas (zr. 7.3 pav.) ir
egzistuoja kryptine izvestine

ou(§ — ang)
8n5

Apibrézimas. Tegu S € C!. Sakysime, funkcija u € C'(€;) pavirsiuje
S turi taisyklinga normaline iSvestine, jeigu artinant « j +0 normaliné i§vestiné

ou(§ — ang)
an

tolygiai konverguoja (tasky & € S atzvilgiu) i savo ribine reiksme.
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gitq ribine reik§me Zymésime [8u(§)] , by
Ing |

~ lim ou(§ — ang)
a—+0 ong

[au(ﬁ)]

6n5

Remiantis apibrézimu galima tvirtinti, kad taisyklinga normaliné iSvestiné
pavir§iuje S yra tolydi. Tarkime, pavirSiuje S egzistuoja funkcijos u taisyklinga

normaliné i§vestiné. Jrodysime, kad v € C(€2;) . Pagal Niutono-Leibnico formule

[0}

(&) = u(§ —ang) + / %u(tng +&—ang)dt, VEeS.
0

Kadangi

‘ <const, VEe€S, T€]0,q],

Ou(§ — Tng)
8n5

tai

u(§ —ang) —u(§) =0, €5,

kai @ — +0, ir ue C(S5). Tegu dabar (€ S, z€Q;irneS: z=n—an, (Zr.
7.4 pav.). Kai a — 40, taskas z — £. Be to, iSvestiné

Ou(n — amg)
on,,

yra aprézta ir u € C(S). Todél
u(z) = u(@)] < |u() — ulm)] + |u(n) — u(@)] < |u(€) —u(n)] +aC = 0,

kai z — &. Pagal apibrézima tai ir reiskia, kad u e C(€);).

7.4 pav.

Jeigu funkcija u € C!(Q.), tai jos taisyklinga normaliné i§vestiné pavirgiuje S
apibréziama analogiskai, t.y.

[5u(§)]

— lim Ou(€ + ang)
81’15

a—+0 ong

Formuluojant vidinj ir iorinj Noimano uzdavinius, reikalausime, kad S € C!.
Vidinis Noimano uzdavinys Laplaso lygéiai formuluojamas taip:
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Rasti funkcija u € C?(€2;), kuri srityje €; tenkinty Laplaso lygtj
Au =0,
ir pavir§iuje S egzistuoty jos taisyklinga normaliné i§vestiné

[3U(€)

8115

| =vee (1.15)

¢ia 1 — tolydi pavirsiuje S funkcija.

[Sorinis Noimano uzdavinys Laplaso lygéiai formuluojamas taip pat. Reikia
tik papildomai pareikalauti, kad dideliems |z| funkcija u tenkinty (7.14) salyga.

Pastaba. Nagrinéjant Noimano uzdavinj, galima atsisakyti prielaidos
S € C!ir reikalauti, kad pavirsius S buty tik dalimis glodus. Siuo atveju kra§tiné
salyga turi buti patenkinta tuose pavirsiaus S taskuose, kuriuose normalé egzis-
tuoja.

P astaba. Tiesinei antrosios eilés lygciai

3 4 (@)as; + Y @@, +ale)u = f(2)
i,j=1 i=1

vidinis ir iSorinis Dirichlé uzdaviniai formuluojami lygiai taip pat kaip ir Laplaso
lygéiai. Formuluojant Noimano uzdavinj, krastiné salyga apibréziama taip:

il_)m& > aij(@)ug, cos(m(é), z:) = ¥(€), E€S;
ij=1

Cia: v = { — amg €, o > 0 vidinio Noimano uzdavinio atveju ir x = £ +
omg € )., o > 0 iSorinio Noimano uzdavinio atveju.
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7.4. VIENATIES TEOREMOS

7.5 teorema. Vidinis (iSorinis) Dirichlé uzdavinys

Au(z) = f(x), xeQ; (reQe),
u(z) = plz),  weS,

negali turéti dviejy skirtingy sprendiniy.

< Tarkime, vidinis (iSorinis) Dirichlé uzdavinys turi du sprendinius u; ir us.
Tada jy skirtumas u = u; — ug srityje ; (srityje €2.) tenkina Laplaso lygtj ir
homogenine krastine salyga

u(z) =0, zeb.

I8nagrinésime vidinio Dirichlé uzdavinio atvejj. Pagal maksimumo principa
didziausia ir maziausig reikSmes funkcija u igyja pavir§iuje S. Taciau pavir-
Siuje S ji lygi nuliui. Todél u(x) = 0, Vz€Q,;. Taigi bet kokie du vidinio
Dirichlé uzdavinio sprendiniai sutampa.

Nagrinéjant Dirichlé uzdavinj srityje ., patogu iSskirti du atvejus: n = 2
ir n > 2. Tegu n = 2. Dideliems |z| kiekviena i§ funkcijy u1,us yra aprézta.
Todeél egzistuoja teigiamos konstantos M ir My tokios, kad

max [up(z)| < Mp, max |uz(z)| < My
x € Qe z € Qe

ir
max |u(z)| <My + My = M.
x € Qe

Laisvai pasirenkame tagka x° € Q; ir skritulj Bg, (z°) C ;. Akivaizdu, kad
funkcija In(|z — 29|/ Ry) srityje Q. yra teigiama ir tenkina Laplaso lygtj. Be to,
pakankamai dideliems R sritis Q; C Br(z?). Tokiems R funkcija

B |z — 20| R
uRM(ln o /lnR0

srityje Qr(2°) = Q. N Br(2°) yra teigiama ir harmoniné. Be to,
u(x) =0, wug(z)>0, =z€S,

ir
lu(z)| <M, wug(x)=M, xz€Sg.

Todél pagal harmoninés funkcijos maksimumo principa

lu(z)| <up(z), Vg
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Laisvai pasirenkame taska = € Q.. Artindami skai¢iy R j +o0o, gausime ne-

lygybe
lu(x)] <0, VaeQ..

Si nelygybé yra galima tik tuo atveju, kai u(z) = 0. Taigi u;(x) = ug ().

Liko iSnagrinéti atveji, kai n > 2. Siuo atveju funkcija u tenkina srityje
Q. Laplaso lygtj, lygi nuliui pavir§iaus S tagkuose ir tenkina (7.14) salyga.
Pakankamai dideliems R sritis Q; C Bg(0) ir u(z) = O(R?>™), kai x € Sg.
Srityje Qr(0) = Q. N Br(0) funkcija v yra harmoniné. Todél didziausiag ir
maziausia reikSmes ji jgyja arba pavirsiuje S arba sferos Sg(0) taskuose. Taigi

lu(x)| <C/R"™%, Yz €Qg.

Laisvai pasirenkame taska x € Q.. Artindami skai¢iy R j +oo, gausime, kad
u(z) =0 ir ug(z) = us(z), Ve €Qe. >

7.6 teorema. Tegu S € C?. Tada bet kokie du vidinio Noimano uzdavinio

A’u,(.’r) = f(x), x €,
{()Z:IS?)} = P(x), r€S,

sprendiniai, jeigu jie egzistuoja, gali skirtis tik konstanta.

< Tegu wy, ws yra du nagrinéjamo uzdavinio sprendiniai. Tada funkcija
u = u1 —ug srityje £; tenkina Laplaso lygti, o jos taisyklinga normaliné i§vestiné

{au(m)} .

ony,

Kadangi S yra pavirsius klasés C?, tai (zr. [1], 12 skyrelj)

/Zugk de = /u {6;(;”)} ds = 0. (7.16)
Q, k=1 s v

Si lygybé yra galima tik tuo atveju, kai u(x) = const, Vo €Qy, t.y. ui(x) —
us () = const. >

7.7 teorema. Tegu S € C?. Tada bet kokie du iSorinio Noimano uzdavinio

Au(z) = f(z), €N,
{%} = V(x), x €S,
u(z) = O(|z|>~™), |z| — oo,

sprendiniai, jeigu jie egzistuoja, kai n = 2, gali skirtis tik konstanta ir, kain > 2,
sutampa.
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< Tegu u1, ug yra du iSorinio Noimano uzdavinio sprendiniai. Tada funkcija
u = uj — ug srityje Q. tenkina Laplaso lygti, jos taisyklinga normaliné i§vestiné

5] -

ir u(z) = O(|z|>~™), kai |z| — oo.

Pakankamai dideliems R sritis €2; guli sferos Si viduje. Tokiems R apibrési-
me sritji Qr = Q. N Br(0). Jos pavirsius 0Qr = S U Sg. Sritis Qg yra aprézta.
Be to, S yra pavir§ius klasés C?. Todél (7r. [1], 12 skyrelj)

/Zui dm:/u@ as + u%ds.
k On|, on
Qp k=1 s Sk

Kadangi funkcijos u taisyklinga normaliné iSvestiné lygi nuliui, tai pastaraja
formule galime perragyti taip:

" ou
2 —
/ k§71: u?, dr = /u 7 15,
Qr VT

Sr

Dideliems |z| harmoninés funkcijos isvestiné

O(|ac|2_”_|a|)7 n> 2,

D%u(x) = {O(|x|—1—|a)’ n=2

(3 teiginj jrodysime 7.9 skyrelyje). Todél

n 2—n| 2
Zuikdx={0<'R1 ) n>2,
o O(IR|™Y), n=2.
r(0)

Artindami §ioje lygybéje R i oo, gausime
u(z) = const, Vz €.
Kadangi u(z) = O(|z|>~™), kai |z| — oo, tai

u(x) = ur(2) — ua(a) = {0’ "o
const, n=2.

Taigi bet kokie du iSorinio Noimano uzdavinio sprendiniai sutampa, jeigu n > 2,
ir gali skirtis tik konstanta, jeigu n = 2. >

P astab a. Paskutinés dvi teoremos yra teisingos, kai S € C'**,0 < a <
1 (zr. [14]). Be to, jeigu yra zinoma, kad ieSkomasis sprendinys yra dukart difer-
encijuojama uzdaroje srityje funkcija, tai 7.6 ir 7.7 teoremos islieka teisingos,
kai pavirgius S yra tik dalimis glodus.
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7.5. FORMALUS DIRICHLE UZDAVINIO SPRENDIMAS. GRYNO
FUNKCIJA

I8 pradziy iSnagrinésime vidinj Dirichlé uzdavinj:
Au(z) = f(z), z€Q;, ul(z)=¢(x), z€S. (7.17)

Tarkime, kad §io uzdavinio sprendinys egzistuoja ir jj galima iSreiksti formule

u() = — / Bz - y)Au(y) dy +

Q

ouy) OB ()
+ [ (Bl -G - w22 =) as, (118

n, On,
s

Be to, tegu Vz € Q; egzistuoja funkcija g(x,y) tokia, kad
Ayg(z,y) =0, ye, glx,y) = —E(lz —yl), y€Ss, (7.19)

ir yra teisinga Gryno formulé:

/[9(% y)Au(y) — u(y)Ag(z,y)| dy =

Q;
_ du(y) . 9g(z,y)
K]
Tada (7.17) uzdavinio sprendinys
/ Gl,y)f / 86@9) ) s, (7.21)
On,

tia G(z,y) = g(z,y) + E(|z — y|). Funkcija G(x,y) yra vadinama Gryno funk-
cija. Ja naudojant, bendrojo pavidalo Dirichlé uzdavinio sprendimas susiveda j
konkretaus (7.19) Dirichlé uzdavinio sprendima.

Jeigu f(x) = 0, t.y. funkcija u tenkina Laplaso lygtj, tai (7.17) Dirichlé
uzdavinio sprendinys

u(z) = f/Mcp(y) ds. (7.22)

on,

Isvesdami (7.21) formule, reikalavome, kad funkcijos u ir g tenkinty (7.18)
ir (7.20) integralines formules. Sios formulés yra teisingos, jeigu pavir§ius S
ir funkcijos u, g tenkina reikiamas glodumo salygas. PavyzdZziui, pakanka
reikalauti, kad pavirg§ius S buty dalimis glodus, o funkcijos u, g€ C2(Q;).
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Arba galima pareikalauti, kad pavirsius S € C?, o funkcijos u, g € C?(€;) ir
pavir§iuje S egzistuoty taisyklingos normalinés iSvestinés:

ou . dg
[an]i ! {anL‘
Taigi, jeigu yra zinoma, kad (7.17) ir (7.19) Dirichlé uzdaviniy sprendiniai yra
pakankamai glodzios funkcijos, tai visi atlikti veiksmai yra teiséti ir (7.21) for-
mulé apibrézia (7.17) Dirichlé uZdavinio sprendinj.
Laplaso lyg¢iai toks pats rezultatas yra teisingas ir iSorinio Dirichlé uzdavinio
atveju (kai n > 2). Norint tuo jsitikinti pakanka pastebéti, kad formulés

u\r) = T — Ou(y) —u M )
(x) S/(E( o) ) ) as

On, On,

ir

0= / (g(af,y) Ouly) —U(y)ag(x’y)> ds
S

On, on,
yra teisingos tiek vidinéje, tiek ir iSorineése srityse.
Isorinio Dirichlé uzdavinio atveju (7.21) formulé islieka teisinga, jeigu parei-
kalausime, kad funkcija u tenkinty papildomas salygas

u(x) = O(|x|2_”), Uy, = O(|ac|1_”)7 i=1,...,n, |z|] = o0

ir integralas sritimi ), konverguoty. Atvejj n = 2 rekomenduojame i§nagrinéti
savarankiskai.
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7.6. DIRICHLE UZDAVINIO SPRENDIMAS RUTULYJE
Iegkosime funkcijos u € C%(Bg(0)) N C(Br(0)), kuri rutulyje Bg(0) tenkinty
Laplaso lygti

Au(z) =0

ir taskuose x € S krastine salyga
u(z) = p(z), @€ C(Sr).

P astaba. Puasono lygties atveju Dirichlé uzdavinys susiveda j Dirichlé
uzdavinj Laplaso lygciai. Todél ¢ia nagrinésime tik Dirichlé uzdavinj Laplaso
lygdiai.

SprendZziant 8§} uZdavinj, panaudosime (7.22) formule. Tiksliau, tarsime, kad
Dirichlé uzdavinys rutulyje Br(0) turi sprendinj ir jis yra pakankamai glo-
dus. Po to i§vesime integraline formule, apibrézianc¢ig sprendinj. Pabaigoje
irodysime, kad tokiu budu sukonstruota funkcija i§ tikryjy yra ieSkomasis Di-
richlé uzdavinio sprendinys.

Tarkime, kad nagrinéjamo Dirichlé uzdavinio sprendinys egzistuoja. Pa-
zymékime jj raide u ir tegu ué€ C?(Br(0)). Sukonstruosime Gryno funkcija
G(z,y). Tuo tikslu laisvai pasirenkame taska = € Br(0). Raide 2’ paZymésime
taska, simetrinj tagkui x sferos Sg atzvilgiu. Tai reigkia, kad taskai z ir 2’ guli
viename spindulyje, iSeinan¢iame i§ koordinaciy pradzios, ir |z||z'| = R%. Raide
¢ pazymekime taska sferoje Sg. Taskus 0, z, 2’ ir £ sujunkime atkarpomis (Zr.
7.5 pav.).

Trikampiai Agge ir Agyre yra panasus, nes taske 0 jie turi bendrg kampa ir
prie jo proporcingas krastines.

7.5 pav.
Siad krastiniy proporcingumo salyga galima uzrasyti taip:
le| _ B
R 2|

Kitos trikampiy Agze, Aogre krastinés taip pat yra proporcingos. Pazyméje
r=lz—¢&|, v =]z’ —£|, Sy krastiniy proporcingumo salyga uzrasysime taip:

r_m= (7.23)
;

Toliau nagrinésime atvejj n > 2. Atkreipsime démesj j tai, kad dydziai r ir

r’ yra proporcingi, o
R n—2
E(r) = (|x|> E(r").
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Tegu y € Bgr(0) ir ' = |2’ — y. Tada funkcija E(r’), kaip kintamojo y funkcija,
Va € Br(0) yra harmoniné rutulyje Br(0). Todél funkcija

R n—2
9(z,y) = - (|x|> E(r')
yra Dirichle uzdavinio
Ayg(z,y) =0, y€ Br(0), g(z,y) = —E(r), r=|z—yl, y<Sr(0),
sprendinys. Taigi Gryno funkcija
R n—2
Gla) = £6) - () B

Pagal (7.22) formule formaly Dirichlé uzdavinio sprendinj rutulyje Br(0) galima
uzrasyti taip:

9G(x,¢)

O A (1.24)
Sr(0) ¢

Suskaiciuosime Gryno funkcijos normaline i§vestine

B0 o ()50 -

||
= ﬁ r”%l cos(r,ng) — (%)n 27’”}% cos(r',ng)] (7.25)
Pagal kosinusy teorema
R? + 72 —|z|?
cos(r,ng) = g
cos(r’, ) = R? 41" — |2'|? _ R? + R2|x\_2r2j R4|x\_2.
2r'R 2rR?|z|—1

Istate Sias iSraiSkas j (7.25) formule ir suprastine panagius narius, gausime

0G(x,§) 1 R*—Jaf?

Bl Sk VA — =K .
Ong [S1| R (2,8
Taigi (7.24) formule galima perraSyti taip:
u(z) = /K(aa{)ap(ﬁ)dSR, x € Br(0). (7.26)
Sr

Funkcija K yra vadinama Puasono branduoliu, o (7.26) formulé — Puasono for-
mule.

Pastaba. Puasono formulé isvesta, kai n > 2. Atvejis n = 2 na-
grinéjamas analogiskai. Reikia tik atkreipti démesj j tai, kad (7.24) formulé
yra teisinga ir, kai n = 2.
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7.8 teorema. Tegu ¢ € C(Sg). Tada funkcija u, apibrézta (7.26) formule,
rutulyje Br(0) tenkina Laplaso lygtj ir sferos Sr(0) taskuose sutampa su funk-

cija ¢.

< I8 pradziy jrodysime paprasciausias funkcijos K savybes.
1. Funkcija K (z,£) >0, Yz € Bg(0), £ € Sg(0).
2. Rutulyje Br(0) funkcija K(x,&) tenkina Laplaso lygtj

ALK (z,€) =0, VEeSg(0).
< Fiksuokime taska & € Sg(0). Funkcija K nuo funkcijos

R2 _ |I|2
rn

Viz) =

skiriasi tik pastoviu daugikliu. Todél pakanka jrodyti, kad funkcija V tenkina
Laplaso lygti. Suskaic¢iuosime jos i§vestines:

(R ) - &)

Va:i (Z‘) = rn rnt2 ’
2 xi(z; — &) R? — |zf?
VwLwL (.Z‘) = _7,7 +4n rn+2 -n rnt2 +
(R? — |z[?) (i — &)?
+n(n+2) " .

Susumave i§vestines V,,,, nuo 1 iki n, gausime

2n || (#,6) SR> —|zf (R? —|z[*)
AV (x) = o +4nr”+2 —4n s S s +n(n+2) s =
—or2 2 _ 2 2
_ o +4|z|? — 4(z, &) + 2R — 2|z —0b.
Tn+2
3. Integralas
K(z,£)dSr =1, Yxe Bgr(0). (7.27)

Sr(0)

< Funkcija u(z) = 1€ C?(Bg(0)). Be to, rutulyje Bg(0) ji yra harmoniné
ir sferos Sg(0) taskuose lygi vienetui. Todél ja galima iSreiksti (7.26) formule,
kuri, kai ¢ = 1, virsta (7.27) lygybe. >

Kintamyjy x € Br(0), £ € Sg(0) atzvilgiu funkcija K (z, &) yra be galo difer-
encijuojama, o funkcija ¢ sferoje Sg(0) yra tolydi. Remiantis teorema apie
integraly, priklausandiy nuo parametro, diferencijavimg po integralo Zenklu,
funkcija u, apibrézta (7.26) formule, rutulyje Br(0) yra be galo diferencijuojama
ir jos i8vestines galima skai¢iuoti po integralo zenklu. Pasinaudoje antra funkci-
jos K savybe, galime tvirtinti, kad funkcija u tenkina Laplaso lygti. Irodysime,
kad funkcija ue€ C(Bg(0)) ir u(¢) = ¢(§), V&€ Sr(0). Laisvai pasirenkame
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taska & € Sg(0), skaiCiy € > 0 ir taska = € Br(0), artima taskui £. Remiantis
trecia funkcijos K savybe, skirtumas

ulz) — () = / K(x.n)((n) — o(€)) dS,.
Sr(0)

Tegu p yra koks nors teigiamas skaicius ir X,(§) = Sr(0) N B,(§). Tada

ule) - @] [ K)o - o) a5, |+
EP(E)

H [ Ko - @)as)
Sr(0)\Z,(§)

Pazymeékime paskutiniy dviejy integraly modulius atitinkamai I; ir I,. Pasi-
naudoje 1 ir 3 funkcijos K savybémis, jvertinsime [; :

B mas o) = e(©] [ Ko ds,< max ol - o(©)]

Zp(8)

Skaifiy p parinksime taip, kad I; < ¢/2. Tai padaryti galima, nes ¢ €
C(Sgr(0)). Kadangi funkcija ¢ yra aprézta, tai

L (R*—z*)ISkl
I5 <2 max max <
22 max ) el mex o —nl [SilR

C
< (R la) <5,
P 2
jeigu tik taskas x yra pakankamai arti tasko & € S. Tokiems z yra teisinga
nelygybé

lu(z) — p(€)|<e, VzeSr(0).

Taigi funkcija u e C(Bg(0)) ir u(§) = (&), V€€ Sr(0). >
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7.7. HARNAKO NELYGYBE IR LIUVILIO TEOREMA

Tarkime, neneigiama funkcija u€ C?(Bg(0)) N C(Bg(0)) ir rutulyje Br(0) tenk-
ina Laplaso lygti. Pagal Puasono formule

R —z* [ u(§) B

= d BR(0);

= s / g 456 Vo€ Br(0)
Sr(0)

Gia r = |z — &|. Kadangi
R—|z|<r<R+ |z,

tai
(R—|z)R"* 1

R+ 2" |5A] / ul(8) dSe

Sr(0)

u(z) >

" (R+[a)) B2 1
o) < (g o | e

Sk

Pagal vidurinés reikSmeés teorema

[ (€ dse = uo)

Sr(0)

Todél
(R~ |z[)R" 2

(R + [af)m—t

Sios nelygybés vadinamos Harnako nelygybémis.

(R+ |z])R"—2

u(0) <u(e) < S

u(0).

7.9 teorema (Liuvilio). Tarkime, funkcija u erdvéje R"™ yra aprézta is apacios
(arba i§ virsaus) ir Vo € R" tenkina Laplaso lygtj. Tada ji yra konstanta.

< Jeigu funkcija u yra aprézta i§ virSaus ir tenkina Laplaso lygtj, tai funkcija
—u yra aprézta i§ apacios ir taip pat tenkina Laplaso lygti. Todél pakanka
inagrinéti atveji, kai funkcija u yra aprézta i§ apadcios.

Tarkime, u(xz) > — C, Vx € R". Akivaizdu, kad funkcija u*(z) = u(z) + C
yra neneigiama ir Vx € R tenkina Laplaso lygtj. Todél VR > 0 yra teisingos
Harnako nelygybes:

(R —|x|)R""?

(R+ |z))R" 2 |
(R+ [z[)n—t

u*(0) <u*(z) < u*(0).
(R — |z|)m=t

Peréje prie ribos, kai R — 0, gausime nelygybes

u*(0) <u*(z) <u*(0).

I3 jy isplaukia, kad v*(z) = v*(0). Taigi u(x) = u(0), Ve €R". >
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7.8. HARMONINES FUNKCIJOS
PASALINAMASIS YPATINGAS TASKAS

Tarkime, taskas ° € 2 ir funkcija u yra harmoniné srityje Q\{2°}. Tagkas 2° yra
funkcijos u pasalinamasis ypatingas tagkas, jeigu artinant x j 2° funkcija u didéja
lé¢iau uz fundamentaly Laplaso lygties sprendinj, t.y. u(z) = o(E(|z — 2°|)),
kai |z — 2°| — 0.

7.10 teorema. Tarkime, funkcija u yra harmoniné srityje Q\ {2°}, o taskas
20 yra jos paSalinamasis ypatingas taskas. Tada funkcijg u taske z° galima
apibrézti taip, kad ji buty harmoniné visoje srityje ).

< Koordinaciy agis visada galima perkelti taip, kad taskas z° pereity j koor-
dina¢iy pradzia. Tarkime, kad tai jau yra padaryta ir z° = 0. Tada pakankamai
maziems R > 0 rutulys Br(0) C Q. Tokiems R funkcija

U(z) = / K (2, §)u(§) dSe
)

5r(0

rutulyje Br(0) tenkina Laplaso lygtj ir sferos Sg(0) taskuose sutampa su funk-
cija u (Zr. 7.8 teorema). Kadangi funkcija U € C(Bgr(0)), tai ji rutulyje Br(0)
yra aprézta. Todél U(z) = o(E(|z)), kai [t|] — 0. Tadiau tada funkcija
v =U — u srityje Br(0) \ {0} yra harmoniné, sferos Sgr(0) taskuose lygi nuliui
ir v(z) = o(E(|z])), kai |z| — 0.

Tarkime, n > 2. Tada egzistuoja funkcija w(d) tokia, kad w(é) — 0, kai
0 — 0,ir

Funkcija

yra harmoniné srityje {z : § < |z| < R}. Be to, sferos Sr(0) taskuose v(z) =
ws(x) = 0, o sferos S5 taskuose (pakankamai maZiems ¢)

v(z) < ;Jn(fl <2 <5n12 _ R7112> w(d) = ws(x).

Pagal maksimumo principa v(z) <ws(z), Vo :d<|z|<R. Sj jrodyma pakar-
toje funkcijai —v, gausime —v(z) <ws(x), Va : §<|z|<R. Paskutines dvi
nelygybes galima uzrasyti taip:

[v(2)] <ws(z), Vr:d6<|z|<R.

Artindami skai¢iy § j 0, gausime, v(z) = 0, Yz € Br(0) \ {0}. Taigi funkcija
u srityje Br(0) \ {0} sutampa su harmonine visame rutulyje Bp funkcija U.
Apibrézkime funkcijos u reik§me taske x = 0 lygybe u(0) = U(0). Tada funkcija
u bus harmoniné visame rutulyje Br(0), kartu ir visoje srityje Q. >

Kai n = 2, §ig teorema rekomenduojame jrodyti savarankigkai.
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7.9. KELVINO TRANSFORMACIJA

Tarkime, funkcija u yra apibrézta srityje Q C R", n>2. Fiksuokime skaiciy
R > 0 tokj, kad Q C Bgr(0). Kiekvienam taskui x € Q priskirkime taska

i
= _R?
VTP

simetrinj sferos Sg(0) atzvilgiu. Tada sritj Q atitiks sritis
Q=1RyeR":y= iRZ7 zeN ;.
|22

Tegu

R Y 52
v(y) = w2 U(wR >’ yeqQ.

Taip apibrézty funcija v vadinsime funkcijos u Kelvino transformacija.
Irodysime, kad funkcija u tenkina Laplaso lygtj srityje 2 tada ir tik tada, kai
funkcija v tenkina Laplaso lygtj srityje Q. Tuo tikslu suskai¢iuosime iSvestines:

n—2 n

1 - 82xk 1 - 8l‘k a.’bl
+R"_2{ Ug, — + TP pp—. }
-2 ,; " oy? -2 k,zlzjl " Oy Oy

|y|™ |y|™

Sumuodami antros eilés iSvestines nuo 1 iki n, gausime

do= S [ 5 (i) G+ s

k=1 =1
_ 1 - n Oxy, Oxy
R S )} (7.28)
|yl k=1 = dyi Oy
Funkcijy
T = l‘%RZ, k=1,...,n,
Yy
iSvestinés
Oxy, _ <5ik _ 2ykyi> R?
dy; w2yl ’
Par _ <4yi5ik 2y 8y?yk) R
Ay} ly[? lyl*  [yl®
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Pasinaudoje Siomis formulémis, lengvai galime jsitikinti, kad
0 1 \o 2(n—2
2) 5" < "_2> - o n+gykR2’
— dy; \ |yl Oy ly|

- Oxy, Oxy Okl 2(n — Q)yk

=—, Ayzp=-—
dy; Dy [t TvF y|n+2

R2

i=1
Istate sias iSraiSkas j (7.28) formule, gausime, kad visi koeficientai prie pirmos
eilés i8vestiniy u,, ir prie miSriyjy antros eilés iSvestiniy ug, ., lygus nuliui.
Todél pastaraja formule galime perrasyti taip:

Rn+2
Uu.

Ayv = WA(E

Taigi funkcija v tenkina Laplaso lygti tada ir tik tada, kai ja tenkina funkcija u.
Tarkime, sritis () yra neaprézta (taip bus tada, kai taskas 0 € Q) ir funkcija
v srityje @ yra harmoniné. Tada funkcija

Rn—2 T )
u(x) = 7‘x|n72 U(WR )

tenkina Laplaso lygtj srityje 2\ {0} ir taskas = 0 yra funkcijos u pasalinamasis
ypatingas tagkas. Todél funkcija u taske x = 0 galima apibrézti taip, kad ji buty
harmoniné visoje srityje (2.

7.11 teorema. Tarkime, funkcija v apréztos srities iSoréje tenkina Laplaso
Iygtj ir
v(y) — 0, kai |ly| — oo, (n>2),

lv(y)| < const, kai |y| — oo (n=2).
Sios salygos kartais yra vadinamos reguliarumo salygomis.) Tada
¢ O = ¢ O

D(}l‘(l/) _ ()(‘y“—)fnf\(\‘)_ kai ‘!/‘ — 00 (“ > 2)
h ()(‘y‘ili‘” ) kai |[y] — oo (n=2).

< Fiksuokime skai¢iy R > 0 tokj, kad funkcija v tenkinty Laplaso lygtj rutulio
Bpg(0) iSoréje. Tada funkcija

u(z) = M% v(#)

tenkins Laplaso lygtj srityje By, z(0)\{0}. Be to, u(z) = o(E(|z|)), kai [z| — 0.
Taskas x = 0 yra funkcijos u paSalinamasis ypatingas taskas. Tai leidzia (Zr.
7.10 teorema) funkcija u taske x = 0 apibrézti taip, kad gautoji funkcija (ja
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zymésime ta pacia raide u) buty harmoniné visame rutulyje B;,z(0). Kartu
rutulyje By,z(0) ji bus be galo diferencijuojama. Taciau tada funkcija
W)= g u(rly). veR"\ Br)
VY) =12 Y\ 2) Y r(U),
ly[*=2 "\ yl?

taip pat bus be galo diferencijuojama.

Tasko x = 0 aplinkoje funkcija u yra aprézta ir turi apréztas bet kurios eilés
dalines iSvestines kintamyjuy x, k = 1,...,n, atzvilgiu. Kai |y| — oo, funkcijy
ly|>~™ ir y;|y| =2, i = 1,...,n, dalinés i§vestinés

D (JyP~") = O(|y =1,

D (yilyl®) = O(Jy|~* 1.
Todél, kai |y| — oo, i§vestiné

iy LU, (n>2),
D v(y) = {O(|y—1—0t|)7 (n = 2) >

7.12 teorema. Tegu ¢ € C(Sg(0)). Tada funkcija

1 ' "lj"_) — I{Z - —
v(y) = — WL (&) dSe, yeR™\ Bg(0
v(y) 3] / R‘!/*é‘”?/(g)( 6 Y \ Br(0)

Sk(0)

yra iSorinio Dirichlé uzdavinio

Av(y) =0, yeR™ \ Br(0),
v(y) = (y), y € Sr0),
v(y) = O(ly[*™™), ly| — oo,

sprendinys.
< Vidinio Dirichlé uzdavinio
Au(z) =0, z€ Br(0), wu(z)=p(z), v€Sr(0),

sprendinys
1 R? — |z|?
uw(r) = == —_— ds
Sr(0)

(zr. (7.26) formule). Funkcijos u Kelvino transformacija
Rn—Q y 1 y 2 _ RQ
o) ()= [ Bl ase

T yln2 \Jy? 51| Rly—¢&
Sr(0)

yra Dirichlé uzdavinio rutulio Br(0) iSoréje sprendinys. Pastarojoje formuléje
pereidami nuo kintamyjy x prie kintamyjy y, pasinaudojome tuo, kad |z| =
Ry|~ir [z — & = [y — &l[a[R7! = [y — &IR[y| ™" >



ESKYRIUS

Sturmo—Liuvilio uzdavinys

8.1. STURMO-LIUVILIO OPERATORIUS. KRASTINIO
UZDAVINIO SPRENDINIY EGZISTAVIMO
IR VIENATIES TEOREMOS

Operatoriy p
Au = I (p(x)u'(x)) + q(z)u(z)

vadinsime reguliarivoju Sturmo—Liuvilio operatoriumi (arba tiesiog Sturmo-Liu-
vilio operatoriumi) segmente [a, b], jeigu funkcijos p,p’, ¢ € Cla,b] ir

p(z) >po > 0, Vz € [a,b)].

Aibe funkcijy {u} tokiy, kad u ir «’ yra absoliu¢iai tolydzios segmente [a, b],
o u" € La(a,b), vadinsime operatoriaus A apibrézimo sritimi ir zymésime D(A).
Tegu A yra Sturmo-Liuvilio operatorius. Aibéje D(A) ieskosime lygties

Au=f(z), =z€(a,b) 8.1

sprendinio, tenkinancio krastines salygas

{u(a) + au/(a) =0,

u(b) + u’ (b) = 0. 82)

Cia: fe La(a,b), o a ir B — bet kokie realus skaiciai (neiSskiriant ir simboliy
+00).
Irodysime pagalbinj teiginj.

8.1 lema. Tegu u — absoliuciai tolydi segmente [a,b] funkcija, u' € Ly (a,b) .
Tada Ve > 0 ir Vx € [a, b] yra teisinga nelygybé

u?(z) <e / 11,’2(;1/) dy + (L + l) / u?(y) dy. (8.3)
, a €

< Laisvai pasirenkame taskus z, zg € [a,b]. Pagal Niutono—Leibnico formule

T xT

W () — uP(zo) = / du(y) = 2 / u(y)d () dy. (8.4)

Zo Zo
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Pasinaudoje nelygybe
2, 1o
2ab<ea”+ -b°, £>0,a,beR,
€

ivertinsime paskutinio integralo modulj

T b b b
‘2/U(y)u’(y) dy‘ 32/IU(y)IIU’(y)Idyée/u’Q(y) dy+§/u2(y) dy.

Is sio jvercio ir (8.4) formulés i§plaukia nelygybé

b
u?(2) <u?(20) +5/u’2(y) dy +

a

o | =

b
/ u?(y) dy.

Suintegrave ja nuo « iki b kintamojo x( atzvilgiu ir rezultata padalije i§ b — a,
gausime (8.3) nelygybe. >

8.1 teorema. Tegu q(z) > qo, Vx € [a,b]; ¢ia qo > 0 pakankamai didelis skai-
¢ius (ji sukonkretinsime jrodydami teorema). Tada (8.1), (8.2) uzdavinys funk-
cijy klaséje D(A) negali turéti dviejy skirtingy sprendiniy.

< Tegu funkcijy klaséje D(A) yra du (8.1), (8.2) krastinio uzdavinio spren-
diniai uy ir us. Tada jy skirtumas u = u; — ug € D(A), tenkina lygtj

Au=0 (8.5)

ir (8.2) krastines salygas. Irodysime, kad u = 0.
Kadangi funkcija u tenkina (8.5) lygti, tai

b

/uAudz =0.

a
Panaudoje integravimo dalimis formule, perrasysime §ig tapatybe taip:

b
/(pu'2—|—qu2) dz —puu'|’ =0. (8.6)

a

Atskirai i$nagrinésime du paprasciausius atvejus.
1. Tegu a = f = 0. Tada

b
/(pu'2 + un) dx = 0. (8.7)
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Siuo atveju galime imti go = 0. I3 tikryjy, jeigu ¢(z) >¢o = 0 ir funkcija u
tenkina (8.2) kragtines salygas, tai (8.7) tapatybé yra galima tik tuo atveju, kai
u = 0.

2. Tegu o < 0, 8 > 0 ir bent vienas i§ §iy skaiciy yra baigtinis. Tada (8.6)
tapatybe galima perrasyti taip:

b
u?(b) u?(a

/ (pu'® + qu?) do -+ p0) "2 = ()

a

~

=0. (8.8)
o

Siuo atveju galime imti go = 0. I§ tikryjy, jeigu q(x) > qo = 0, tai (8.8) tapatybeé
yra galima tik tuo atveju, kai v = 0.

ISnagrinésime bendrajj atvejj. Tarkime, koeficientai « ir § nelygus nuliui
(atvejis, kai vienas koeficientas lygus nuliui, nagrinéjamas analogigkai). Ivertin-
sime neintegralinius (8.8) tapatybés narius. Funkcijos u? reik§meés taskuose a ir
b (zr. (8.3) jvertj) nevirgija

b b
1 1
s/u'Q(x)dx—i- (bia-l-g)/ug(x)da:, Ve > 0.

Paéme

7_’_7

SCE

ir pazymeéje

qo:<p|§3b|)+pl(aal)><bia+i)’

gausime nelygybe

1

b
/§p0U +(g—q)u )dxso. (8.9)

Pagal teoremos salyga g(x) > qo. Be to, pg > 0. Todél (8.9) nelygybé yra galima
tik tuo atveju, kai u = 0. >

8.2 teorema. Tegu q(z) > qo, Vx € [a,b] (Cia skai¢ius qo i$ 8.1 teoremos).
TadaVf € La(a,b) egzistuoja vienintelis (8.1), (8.2) krastinio uZzdavinio sprendi-
nys u€ D(A).

< Tegu uy # 0 ir ug # 0 paprastosios diferencialinés lygties Au = 0 spren-
diniai, tenkinantys salygas:

ui(a) + aul(a) =0, wua(b) + Buy(b) = 0.

I8 paprastyjy diferencialiniy lygéiy teorijos yra zinoma, kad tokie sprendiniai
egzistuoja. Jy galima iegkoti tarp lygties Au = 0 sprendiniy, tenkinanciy tam
tikras pradines salygas. Pavyzdziui, jeigu o # 0, tai u; galima ieSkoti tarp
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lygties Au = 0 sprendiniy, tenkinanc¢iy pradines salygas: w(a) = 1, v/(a) =
—1/a. Be to, sprendiniai u; ir ug € C?[a, b] (smulkiau apie tai 7r. [12] knygoje).

Irodysime, kad sprendiniai wu; ir us yra tiesiSkai nepriklausomi. Tarkime
priesingai, u; = cug. Tada funkcija w; tenkins (8.5) lygti ir (8.2) kraStines
salygas. Kadangi ¢(x) > qo, tai (zr. 8.1 teoremos jrodyma) u; = 0. Taciau
uy(a) = 1. Taigi padaryta prielaida yra neteisinga ir funkcijos uy, us yra tiesiskai
nepriklausomos.

Tegu

1 Jui(x)ua(y), kaiz<vy,
G ——
(z,v) C {Ul (y)us(x), kaix>y.

Konstantg C' sukonkretinsime véliau. O dabar jrodysime keleta funkcijos G
savybiy.

1. Kvadrate [a,b] x [a,b] funkcija G yra tolydi ir simetriné. Tai tiesiogiai
igplaukia i jos apibrézimo.

2. Funkcija G tenkina (8.2) krastines salygas. Norint tuo jsitikinti, pakanka
pastebéti, kad

u1(a) + avi(a)

[G(x, Y) + aGe(z,y)]u=a = C uz(y) =0,
(Gl y) + B lams = 2O, ) g

3. Kiekviena i§ funkcijy uy ir us tenkina (8.5) lygti. Todél, kai x # y, §ia
lygti tenkina ir funkcija G.
4. Konstantg C' galima parinkti taip, kad
y=z+0 1

Gaa(x,y) y=z—0 = p(T (810)

~—

< Pagal funkcijos G apibrézima

v=et0  wf()ug(x)  ur(@)uy(z) 1| ug(z) ue(x)
Go(z,y) y—0 : C - 02 T O () u’z(:c)'
Determinanto
wlo)=| ) e
ui(z)  uh(x)
iSvestiné
w'(z) = up (x)uh (z) — uz(z)uf (x).

Kadangi

! —L—'xu’-x x)u;(x i =
ui(%‘)—p(x)( P (@)up(x) + q(x)ui(x)), Vi=1,2,

tai




124 8. STURMO-LIUVILIO UZDAVINYS

Taigi funkcija w yra lygties

sprendinys. Suintegrave 8ig lygti, gausime

1
w(r) = w(a)P(a)m-

Todél
G.(x,y) v = —lw(a)p(a 1
T y=z—0 C p(z) plx)’

~—

kai C = —p(a)w(a).
Funkcija, kuri tenkina visas 1-4 punktuose nurodytas salygas, vadinama
Gryno funkcija. Ji yra susijusi su operatoriumi A ir (8.2) krastinémis salygomis.
Apibrésime funkcijg

b
w(z) = / Gle,y)f(y)dy, | € Loa,b).

Irodysime, kad ji priklauso operatoriaus A apibrézimo sri¢iai D(A), tenkina
(8.1) lygtj ir (8.2) krastines salygas.

Is pradziy jsitikinsime, kad funkcija u yra absoliu¢iai tolydi. Pagal Niuto-
no—Leibnico formule

b£2

u(ze) —u(zy) = //Gz(my)f(y) dydz, Vxi,z9 € [a,b]. (8.11)

Kadangi funkcijos G i8vestiné G, yra aprézta, o f € La(a,b), tai pointegraliné
funkcija G, (z,y)f(y), kaip dviejuy kintamuyjy funkcija, yra sumuojama kvadrate
(a,b) x (a,b). Taciau tada funkcija

b
/ G (,9) f () dy

yra sumuojama intervale (a,b) ir (8.11) formuléje galima sukeisti integravimo
tvarka. Taigi skirtumas

Tz b
u(xe) —u(xy) = /(/ Go(z,9)f(y) dy)dx, Va1, xs € [a, b].

Pagal apibrézima funkcija u yra absoliuciai tolydi segmente [a, b] ir b.v. z € (a, b)
egzistuoja sumuojama iSvestine
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Irodysime, kad funkcija v’ yra absoliuciai tolydi. IS pradziy jsitikinsime,
kad funkcija pu’ yra absoliudiai tolydi. Laisvai pasirenkame z1, x5 € [a, b]. Tada
skirtumas

Z1

T2 T2

1)y = [ p)Gaton)|” ) dy+

a

1

) b

+ [ p@Gae)| 1wy + [ p(@)6ae)

T T2

Z2

f(y)dy. (8.12)

x1

Paskutinius tris integralus pazymésime atitinkamai I, I> ir I3. Pasinaudoje
Niutono—Leibnico formule, taip pat 3 ir 4 funkcijos G savybémis, perrasysime
juos taip:

h:77i@@a ») f mm_// Fly) dady =

- 7(7%, v)f(v)dy) a(z) da.
b= / [y / [ a6t st asts -
- 7( /b Gla.y)f () dy) a(a) de.
L= 7{p<w>c @[ sG] f sy
e [{poenn[ =, +noton] Y-
:77i@m@mmn@mw+77$@m%@wﬁwm@—

Jrom ] Jroassisas- [

T1 T1
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Istate gautas integraly I, I ir I3 reik8mes j (8.12) lygybe, gausime

o b T2
s @] = [([ G ) de - [ )=
- / (u(w)a(a) — £(x)

Kadangi intervale (a,b) funkcija ug — f yra sumuojama, tai pagal apibrézima
funkcija pu’ yra absoliudiai tolydi segmente [a,b] ir b.v. x € (a,b) turi iSvestine

(pw) = qu—f, (8.13)

kuri yra sumuojama intrvale (a,b). Pagal teoremos salyga p € Cl[a,b] ir p(z) >
po > 0. Todél funkcija p~! € Cla,b] ir yra absoliuciai tolydi segmente [a, b].
Taciau tada funkcija v/, kaip dviejy absoliuciai tolydziy funkcijy pu' ir p—!
sandauga, yra absoliudiai tolydi segmente [a,b], o i§vestiné u” yra sumuojama
intervale (a,b). Todél galima atskliausti (8.13) lygybéje skliaustus ir perraSyti
ja taip:

W = qu—p'u’ _f.

p
Kadangi funkcija f € La(a,d), tai desiné (8.14) lygybeés pusé yra erdvés Ly(a, b)
elementas. Taigi u” € La(a,b) , o u€ D(A). Beliko jrodyti, kad funkcija u tenk-
ina (8.1) lygtj ir (8.2) krastines salygas. Tafiau tai faktiskai jau jrodyta. Per-
state (8.13) lygybés narius, lengvai galime jsitikinti, kad funkcija u tenkina (8.1)
lygti. Remiantis 2 funkcijos G savybe, galima tvirtinti, kad funkcija u tenkina
(8.2) krastines salygas. Be to, sukonstruotas sprendinys u yra vienintelis, nes
yra patenkintos 8.1 teoremos salygos. >
Pastabos:

(8.14)

1. Jeigu funkcija f € Cla,b], tai u” € Cla,b]. Norint tuo jsitikinti, pakanka
pastebéti, kad (8.14) formulés deSinés pusés glodumas sutampa su funkci-
jos f glodumu.

2. Nehomogeniniy krastiniy salygu
u(a) + au'(a) = 04,  u(b) + fu'(b) = oy (8.15)

atveju (8.1), (8.15) krastinj uzdavinj galima suvesti j to paties pavidalo
krastinj uzdavinj su homogeninémis krastinémis salygomis. I8 tikryjy im-
kime kokig nors funkcija h € D(A), kuri tenkina (8.15) krastines salygas.
Tada funkcija v = v + h€ D(A), tenkins (8.1) lygtj ir (8.15) krastines
salygas, jeigu funkcija v € D(A), tenkins lygtj

Av=f—Ah, f[—Ahe Ls(a,b)
ir homogenines krastines salygas

v(a) +av’(a) =0, v(b)+ Bv'(b) = 0.
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8.2. TIKRINES REIKSMES IR TIKRINES FUNKCIJOS
I8 pradziy nagrinésime krastinj uzdavinj

Au= f(z), x€(a,b), (8.16)

u(a) +au'(a) =0, wu(b)+ Bu'(b) =0, (8.17)
kai ¢ yra bet kokia tolydi segmente [a,b] funkcija (Zr. 8.1 skyrelj). Tuo tikslu
perraSysime (8.16) lygtj taip:

Au+ Mu = f+ Aoy

¢iar Ao : q(x) + Mo > qo, YV €[a,b] .
Tegu G yra Gryno funkcija, atitinkanti operatoriy A + Aol ir (8.17) kraStines
salygas. I§ 8.2 teoremos jrodymo isplaukia:

1. Jeigu funkcija u € D(A) yra (8.16), (8.17) krastinio uzdavinio sprendinys,
tai ji priklauso La(a,d) ir yra integralinés lygties
b

u(r) = / Gz, y) (f(y) + Aouly)) dy (8.18)

a

sprendinys;

2. Jeigu funkcija w€ Lo(a,b) yra (8.18) lygties sprendinys, tai u€ D(A),
tenkina (8.16) lygtj ir (8.17) kraStines salygas.
Taigi (8.16), (8.17) krastinis uzdavinys turi sprendinj funkcijy klaséje D(A)
tada ir tik tada, kai (8.18) integraliné lygtis turi sprendinj erdvéje Lo(a, b).
Tegu G yra integralinis operatorius, kurio branduolys yra Gryno funkcija

G(z,y), t.y.
b

Gu(z) = / Gl y)uly) dy.

Tada (8.18) lygti galime perrasyti taip:

u = AGu + F} (8.19)
¢ia F' = Gf. Kadangi Gryno funkcija yra tolydi ir simetriné, tai
b

(Gu) = [([ Gputw) dy)oie) ds -

\v

a
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Pagal apibrézima tai reiskia, kad operatorius
G : La(a,b) — La(a,bd)

yra savijungis. Be to, funkcija G € Lg((a, b) x (a, b)) . Todél operatorius G, vei-
kiantis i§ erdvés La(a, b) j erdve La(a, b), yra visiskai tolydus (zr. [1], 1.3 skyrelj).
Vadinasi, (8.19) lygtis yra Fredholmo lygtis ir jai galima taikyti Zinomas Fred-
holmo teoremas (7r. [1], 1.3 skyrelj). I8 §iy teoremy iSplaukia, kad yra galimos
tik tokios dvi situacijos:

1. Homogeniné lygtis
u— XGu=0 (8.20)

erdvéje Lo (a, b) turi tik trivialy sprendinj. Tada (8.19) lygtis su kiekviena
funkcija F € Ly(a, b) turi sprendinj erdvéje Lo(a, b) ir jis yra vienintelis.

2. Jeigu (8.20) lygtis turi netrivialy sprendinj, tai (8.19) lygtis turi spren-
dinj erdvéje La(a,b) tik tokioms funkcijoms F € Ls(a,b), kurios yra or-
togonalios jungtinés homogeninés lygties u — \gG*u = 0 sprendiniams.
Kadangi operatorius G yra savijungis, tai §i lygtis sutampa su (8.20) lyg-
timi.

Taigi norint iSsiaiskinti, kada (8.16), (8.17) kraStinis uZdavinys funkcijy
klaséje D(A) turi sprendinj, reikia Zinoti, kokioms parametro Ay reik8méms
egzistuoja netrivialus (8.20) lygties sprendinys erdvéje Lao(a,b). Parodysime,
kad is uzdavinys yra ekvivalentus Sturmo-Liuvilio uzdaviniui: rasti tas parametro
A reik§mes, kurioms egzistuoja netrivialus lygties

Au=\u (8.21)

sprendinys w € D(A), tenkinantis (8.17) kraStines salygas. Tokios parametro A reiks-
més yra vadinamos tikrinémis reiksmémis, o jas atitinkantys netrivialus spren-
diniai vadinami tikrinémis funkcijomis. Toliau trumpumo délei (8.21), (8.17)
uzdavinio tikrines reiksmes ir tikrines funkcijas vadinsime operatoriaus A tikri-
némis reikSmémis ir tikrinémis funkcijomis.

Tegu G yra Gryno funkcija, atitinkanti operatoriy A + Aol ir (8.17) kraStines
salygas; skaicius Ao : ¢(x) + Ao > qo, Vz € [a,b]; G — integralinis operatorius su
branduoliu G(x,y). Perragykime (8.21) lygtj taip:

Au+ Aou = (A + Xo)u.

Jeigu funkcijau € D(A) yra netrivialus (8.21), (8.17) uzdavinio sprendinys kokiai
nors parametro A\ reikSmei, tai (Zr. 8.2 teoremos jrodyma) ji yra operatorinés
lygties

u=(A+X)Gu=0 (8.22)

sprendinys erdvéje La(a,b). Ir atvirksciai. Jeigu kokiai nors parametro A
reikSmei u yra netrivialus (8.22) lygties sprendinys erdvéje La(a,b), tai funk-
cijau € D(A) ir yra (8.21), (8.17) uzdavinio sprendinys.
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Pastaba. Skaicius A yra (8.21), (8.17) uzdavinio tikriné reik§mé tada ir
tik tada, kai skaicius A\ + A\g yra operatoriaus G charakteristiné reikSme.

Tegu A yra operatoriaus A tikriné reik§mé. Tada A + Ag yra operatoriaus
A+ Aol tikriné reik§mé. Irodysime, kad A+ Ay # 0. Tarkime prieSingai, A+ X =
0. Tada egzistuoja funkcija u # 0, tenkinanti (8.17) krastines salygas ir lygtj
Au+Xgu = 0-u = 0. Pagal 8.1 teorema vienintelis tokio uzdavinio sprendinys yra
funkcija u = 0. Gauta prieStara jrodo, kad skai¢ius A+ Ay = 0 néra operatoriaus
A + Mol tikriné reik8meé.

Kiekviena operatoriaus A + Aol tikrine reik§me A + Ao atitinka tik viena
tiesiskai nepriklausoma tikriné funkcija. Jeigu kokia nors tikrine reik§me atitinka
dvi tikrinés funkcijos, tai taske a jos tenkina (8.17) krasStine salyga ir i§ ju
sudarytas Vronskio determinantas w taske a lygus nuliui. Taciau tada jis yra
lygus nuliui Vz € [a, b], o tikrinés funkcijos yra tiesiskai priklausomos.

Priminsime, kad g(x) + Ao > qo, V& € [a, b]. Todél (7r. 8.1 teoremos jrodyma)
yra teisinga nelygybé (Au + Agu,u) >0, Vue€ D(A). Be to, lygybé yra galima
tik tuo atveju, kai u = 0.

Tarkime, A+ Ag yra operatoriaus A + A\l tikriné reik§meé ir u — jg atitinkanti
tikriné funkcija. Tada

0 < (Au+ Aou,u) = (A + Ao)u,u) = (A + Ao)(u, u). (8.23)

Kadangi (u,u) > 0ir A4+Xg # 0, tai i§ (8.23) nelygybés gauname, kad A+Xo > 0.
Taigi visos operatoriaus A + Aol tikrinés reik§més yra teigiamos.

Tegu A\ + A\ ir 0 + Ag yra operatoriaus A + Aol tikrinés reikSmeés, o u ir v —
jas atitinkancios tikrinés funkcijos. Tada

(A4 X0)(u,v) = ((A+ AoDu,v) = (u, (A + NI)v) = (o + Xo)(u, v).

Sulygine kaire ir desine $iy lygybiy puses, gausime (A — o)(u,v) = 0. I8 Sios
lygybés isplaukia, kad skirtingas tikrines reik§mes atitinkancios tikrinés funkcijos
yra ortogonalios erdvéje La(a,b) .

Priminsime, kad operatorius G : La(a,b) — La(a,b) yra visiskai tolydus.
Tada (zr. [1], 1.3 skyrelj) jo tikriniy reik8miy aibé yra baigtiné arba skaicioji.
Be to, jeigu ji yra skaicioji, tai sudaro artéjanciy j nulj skaiéiy seka. Irodysime,
kad nulis néra tikriné operatoriaus G reik§mé. Tarkime prieSingai, kad erdvéje
La(a, b) egzistuoja funkcija f # 0 tokia, kad

b
/ Ge,y) f(y) dy = 0- f(z) = 0. (8.24)

Kadangi funkcija u = 0 € D(A) ir ja galima isreiksti (8.24) integralu, tai ji turi
tenkinti lygti
d
— 2= (p@)u'(2)) + (@) + Xo)u(x) = f(=).
Kairé $ios lygties pusé yra lygi nuliui, nes u = 0. Todél ir desiné Sios lygties
pusé lygi nuliui, t.y. funkcija f = 0. Gauta priestara jrodo, kad skaicius nulis
néra operatoriaus G tikriné reiksme.
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Irodysime, kad operatoriaus G tikriniy reik§miy aibé néra baigtiné. Kiekvie-
na tikrine operatoriaus G reikSme atitinka viena tiesiskai nepriklausoma tikriné
funkcija, kuri apibrézia vienmatj tiesinj erdvéje La(a, b) poerdvi. Siy poerdviy
tiesioginé suma sutampa su visa erdve Lo(a,b). Kadangi nulis néra tikriné op-
eratoriaus G reikSmeé, tai tikriniy reik8miy aibé negali buti baigtiné (priesingu
atveju erdvé Lo(a,b) buty baigtinés dimensijos erdvé). Be to, operatoriaus G
tikriniy funkcijy sistema yra pilna ir ortogonali erdvéje Ly (a,b). Akivaizdu, kad
ja visada galima ortonormuoti.

Tegu {ju},., yra operatoriaus G tikriniy reikimiy sistema. Tada skaitiai
A+ = ;@17 k=1,2,..., yraoperatoriaus A+ \gl tikrinés reik§més. Kadangi
operatoriaus G tikrinés reik§meés ui — 0, kai & — oo, tai operatoriaus A + A\l
tikrinés reikSmeés A\, + A\g — +o0o. Be to, tikrinés reik§meés Ay + A\g > 0, Vk =
1,2,.... Todél jas galima sunumeruoti taip:

O< A +d<At+tX< < AX+X<- .

Kiekviena tikrine reikSme Ax + Ao, £ = 1,2,..., atitinka vienintelé normuota
erdvéje Lo(a,b) tikriné funkcija ug. Pagal apibrézima tikriné funkcija ug yra
integralines lygties ur = (Mg + Ao)Guy sprendinys. Todél (Zr. 8.2 teoremos
irodyma) funkcija u, € D(A), tenkina lygti Aug + Mour = (Ax + Ao)ug ir (8.17)
kraStines salygas. Isreiske i§ Sios lygties iSvestine uj/, gausime, kad tikriné funk-
cija ug, € C?[a, b].
Irodytus teiginius suformuluosime teorema.
8.3 teorema. Tegu A yra Sturmo-Liuvilio operatorius, o {/\;,} ir {u;(} yra
Jji atitinkanciy tikriniy reik§miy ir tikriniy funkcijy aibés. Tada:
1. Tikriniy reikSmiy aibé yra skaicioji artéjanciy j +oo realiy skaiCiy seka,
kurioje neigiamy tikriniy reik§miy gali buti tik baigtinis skaicius (nes Ay, +
Ao >0, Vk=1,2,...ir \y = +0).
2. Kiekvieng tikrine reikSme )\j atitinka vienintelé ortonormuota erdvéje
Lo(a,b) tikriné funkcija wuy,.
3. Tikriniy funkcijy sistema {u ;}:il yra pilna ortonormuota erdvéje La(a, b)
funkcijy sistema. Be to, uy € C?[a,b], Vk =1,2,....

Isvada. Tegu {uk};il — ortonormuota erdvéje La(a,b) operatoriaus A
tikriniy funkcijy sistema. Tada kiekvieng funkcija u € La(a,b) galima skleisti

eilute
o0

u= Z(u, ug )ug (),

k=1
konverguojanéia erdvéje La(a,b) . Be to, funkcijos u normos' kvadratas

o0

l|lul|? = Z(u7uk)2 < 0.

k=1

18jame ir septintame skyriuose rasydami || - ||, turésime omenyje norma erdvéje La(a,b).
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8.3. ENERGETINE ERDVE
Tegu q(z) >0, Va €[a,b] ir @ = 8 = 0. Nagrinésime Sturmo-Liuvilio uzdavinj:

Au= X, z€(a,b), (8.25)

u(a) =0, u(b) = 0. (8.26)

Siuo atveju (zr. 8.1 teorema) galima imti Ao = 0. Kartu galime tvirtinti, kad
visos operatoriaus A tikrinés reikSmeés A, yra teigiamos.

Tegu Hp yra aibé funkcijy, kurios segmente [a, b] yra absoliucdiai tolydZios,
tenkina (8.26) kraStine salyga ir kuriy pirmos eilés i§vestinés priklauso erdvei
Lo(a,b). Akivaizdu, kad aibé Hy yra tiesiné. Imkime aibé¢je Ha kokia nors seka
{uk};il. Sakysime, kad

La(ab .
up 250, kai k— 00, jeiguuy, 2(e) 0, kai k— occ.

Irodysime, kad aibé Ha su taip apibréZta topologija yra pilna erdvé. Remiantis
apibrézimu, reikia jrodyti, kad bet kokia fundamentali erdvéje Ha seka konver-
guoja.

Tegu {“k}lii1 — fundamentali erdvéje Ha seka, t.y.

La(a,b .
), — u, L)O, kai k, m — oc.

Kadangi erdvé Ly(a,b) yra pilna, tai egzistuoja elementas v € La(a, b) toks, kad

Lo(a,b
; La( )v

uy, , kai k — oc.

Irodysime, kad funkcija

X

u= [ otw)dy

priklauso erdvei Hpa. Akivaizdu, kad funkcija u yra absoliu¢iai tolydi. Be to, jos
isvestiné u’ = v € La(a,b) ir u(a) = 0. Beliko jrodyti, kad u(b) = 0. Pasinaudoje
Helderio nelygybe, jvertinsime skirtuma

un(e) = u(o)] = | [ (W (w) - o) dy| < VB = o]

Sis jvertis yra teisingas Vz € [a,b]. Taske # = b kiekviena i§ funkcijy uy lygi
nuliui. Be to,

Lao(a,b .
uj, 2(—>)v, kai k — oo.

Todél u(b) = 0 ir galime tvirtinti, kad funkeija u € Hy ir up - u, kai k —
0o. Vadinasi, erdvé Hu yra pilna.
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Is sio jrodymo taip pat iSplaukia, kad, jeigu
ukgu, kai k — oo,
tai segmente [a, b]
ug(x)2u(z), kai k — oo,

t.y. seka {uy} konverguoja tolygiai segmente [a,b] i funkcija u. Be to, Vu € Hp
yra teisingi jverciai:

ol =| [ ww ds| < V=l vae fa.b) (3.27)

lu(@)|l < (b= a) ]| (8.28)
Erdvéje Hp apibrésime skaliarine sandauga

b

[u,v] = /(pu’v’ + quv) dx
a
ir ja atitinkan¢ig norma
lul = v/[u, u].

Tiesiogiai galima jrodyti, kad taip apibrézta skaliariné sandauga tenkina visas
skaliarinés daugybos apibrézimo salygas. Norma | - | yra vadinama energetine
norma, o erdvé Hp su joje apibrézta energetine norma — energetine erdve.

Irodysime, kad jvesta topologija erdvéje Ha yra ekvivalenti topologijai, kuria
indukuoja energetiné norma. Kadangi aibé Hu yra tiesiné, tai pakanka jrodyti
tokj teiginj: seka {uy} konverguoja j nulj erdvéje Hp tada ir tik tada, kai §i seka
konverguoja j nulj energetinéje erdvéje.

Tarkime |ug| — 0, kai kK — oco. Tada

b
2
Jug]? = / (p” + qul) dz > 0.

Pagal prielaida p(x) >po > 0 ir ¢(x) >0, Vz € [a, b]. Todél
b

/u;fdx — 0,

a

kai k — oo. Taigi seka {uj},} - konverguoja j nulj erdvéje Ly(a, b).
Tegu seka {u},},_ konverguoja j nulj erdvéje Ly(a,b). Pagal energetinés
normos apibrézima

b
|\uk|\ [ug, ug) /pu,~c —I—quk )dx.
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Kadangi funkcijos p ir ¢ yra apréztos, o
b b
/uﬁd:cg(b—a)Q/uﬁczdfc
a a

(zr. (8.28) nelygybe), tai egzistuoja konstanta C' > 0 tokia, kad
lux|? < Cllui ||

Taciau tada |ug] — 0, kai k£ — oo.
Pastaba. Jeigu u€Hy, ve D(A), tai [u,v] = (u, Av). Istate vietoje v
tikrine operatoriaus A reikSme uy, gausime
[w, ug] = (u, Aug) = Ag(u, ug).

8.4 teorema. Tegu {u; f 1 Yra operatoriaus A tikriniy funkcijy sistema,
ortonormuota erdvéje Lo(a,b). T[ld{l Jji yra pilna ortogonali funkcijy sistema
erdvéje Ha .

< Tikrinés funkcijos uy, € D(A), Yk = 1,2,.... Todél
[ty ur] = (Atp, ug) = Ap (U, ug) = /\n5fL, Vn,k=1,2,....
Kadangi tikrinés reik§mes Ay yra teigiamos, tai skaliariné sandauga
[tn, ug] = 0,

kai n # k. Taigi tikriniy funkcijy sistema {uk}:il yra ortogonali erdveje Hy.
Irodysime, kad erdvéje Hp ji yra pilna. Tarkime priefingai. Tada egzistuoja
funkcija v € Ha (nelygi nuliui) tokia, kad

[u,ur] =0, Vk=1,2,.... (8.29)
Taciau
[u,ug) = Ag(u,ug), A >0, VE=1,2,.... (8.30)

Todeél
(u,up) =0 Vk=1,2,....
Taigi elementas u yra ortogonalus kiekvienam sistemos {uk};ozl elementui.
Taciau 8i sistema yra pilna erdvéje La(a,b) . Todél u = 0. Gauta priestara jrodo,
kad tikriniy funkcijy sistema {uk}:il yra pilna erdvéje Hy. >
Isvada. Tegu ue Hy. Tada

oo oo
lul® = [u,u] = [Z U, U, uk,z u, ug)uy) =
k=1 k=1

(u, uk)Q[Uk,Uk] = ZC,?)\k < 00; (8.31)
k=1

p”qg

=1
,2,.

Hm-

¢ia C = (u,uy), Vk =
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8.4. FURJE EILUCIY DIFERENCIJAVIMAS PANARIUI
Tegu {)\k},jil yra Sturmo-Liuvilio uzdavinio

Au=XIu, z€(a,b), (8.32)

u(a) =0, wu(b)=0 (8.33)

tikriniy reik§miy sistema, o {uk};“;l — ja atitinkanti ortonormuota erdvéje
Lo (a, b) tikriniy funkcijy sistema. Be to, tegu ¢(z) >0, Vz € [a,b] ir « = = 0.
Irodysime pagalbine lema.

8.2 lema. Egzistuoja konstantos M, ir M, tokios, kad

Z)\ 1/, )< My, Z)ﬁ’uéz x) <My, Vx€la,b].

k=1

<4 Tegu G yra Gryno funkcija, atitinkanti operatoriy A ir (8.33) kraStines
salygas. Funkcija G(z,y) € Ha, o jos iSvestiné G, (z,y) € La(a,b), kiekvienam
fiksuotam z € [a, b]. Be to, kai x # y, funkcija G, (z,y) yra tolydi, o kai z =y,
turi baigtinj trukj. Todél integralai

b

IGI? =/[p(y)GyQ(:v,y)+Q(y)G2(x,y)} dy, IIGz\I2=/G§(x,y)dy

a

kintamojo x atzvilgiu yra tolydZios segmente [a,b] funkcijos. Tadiau tada seg-
mente [a, b] jos yra apréztos. Taigi egzistuoja konstantos M; ir My tokios, kad

IGIP <M, ||Gal? < Mo.

Antra vertus,

IGI? = Z (G, up)?[uk, ug) = Z)\,ZQUi(x) A = Z)\;luQ
k=1 k=1 k=1

|G| = (G, Ga) ti,uk ZAQ’Q
k=1

Lema jrodyta. >

o0
Apibrézimas. Sakysime, eiluté > o (z) segmente [a, b] konverguoja
k=1

o0
reguliariai, jeigu eiluté > |1x(z)| segmente [a, b] konverguoja tolygiai.
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Tegu v € La(a,b). Tada
u:ZCkuk(x), Cr = (u,ug), Vk=1,2,..., (8.34)
k=1

ir
oo
|ul|? = ZC’% < o0.
k=1

Tikrinés funkcijos ug, € C%[a,b], Vk = 1,2,.... Todél galime sudaryti eilutes

> Crug(x), (8.35)
k=1
> Crujl(a). (8.36)
k=1

Istirsime 8iy eiluc¢iy konvergavima.

8.5 teorema (apie Furjé eiluciy diferencijavima panariui).

1. Tegu funkcija u € Hp. Tada (8.34) eiluté segmente [a,b] konverguoja reg-
uliariai, o (8.35) eiluté konverguoja Lis(a,b) erdvéje ir

u'(z) = Z Crup ().
k=1

2. Tegu funkcija w€ D(A) ir tenkina (8.33) kraStines salygas. Tada (8.35)
eiluté segmente [a,b] konverguoja reguliariai, o (8.36) eiluté konverguoja
Lo(a,b) erdvéje ir

u'(z) = Z Crull ().
k=1

3. Tegu we D(A), Aue Hp ir funkcija u tenkina (8.33) kraStines salygas.
Tada (8.36) eiluté segmente [a, b] konverguoja reguliariai.

<4 1. Tegu ueHy. Irodysime, kad (8.34) eiluté segmente [a,b] konverguoja
reguliariai. Pasinaudoje Kosi-Buniakovskio nelygybe, jvertinsime baigtine suma

m—+n

S [Cullun ()] <
k=n

m—+n m—+n m—+n

< (Z Akc,f)l/2(z A,;lui(:c))m gMj/Q(Z )\kC’,3>1/2. (8.37)
k=n k=n

k=n
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Kadangi v € Ha, tai
Jul? = Z)\kC,z <
k=1

ir

m—+n

> MCE =0,

k=n
kai m,n — oco. I8 ¢a ir (8.37) jvercio isplaukia, kad (8.34) eiluté segmente [a, b]
konverguoja reguliariai. Be to,

n 9 S
|ZCkuk—u| = Z )\kC,f—>0,
k=1 k=n+1

kai n — co. Todél (8.34) eiluté konverguoja j funkcija u tolygiai, o (8.35) eiluté
konverguoja j v’ erdvéje La(a,b).
2. Tegu funkcija uw € D(A) ir tenkina (8.33) krastines salygas. Tada

Au=" (Au,up)ur = (u, Aup)up = Y MCrug € L(a,b)
k=1 k=1 k=1
ir
[Aul* = (Au, Au) =Y " NCF < oo (8.38)
k=1

Pasinaudoje Kosi-Buniakovskio nelygybe, jvertinsime baigtine suma;:

m—+n

> [Ckllui ()] <
k=n

m—+n m—+n m—+n

(Z )\2Ck) 2(2 A;Qu;f(x))l/ <M21/2(Z )\2Ck) (839

k=n k=n

m+n
Kadangi (8.38) eiluté konverguoja, tai >, A2C? — 0, kai m,n — oco. I8 &ia ir
k=n
(8.39) jvercio isplaukia, kad (8.35) eiluté segmente [a, b] konverguoja reguliariai.
Irodysime, kad (8.36) eiluté konverguoja erdvéje Lo(a,b). Priminsime, kad
tikrinés funkcijos uy € C?[a,b]. Todél lygybéje

d
—@(puﬁc) + qui = Apug

galima atskliausti skliaustus ir perrasyti ja taip:

/
1
uy = —gu; + guk — Z AUk
p p p
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Padaugine 8ia lygybe i§ C}, ir susumave pagal k& nuo n iki n + m, gausime

m+n / m+n m+n m+n
Z C’ku% = —— Z Ckuk + = Z Crup — — Z Cripug. (8.40)
k=n

Kadangi eiluté > A\ Ciuy konverguoja erdvéje La(a, b), o (8.34) ir (8.35) eilutés
k=1

konverguoja segmente [a,b] reguliariai, tai (8.36) eiluté konverguoja erdvéje

Lo(a,b) ir

ZC’ku = +quffAufu
p b

3. Tegu ue D(A), AueHy ir funkcija v tenkina (8.33) kraStines salygas.
Tada

|Au]? = [Au, Au] = ZA%Ci[uk,uk] = ZA%C,? < 0. (8.41)
k=1 k=1
Norint jrodyti (8.36) eilutés reguliary konvergavima segmente [a,b], pakanka
jrodyti eilutés (Zr. (8.40))

> MCrux (8.42)

reguliary konvergavimg segmente [a, b]. Pasinaudoje Kosi-Buniakovskio nelygy-
be, jvertinsime baigtine suma

m—+n

> Akl CilJuk ()] <
k=n

m—+n m—+n m—+n

< ($a0) " (Sm) "o (Eier)”. oo

m—+n

Kadangi (8.41) eiluté konverguoja, tai Y. A3C% — 0, kai m,n — oco. I ¢ia ir

k=n
(8.43) jvercio iSplaukia, kad (8.42) eiluté, kartu ir (8.36) eiluté segmente [a, b]
konverguoja reguliariai. Teorema jrodyta. >
Pastaba. Trecio ir ketvirto skyreliy pradzioje suformuluotos prielaidos
néra esminés. PavyzdZziui, jeigu ¢ yra bet kokia tolydi segmente [a,b] funk-
cija, tal prie abiejy lygties Au = Au pusiy reikia pridéti narj Aqu, o skaifiy
Ao parinkti taip, kad ¢(z) + Ao >0, Va € [a,b]. Koeficientai « ir 8 taip pat
gali jgyti bet kokias reikSmes. Siuo atveju skaiCiy Ao reikia parinkti taip, kad
q(z) + Xo > qo, Yz € [a, ], o vietoje skaliarinés sandaugos

b
/puv + quv) dx
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reikia jvesti skaliarine sandauga

b

[u,v] = /(pu'v’ + (¢ + Xo)uv) dz + p%

uv
P
b

= & lx=a

a

Patikrinkite, kad taip apibrézta skaliariné sandauga tenkina visas skaliarinés
daugybos apibrézimo salygas.
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Tarkime, operatoriaus A koeficientai p ir ¢ tenkina 6.1 skyrelio salygas, o funk-
cija

peCla,b], p(x)>po >0, Vrela,b].
Apibendrintas Sturmo-Liuvilio uzdavinys formuluojamas taip: rasti tas paramet-
ro \ reikSmes, kurioms egzistuoja netrivialus lygties

Au = Apu, z€(a,b), (8.44)
sprendinys u € D(A), tenkinantis krastines salygas
u(a) + au'(a) =0, w(b) + pu'(b) = 0. (8.45)

Tegu G yra Gryno funkcija, atitinkanti operatoriy A ir (8.45) krastines sa-
lygas. Be to, tegu' q(x)>qo, Vo €[a,b]. Tada apibendrinta Sturmo-Liuvilio
uzdavinj galima suvesti j integraline lygti

b
u(x) = )\/G(x,y)p(y)u(y) dy := AGu. (8.46)

Bendruoju atveju funkcija G(x,y)p(y) néra simetriné. Vadinasi, operatorius G
néra savijungis. Ta¢iau (8.46) lygtj lengvai galima suvesti j integraline simetrinio
branduolio lygtj. Norint tuo jsitikinti, reikia abi (8.46) lygties puses padauginti
is \/p(x) ir rezultata uzrasyti taip:

b
v(z) = )\/é(x, y)v(y)dy = AGo;

a

da: v(z) = /p@)u(z), G(z,y) = G(z,y)\/p(x)p(y). Funkcija G kvadrate
[a,b] x [a,b] yra tolydi ir simetriné. Todél G yra visigkai tolydus savijungis
operatorius, veikiantis erdvéje La(a, b). Lengvai galima jsitikinti (7r. 8.3 teore-
mos jrodyma), kad: operatoriaus G tikriniy reikdmiy aibé {u} yra skaiioji ir
sudaro artéjanciy j nulj skai¢iy seka; kiekvieng tikrine reik§me iy, atitinka vienin-
telé ortonormuota erdvéje La(a, b) tikriné funkcija vy; aibé tikriniy funkcijy {v }
yra pilna ortonormuota erdvéje Lz (a, b) funkcijy sistema. Taciau tada A\, = it
yra apibendrinto Sturmo -Liuvilio uzdavinio tikrinés reiksmés, o ux = vi/\/p
— jas atitinkancios tikrinés funkcijos. Tikrinés funkcijos {u} yra ortogonali
erdvéje Ly ,(a, b) funkcijy sistema, t.y.

b

/uk(x)um(x)p(x) dx = o).

a

Be to, erdvéje Lo ,(a,b) ji yra pilna.

18 prielaida néra esminé (#r. 8.4 skyrelio pabaiga).
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8.6. SINGULIARUSIS STURMO-LIUVILIO UZDAVINYS

Operatoriy

Au = —% (p(x)v' (x)) + q(x)u, x€(a,b),

vadinsime singuliariuoju, jeigu bent viename i§ intervalo (a,b) krastiniy tasky
funkcija p lygi nuliui arba funkcija ¢ yra neaprézta, arba bent vienas is tasky a, b
lygus oco. Taskus, kuriuose patenkinta nors viena i§ Siy salygy, vadinsime singu-
liariaisiais tagkais. Singuliariajame taske kragtinés salygos laisvai pasirinkti ne-
galima. Tam, kad ja tinkamai apibréztume, turime atlikti papildomus tyrimus.
Bendrosios singuliariyjy krastiniy uzdaviniy teorijos ¢ia nenagrinésime, o i8tir-
sime specialyjj atvejj, kai

p(@) = (z —a)p(z), @(x)>0,Vzeab].

Be to, reikalausime, kad funkcijos p,p’ ir g€ C(a,b).
Tegu u; ir us € C%(a,b) — du tiesigkai nepriklausomi lygties

Au=0, xz€(a,b), (8.47)
sprendiniai. Jrodysime keleta pagalbiniy teiginiy.
8.3 lema. Jeigu sprendinys u; yra apréztas tasko x = a aplinkoje ir
ui(z) = (x —a)?P(z), >0, U(a)#£D0, (8.48)
tai sprendinys uy taSke x = a turi ypatuma.
< Kadangi funkcijos u; ir ug yra (8.47) lygties sprendiniai, tai reiskinys
u1Aus — usAug = 0.

Taciau )
urAug — ugAuy = (p(uguf — uguj)) .
Todél
plugu) —uguh) = C. (8.49)

Cia konstanta C' # 0, nes sprendiniai u; ir uy yra tiesiskai nepriklausomi. Pagal
lemos salyga v (a) # 0. Todél egzistuoja tasko = = a aplinka, kurioje funkcija
¥ nelygi nuliui. Tarkime, ¢ (z) # 0, Vz € [a,21]. Tada (8.49) lygybe galima
perrasyti taip:

ug(w)\’ C
(@) = swaay “e@n
I8 jos i8plaukia, kad

[ —Cd
ug(z) = u1(1?)(/ o) wQ(y)(yy—a)%H —|—C’1>, x € (a, x1]. (8.50)

Z1
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Pritaike viduriniy reik§miy teorema, (8.50) lygybe perraSysime taip:

ug(z) = ul(x)(go(f)_zf;(f) / W _c(lj;%H + C’l>, T €[z, 1)

Kadangi uq(x) = (x — a)?¢(x), tai
uz(z) = wi(z) In(z — a) + wa(z),

kai 0 =0, ir
uz(z) = wi(z) (v — a)~7 + wa (),

kai o > 0. Cia w; ir wy — apréztos tasko x = a aplinkoje funkcijos. Taigi bet
kuriuo atveju sprendinys uy taske z = a turi ypatuma. o

Isvada. Sprendiniy u; ir uy sandauga taske © = a daugiausiai gali turéti
tik logaritmine ypatuma.

8.4 lema. Tarkime, patenkintos 8.3 lemos salygos ir

qo(x)

ﬁ, qo(a) #0, qo€ C(a,b), 0<s<o+1.
Tr—a)’

q(z) =
Tada
lim [)(.If)'[{,/l (x) = 0.

Tr—a
Be to, jeigu reiSkinys q uy yra apréztas tasko r = a aplinkoje, tai Sioje aplinkoje
iSvestiné v} (x) taip pat yra apréZta.

Sio teiginio jrodyma galima rasti [1] knygoje.

Tegu wuy ir ug — du tiesigkai nepriklausomi lygties Au = 0 sprendiniai. Be to,
tegu sprendinys u; yra apréZtas ir tenkina (8.48) salyga. Tada sprendinys us
taske x = a yra neapréztas. Sprendiniy uj, us tiesinis darinys u = C7 uy +Cs us
yra bendrasis (8.47) lygties sprendinys. Tagko z = a aplinkoje jis yra apréztas
tik tuo atveju, kai Co = 0. Kadangi lieka tik viena laisva konstanta, tai negalima
reikalauti, kad apréztas sprendinys taske x = a tenkinty dvi laisvai pasirinktas
pradines salygas. Kartu negalima reikalauti, kad apréztas sprendinys taske z =
a tenkinty laisvai pasirinkta kraStine salyga. Todél naturalu patj sprendinio
apréztuma pateikti kaip krastine salyga. UzraSyti 8§ia salyga galima jvairiai.
Praktiniuose uzdaviniuose dazniausiai ja uzraso taip:

|u(a)] < oo.

P astaba. Jeigu abu taskai a ir b yra singuliarus (pavyzdziui, kai p(a) = 0
ir p(b) = 0), tai sprendinio apréztumo salygas taskuose a ir b galima uZraSyti
taip:

lu(a)] < oo, |u(db)] < oo.

Tarkime, taskas a yra singuliarusis, taskas b — reguliarusis, o p — teigiama
tolydi funkcija (singuliariajame taske ji gali buti lygi nuliui). Tada singuliaryji
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Sturmo—Liuvilio uzdavinj galima suformuluoti taip: rasti tas parametro \ reik§mes,
kurioms egzistuoja netrivialus lygties

Au=Apu, x€(a,b) (8.51)
sprendinys, tenkinantis kraStines salygas
lu(a)] < oo, u(b) + Bu'(b) = 0. (8.52)

Operatoriy A nagrinésime erdvéje Ly ,(a,b). Jo apibrézimo sritj D(A) api-
brésime kaip aibe funkecijy u erdvéje Lo ,(a, b) tokiy, kad:

1. Ve > 0 funkcija u ir jos iSvestiné u’ yra absoliuciai tolydZios segmente
l[a+¢,0].

2. Funkcija u tenkina (8.52) krastines salygas.

3. Reiskinys %Au € Lo p(a,b) ir egzistuoja riba

lim p(z)u'(z) = 0.

r—a
Srityje D(A) operatorius A yra savijungis, t.y.
(Au,v) = (u,Av), Vu,veD(A). (8.53)

Norint jrodyti §ia lygybe, reikia du kartus pritaikyti integravimo dalimis formule
ir pastebéti, kad
b

—pu’
a

b
=0.

a

pu'v

Is (8.53) formulés i§plaukia, kad tikrinés funkcijos, atitinkancios skirtingas
tikrines reikimes, yra ortogonalios erdvéje Ly ,(a,b).

Pastaba. Nagrinéjant (8.51) lygtj, islieka teisingi visi rezultatai, kurie
irodyti 8.3 ir 8.4 lemose. Norint tuo jsitikinti, reikia (8.51) lygtyje koeficienta
q — X p prie funkcijos u pakeisti koeficientu q.

Tegu uy, us — du tiesiskai nepriklausomi (8.47) lygties sprendiniai ir yra
patenkintos 8.3 ir 8.4 lemy salygos. Tada (8.51), (8.52) uzdavinys yra ekviva-
lentus integralinei lygciai

b
u(x) = A /G(%y)p(y)U(y) dy, (8.54)

kurioje G(z,y) yra Gryno funkcija, atitinkanti operatoriy A ir (8.52) kraStines
salygas. Jeigu A = 0 néra tikriné operatoriaus A reiksmé, tai Gryno funkcija
konstruojama lygiai taip pat kaip ir reguliariuoju atveju. Remdamiesi 8.3 lemos
isvada, galime tvirtinti, kad funkcija G taske (a,a) gali turéti tik logaritmine
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ypatuma. Kituose kvadrato [a,b] x [a,b] taskuose ji yra tolydi. Be to, Gryno
funkcija G yra simetriné; jos i§vestiné G, istrizainéje x = y turi truki

y=z+0
p(x) Go(z,y) =1
y=x—0
kai x # y, Gryno funkcija kintamojo = atzvilgiu tenkina lygtj AG = 0 ir krastines
salygas:
|G(a,y)| <oo, G(b,y)+BGa(by) =0.

Tuo atveju, kai A = 0 yra tikriné operatoriaus A reik§meé, Gryno funkcijos,
kuri tenkinty auks¢iau nurodytas salygas, sukonstruoti negalima. Taciau galima
sukonstruoti apibendrinta Gryno funkcija (smulkiau 7r. [17]). Ji skiriasi tik tuo,
kad vietoj (8.47) lygties tenkina lygti

AG = p(x) uo(x) uo(y),

kurioje ug yra tikriné funkcija, atitinkanti tikrine reik§me A = 0. Be to, funkcija
G galima parinkti taip, kad

b

/ G, y) uo(y) ply) dy = 0.

a

Siuo atveju (8.51), (8.52) uzdavinys taip pat yra ekvivalentus (8.54) integralinei
lygéiai (iSskyrus tikrine funkcija ug).

Taigi abiem atvejais (8.51), (8.52) uzdavinys susiveda j (8.54) integraline
lygti, kurig standartiniu budu galima suvesti j simetrinio branduolio integraline
lygti. PavyzdZziui, jeigu (8.54) lygtyje vietoje ieskomos funkcijos u pasirinksime
funkcijg v = u \/p, tai gausime lygtj

v = \Ku, (8.55)

kurioje operatoriaus K branduolys K(z,y) = G(z,y)\/p(z) p(y) yra simetriné
funkcija. Taske (a,a) funkcija K gali turéti logaritmine ypatuma, o kituose

taSkuose ji yra tolydi. Todél operatorius K yra Fredholmo operatorius ir na-
grinéjant (8.55) lygtj galima remtis bendraja Fredholmo lyg¢iy teorija. Tiksliau,
galima tvirtinti, kad:

1. Operatoriaus K charakteristiniy reik§miy aibé yra skaicioji ir sudaro ar-
téjanciy i +oo skaiciy seka:

AM< <. . <A<
Kai ¢g>0ir >0, tai \p >0,Vk =1,2,....

2. Operatoriaus K tikriniy funkcijy sistema {vk}zozl yra pilna ortogonali
erdvéje Lo(a, b) funkcijy sistema. Tarkime, ji yra ortonormuota.
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Grizkime prie (8.51), (8.52) uZdavinio. Tiesiogiai galima patikrinti, kad
oo jon « o . . . . o1 v . . oo
{)\k}kzl yra §io uzdavinio tikriniy reik§miy sistema, o {uk}k:p Vg = Uky/P
yra ja atitinkanti tikriniy funkcijy sistema. Be to, kiekviena tikriné funkcija
up € C*(a,b]. Sistema {u},., yra pilna ir ortonormuota erdvéje Lo ,(a,b).
Jeigu u € Ly ,(a,b), tai ja galima skleisti Furjé eilute

b

u(z) = Z Crur(z), Cp= /u(x) ug(z) p(z) dz, (8.56)
k=1

a

konverguojancia erdvéje Ly ,(a,b) .

Nagrinéjamuoju atveju taip pat galima jrodyti Furjé eiluciy reguliaryji kon-
vergavima segmente [a+¢,b]. Irodymas yra toks pat. Pavyzdziui, jeigu g(z) >0
ir 5 >0, tai energetine erdve galima apibrézti kaip absoliudiai tolydziy segmente
[a + €,b], Ve > 0 funkcijy aibe, kurios taske x = b tenkina salyga u(b) = 0 ir

kurioms integralas
b

Jul? = / (pu'2 + qu2) dr < 0.

a

Jeigu funkcija u € Hy, tai (8.56) eiluté konverguoja reguliariai segmente [a +
e,b], Ve > 0. Be to, jeigu integralas

b

/ [0(y) G2(z,9) + a(y) G2(z.9)] dy,

a

kaip kintamojo z funkcija, yra apréztas segmente [a, b], tai (8.56) eiluté konver-
guoja reguliariai segmente [a, b].
P astab a. Tarkime, funkcija u € Hy. Tada galima jrodyti, kad:

1. Funkcija u yra aprézta tasko x = a aplinkoje, jeigu Sioje aplinkoje yra
aprézta funkcija q.

2. Jeigu ¢(z) — o0, kai © — a, tai u(a) = 0.



ISKYRITUS

Furje, arba kintamyjy atskyrimo, metodas

Kintamyjy atskyrimo metoda galima taikyti gana placiai tiesiniy lygciy klasei.
Lygtis Mu + Nu = 0 priklauso §iai klasei, jeigu diferencialiniy operatoriy M
ir N koeficientai yra skirtingy kintamuyjy funkcijos ir ieSkomosios funkcijos u
i§vestines jeina j reiskinius Mu ir Nu tik pagal skirtingus kintamuosius. Tarkime,
v ir w yra funkcijos, priklausancios nuo §iy skirtingy kintamyjy ir v = vw.
Tada lygti Mvw 4+ Nvw = 0 galima suskaidyti j dvj lygtis. Siy lygciy atskiryjy
sprendiniy sandauga yra atskirasis lygties Mu + Nu = 0 sprendinys. Bendraji
sprendinj gausime paéme tokiy sprendiniy tiesinj darinj.

9.1. FURJE METODO SCHEMA DVIMACIY HIPERBOLINES
IR PARABOLINES LYGCIY ATVEJAIS

Tegu A yra reguliarusis Sturmo-Liuvilio operatorius. Rasime formalyjj hiper-
bolinés lygties
uge + Au=0, z€(a,b),t>0, 9.1)

sprendinj, tenkinantj pradines
ul,_ =), wl|,_,=v(), welob) 9.2)

ir kraStines

u+au1| =0, u—i—ﬂuz‘x:b:Q t>0 9.3)

r=a
salygas.
Tegu u = v(z)T'(t). Istate taip apibrézta funkcija i (9.1) lygti ir atskyre
kintamuosius, gausime
T"(t)  Av(x)
STl o(a)

Kairéje §ios lygybés puséje yra kintamojo ¢, o deSinéje — kintamojo = funkci-
ja. Sios funkcijos sutampa tik tuo atveju, kai jos yra konstantos. Pazymékime
bendraja ju reikSme raide A. Tada funkcija u = v T yra (9.1) lygties sprendinys,
jeigu funkcija T yra lygties

T +\T =0, 9.4)

o funkcija v — lygties
Av=X\v 9.5)

sprendinys. Be to, funkcija u = vT' tenkins (9.3) kraStines salygas, jeigu Sias
salygas tenkins funkcija v. Taigi funkcijai v gavome Sturmo—Liuvilio uzdavinj:
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rasti tas parametro \ reikSmes, kurioms egzistuoja netrivialus (9.5) lygties sprendinys,
tenkinantis krastines salygas

v—l—avm’ =0, U—I—Bvx|z:b:0. 9.6)

r=a

Tegu {Ax},-, yra (9.5), (9.6) uzdavinio tikrinés reiksmeés ir {vy},_ - jas

atitinkancios tikrinés funkcijos, ortonormuotos erdvéje La(a, b). Kiekvienam A =
A rasime bendrajj (9.4) lygties sprendinj. Neigiamiems Ay, T, = Cyre” VM1t 4
CopeV It Teigiamiems \g, T, = C1i cos /A t 4+ Coy sin /A t. Tuo atveju, kai
A =0, T = Ci + 1 Co.

Kiekviena i§ funkcijy vi Tk, k = 1,2, ..., tenkina (9.1) lygtj ir (9.3) kraStines
salygas. Todél funkcija

u(z,t) = Z Tk (t)vg ()
k=1

taip pat tenkina (9.1) lygti ir (9.3) krastines salygas. Pareikalave, kad funkcija
u tenkinty (9.2) pradines salygas, gausime

m by
u(z,t) = arch /| \g|t + ——
kZ:l( VA

sh |)\k|t)’l}k($)+

> b
+ k:zm:ﬂ (ak cos mt + \/% sin \/Et)vk(m); 9.7

Cia: m — neteigiamy tikriniy reik§miy skai¢ius, ar = (o, vg), by = (Y, vg) —
funkcijy ¢ ir ¢ Furjé koeficientai. Jeigu tikriné reiksmé \,, = 0, tai (9.7)
formuléje vietoje funkcijy ch y/| A, |t it —~—sh /| A\ |t reikia imti atitinkamai

\Y4 IAml
1ir t.

Zinant (9.5), (9.6) uzdavinio tikrines reiksmes ir tikrines funkcijas, lengvai
galima rasti ir nehomogeninés lygties

ug + Au = f(z,t), xz€(a,b), t>0, (9.8)
sprendinj, tenkinantj pradines
u|t:0 =0, “t|t:0 =0, z€]la,b) 9.9)

ir (9.3) krastines salygas. Jo ieskosime tokiu pavidalu:
u(e,t) = 3 Fult) vela).
k=1
Istate taip apibrézta funkcija w i (9.8) lygti, gausime

S (F () + MeFr(t) vil@) = f(a,t).

k=1
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Kadangi funkcijos vy, yra tiesiskai nepriklausomos, tai funkcija Fy, Vk = 1,2,...,
turi tenkinti paprastaja diferencialine lygti

F'(t) + M Fr(t) = fr(t); (9.10)

Gia fr = (f,vr) yra funkcijos f Furjé koeficientai kintamojo = atzvilgiu. Be to,
i§ (9.9) isplaukia, kad funkcija Fj, turi tenkinti pradines salygas

Fr(0) =0, F)(0)=0. (9.11)
Nehomogeninés (9.10) lygties sprendinys, tenkinantis (9.11) pradines saly-

gas,
t

) fi(7) dr kai k> m,
Fr(t) = VAk g
mOfSh\/W(t—T) fu(r)dr,  kai k<m.

Todél formaly (9.8), (9.9), (9.3) uzdavinio sprendinj galima i3reiksti eilute

u(z,t) = Z N/shﬁp\k (t—7) fu(r)dr+

00 t
+ ; vp () % 0 sin v/ Ag (t — 7) fu(7) dr. (9.12)

Bendruoju atveju nehomogeninés (9.8) lygties sprendinio, tenkinancio (9.2)
pradines ir nehomogenines krastines salygas

u+au$|m:a:u(t), u—i—Buw’z:b:u(t), t>0, (9.13)
galima ieskoti tokiu pavidalu:
uU=w+w.

Siuo atveju funkcija w reikia parinkti taip, kad ji tenkinty (9.13) krastines saly-
gas. Tada funkcijai w gausime krastinj uzdavinj

wy +Aw = f —wy — Aw, x€(a,b), t >0,

w’tO Y- w’t 0’ wt|t o=V — Wt|1t 0 x € [a, b],
wtaw,|, _ =0, w+Buw,| _, =0, t>0,

su homogeniném krastiném salygom. Savo ruoztu §j uzdavinj galima isskaidy-
ti j du uzdavinius taip, kad vieno uzdavinio pradiné ir krastiné salygos buty
homogenineés, o kito lygtis ir krastiné salyga buty homogeninés.

ISnagrinésime parabolinés lygties atvejj. I8 pradziy rasime formaly lygties

ug+Au=0, z€(a,b),t>0, (9.14)
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sprendinj, tenkinantj pradine
ul,_, = ¢lx), x€la,b], (9.15)

ir (9.3) krastines salygas. Siuo atveju vietoje (9.4) lygties gausime diferencialine

lygti
T'+\T =0, (9.16)

0 (9.5) lygtis ir (9.6) krastinés salygos isliks tos pacios.
Kai A\ = )\, bendrasis (9.16) lygties sprendinys

Tk(t) = Ck eiAkt.

Todél funkcija ug = v T, Vk = 1,2, ..., tenkina (9.14) lygtj ir (9.3) kraStines
salygas. Taciau tada funkcija

ka che Uk

taip pat tenkins (9.14) lygtj ir (9.3) krastines salygas. Pareikalave, kad funkcija
u tenkinty (9.15) pradine salyga, gausime formule

Zake top(x), 9.17)

kurioje ax, = (¢, vx) yra funkcijos ¢ Furjé koeficientai.
Nehomogeninés lygties
ur + Au = f(x,t), z€(a,b), t>0, (9.18)
sprendinj, tenkinantj pradine

ul,_, =0, z€la,b], (9.19)

r (9.3) krastines salygas, galima isreiksti eilute

t)=> wi(x) Fi(t), (9.20)
k=1
kurioje
t
/e_k"(t ) fi(r)dr
0

yra Kosi usdavinio
Fy + M\ Fi, = fi(t), Fi(0) =0,
sprendinys. Cia fy = (f,vk) yra funkcijos f Furjé koeficientai.
Bendruoju atveju (9.18) lygties sprendinj, tenkinantj (9.15) pradine ir (9.13)
krastines salygas, galima rasti lygiai taip pat kaip ir hiperbolinés lygties atveju.
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9.2. KINTAMUJY ATSKYRIMO METODO PAGRINDIMAS

Pirmame skyrelyje gauti misriy kraStiniy uzdaviniy formalus sprendiniai
hiperbolinés ir parabolinés lyg¢iy atvejais. Siame skyrelyje irodysime, kad for-
malus sprendiniai turi reikiama tolydziy iSvestiniy skai¢iy, tenkina atitinkama
lygti bei pradines ir krastines salygas, jeigu tik lygciy ir pradiniy salygy deginés
puses funkcijos yra pakankamai glodzios. Irodydami tai remsimés 8.5 teorema
apie Furjé eiluciy diferencijavima panariui.

Atsizvelge i 8.4 skyrelio pabaigoje esancig pastabg, atsisakysime neesminiy
prielaidy. Tiksliau, nagrinésime bendrajj atvejj, kai funkcija ¢ yra tik tolydi, o
a ir B — bet kokie realus skai¢iai, neiSskiriant ir simboliy +oo.

9.1 teorema. Tegu funkcijos ¢, 1 € D(A), tenkina (9.6) krastines salygas
ir Ap e Hy. Tada funkcija u, apibrézta (9.7) formule, tenkina (9.1) lygti, (9.2)
pradines ir (9.3) krastines salygas. Be to, (9.7) eilute galima dukart diferencijuoti
panariui pagal kintamuosius = ir t ir gautos eilutés konverguos tolygiai, kai
x € la,b], t>0.

<4 Kadangi neigiamy tikriniy reik§miy Ay yra baigtinis skaicius, tai (9.7)
eiluté (arba i§ jos nariy i$vestiniy sudaryta eiluté) konverguos tolygiai tada ir
tik tada, kai tolygiai konverguos eiluté (arba i§ jos nariy i$vestiniy sudaryta
eiluteé)

- br .
k;ﬂ(ak cos \/gt + \/TT@ sin \/Et) vg(z).

Si eilute ir eilutés, gautos dukart formaliai diferencijuojant jg pagal kintamuosius
x ir t, konverguos tolygiai, jeigu tolygiai konverguos eilutés:

S (eloe(@)] + [vi(@)] + |vf (2)]) ax,
k=m+1
- ]' !/ ]‘ 1
k:zww [ou(@)] + —5= k(@) + == o ()])[b]-

Priminsime, kad funkcija vy tenkina lygti
—pvy —p'vg + que = Ay

Todél paskutinés dvi eilutés konverguos tolygiai, jeigu tolygiai konverguos eilu-

tes:
o0

D (low(@)] + [oi(@)] + [of (2)]) lax], (9.21)

k=m+1

o0

1
k;ﬂ(\/ﬁ|vk($)| + Vo

vje()]) bk |- (9.22)
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Pagal teoremos salyga funkcijos ¢ ir ¥ € D(A), tenkina (9.6) krastines salygas
ir ApeHa. Todél (9.21) ir eiluté

o0

> i)t

k=m+1
konverguoja tolygiai (Zr. teorema apie Furjé eilu¢iy diferencijavima panariui).

Taciau tada eilute
o0

1 /
> Vo |vg ()] |ox

k=m+1

taip pat konverguoja tolygiai. Beliko jrodyti, kad tolygiai konverguoja eiluté

>V o) [bxl- 9.23)

k=m+1

Pagal teoremos salyga At € La(a,b) ir funkcija ¢ tenkina (9.6) kraStines
salygas. Todél

| Ay = ZAW < 0. (9.24)
Be to, egzistuoja konstanta M; (7r. 8.2 lema) tokia, kad
Z)\k vi(z) <My, x€][a,b].

Pasinaudoje Kosi-Buniakovskio nelygybe, jvertinsime baigtine suma

m+4n m+n m+n L | mtn
DV el Ibg] < Z AR(@) | YDA < ME | D AR
k=m k=m k=m

Kadangi (9.24) eiluté konverguoja, tai

m—+n

DA =0,
k=m

kai m,n — oco. Todél (9.23) eiluté konverguoja tolygiai.

Taigi jrodéme, kad (9.7) eiluté konverguoja tolygiai, kai z € [a,b], t > 0; ja
galima dukart diferencijuoti panariui pagal kintamuosius x ir ¢; gautos eilutés
konverguoja tolygiai j atitinkama funkcijos u iSvestine. Taigi funkcija u tenkina
(9.1) lygti, (9.2) pradines salygas

%g%u(zt ) = u(z,0) Zakvk (z),
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hm ug(z,t) = ue(x,0) Zbkvk (z)

r (9.3) krastines salygas. >

Nehomogeninés lygties atveju formalusis (9.8), (9.9), (9.3) uzdavinio spren-
dinys w apibréziamas (9.12) formule. Tarkime, funkcija f, kaip dviejy kintamuyjy
funkcija, yra tolydi. Be to, tegu kiekvienam fiksuotam ¢ > 0 ji, kaip kintamojo =
funkcija, priklauso aibei D(A) ir tenkina (9.3) kraStines salygas. Tada funkcija
u, apibrézta (9.12) formule, yra dukart diferencijuojama pagal kintamuosius x
ir ¢, tenkina (9.8) lygtj, (9.9) pradines ir (9.3) kratines salygas. Sio teiginio
nejrodinésime. Nurodysime tik, kad jj galima jrodyti taikant Diuamelio metoda
(7r. 8.1 skyrelj).

Irodysime analogiska teorema parabolinés lygties atveju.

9.2 teorema. Tegu funkcija ¢ € Hy. Tada funkcija u, apibrézta (9.17) for-
mule, yra tolydi juostoje [a,b] X [) 00); turi tolydzias antros eilés iSvestines pa-
gal kintamaji x ir bet kurios eilés iSvestines pagal kintamaji t, kai (z,t) € [a, b] X
(0, 00); tenkina (9.14) lygtj, (9.15) pradine ir (9.16) krastines salygas.

< Pagal teoremos salyga ¢ € Ha. Todeél eilutée

> Ja] [or(z)
k=1

segmente [a, b] konverguoja tolygiai (7r. 8.5 teorema). Cia aj yra funkcijos ¢
Furjé koeficientai. Priminsime, kad neigiamy tikriniy reik8miy Ax gali buti tik
baigtinis skaicius ir Ay — 400, kai k£ — oco. Tafiau tada V¢ >0 eiluté

E ake Uk

segmente [a, b] konverguoja tolygiai. Todél funkcija u € C([a,b] x [0,00)) ir

tLHE u(z,t) = u(z,0) Zakvk (x).

Tegu [ yra sveikas teigiamas skaicius. Laisvai pasirenkame teigiamus skaic¢ius
7ir T, 7 < T. Pakankamai dideliems &

e_’\’“t)\fc < e_)‘”)\z, vte[r, T,

ir reigkinys deginéje Sios nelygybés puséje yra apréztas. Todél eiluté

Zlak —Aw)e Moy ()|

staciakampyje [a, b] x [7,T] konverguoja tolygiai, o funkcijos u i§vestiné o'y

o €
C([a,b] x [r,T]) . Artindami 7 — 0, 0 T — oo, gausime %l—t'f € C([a,b] x (0,00)).
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Tegu G yra Gryno funkcija, atitinkanti operatoriy A ir (9.6) krastines saly-
gas. Tada tikriné funkcija v yra integralinés lygties

b
ok(@) = M / Gl ) vey) dy

sprendinys, o jos i§vestiné
b
vy, (2) = Ak/Gz(Zvy) vk (y) dy.
a

Akt

Padaugine paskutine lygti i§ ape™"*", uzrasysime ja taip:

b
akefA"‘t”U;c(ﬂf) = /Gm(x»y) )\kakeﬂ\ktvk(y) dy.

Laisvai pasirenkame teigiamus skaic¢ius 7 ir 7', 7 < T. Gryno funkcijos i§vestiné
G.(x,y) turi trukj tik taskuose x = y. Be to, jis yra baigtinis. Todél staci-
akampyje [a, b] x |7, T] eiluté

0o b
> [ Gl Mare ™ uuty) dy
k=1

konverguoja tolygiai. Kartu staciakampyje [a,b] x [7,T] tolygiai konverguoja
eilute

oo
Z are” Ml (x).
k=1

Taigi funkcijos u i8vestiné u, € C([a,b] x [7,T]). Artindami 7 — +0, 0 T' — o0,
gausime u, € C([a, b] x (0,00)).

Priminsime, kad tikriné funkcija vy tenkina lygti —p v} — p'vj, + qui, = Agvg.
Todél eiluté

o0
Z ape ) ()
k=1
konverguos tolygiai, jeigu tolygiai konverguos eilutés:

o0 o0 oo
Zake_’\’“tvk(x), Zak)\ke_’\ktvk(x), Zake_’\’“tvfc(x).

Siy eiluciy tolygus konvergavimas jau jrodytas. Todél uz, € C([a,b] x (0,00)).
Beliko jrodyti, kad funkcija u tenkina (9.14) lygtj, (9.15) pradine ir (9.3)
krastines salygas. Taciau tai yra akivaizdu, nes eilute

oo
u(z,t) = Z ape Ml ()
k=1

galima diferencijuoti panariui.
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9.3. VIENATIES TEOREMA

Irodysime, kad miSrusis uzdavinys hiperbolinei ir parabolinei lygtims negali
turéti dviejy skirtingy sprendiniy. Hiperbolinés lygties atveju nagrinésime mis-
ryji krastinj uzdavinj:

ug + Au = f(z,t), xz€(a,b), t>0, (9.25)
u|t:0 = (), ut‘t:O =¢(x), x€]la,b, (9.26)
u—i—aux’JC:a =v(t), U+B“I‘x:b =pu(t), t>0. (9.27)

9.3 teorema. Tegu A yra reguliarusis Sturmo-Liuvilio operatorius. Tada
misrusis (9.25), (9.26), (9.27) uzdavinys negali turéti dviejy skirtingy sprendiniy.

< Kadangi nagrinéjamasis uzdavinys yra tiesinis, tai pakanka jrodyti, kad
homogeniné lygtis

ugg + Au=0, z€(a,b), t>0, (9.28)

negali turéti dviejy skirtingy sprendiniy, tenkinan¢iy homogenines pradines

u‘t:() = 0’ ut|t:0 = 0’ Te [a’a b]7 (929)

ir homogenines krastines
u—l—auw‘x:a:O, u—l—ﬁuw‘z:sz t>0, (9.30)

salygas. Taigi reikia jrodyti, kad (9.28), (9.29), (9.30) uzdavinys turi tik trivialy
sprendinj.
Tarkime, funkcija u yra (9.28), (9.29), (9.30) uzdavinio sprendinys. Tada

t

b
//ut (utt + Au) dxdt = 0.

0 a

Pritaike integravimo dalimis formule, perrasysime §ig tapatybe taip:
t
x=b

t b
1
//58& ut+pu —|—qu)dxdt—/putux
0

a 0

dt = 0. (9.31)

Kadangi funkcija u tenkina (9.29) pradines salygas, tai (9.31) tapatybe galime

perrasyti taip:
b t
/ (uf +pui + qu?) / putum —0. (9.32)
a 0

N =
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Tarkime, (9.30) krastinése salygose koeficientai « ir 5 nelygus nuliui. Tada
(9.32) tapatybe galima perraSyti taip:

b
2

/(u?—i—pui—&—qtﬁ)dm—i—p%

2

—p—
r=b «

=0.

r=a

a

2

Ivertinsime funkcijos u” reik§mes taskuose a ir b. Imkime (8.3) nelygybéje

1
= —po. Tad
2p0 ada
b b

1
/(ut +5pe )dz<0/u2d:p; (9.33)

a a

¢ia: konstanta C' priklauso tik nuo «, 8, po = min p(z) ir max ¢(z).
x € [a,b] z € [a,b]
Tokj patj jvertj (tik su kita konstanta) galima gauti ir tuo atveju, kai a =
B = 0 arba tik vienas i§ skai¢iy «, £ lygus nuliui.
Pagal Niutono—Leibnico formule

t
u(z,t) = /UT((E,T) dr.
0
Pasinaudoje Helderio nelygybe, jvertinsime funkcijos v modulj
t 1/2 t 1/2
lu(z, 1)] < (/12(17) (/ui(m) dT) .
0 0
I8 8ito jvercio iSplaukia nelygybé
t b
/ (z,t)d §t//u x,7) dxdr. (9.34)
0 a
Sugretine (9.34) su (9.33), gausime
b t b
/(ut + ;pu dz<C’t//u x,T) dxdr. (9.35)

Irodysime, kad integralas
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1
Atmete (9.35) nelygybéje narj ipui, gausime nelygybe, kurig uzragysime taip:

I'(t)y<CtI(t).
I8 pastarosios nelygybes isplaukia, kad
I(t) <1(0)exp {Ct?/2}.
Pagal apibrézima integralas 1(0) = 0. Todél I(¢) = 0, V¢t >0 ir (9.35) nely-
gybe galime uzraSyti taip:

b
1
/(u? + 5pui> dz <0.

a

Kadangi koeficientas p(x) >py > 0, galime tvirtinti, kad w; = u, = 0. Taigi
funkcija u yra konstanta. TaSke ¢ = 0 & konstanta lygi nuliui (7r. (9.29)
salyga). Todél u(x,t) = 0 Vz €la,b], t >0. Vadinasi, miSrusis (9.28), (9.29),
(9.30) uzdavinys turi tik trivialy sprendinj. >

Parabolinés lygties atveju nagrinésime misryji krastinj uzdavinj:

ur + Au = f(x,t), xz€(a,b), t>0, (9.36)
u|t:0 =¢(x), xz€]la,b], 9.37)
u+taug| _ =v(t), u+pBug|, _,=p), t>0. (9.38)

9.4 teorema. Tegu A yra reguliarusis Sturmo-Liuvilio operatorius. Tada
misrusis (9.36), (9.37), (9.38) uzdavinys negali turéti dviejy skirtingy sprendinii.

< Kadangi nagrinéjamas uzdavinys yra tiesinis, tai pakanka jrodyti, kad
misrus uzdavinys

ug+Au=0, z€(a,b), t>0, (9.39)
ul,_,=0, zelab], (9.40)
u—i—aum’z:a:O, u+5u$]z:b=0, t>0, (9.41)

turi tik trivialy sprendinj.
Tegu funkcija u yra (9.39), (9.40), (9.41) uzdavinio sprendinys. Tada funkcija
v = e *u (skai¢iy A parinksime véliau) tenkina homogenine lygtj

vy +Av+ v =0, (9.42)
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(9.40) pradine ir (9.41) krastines salygas. Kadangi funkcija v yra (9.42) lygties
sprendinys, tai

t b
//’u(vt + Av + )\v) dxdt = 0.
0 a

Pasinaudoje integravimo dalimis formule ir (9.40) pradine salyga, perraSysime
Sig tapatybe taip:

t b

b
1
5/1;2da:+/[/pv§+(qu/\)vchar—pvvag

a 0 a

z=b

} dt = 0. (9.43)

Tr=a

Parinksime skaiGiy A taip, kad reigkinys lauztiniuose skliaustuose buty nenei-
giamas (Zr. 8 sk. 8.1 teoremos jrodyma). Tada (9.43) tapatybé yra galima tik
tuo atveju, kai v(x,t) = 0. Prisimine funkcijos v apibrézima, galime tvirtinti,
kad ir funkcija u(z,t) = 0. Taigi (9.39), (9.40), (9.41) uzdavinys turi tik trivialy
sprendinj. >
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9.4. KAl KURIE MATEMATINES FIZIKOS UZDAVINIY
PAVYZDZIAI

luzdavinys (radialinis dujy svyravimas sferoje). Nagrinésime mazus dujy
daleliy svyravimus sferoje. Sferos pavirgiy laikysime kietu ir neskvarbiu. Treci-
ame skyriuje jrodéme, kad dujy daleliy grei¢io potencialas u turi tenkinti lygti

ug — a*Au = 0, (9.44)
pradines salygas
ul,_g =), wl,_,=1v(r) (9.45)
ir krastine salyga
ou
o =0 9.46
orlr=R ( )
Gla: r — svyruojancios dujy dalelés atstumas iki sferos centro, R — sferos spin-

dulys.
Sprendziant § uzdavinj, patogu vartoti sferines koordinates:

x=rsinfcosa, y=rsinfsina, z=rcosb.

Tiesiogiai galima jrodyti, kad sferinése koordinatése Laplaso operatorius

10 1 0 1
2

Au= ——(r*u;) + ——— — (ug sin ) + ————
Y r ar(r Y Hr?sineae(“"sm )+r2sin29u

[e7e'M]

Kadangi pradinése salygose funkcijos ¢ ir ¢ priklauso tik nuo kintamojo r,
tai naturalu (9.44), (9.45), (9.46) uzdavinio sprendinio ieSkoti kaip funkcijos
u = u(r,t). Siuo atveju funkcijos u iSvestinés pagal kintamuosius 6 ir « yra
lygios nuliui. Todél bangavimo lygtj galime perrasyti taip:

2
gy — a2 (urr n fur> —0. (9.47)
T

Atskirojo (9.47) lygties sprendinio ieskosime pavidalu v = T'(t)v(r). Istate
taip apibrézta funkcija i sig lygtj, gausime

T (1) o' (r) + %’Ul(’/‘)

a?T(t) v(r)

Kairéje sios lygybés puséje yra kintamojo ¢ funkcija, o de§iné — kintamojo r
funkcija. Sios funkcijos sutampa tik tuo atveju, kai jos yra konstantos. Pazy-
meékime jy bendra reik§me raide A. Tada gausime dvi lygtis:

T" + X\a®T = 0, (9.48)

v+ %v’ +X=0 (& (rv)" 4+ rv=0). (9.49)
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Be to, funkcija v turi tenkinti krastine salyga

ov
e 0. (9.50)

Ieskomas sprendinys sferos viduje turi buti tolydus. Taciau tada sferos viduje jis
yra apréztas. Kartu jis yra apréztas ir sferos centre. Todél taske r = 0 funkcija
v turi tenkinti krastine salyga

[v(0)] < oo. 9.51)
Bendrasis (9.49) lygties sprendinys

o(r) = ClsmTAr +02COST )\r.

Taske r = 0 jis turi buti apréztas. Todél Cy = 0. Pareikalausime, kad funkcija
v tenkinty (9.50) krastine salyga. Tada gausime lygti

VARcos VAR =sinVAR.
Pazyméje VA R = p, perraSysime ja taip:
tgu = p. (9.52)
Si lygtis turi be galo daug neneigiamy Sakny. Pazymékime jas pug, p1, 2, - - -

Tada

B\ 2 1
A :(f), — ZeintEe k=12
k R Vk , S R T
yra (9.49), (9.50), (9.51) uzdavinio tikrinés reiksmes ir tikrinés funkcijos. Be to,
skai¢ius Ao = 0 yra tikriné reik§mé. Jg atitinka tikriné funkcija vg = 1. Tikrinés
funkcijos v, k =0,1,2,..., yra ortogonalios erdvéje Lo ,2(0, R).

Kai A = X\, k=1,2,..., bendrasis (9.48) lygties sprendinys

prat
R )

prat
R

Ti(t) = ay cos + By sin

kai A = /\0,
To(t) = oo + Bot.

Todél bendrasis (9.44), (9.45), (9.46) uzdavinio sprendinys

e}
u(z,t) = ZTk(t)vk(x) =
k=0
—a +5t+1§:(a cos A2 | g, sin P9y i T 9.53)
0 0 r P k R k R R .
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tenkina (9.47) lygtj ir (9.46) krastine salyga. Funkcija u tenkins (9.45) pradines
salygas, jeigu

1 & . r
oo + - Z o, sin % = (1), (9.54)
k=1
a
Bo+ ~ Z L =(r). (9.55)
Tikrinés funkcijos vy yra ortogonalios erdvéje Lo ,2(0, R). Be to,
; R
2 HET 123
—dr=— k=1,2,....
/sm 7 2 T+ v ,2,
0

Todél koeficientai ay, By tenkins (9.54), (9.55) salygas, jeigu

3 7 21+ u? i
_|_
Qo = R7/ k:E M%'uk/’ﬂp()blan’/‘ k=1,2,...,
0 0
3 7 21
po= g5 [ Pedn G= Zz“k/ ro(r)sin P dr, k=12,
0

Funkcija u su taip apibréztais koeficientais oy, O tenkina (9.44) lygti, (9.45)
pradines ir (9.46) kraStines salygas.

P astaba. Norint apibrézti dujy svyravima, primiausia reikia apibrézti jy
daleliy judéjimo greitj v. Kadangi v = —grad u, tai (9.53) formulés narj ag+ Sot
galima atmesti.

2uzdaviny s(radialinis dujy svyravimas begaliniame cilindre). Nagri-
nésime mazus dujy daleliy svyravimus begaliniame cilindre, kurio skersinis pju-
vis yra apskritimas, R — apskritimo spindulys. Apsiribosime tik tokiais svyravi-
mais, kuriy greic¢io potencialas u priklauso tik nuo laiko ¢ ir svyruojancios dalelés
atstumo iki cilindro agies. Siuo atveju patogu vartoti cilindrines koordinates:

v—reosp, y—rsing, =z (1=
Cilindrinése koordinatése Laplaso operatorius
1 1
Au = U, + ~ur + 2 Uep + Usys.

Kadangi funkcija u nepriklauso nuo kintamyjy ¢ ir z, tai bangavimo lygtis jgaus
tokj pavidala:

1
gy — a2 (urr n fur> —0. (9.56)
r
Taigi funkcija u turi tenkinti (9.56) lygti, pradines salygas

u‘t:(] = (p(’f‘), ut’t:() = w(r) (957)
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ir krastines salygas
Ju
lul|,_, < o0, ol R 0. (9.58)
Atskirojo (9.56) lygties sprendinio ieSkosime pavidalu w(r,t) = T(t)v(r).
Tada (9.56) issiskaidys j dvi lygtis:

T" + Xa®*T = 0, (9.59)

1
v+ ;1}/ +xv=0 (& —(r') =Arv). (9.60)
Be (9.60) lygties, funkcija v dar turi tenkinti krastines salygas:

ov
e 0. 9.61)

0)| < oo, =
)] < oo, 2|

Bendrasis (9.60) lygties sprendinys (7Zr. 6.9 skyrelj)
o(r) = CrJo(VAT) + CoNo(VAT). (9.62)

Tasko = 0 aplinkoje funkcija No(v/ A7) yra neaprézta. Todél (9.62) formuléje
turime imti Co = 0. Pareikalave, kad funkcija v tenkinty (9.61) krastine salyga
taske r = R, gausime lygtj

JE(VAR) = 0.

Tiesiogiai galima jsitikinti, kad J}(z) = —J1(x). Todél pastaraja lygti galima
perra8yti dar ir taip:

Ji(VAR) = 0.

Tegu p1, o, - .. yra lygties Ji(u) = 0 teigiamos Saknys. Tada

2 r
- ()" = )
yra (9.60), (9.61) uzdavinio tikrinés reikdmeés ir tikrinés funkcijos. Skaic¢ius A\g =
0 taip pat yra tikriné reiksme. Ja atitinka tikriné funkcija vo(z) = 1. Tikrinés
funkcijos v, k=0,1,2,..., yra ortogonalios erdvéje La (0, R).
Kai A = )\, k=1,2,..., bendrasis (9.59) lygties sprendinys

t t
Ty (t) = oy, cos Hid + B sin %.
Kai A\ = )\, bendrasis (9.59) lygties sprendinys
To(t) = ao + Pot.
Funkcija
> at . at r
u(r,t) = ap + Bot + Z (ak cos 'ul;z + B sin %) Jo (%) (9.63)

k=1
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tenkina (9.56) lygtj ir (9.58) krastines salygas. Funkcija w tenkins (9.57) pradi-
nes salygas, jeigu

oo

> LT Hia HET

OéoJrZOlkJo(f) =p(r), Bo+ fﬁkJo(?) =1(r).
k=1 k=1

Priminsime, kad tikrinés funkcijos vy yra ortogonalios erdvéje Lo (0, R). Pasin-

audoje 8ia tikriniy funkcijy savybe, lengvai galime jrodyti, kad

R R
ap = % /rgo(r) dr, oy = R2J§(uk) /T@(T)Jo(%) dr,
0 0
R R
fo= O/ P = s 0/ P Jo(PET) ar.
Funkcija u su taip apibréZtais koeficientais ay, B, k¥ = 1,2,..., yra (9.56),

(9.57), (9.58) uzdavinio sprendinys.

P astaba. Kadangi dujy daleliy judéjimo greitis v = —grad u, tai (9.63)
formulés narj ag + Sot galima atmesti.

3uzdaviny s(apskritos membranos svyravimas). Nagrinésime laisvus,
itvirtintus konturo taskuose, apskritos membranos svyravimus. Tarkime, pusi-
ausvyros padétyje membrana yra plok§tumoje Ozy ir jos konturas yra apskriti-
mas z? + y? = R2. Tada funkcija u, apraSanti membranos svyravima, turi
tenkinti dvimate bangavimo lygti

uy — Au=0, z2+y? <R% t>0, (9.64)
pradines salygas
ul,_y =@, y), wl,_,=v(zy) (9.65)
ir krastine salyga
ul , wyrere =0 (9.66)

Tegu u(z,y,t) = T(t)v(z,y). Istate taip apibrézta funkcija v i (9.64) lygti
ir atskyre kintamajj ¢t nuo kintamuyjy x, y, gausime dvi lygtis:

T" £ \T =0, (9.67)

Av+ v =0. (9.68)
Be to, funkcija v dar turi tenkinti krastine salyga
=0. (9.69)

v|$2+y2:R2

Atskirojo (9.68) lygties sprendinio iegkosime kintamuyjy atskyrimo metodu.
Vartosime polines koordinates:

x=rcosl, y=rsinf, 6€l0,2x], rel0,R].
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Polinése koordinatése Laplaso operatorius

1 1
AV = Vg + Vyy = Upp + ;vr + T—Qvgg.

Todél (9.68) lygti galima perraSyti taip:
1 1
Vpp + —0r + Vg0 + Av=0. (9.70)
T r
Tegu v(x,y) = w(r)®(0). Istate taip apibrézta funkcija v j (9.70) lygtj ir atskyre
kintamajj r nuo 6, gausime dvi lygtis:
r?w” +rw’ + (M? — p)w =0, 9.71)
" + pu® =0. (9.72)

Be to, funkcija ® turi tenkinti periodiskumo salyga
D(0) = (0 + 27). (9.73)

Priesingu atveju funkcija v = w(r)®(f) buty daugiareiksme.

Rasime (9.72), (9.73) uzdavinio tikrines reik§mes ir tikrines funkcijas. Tie-
siogiai galima jrodyti, kad skaiGiai pp = k%, k = 0,1,2,..., yra (9.72), (9.73)
uzdavinio tikrinés reiksmés. Tikrine reikSme po atitinka normuota tikriné funk-
cija

1
(0) = —.
0) = 7=
Kiekvieng tikrine reik§me jup, = k2, k = 1,2, ..., atitinka dvi normuotos tikrinés

funkcijos:

2 2
Dr(0) = \/;cos ko, ®;(0) = \/;sin k0.

Tikriniy funkcijy aibé {<I>k, <I>,”;} yra pilna ortonormuota erdvéje Ly (0, 27) funk-
cijy sistema.
Imkime (9.71) lygtyje u = k2. Tada gausime

r2w” 4+ rw’ + (Mr? = E*)w = 0. (9.74)

Be sios lygties, funcija w dar turi tenkinti kragtines salygas:
|w(0)| < co, w(R)=0. (9.75)
Taigi vél gavome Sturmo-Liuvilio uzdavinj. Tiesiogiai galima jsitikinti, kad
(9.74) lygtis keitiniu p = v/Ar susiveda j Beselio lygtj. Todél vienintelis (daugik-

lio tikslumu) apréztas (9.74) lygties sprendinys

wi (1) = Je(VAT).
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Pareikalave, kad taske r = R jis tenkinty (9.75) krastine salyga, gausime
J(VAR) =0.

Tarkime, lygties Ji(v) = 0 Saknys yra u( ) ék), .... Tada

NP = (P /R)’

yra (9.74), (9.75) uzdavinio tikrinés reiksmeés, o

R
Wn (1) = (k) T /rJ dr)
0

Nl=

yra jas atitinkancios tikrinés funkcijos. 5
Pastaba. Dvimadio (9.68), (9.69) Sturmo-Liuvilio uzdavinio tikrinés
reikSmeés )
A = (1 /R)’.
Jas atitinka tikrinés funkcijos:
D (Nwin(r), PrO)wrn(r), k=0,1,2,..., n=1,2,....

Siy tikriniy funkecijy aibé yra pilna ortonormuota erdvéje Lo ((0, R) x (0,2m))
funkcijy sistema.
Imkime (9.67) lygtyje A = ,\5,’“). Tada lygtis

T" + AXPT =0

turi du tiesiskai nepriklausomus sprendinius:

(k) (k)
n t 1wyt
Tin (t) = cos z Y z

?, Tkn(t): WSIHT.

n
Funkcija

u=> 3 ((am@k(e) + g, 4(0)) Tin (1) +

k=0n=1
+(Bn®(0) + B @5 (0)) T (1) ) win (1)
tenkina (9.64) lygtj ir (9.66) krastine salyga. Koeficientus oy, o}, it Bin, Bip
apibrésime taip, kad funkcija u tenkinty (9.65) pradines salygas, t.y.

oo

Z Z aknq)k: + a;;n(PZ(e))wkn(r) = Coi(n 9) = LP(LU, y)7

k=0n=1

S S (Ben®i(6) + Bn B (0))win(r) = T(r,6) = (2. ).

k=0n=1
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Funkcija u su taip apibréztais koeficientais ain, o, it Bin, 55, tenkina (9.64)
lygti, (9.65) pradines ir (9.66) krasting salygas.
4uzdaviny s(Dirichlé uzdavinys rutulyje). Ieskosime Laplaso lygties

Au=0, (z,y,2)€BrCR? (9.76)
sprendinio, tenkinancio krastine salyga
u¢SR::/¢(x,y,z). (9.77)
Sferinése koordinatése
r=rsinfcosa, y=rsinfsina, z=rcosb,
rel0,R], 6 € o, 7], a €0, 2n], Laplaso operatorius

10 , 19 1

Ay = —— )+ inf) + ———uaa-
v r2 67’(T Y )+rzsin980(uesm )+T251n29u

Todél (9.76) lygti galima uZzraSyti taip:

1 0 1
2 .
D4 —— 2 (ugs gy = 0. 7
or (rur) + sin 6 060 (ug sin 0) + sin29u 0 ©-78)

Sioje lygtyje atskirsime kintamajj r nuo kintamuyjy 6 ir a.. Tegu u = v(r)Y (0, a).
Istate taip apibrézta funkcija i (9.78) lygti, isskaidysime ja i dvi lygtis:

r20”" 4 2rv’ = v, (9.79)
1 0 . 1
@%(Yg Sin 0) + myaa +vY =0. (980)

Fizikine prasme (9.78) lygties sprendinys turi buti apréZta vienareik§mé funk-
cija. Todél funkcija Y turi tenkinti krastines salygas:

Y (0,0)] < o0, |Y(7m, a) < oo, (9.81)

Y(0,a) =Y (0, + 27). (9.82)

Tegu YV = Q(0)®(«). Istate taip apibrézta funkcija j (9.80) lygti, gausime dvi
lygtis:

Lo
sin 6 96

(Qosinb) +vQ — SL

=0 9.83
g =0 (9.83)

" + pu® = 0. (9.84)
Be to, funkcija ® turi tenkinti periodine krastine salyga

P(a) = P(a + 2m). (9.85)
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Lengvai galima jrodyti, kad skai¢iai up = k%, k = 0,1,2,..., yra (9.84), (9.85)
uzdavinio tikrinés reik§meés. Tikrine reikSme po = 0 atitinka tikriné funkcija
®y = 1. Tikrines reik8mes ug, k£ = 1,2, ..., atitinka tikrinés funkcijos:

&) = coska, D =sinka.

Imkime (9.83) lygtyje u = k2. Tada funkcija Q turi tenkinti lygtj
2

sin @

- %(Qesin9)+uQ— Q=0.

sin 6

ir krastines salygas:
|Q0)] < o0, |Q(m)] < oo.
ApibréZze nauja kintamajj t = cosf, gausime jau iSnagrinéta Sturmo-Liuvilio
uzdavinj: ,
%((1 —t)P,) — % +vP =0,
[P(=1)] <oo, [P(1)] < oo

tia P(t) = P(cosf) = Q(6). Sio uzdavinio tikrinés reiksmés
v, =n(n+1), n=0,1,2,...,
o tikrinés funkcijos Pflk)(t) yra prijungtinés Lezandro funkcijos. Kai k& = 0,

funkcijos Pﬁo)(t) = P,(t) yra LeZandro polinomai.
Grijzkime prie (9.80), (9.81), (9.82) uzdavinio. Skai¢iai

vp=n(n+1),n=0,1,2,...,
yra Sio uzdavinio tikrinés reik§més, o
Yoo=PF, (cos 9), Yok = P,(Lk) (cos 9) coska, Y., = P,(lk) (cos 9) sin ko,

k =1,2,...n, yra jas atitinkancios tikrinés funkcijos. Jos vadinamos elemen-
tariosiomis sferinémis funkcijomis. Galima jrodyti, kad elementariosios sferinés
funkcijos yra pilna ortogonali erdvéje Lo gin ((O, ) x (0, 27r)) = Ly(S1) funkcijy
sistema. Vadinasi, kity tikriniy funkecijy ir tikriniy reik8miy (9.80), (9.81), (9.82)
uzdavinys neturi.

Imkime (9.79) lygtyje v = n(n + 1). Lygtis

20" 4+ 2rv" —n(n + 1)v =0
turi du tiesiskai nepriklausomus sprendinius: v; = 7™ ir vo = "', Pirmasis i3
ju yra intervale (0, R) apréztas, o antrasis tasko r = 0 aplinkoje turi ypatuma.

Todél apréztas rutulyje Br Laplaso lygties atskirasis sprendinys

Up = rnYn(ea Oé);
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Y (6, ) = anPp(cos0) + > (g cos ka + By sin ko) PF) (cos 6).
k=1

Bendraji Laplaso lygties sprendinj patogu uZraSyti taip:

u= Z(%)nYn(ﬁ,a).
Kai r = R,
u = ZY,L(G,Q).
n=0

Todél (9.77) kragtine salyga galime uZragyti taip:

Z Y, (0,a) =
n=0

Si salyga yra patenkinta, jeigu

an 2”“/7,09@ . (cos 0) dS,
2n+1 —k)!
nk = )P (
Qpk = CEL /1/)904 (cosB) cos kadS,

2n—|—l —k)!
Bnk = n—i—k /1/}004 0050)51nkadS

¢la dS = sinfdfda — vienetinés sferos ploto elementas. Funkcija u su taip
apibréztais koeficientais o, ir ang, Bnk yra (9.76), (9.77) uzdavinio sprendinys.

5 uzdavinys (Laplaso operatoriaus tikrinés reik§més ir tikrinés funk-
cijos rutulyje Br C R*). Nagrinésime uzdavinj

Au=—du, z?+9>+22 <R3 (9.86)

ulg, =0. (9.87)

Rasime jo tikrines reikSmes ir tikrines funkcijas. Sferinése koordinatése
xr=rsinfcosa, y=rsinfsina, z=rcosb,
€10, R}, 0 € [o, 7], e €[0,27], Laplaso operatorius

10 1 0 1
r2

_ — (r2u - 3
Au= o)+ aggpg (Mo sind) +

r2sin? 6
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Todél (9.86) lygti galime perraSyti taip:

2

Upp + — Uy + ug sin @) + Uaa + Au = 0.
T

1o 1
r2sinf 00 r2sin%6

Imkime Sioje lygtyje u = v(r)Y (6, a). Tolesné sprendimo eiga yra tokia pati

kaip ir 4 uzdavinio. Cia tik funkcijai v gausime Sturmo—Liuvilio uzdavinj:

20" 4+ 2rv" — n(n + v+ v =0, (9.88)

[v(0)] < o0, w(R)=0. (9.89)

Vietoj funkcijos v apibrézkime nauja nezinomg funkcija w = /rv. Tada
(9.88) lygtis virs Beselio lygtimi

1 1\2 1
w”—i—fw'—&—()\—(n—i—f) —)w:O.
r 2/ r?

Jos sprendinys, apréztas tasko r = 0 aplinkoje, yra pirmos rusies Beselio funkcija
w(r) = Jn+%(\f)\ ).
Taske r = R funkcija w turi tenkinti (9.89) krastine salyga. Todél

Jn+%(ﬁR) =0.

n+1 n+i .
Pazymékime vA R = . Tegu ug +2), ,ug +2), ... yra lygties

Jn-‘r% (:u’) =0
Saknys. Tada skaiciai

yra (9.86), (9.87) uzdavinio tikrinés reik§més. Kiekvieng tikrine reik§me \;,
atitinka 2n + 1 tikriniy funkcijy:

Tyl (,ui %)YnO(eva)v
)Ynk(ﬁ,a),

Jn—&-% (/J;H_% %)Y;k(ﬁ, a),
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