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Tasko kinematika
1. Tasko judéjimo apibrézimas.

Sakome, kad tasko judéjimas yra apibreztas, jeigu kiekvienu laiko mo-
mentu ¢t € I = [to,t1] Zinoma jo padétis duotosios atskaitos sistemos atzvil-
giu. Zinomi trys pagrindiniai tasko judéjimo apibrézimo biidai: vektorinis,
koordinatinis ir naturalusis. .

Kai 7inomas tagko M radiusas vektorius r = 77 = OM, t € I, turintis
antraja tolydzig iSvestine, sakome, jog tasko M judéjimas apibréztas vektoris-
kai. 0 yra atskaitos sistemos pradzios taskas. Lygybé 7= 7(1&), vadinama
baigtine (vektorine) tasko judéjimo lygtimi, arba baigtiniu (vektoriniu) ju-
déjimo désniu.

Kai duotosios atskaitos sistemos atzvilgiu (pavyzdziui, staciakampeés De-
karto) yra zinomos tasko M koordinatés © = xx(t), k = 1,2,3,t € I, turincios
tolydzias antrasias iSvestines, sakome, kad M judéjimas apibréztas koordina-
tiniu budu. Lygybés x = xx(t), k = 1,2, 3, vadinamos koordinatinémis tasko
judéjimo lygtimis, arba koordinatiniu judéjimo désniu. Judédamas taskas
M brézia kreive, kurig vadiname trajektorija. Kai ji yra tiese, turime tie-
siaeigj tasko judéjima. Kitais atvejais tasko judéjimas yra kreivaeigis. Kai
trajektorija yra plokscia kreive, turime ploksciaji tasko judéjima.

Tarkime, kad tagko M trajektorija apibrézta lygtimi 7 = ?(s), kurioje
s yra naturalusis kreivés parametras (trajektorijos lanko ilgis), o funkcija
7)(3) turi tolydzia antraja iSvesting. Jeigu dar zinoma du kartus tolydziai
diferencijuojama funkcija s = s(t),t € I, tai turime naturalyji tasko M
judéjimo apibrézimo buda.

Lygybé s = s(t) vadinama naturaliaja tasko M judéjimo lygtimi, arba
naturaliuoju judéjimo désniu. Pastebésime, kad vektoriné ir koordinatiné
judéjimo lygtys apibrézia tasko M trajektorija.

Eliminave i$ lygybiu =, = zx(t),k = 1,2,3, laika ¢, galime gauti vie-
ng i8 triju sistemu: fi(z1,22) = 0, fo(21, 23) = 0; fi(21,72) = 0, f3(w2,73) =
0; fo(zq,3) = 0, f3(xe, z3) = 0. Kiekviena is ju apibrézia tasko M trajektori-
ja dviejy cilindry sankirta. Kartais, eliminuojant ¢, galima gauti trajektorija,
apibrézta dvieju pavirsiy Uy (xq, z2, 23) = 0,k = 1,2, sankirta.

2. Tasko greitis ir pagreitis ir jy Dekarto komponentés.
Tarkime, tagko M judéjimas apibréztas vektoriskai, t.y. lygtimi 7 =

?(t),t € 1. Vektorius ¥ = 7', W = ¥ = 7" vadinsime atitinkamai tagko
M linijiniu greiciu ir linijiniu pagrei¢iu. Jy matmenys yra [v] = L/T, [@] =



L/T? ¢a L - ilgio, o T - laiko matmuo. SI sistemoje L yra metras, o T -
sekundé.
Uzrasysime vektoriy ¥ ir W koordinatiniu budu:

3
T = kz: vxk?Z = Xk::c;c72,
=1

T = 5w, T = 50, T = S T )

¢ia vy, ir w,, yra vektoriy ¥ ir W koordinates (komponentés) ortonormuotos
bazés 779 atzvilgiu. 15 (1) formulés iSvedame lygybes

Vg, :7-7Z:x;€,w$k :ﬁ-?gzvék :x;,
7|2 = Zk:vik - Zk:flf}f, |2 = Zk:wik = Zkfv;i = Zkfﬂf;f (2)
cos(V, T5) = /| V|, cos(W, T5) = x /| W),

apibréziancias vektoriy ¥ ir @ koordinates bazes 72 atzvilgiu, jy modulius
ir krypties kampus.
Kreive, kurig nubrézia vektoriaus o galas, vadinsime greicio hodografu.

3. Tasko greicio ir pagreicio naturaliosios komponentés.

Tarkime, tasko M judéjimas apibréztas naturaliuoju budu, t.y. lygybémis
T = 7T (s),s = s(t),t € I. Trajektorijos liestinés, pagrindinés normalés ir
binormalés ortai 7°, 7°, #° apibréziami lygtimis

Fo = d7 s, kD° = d7°/ds, B° = T° x V°; (3)

Gia ir toliau 7 x 7 reiskia vektorinés sandaugos simbolj. Vektoriai 7°, 70, FO
kiekviename trajektorijos taske apibrézia statmenas kryptis, vadinamas natu-
raliosiomis kryptimis. Dydis & vadinamas trajektorijos kreiviu, o p = k=1 -
kreivumo spinduliu. I8 d7°/ds apibréZzimo galima pastebeéti, jog 7 nukreip-
tas | trajektorijos jgaubimo puse. Remdamiesi v ir w apibrézimu, gauname
formules

V=57, W=5"T°+ p71$/27°- (4)

Jos rodo, jog K yra lie¢iamasis vektorius trajektorijai, o W priklauso trajek-
torijos glaustinei (einanciai per 7°, 7°) ploktumai. I§ (4) isvedame lygybes

i ” 12
v,=0 - -T°=5,w, =5, w,=pts”,

T = 15|, W] = (5™ +5"p7)"? (5)



Kais > 0, tai 7o = 7", okais < 0,jie yra priesingi. Vektoriai W, = w, 7°
ir @, = w, 7° vadinami atitinkamai lieciamuoju (tangentiniu) ir normaliniu
pagreiciais (1 pav.).

1 pav.

Kadangi w, > 0, tai W nukreiptas j trajektorijos jgaubimo puse. Kai
17 ()] = const (w, = 0),Vt € I, tasko judéjimas vadinamas tolygiuoju. Ta-
da @ = o,. Kai|7| didéja (7] > 0) arba mazéja (|7 < 0), sakome,
kad judéjimas yra greitéjantis arba letéjantis. Kadangi (772) = (|72 =
AV V| = 2u0. = 258" =20 - W, =20 - W = 2|V ||| cos(V, W), tai
judéjimas bus greitéjantis, jeigu U ir wy turi ta pacia krypti, 4((?, E?) <3,
arba s's” > 0, ir létéjantis, jeigu U° yra prieSingas vektoriui 17;, 4(7, W) >
R 's" < 0. 1 brézinys atitinka greitéjantj judéjima. Jeigu tam tikru mo-
mentu tw, = 0, tai turime trajektorijos iStiesinimo (p = oo) arba rimties
(lv| = 0) taska. Jeigu w, = 0, | 7| # 0Vt € I, tai Siame intervale taskas M
juda tiesiaeigiai.

4. Tasko greicio ir pagreicio cilindrinés komponentés.

Tarkime, r = 7 + 2323, ©1 = pcosp, Ty = psing, x5 = z, p = |p| >
0, z € (—o0,+0), ¢ € [0,27). Kintamuosius p, ¢, z vadinsime cilindrinémis
tasko M (2 pav.) koordinatémis. Akivaizdu, kad p = (22 + 22)'/2, 2 = x,

1 = arctan i—;, T9 > 0

o 7T+9017 i) < 0,
7o 0, To =0, 21 > 0; (6)
T, Ty = 07 T < 0.



X/

2 pav.

Kai 1y = 25 = 0, turime z3 asj, kurioje p = 0, o ¢ yra neapibréztas. Naudo-
damiesi lygybemis 7 = J+272°, 7° = a5 cos p+a5sin g, ° = p°/dp =

—sinp @i +cos Ty, F = pp° B = ¢ B°, P° = —¢ P, gauname for-

mules
TV=pPo+pp o+ (7)
W= (p" — po )+ (200 + pp" ) + 2" Z (8)
isreiskiancias vektorius ¢ ir @ cilindrinémis koordinatémis. Dydziai
Vpy Vg = p s Wy = p = pp", wy =200 + p”, w, = 2" (9)

yra cilindrinés atitinkamai greicio ir pagrei¢io komponentés. Kadangi vekto-
riai 7°, #°, Z° ortonormuoti, tai |7/|2 = vl 4+, W2 = w? +w? +w?.
I5 (7) bei (8), kai z = const, isvedame formules, iSreiskiancias vektorius o/
ir W polinémis koordinatémis:

i ° i ° " 12 ° ro " °

TV =p P+ p @, W =(p"—pp )P+ (20 +pp") P (10)

Dydziai v, = p ,v, = pg’, w, = (p’ —pgalQ), w, = 2p ¢ +pp’, yra polinés
greicio ir pagrei¢io komponentes.

Vektoriai 7p = vpﬁo, 7¢ = 'UQK,E)O, ﬁp = wpﬁo, ﬁg, = wg,?o, vadi-
nami atitinkamai radialiniu ir skersiniu (transversaliniu) grei¢iu (3 pav.) ir
pagrei¢iu. Kai p > 0, tai 79 turi 7" krypti, o kai p' < 0, tai 7p priesingas
vektoriui 70. Pirmuoju atveju taskas M tolsta nuo poliaus O, antruoju -
artéja prie O. Kai trajektorija yra spindulio p apskritimas, kurio centras yra
taske O, (10) formulés yra tokios:

T =pp B, W = —pp" P+ pp" B (11)



3 pav.

Kadangi ?O = 7°, 70 = —_1>/°, tai v, = pp’, w, = —pgolz. Kai trajekto-
rija yra tiesé ¢ = const, tai

T=p W =0 (12)

Vektoriy W, = 2p190/$° vadiname Korjolio (G. Coriolis) pagreiciu. Paste-
bésime, kad W, =0 judant apskritimu ir tiese.

Remdamiesi judéjimu tiese ir apskritimu bendruoju atveju galime teigti,
kad: 1) tasko M greitis yra grei¢io judant tiese ir grei¢io judant apskriti-
mu suma; 2) tasko M pagreitis yra pagreicio judant tiese, pagrei¢io judant
apskritimu ir Korjolio pagreicio suma.

5. Tasko greicio ir pagreicio kreivinés komponentés.

Tarkime, kad tasko M koordinatés staciakampeés Dekarto koordinaciy
sistemos atzvilgiu yra xy, z9, x5, o funkcijos xp = fi(q1,q2,93), k = 1,2,3,
yra vienareikSmeés, du kartus tolydziai diferencijuojamos pagal visus kinta-
muosius ir nepriklausomos, o Jakobianas D(f1, f2, f3)/D(q1, g2, q3) # 0 kin-
tamyju qi, g2, q3 kitimo srityje. Tada egzistuoja vienareikSmeés, du kartus
tolydziai diferencijuojamos funkcijos g, = wuy(x1, 2, x3), k = 1,2, 3, o vekto-
riai _l>k =07 /Oqi yra tiesiskai nepriklausomi. Kintamieji ¢q, go, g3 fiksuoja
vektoriy 7, o vektorius 7 - kintamuosius q1, G2, q3. Kintamuosius q1, ¢2, g3
vadinsime kreivinémis tasko M koordinatémsis.

Fiksuokime kintamuju g reikSmes, pvz. ¢ = Gg. Lygtis x = ug(z1, T2, x3)
reiskia pavirsiy. Viso yra trys einantys per taska M nesutampntys pavirsiai,
kurie po du kertasi kreivémis. o pastarosios kertasi taske M (x1, 29, x3). Gauti
pavirSiai vadinami koordinatiniais pavirsiais, o gautos kreivés - koordinati-
némis kreivémis. Koordinatinés kreivés parametras yra viena is kreiviniy
koordinaciy, pvz., koordinatinés kreives ¢, = uy(x1, z9,x3), k = 1,2 para-
metras yra gs3. Si koordinatine kreivé vadinama gs kreive.Kai vektoriaus 7



galas brézia k-aja koordinatine kreive, jo argumentas yra gx. Todél iSvestas

per taska M vektorius [ , yra lieciamasis gp-ajai kreivei.

Kadangi vekto-

riai [ p yra tiesiskai nepriklausomi, tai bet kokj apibrézta taske M vektoriy

— 3 - .
A galima uzrasyti vektoriy [ tiesiniu dariniu A = ST AR Cia A*

_>
yra vektoriaus Z komponentés bazés [ atzvilgiu. Toliau nagrinésime tik

ortoganaliyjy kreiviniy koordinaciy atvejj t.y., kai [ 4 -

kinta ir koordinates g,. Todél

3
T =3 g2z
k=

k dqy >

/ / / 3 %
V= T(q, 02,03 s 0oy @3) = > 1 ki
k=1

Tada

[, — 9%
!
aq,
ir
_ 97y _ 827
by = <8ng) Zaq dgi Is-
S
0T 0l 27 0 i
Oqr gy, ds Z 9q1,0qs 4s Oqr Z l 595
S S
Todél
T _ 9
@_m?
0

T o= o= (7 10 -7
IS (14)—(16) lygybiy isvedame formule
%
B' Lk |7’2 aqk2|7’2

Apibreze ortonormuotus vektorius

— s - z
U =H' Uy, Hy= | 15| = (32(222)2)2

gk,

dta’Q

gauname R R
=W 9= (W [ p)H
Tada pagal (17) gauname

wy, = H {4 24P -

We,

TP W = Eiﬂwk

8qk 2

o

k>

s =0, k#s.
Kai taskas M juda, jo koordinatés zj yra laiko ¢ funkcijos.

Tuo paciu

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)



o pagal (13)
/ —)O !
Vg, = Gk, 7= ijquc s |7|2 = %:(Hka)Q' (19)

(19) bei (18) formulés isreiskia ¥ ir @ ortogonaliosios kreivinés koordinéiy

sistemos bazés vektoriy [} tiesiniu dariniu.

6. Uzdaviniai

1. Taskas juda ploksciaja kreive taip, kad v, = a, w, = —b*p~3; ¢ia a ir

b yra teigiami pastovus dydziai. Rasti judéjimo désnj ir trajektorija, jeigu
p(0) = po. 9(0) = o, ¢ (0) > 0.

2. Taskas juda plokscigja kreive taip, kad |7| =a,¢ =0b daair
b yra teigiami pastovus dydziai. Rasti judéjimo désnj ir trajektroija, jeigu
p(0) = po, p(0) = o, p (0) > 0.

3. Taskas juda plokscigja kreive taip, kad 4(7, ﬁ) = o = const € [o, 7).
Rasti hodografa, jeigu 1(0) = vy, ]7(0)] =y >0; clay = 4(7, ?‘{)

4. Taskas juda plokscigja kreive taip, kad v,, = a = const . Parodyti,
kad teisinga lygybe || = |7|3ﬁ; ¢ia p - kreivumo spindulys.

Standziojo kuno kinematika

Materialyjy tasky sistema atstumai tarp kurios tasky nepriklauso nuo
laiko vadinama standzigja. Standziuoju kunu vadinama standzioji tasky sis-
tema istisai uzpildanti Euklido erdvés dalj. Pazymékime ja 7. Siame skyriuje
nagrinésime standziojo kuno tasky greiciy ir pagreiciy pasiskirstyma.

1. Kuno slinkimas

Jei bet kuri tiesé standziai susieta su judanciu kunu lieka lygiagreti savo
pradinei padéciai, tai sakome, kad kunas slenka. Tarkime, r4 ir ry; yra bet
kurie kuno taskai. Tada ry; = ra+p, p = const. Todél vy = vyg ir Wy = wa.

Kai tik tam tikru momentu galioja lygybé vy, = vga, tai sakome, kad
kunas slenka duotu momentu. Toliau vektoriai bus rasomi be rodykliy.

2. Kuno sukimasis apie pastovigjg asj

Kai kunui judant du jo taskai nejuda sakome, kad kunas sukasi apie
pastovia asj, einancia per nejudancius taskus. Tarkime taskai O ir A nejuda,
o M bet kuris kitas kuno taskas (4 pav.). Tada r = p + a, kur pastovus
vektorius a yra statmenas y;Oys ploksStumai. IS ¢ia gauname

10



43

4 pav.

vy =p = lple'p®, p° - p° =0, |p| = const.

Pastebeje, kad p° = y5 x p°, ir apibreze kampinio greicio vektoriy w lygybe
w=¢yd, ¢ >0, gauname

Uy =W X p=w X (2.1)

Ziurédami i$ w galo matome kiino sukimasi vykstant pries laikrodzio rodykle.
Is (2.1) gauname

wy =eXrH+wx (Wxr)=exr—|w?p,e=w =15 (2.2)

¢ vadinamas kampinio pagrei¢io vektoriumi kunui sukantis apie pastoviaja
asi. Kai ¢" > 0, tai w ir € yra nukreipti i tg padig puse ir sukimasis greitéja.
Priesingu atveju sukimasis létéja.

3. Plokscéiasis standziojo kiino judéjimas

Kai kunui judant visi jo taskai juda plokstumose lygiagreciose nejudan-
¢iai plokstumai sakome, kad kunas juda plokscéiai. Tegul M yra bet kuris
kuno taskas. ISveskime tiese, standziai susietg su kunu ir einancig per M
statmenai nejudanciai plokstumai. Juy sankirtos taska pazymékime A. Tuo-
met i8 lygybés ryy = 14 + a, a = AM, gauname vy = v, Wy = Wy,
kur |a| = const. Vadinasi, minétoji tiesé slenka ir jos judéjimas yra api-
bréziamas tasko A judéjimu. ISvede per likusius kuno taskus statmenis j
nejudancig plokstuma, gausime, kad juy sankirtos su nejudancia plokstuma
taskai sudaro plokscig figura, kurios judéjimas nejudancioje plokstumoje api-
brés kuno plokséigji judéjimg. Toliau nagrinésime plokscios figuros judéjima
nejudancioje plokstumoje. Rasime formules aprasancias figuros taska greiciy

11



ir pagreiciu pasisikirstyma. Tegul A ir M bet kurie figuros taskai (5 bréz).

Tuomet

O pav.

v =7TaA+p, p:m,|p| = const,

I5 ¢ia
o =va+p =va+lplp® =va+ ol
p° = —singyy + cos py; = Y3 X p°.

Vadinasi vy = v4 + w X p,

kur w = <p/y§, go’ > (), yra kampinio greic¢io vektorius.

Tada
Wy = w4 X p— |wl2p,

kur e = w' = gpuyg yra kampinio pagreicio vektorius.
Is (3.1) ir (3.2) gauname

_ _ 2
va - p° =vpr e p°, wy = wa - p° — wpl.

(3.1)

(3.2)

(3.1) ir (3.2) formulés rodo, kad kunui judant ploksciai jo tasko M greitis
vy yra greicio figurai slenkant ir tasko M greicio figurai sukantis apie asj,
einancig per taskag A statmenai nejudanciai plokstumai, suma. Analogiskas

teiginys galioja ir tasko M pagreiciui.

Apibrésime momentinius greic¢iy ir pagreic¢iy centrus.

Taska B, kurio

greitis duotu momentu lygus nuliui vadiname momentiniu grei¢iy (sukimosi)
centru. Kitg tasks C, kurio pagreitis duotu momentu lygus nuliui, vadiname

momentiniu pagreic¢iy centru. Rasime jy radiusus vektorius. Turime

OIUA—Fpr,p:zﬁ.

12



Padaugine Sia lygybe vektoriskai iS w gauname

O=wXva+wx (WXp)=wXws— |w?p=

wWXvVA

P="wp
Analogiskai gauname lygybe

OzwA+6><p—|w|2p,p:ﬁ,

kuria, padaugine is €, uzrasome taip

O=cxwat+ex(exp) —|wPexp=cxws+|e]?p— |w|’e x p.

Eliminave i$ pastaryju lygybiy € x p randame

p=(lel* + w[H) (e X wa + [w[*wa).

(3.3)

(3.4)

Formuleés (3.3) ir (3.4) apibrézia momentinius grei¢iy ir pagreiciy centrus.

4. Standziojo kuno judéjimas apie vieng nejudantj taska

Sio skyrelio tikslas gauti Oilerio (Euler L) ir Rivalso (Rivals) formules,
aprasancias greiciy ir pagreiciy pasiskirstymus. Tegul Oy,yoy3 ir Ozi20x3 yra
nejudancios ir standziai su kunu susietos Dekarto sistemos. Tegul r4 yra

kuno tasko M radiusas vektorius. Tada

3 3
J— o __ [e]
™™ = szxz = Zyiyia
i=1 i=1

3 , 3
N o __ o
UM =) Tm =) M,
i=1 i=1

ir

3 / 3 /
— E O . ° — § Q. o
=1 i=1,i#j

IS cia turime
!
o o [¢]
Upy = ToXy - Ty + X327 - T3,
/
J— o o o
U, = T1X5 - X7 + X325 - T3,
’ /

Uny = 2105 - ] + Toxg - TG .

/ ’

/ ! ’

/
o o __ o o o] o __ [¢] o o o __ (¢} [¢]

’ /

!/

Pazyméje, —x9 - x5 = ws, —x5 - 25 = w9, x5 - x5 = —w;, gauname
) 1 2 39 1 3 » 2 3 ’

Uy, = Wala — W3Ta,

Unp, = W3l — W13,
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UMy = W1T2 — Wl
arba

Uy =w X T (4.1)
Si formuleé Vadinaréla Oilerio formule.

Vektoriyw = > w;xf vadinsime kampinio grei¢io vektoriumi kunui judant
apie vieng jo nejlﬁémti taska.
I$ (4.1) iSvedame formule

wy =exrF+wx (Wxr)=exr—|wPh, e=w (4.2)

Cia h yra statmenas vektoriui w ir nukreiptas j taska M, o € kampinis pagrei-
tis. Pastaroji formulé yra Rivalso formulé. Susiesime w su Oilerio kampais

(6 pav.)

Turime

3

— o o

i=1
x] - Y] = cos pcos Y — siny cos fsiny,
7 - ys = cos psini + sin ¢ cos 0 cos 1,
x] - ys =sinpsind,
x5 - Y] = —singcos Py — cos pcosfsiny,
x5 - Y = — sin g siny + cos ¢ cos 0 cos Y,
x5 - Y3 = cos psind,

x5 -y = sinfsiny,
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x5 - ys = —sinf cos,

x5 - Y5 = cos 0.

Tegul momentu ty asys x1(tg), x2(t), x3(tp) sutapo su yq,ys, y3. Pasuke
kampu v asis x1(to), z2(to) apie asi y3 gausime statmenas asis [, m, y3. Pasu-
ke kampu 0 asis m, x3(to) apie asj [ gausime statmenas asis [, n, x3. Pagaliau
pasuke asis [,n kampu ¢ apie asj xr3 gausime statmenas asis x1, zo, x3. Va-
dinasi, trimis posukiais pervedéme kuing is pradinés padéties | padétj, kurios
orientacija apibrézia asys x1,zs, x3. Kampai 0, ¢, vadinami Oilerio kam-
pais: 1 - precesijos, # - nutacijos, o ¢ - savojo posukio kampu. Asis [ yra
mazg\ asis.

Gavome, kad ry; yra kintamuyjy 1, xo, 3 ir 6, ¢, 1 funkcija. IS ¢ia turime

Vv = g—;gp/ —+ 3_;¢/ + %9/

Pasinaudoje kuno sukimusi apie pastovigja asj, gauname

g—;cpl = go/xg X, g—;& = w/yg’ X T, %0/ =0'0°xr.

Apibréze w = ¢ x5 + 'yS + 0'1° kaip kampinio grei¢io vektoriy turésime

Uy =W X T (4.3)
Is cia

/

wy =exXr+wXx (wWxr),e=w. (4.4)

Pabrésime, kad ¢ keicia savo krypt;.

5. Laisvasis standziojo kuno judéjimas

Tarkime, kﬁnasij)uda laisvai. Tegul A ir M yra jo bet kokie taskai. Tada
rvy=1ra+p, p=AM, |p| = const. Todél

Uy = VA + p'.

Kadangi |p| = const, taii p galima zifiréti kaip j kiino 7 tasko M greitj, kai
kunas juda apie taska A kaip nejudantj. Remdamiesi 4 skyreliu turime

UM:UA+pr,w:golx§+1/)/y§+9/l°, (5.1)
Wy =wa+eXprwx (Wxp),e=w. (5.2)
6. Sudétinis tasko judéjimas

Tarkime Oy;y2ys yra nejudanti, o Axjzoxs judanti koordinaciy sistemos.
Tegul taskas M juda nepriklausomai nuo judancios sistemos. Tasko M greitj
ir pagreitj atzvilgiu nejudancios sistemos vadinsime absoliuc¢iais ir Zymésime
Vabs 1T Waps-
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Tasko M greitj ir pagreitj atzvilgiu judancios sistemos vadinsime relia-
tyviais ir zymeésime v,¢ it wy. Su judancia koordinaciy sistema susiekime
erdve, kurig manysime esancia standziu kunu. Taskas M kiekvienu momentu
sutaps su Sio standaus kuno atitinkamu tasku M,. Tasko M, greitj ir pa-
greit] atzvilgiu nejudancios sistemos vadinsime tasko M keliamaisiais grei¢iu
ir pagreic¢iu ir zymesime Uge; it Wye- Sio skyrelio tikslas yra gauti formules,
siejanéias Vkel s Urels Uabs bei Wkely Wrel ir Wabs

Nagrinékime vektoriaus a(t) iSvestine

3 3 3
d =3 (a2) =S aad + 3 al
=1 =1 =1

Kadangi x; normuotas, tai x; galima traktuoti kaip judancio apie vienag
pastovy taska kuno tasko greitj. Todél z7 = w x 7. Cia w yra judancios
koordinaciy sistemos kampinis greitis. Vadinasi

/

a =% 4wxa, (6.1)

3 —

! . . . . v .

kur % = > a;xs. % vadinama reliatyviaja isvestine.
i=1

— — —

Tegul OM =1y, OA =14, AM = p. Isdiferencijave lygybe ryy = ra+p
ir pasinaudoje (6.1) formule gauname v,,s = V4 + W X P + Vpey.

Bet v4 +w X p+4 vy = vy = Vg Todél

Vabs = VKel T Urel- (62)
Is cia isplaukia lygybe

 Wabs =wa+wW Xprwxp +uy=wa+EXp+wX (Vg +w X p)+
%—i—w X Upel = WA +EXPpF+wX (WX pP)+ Weeg + 2w X Vpey.

Bet wq +e X p+w X (WX p) =wy, = Uge. Todeél

Wahs = Wkel + Wre] + Wey, We = 2w X Urel - (63)

Vektorius w, vadinamas Korjolio pagreiciu.

Pastebésime, kad w, = 0, kai judanti sistema slenka, kai w kolinearus
VUpe = 0 ir kai v, = 0.

7. UzZdaviniai

1. Ilgio a standzioji atkarpa juda plokstuma Oy, taip, kad jos galas A
juda y; asies teigiama kryptimi, o galas B — ys asies neigiama kryptimi (7
pav.). Tuo momentu, kai £(y, AB) = « tasko A greitis ir pagreitis yra vy
WA.
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o

7 pav.

Rasti v, w, jei |1@\ =be (0,a).

2. llgio a standi atkarpa juda plokstuma Oy, ys taip, kad jos galas A juda
y1 aSies teigiama kryptimi, o galas B — spindulio R < a apskritimu (8 pav.),
kurio centras yra taske 0. Tuo momentu, kai £(AB,y7) = a taskas A tur¢jo
greitj vy ir pagreitj wa.

8 pav
Rasti tuo momentu vg ir wg.

3. Taskas M juda OA asimi, kuri sukdamasi ap‘ig_yg asj sudaro su ja
pastovy kampa « (9 pav.). Be to, duotoji funkcija |[OM| = s(t) turi antra
tolydzig iSvesting, o asies O A sukimosi apie y, kampinis greitis w turi tolydzia
iSvestine.
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<\J7/ A M I3

9 pav.

Rasti vasaps It Was abs-

4. Plokstuma 0y;y- juda spindulio R apskritimas visa laika remdamasi
skersmeniu i y; asj (10 pav.). Apskritimu juda taskas M, taip, kad lanko
AM ilgis s(t) turi tolydzia isvestine.

v

& Y«

&

10 pav.

Rasti vpsaps It Wasaps, jei tasko A greitis yra pastovus ir lygus vy,.

5. Spindulio R apskritimas sukasi apie jam statmeng asj, einancig per jo
taska O. Apskritimu juda taskas M (11 pav.) taip, kad kampai £(CA,CM) =
1 ir £(OA, 1) = ¢y yra zinomos du kartus tolydziai diferencijuojamos funk-
cijos.
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QX &

€y

11 pav.

Rasti vas abs, Wi abs-

Materialiojo tasko dinamika
Laisvasis tasko judéjimas
1. Niutono aksiomos, judéjimo lygtys ir du dinamikos uzdaviniai

Aksiomos. Kai tasko judéjimo nevarzo jokie apribojimai, sakome, jog
taskas juda laisvai. Judédamas taskas su ji supanciais kuinais arba taskais gali
saveikauti arba ne. Mechanine tasko ir kuno arba kito tasko saveika laikoma
tokia juy saveika, kurios metu kinta sgveikaujanciy objekty judéjimas. Tasko
mechaninés sgveikos matais laikome jéga, jos momenta ir galig. Kai taskas
nesgveikauja su apllinkiniais objektais, sakome, kad jis yra izoliuotas.

Teorinéje mechanikoje postuluojama, jog taskas juda homogeninéje izotro-
pinéje euklidinéje erdveje. Tasko judéjimas tokioje erdvéje apibréziamas ku-
rio nors erdvéje esancio kuno, su kuriuo standziai susiejama atskaitos sistema,
atzvilgiu. Standziai su Siuo kunu susietas stebétojas pastebés savo paties ju-
déjima tik kito erdvéje esancio kuno atzvilgiu arba kito kuno judéjima saves
atzvilgiu. Tas pats stebétojas, budamas susietas su skirtingai judanciomis
atskaitos sistemomis, matys skirtingai judantj ta patj taska. Todél duoto-
jo tasko judéjimo skirtingai judanciy atskaitos sistemy atzvilgiu palyginimui
reikalingas tam tikras duotojo tasko etaloninis judéjimas, t.y. tasko judéji-
mas etalonines atskaitos sistemos atzvilgiu. Viena is tokiy atskaitos sistemuy
pasiulé Niutonas (I. Newton). Apibendrindamas stebéjimu duomenis, jis
taip pat pastulavo siejancia pagrindines mechanikos savokas (mase, pagreitj
ir jéga) lygti bei saveikos désnj.

1 aksioma (inercijos aksioma). Egzistuoja atskaitos sistemos, kuriy atzvil-
giu izoliuotas taskas nejuda arba juda tiesiaeigiai ir tolygiai. Tokias sistemas
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vadinsime inercinémis. Izoliuoto tasko judéjimas inercinés atskaitos sistemos
atzvilgiu vadinamas inerciniu. Kadangi izoliuotasis taskas inercinés atskaitos
sistemos atzvilgiu juda tiesiaeigiai ir tolygiai, tai jo greitis jos atzvilgiu yra
pastovus. Todél sSios sistemos atzvilgiu taskas juda be pagreicio. Kai taskas
néra izoliuotas, t.y. kai ji veikia saveikos jégos, jo judéjimas néra tiesiaeigis
ir tolygus. Vadinasi, jis juda su pagreic¢iu. Todél pagreicio inercineés sistemos
atzvilgiu atsiradimo priezastis yra saveika ir atvirksciai: jei taskas inercineés
sistemos atskaitos sistemos atzvilgiu juda su pagreiciu, tai jis néra izoliuotas.
Taciau ne visi taskai, veikiant tai paciai jégai, jgyja vienodus pagreicius. Pa-
greitis tuo mazesnis, kuo didesné tasko inercija, kurios matais laikome mase,
inercijos bei statinj momentus .

2 aksioma (pagrindinis judéjimo désnis). Kai materialiojo tasko masé
yra pastovi, tai jos ir tasko pagreic¢io w inercinés atskaitos sistemos atzvilgiu
sandauga yra lygi taska veikianciai jégai F', t.y.

mw = F. (1.1)

Jegos matmuo yra [F] = MLT?; ¢ia M - masés matmuo. SI sistemoje
masé matuojama kilogramais, o jéga - niutonais, t.y. N = s 2mkg; ¢ia m -
metras.

3 aksioma (saveikos aksioma). Jeigu taskas M, veikia taska M, jéga Fyy,
o taskas M veikia taska M jéga F)o, tai saveikos jégos yra vienoje tieséje ir
Fo = —Fra.

4 aksioma (nepriklausomo jégy veikimo aksioma). Kai taska veikia jégu
sistema Fs, s = 1,...,n, tai kiekviena jéga veikia nepriklausomai. Jeigu Fj

suteikia m masés taskui inercinés sistemos atzvilgiu pagreitj w,, tai jégu
n

sistema suteikia pagreitj w = Y ws.
s=1

[$ dia gauname lygti mw = > mw, = Y Fy, nes mw, = Fy. Todél jégu
sistemos atveju teisinga antroji aksioma, kurioje FF = Y F,. Si aksioma

pakeicia jégy sistemos poveikj vienos jégos poveikiu.

Pastebésime, kad trecioji aksioma nesusieta su konkrecia atskaitos sis-
tema. Bendruoju atveju duoto vektoriaus F argumentais gali buti ¢,r,v.
Jo priklausomybé nuo w priestarauja ketvirtajai aksiomai. Parodysime tai.
Tarkime, kad greic¢iu v judanc¢iam taskui priklausanti nuo pagreicio jéga F
suteikia pagreitj w;. Tada mw, = Fy(t,r,v,w,). Is ¢ia turime m > w, =

> Fy(t,r,v,ws). Pagal ketvirtaja aksioma veikiamas jégu sistemos taskas
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juda pagal désnj m > ws = F(t,r,v,> ws). Gautos lygtys, kai Fy néra spe-

cialiai parinkta, viena kitai nepriestarauja. Be to, lygtis mw, = Fs(t,r, v, wy)
bendruoju atveju gali nevienareikSmiskai apibrézti pagreitj ws, ko Niutono
mechanikoje negali buti.

Tais atvejais, kai jéga yra iS anksto nepilnai apibrézta, vektorius F' gali
priklausyti nuo w. Suvarzyto judéjimo atveju reakcijos jéga priklauso nuo
pagreicio.

Klausimas ar duotoji atskaitos sistema yra inerciné, sprendziamas em-
piriskai. Heliocentriné atskaitos sistema (pradzia yra Saulés centre, o aSys
nukreiptos j tokias tris tolimas zvaigzdes, kurios pakankamai ilgu laikotarpiu
Saules atzvilgiu yra nejudancios ir kurios yra fiksuojamos tik kaip materia-
lieji taskai) apytiksliai yra inerciné. Sprendziant daugelj technikos uzdaviniy
apytikslés inercinés atskaitos sistemos yra geocentriné (pradzia yra Zemes
centre, o aSys nukreiptos j pakankamai ilgu laikotarpiu Zemés atzvilgiu ne-
judanéias 7vaigzdes) arba standziai su Zeme susieta.

Ivairios judéjimo lygciy formos. Remdamiesi w apibrézimu bei kine-
matikos formulémis uzrasysime antraja aksioma koordinatiniu budu:

mx;; =F,,k=1,23;
ms' = F., mp~'s” =F, 0= Fj;
m(p" — pe”) = F,, m(2p'¢ + pp") = F,, mz" = F;

mH, {4521 |v]? — 25 |v|*} = Fy,, k=1,2,3.

dt 8qk/ 2 oqy 2 k?

Formules (1.2)-(1.5) yra atitinkamai staciakampémis Dekarto, naturalio-
siomis, cilindrinémis ir ortogonaliosiomis kreivinémis koordinatémis iSreikstos
judéjimo lygtys.

Sprendziant konkrecius uzdavinius pasirenkama ta lygéiy forma, kuri ma-

tematiniu poziuriu yra paprascCiausia. Daznai vartojama (1) lygties diferen-
cialiné forma:

mr’ = F(t,r,r). (1.6)

Kai F°(t) = const = v°(t), tai trajektorija yra tiesé. IS tikruju nukreipe
39 vektoriaus I kryptimi, i§ (2) gauname judéjimo lygtis ma| = F - 29z, =
0, k = 2,3, o pradinés salygos yra tokios: x;(to) = v(to) - 2%, zx(te) = 0, k =
2,3. Todél xq, x5 = const. Vadinasi, trajektorija yra tiesé.

Kai F,, = 0, v(ty) - 23 = 0, tai trajektorija priklauso plokstumai, lygia-
greciai 02,29, nes x5 = 0, 23(ty), t.y. o3 = const.
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Tasko rimtis. Kai inercinés atskaitos sistemos atzvilgiu v = 0,t €
[to, t1], sakome, jog taskas yra parimes arba yra pusiausvyros busenoje. Iro-
dysime teiginj: taskas yra parimes tada ir tik tada, kai vo = 0, F' = 0,Vt €
[to,t1]. Tarkime, vy = 0, F' = 0, t € [to,t1]. Tada iS antrosios aksiomos
gauname lygti ' = 0. Todél v = const = vy = 0, t € [to,t;]. Vadinasi, tas-
kas yra parimes. [rodysime atvirkstinj teiginj. Tarkime, taskas yra parimes.
Tada v = 0, t € [ty,t;]. Vadinasi, vy = 0,w = v'. I (1) gauname lygybe
F =0,Vt€ [ty t1].

Lygti (1) galima uzrasyti taip: F' — mw = 0. Vektoriy —mw. vadinsime
inercijos jéga. IS ¢ia gauname Dalambero (d’Alambert J.) principa: taskas
juda taip, kad ji veikiancios jégos ir inercijos jégos suma lygi nuliui.

Du dinamikos uzdaviniai. Niutonas suformulavo du uzdavinius: 1.
Duotas judéjimo désnis ir tasko masé. Rasti veikiancig jéga. 2. Duota jéga
F'ir masé m. Rasti tasko judéjima.

Pirmasis uzdavinys sprendziamas remiantis (1.6) lygtimi. Todél F =
mr”. Antrojo uzdavinio sprendimas susietas su diferencialiniy lyg¢iy spren-
dimu. Todél, norint rasti reikalingg sprendinj, butina suformuluoti spren-
dinio atrankos salygas. Reikalausime, kad F' buty tolydi ir turéty tolydzia
iSvesting pagal kintamuosius r,v. Kai duoti r(to) = 79, v(to) = vo, (1.6) lyg-
¢iai formuluojame pradinj uzdavinj, kuris turi vienintelj sprendinj. Vadinasi,
kai duoti pradiniai 7y, vy ir tolydziai diferencijuojama jéga F', tasko judéji-
mas yra apibréztas. Sis teiginys vadinamas Niutono-Laplaso (Laplace P.)
deterministiniu principu.

Kai duoti r(ty) = ro,r(t1) = r1, t € (to,t1), (1.6) lygciai formuluojamas
krastinis uzdavinys.

Analogiskai formuluojami uzdaviniai (1.2)-(1.5) sistemoms. Daznai pra-
dinis uzdavinys sprendziamas pirmuyjy integraly metodu. Trumpumo délei
pirmuosius integralus daznai vadinsime integralais. Surandame du nepriklau-
somus trimacius vektorinius integralus fx(¢,7,v) = ¢, k = 1,2. Panaudoje
pradines salygas randame ¢, = fi(to, 70, v0). Kadangi pirmieji integralai ne-
priklausomi, tai egzistuoja vienareiksmeé atvirkstiné funkcija r,v. Vadinasi,
r = A(t, o, vo, to), v = B(t, 1o, o, ty) yra pradinio uzdavinio sprendinys.

Keplerio désniai. ISnagrinésime pirmojo dinamikos uzdavinio pavyzdj.
Remdamasis astronomo Brahés (T. Brahe, 1546-1601) stebéjimais, astrono-
mas Kepleris (J. Kepler, 1571-1630) suformulavo tris planety bei komety,
vaizduojamy materialiaisiais taskais, judéjimo deésnius:

1. Visos planetos (kometos) skrieja apie Saule ploks¢iomis orbitomis (tra-
jektorijomis) pagal désnj p*¢ = const = ¢; &a p, yra polinés planeta
(kometa) vaizduojancio tasko koordinatés.
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2. Sios orbitos yra antrosios eilés kreives, kuriy viename zidinyje yra
Saule.

3. Judanciy elipsémis planety apskriejimo apie Saule periody kvadratai
proporcingi didZiyiy pusasiy kubams, t.y. T?/a® = const; ¢ia T - periodas,
a - pusasio ilgis.

Remdamasis Siais désniais, Niutonas surado planetas veikiancios jégos
israiska. Rasime ja. Zidininé (polius yra Zidinyje, o poliné aSis nukreipta j
artimiausia virsune) elipses lygtis yra tokia:

— p v -1 /2 2.
p_lJ’,eCOS(p?p —,G—CL (I—b,

Cia a ir b yra elipsés pusasiai, e - ekscentricitetas. Tarkime, kad orbita yra
plok$tumoje z = 0. Tada i3 (1.4) ir lygybés p?¢ = ¢ randame
2

d? 1 mc

" 2
Fy=m(p" = pp”) = —mS (5L + 1) = -5

Paiyméj@ ﬁ = p, randame F' = —"¢p° I8 lygybes dt = p*% gauname
2m
=1 f p*(p)de = 2”0‘11’, nes integralas f p*(p)dp reiskia dviguba elipses

rlbOJamos figuros plota, kuris lygus 2mab. Tada

T_2 _ 4n2a?b? _ 4An%? 47r_ _ 47r a®
a3~ cZa® T pua T2
Vadinasi, visoms planetoms p yra tas pats. Dydis p vadinamas Gauso (Gauss

C. F.) konstanta.

I$vesime visuotines gravitacijos désnj. Kiny, judandiy Zemés ir Sau-
lés traukos jegy laukuose, Gauso konstantas pazymeékime i, 12, 0 Zemés
ir Saulés mases - m; ir my. Zemé traukia Saule jéga |Fy| = pimep=2, o
Saulé traukia Zeme jéga |Fla| = pomip~2. Taciau pagal trecigja aksioma
|Foyy| = |Fia|. Todél pi/my = pa/my. Sj pastovy dydj pazymékime f ir
vadinsime visuotinés gravitacijos konstanta. Todél

p1 = fma, pp = fmoa, [Fa| = [Fia| = fm,l;gn—z.

Si@ jéga vadinsime visuotinés gravitacijos jéga. Konstantos f matmuo
3

[f] = L?/MT? ¢ia M - masés matmuo. SI sistemoje f = 6,673 - 107! Z;
¢ia m metras, s - sekundé.

2. Pagrindiniai dinaminiai matai ir pagrindinés teoremos

Pagrindinés teoremos. Pagrindiniais tasko dinaminiais matais laiky-
sime judéjimo kiekio vektoriy (impulsa) @ = mw, kinetinj momenta (judé-
jimo kiekio momenta O tasko atzvilgiu) Gy = r X muv ir kinetine energija
E = %m|v|2; ¢ia m — tasko mase, v — absoliutusis greitis, r — radiusas vekto-
rius, kurio pradzia yra taske O. ISvesime lygtis, iSreiSkiancias $iy maty kitimo
grei¢ius. Mase m laikysime pastovia. Remdamiesi (1.6) lygtimi, gauname
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%zmw:F, %ngvxmv—l—'rxmw:er,

‘Z—?:mv-w:v-mw:v-F,
arba
dQ _ p dGo _ dE _ .
T =F S =rxF % =v-F (2.1)

Sios lygtys vadinamos judéjimo kiekio vektoriaus, kinetinio momento ir
kinetinés energijos kitimo désniais (teoremomis).

Kadangi vdt = dr, tai
dE = F - dr. (2.2)

Integruoami (2.1) lygybes, gauname

Q(t) — Q(t()) = det, Go(t) — G()(t()) = j‘?” X th,
o » o (2.3).
E(t)— E(ty) = [v-Fdt= [ F-dr.
Po

to

Dydziai My =r x F, N =v-F,dA=F -dr,

t t P
[Fdt, [rx Fdt, [ F-dr
Po

to to
vadinami atitinkamai jégos F' momentu tasko O atzvilgiu, jégos F' galia,
jégos F' elementariuoju darbu, jégos F impulsu laikotarpiu t — tg, jégos F
momentu laikotarpiu ¢ —tg, jégos F' atliktu darbu, judant trajektorijos lanku
tarp tasky Py ir P. Pastebésime, kad d A ne visada yra pilnasis diferencialas.
Atitinkamy dydziy matmenys yra tokie:

Q] = MLT', [Go] = ML?*T-', [E] = ML*T~2, [M,] = L2MT~2,

N = ML?T3, [A] = ML*T?
SI sistemoje [N] = 1 vatas, [A] = 1 dzaulis.

Pirmieji integralai. Kai F° = const, i$ (2.1) gauname du integralus

Q - P = const, Gy - F° = const; (2.4)
c¢ia P- F' =0, P = const.

Kai F' = F(t), i$ (1.1) randame

v=c;+m! TF(t)dt,

to

t1
r=c+at+m [t —r)F(r)dr;

to
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¢ia ¢y, c9 — pastovus vektoriai.
Kai F'=mf(t,r,v)r° (f — skaliarinis dydis), i$ (2.1) randame integrala
r X v=c= const, (2.5)

kuris parodo, kad ¢-r = 0. Si lygtis reiskia plok§tuma, einancia per taska
O statmenai vektoriui c. Todél trajektorija yra plokcsia kreive. Jégos m fre
vadinamos centrinémis. Kai f > 0, turime stumimo (centras O stumia taska)
jéga, o kai f < 0 — traukos jéga.

Kai judéjimo plokstuma yra z = 0, is (1.1),(1.6) ir (2.5) gauname integrala
PPy = c = const. (2.6)

Kai visoje srityje, kurioje gali judéti taskas, zinomas jégos vektorius
F(t,r), sakome, jog Sioje srityje apibréztas jégos laukas. Jeigu jéga nepri-
klauso nuo ¢, laukas vadinamas stacionariuvoju. Kai F' = gradU(t,r), jéga
vadiname potencine, o skaliaring funkcijg U - jos potencialu. IS apibrézimo
matyti, kad potencialas apibréziamas adityviosios laiko funkcijos tikslumu.
Potenciniy jégy atveju d A = F - dr = dU — %—gdt. Kai jéga stacionari, tai
d A=dU, o i (2.3) lygties gauname integralg

E — U = const. (2.7)

Darba, kurj gali atlikti jéga, priversdama taska judeti is duotos padéties i
padétj, kurioje potencialas U = 0, vadinsime potencine energija ir Zymésime

P
I1. Tare, kad U(Py) = 0, randame II = [ F - dr. Vadinasi (2.7) integralas
P
iSreiskia mechaninés energijos E + II tvermeés désnj:
E +1I = const = c. (2.8)

Lygybé (2.8) daznai vadinama energijos integralu. Jégos, kurioms vei-
kiant egzistuoja energijos tvermeés désnis, vadinamos konservatyviomis. (F +
IT) vadinama mechanine energija. Kadangi £ > 0, tai nelygybé ¢ —II(r) > 0
apibrezia judéjimo sritj.

Potenciniy jégy pavyzdziais gali buti: pastovioji sunkio jéga P = —m?,
Zemés gravitacijos jéga F' = —myu|r|~2r°, spyruooklés tamprumo (standumo)
jega F = —k%(|r| — 1)r°; ¢a ir toliau ¢ — laisvojo kritimo pagreitis Zemeés
lygyje, u > 0 — Gauso konstanta, x? = const > 0 — spyruoklés standumo
koeficentas, | — nedeformuotos spyruoklés ilgis. Siy jégy potencialai atitinka-
mai lygus U = —mg -r, U = 7£, U = —%2(|r| —1)2. Vektoriaus ¢ modulj

Ir| 2

zymeésime g. Standartiné g reiksme lygi 9,80665%.
Centriné jéga F' = mf(|r|)r°® turi potenciala

U= [F-dr=m/[ f(|r|)d|r|. (2.9)
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Kadangi centrines jégos atveju trajektorija yra plokscia kreive, tai, sutapating
judéjimo plokstuma su plokstuma z = 0, energijos integralg uzrasysime taip:
2 2
p +p+¢ —Ulp)=h=const, U(p) =2 [ f(p)dp, p=|r|.  (2.10)
Aplinkos poveikio jégos. Praktikoje dazni atvejai, kai taskas juda ne
vakuume, o materialioje aplinkoje. Judéjimo metu taskas patiria aplinkos
poveikio jégas. Vienos iS jy stabdo judéjima ir vadinamos pasipriesinimo
jégomis, kitos veikia statmena greic¢iui kryptimi ir vadinamos keliamosiomis
jégomis. Pasipriesinimo jégos F,, ir keliamosios jégos F}, nustatomos empiris-
kai ir paprastai iSreiskiamos formulémis:
Fp = —mgf(|v|)v°, f(lv]) =0, f(0) = 0;
0 0.0 (2.11)
F, = mgk(|v])z°, 2°-v° =0, k(0) = 0.
¢ia f ir k - glodzios neapréztos monotoniskai didéjancios funkcijos. Pagal
(2.1) turime désnj
dE = F -dr — mgf(|v])|v|dt.

Kai |v| # 0, neigiamas antrasis démuo mazina energija F.

3. Tiesiaeigio judéjimo integruojamieji atvejai

Trys integruojamieji atvejai. Tarkime, kad taskas M juda x; asimi.
Pazyméje 1 = x, m~F,, = f, gausime tokig judéjimo lygti:

v = f(t,z, ). (3.1)

Tegul pradinés salygos yra z(ty) = xo, 2'(tg) = vo. Tirsime kai kuriuos
funkcijos f atvejus.

Kai f = f(t), gauname
t
x =z +vo(t —to) + [(t — 7)f(T)dr.
to
Kai f = f(z') ir f(vo) = 0, gauname ' = vy = = = vyt + 0.
Kai f(Uo) 75 O, tal

!

__ dz ) _ & da’
dt = ek der =z dt = ek

Vadinasi

/ /

t:to—Ff%,x:Io—{—f;?:).
(%) Vo

. o . . /
Gavome parametrine sprendinio formg, kurios parametras yra x .
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Kai f = f(x), padaugine (3.1) i§ 2dz, gauname 22'dz’ = 2f(z)dx. Vadi-
nasi,

=2 42 f f(s)ds = 1(x).

Todel ' = ++/7(x), t = to = fT 12(s)ds; ¢ia x yra funkcijos t = #(x)

argumentas. Kai vy > 0, zenklas yra telglamas o kai vy < 0, - neigiamas.
Kai vy = 0, f(z9) # 0, funkcijos = 2’ Zenkla tasko z, aplinkoje apibrézia
sign f(xo). Kaivg =0, f(z9) =0, tai © = z su visais ¢ > 0.

Kokybinis judéjimo tyrimas. Lygtis 2~ = 7(x) sutinkama daugelyje
dinamikos uzdaviniy. Todél svarbu zinoti kokybinj judéjimo pobudj, kai
funkcija 7(z) igyja nulines reikSmes tam tikruose taskuose.

Tarkime, jog 7(x) = (a — x)Y(x), xg < a,¥(x) > 0Vx < a. Tada inte-
gralas I} = [ 77Y2(2)dx konverguoja. Todél, kai vy > 0, per laikotarpj I
xo

taskas nueis atstuma a — zo. Be to, 2’ ;o= 0, 2" |,—e= f(a) = —3¢(a) < 0.
Todél, pasiekes padétj maxz = a, taskas judes atgal. Vadinasi,
>to

t=to+ L+ [77V%(s)ds, z < a.

Kai vy < 0, funkcija z(t) yra mazéjanti, o 7(z) > 0Vt > t.
Tarkime, kad 7(z) = (a — 2)%*Y(x), a > xo, Y(z) > 0V € (—00,0). Kai
v > 0, tai

t=to+ [77V%(s)ds — 00,
x0 r—a

t = t(z) yra monotoniska, tai atvirkstiné funkcija taip pat monotoniska.
Vadinasi, * = z(t) e Siuo atveju taskas M asimptotiskai artéja prie a,
—00

be to ' — 0 . Kai vy < 0, tai x mazéja Vi > to.

Tarkime, kad vy > 0, 0 7(z) = (a — z)(x — )Y(x), Y(z) > OV € [c,al, 0
c <z <a.

Kadangi I, = fT 12(2)dx konverguoja, o ' |p—q= 0, 2" |p—a= —%(a—

c)(a) < 0, tai per laikotarpj Iy, pasiekes padétj maxzr = a, taskas M
>to

judés atgal ir per laikotarpj I, = f 771/2(2)dx pasieks taska = c. Be to,

T |pme= 0, 2" |pme= —3(a—c)¥(c ) > (. Vadinasi, pasiekes padét] Itnltnm =c,
>to
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xo
taskas M judés atgal ir per laikotarpi I3 = [ 77Y2(x)dx pasieks padéti m.

Siy trijy laikotarpiy suma T = 2 S/ 771/2(2)dr nepriklauso nuo zy. Todél
tasko M judéjimas yra periodinis su periodu 7.

Analogiskai tiriamas tasko judéjimas, kai 7(x) turi tris arba daugiau
sakny, tarp kuriy gali buti ir kartotinés. Kai x = a yra kartotine funk-
cijos 7(x) Saknis, o z(t)) = a, x'(ty) = 0, tai 2(t) = a, t > ty, nes uz-
davinys 2" = %7';, = f(2), z(ty) = a, 2'(tx) = 0 turi vienintelj sprendinj
z(t) = a, t > to.

4. Uzdaviniai

1. Istirti tasko judéjimg veikiant stiimimo jégai F = axx°, a = const.
2. Istirti pries pastovia sunkio jega P = —mgyy, g = 9,813, startavusio

tasko judéjima, kai jj veikia aplinkos pasipriesinimo jéga F, = —mgf(|v|)ys.
3. Istirti pastovios sunkio jégos kryptimi startavusio tasko judéjima, kai
ji veikia aplinkos paispriesinimo jéga F, = —mgf(|v])y;.

4. Istirti tasko tiesiaeigj judéjima, kai jj veikia spyruoklés tamprumo jéga
Fop = —mk*y1yf5.

5. IStirti m masés tasko tiesiaeigj judéjima, kai ji veikia spyruoklés tam-
prumo F,, = —mk?(z, — )29 ir aplinkos pasipriesinimo F, = —mxz,25, k =
const > 0, jegos.

6. Istirti tasko priverstinius virpesius.

5. Ploksciasis tasko judéjimas besipriesinancioje aplinkoje

Nagrinésime plokscigjj tasko M judéjima pastovios sunkio jégos lauke
veikiant aplinkos pasipriesinimui (12 pav.). Nukreipe y, asj pries sunkio jéga
turesime

v =—g(y5 + f(|v])v°), (5.1)
v(0) = |v(0)|(y5 cos ¢ + Y5 sinpg), 0 < o < 5, 7(0) = ro.

28



12 pav.

Kadangi jegy P ir F}, suma P+ F), = mw yra Zemiau liestinés ir nukreipta
i trajektorijos jgaubimo puse, tai ¢ = £(v],y;) yra mazéjanti laiko funkcija.
Lygybeé % = %VO parodo, kad

Id(cossozliﬁinsoyé’)\ _ %%" (5.2)
IS cia —Z—‘f = |Z Uzrase (5.1) naturaliosiomis koordinatémis gauname
o] = —g(sinp + (o)), [0(0)] = |vo, (5.3)
2 I = g Ccos . (5.4)
Is (5. 2) ir (5.4) gauname lygtj
[0]% = —gcos g, 9(0) = po. (5.5)
Eliminave dt i$ (5.3) ir (5.5) gauname trajektorijos diferencialine lygtj
LA = tan o + L1 10(0)] = [vo). (5.6)

(5.5) ir (5.6) lygtys rodo, kad |v| yra mazéjanti ¢ funkcija, kai ¢ kinta nuo
o iki nulio. Pazyméje (5.6) uzdavinio sprendinj |v| = u(y) is (5.5) gauname

=1 f u g (5.7)

Ccos Oé

Kadangi dy1 |v| cos pdt, dys = |v]|sin pdt, tai

yi=y0+ f u?(a)da, (5.8)

Yo = Y20 + = f a) tan ada. (5.9)

Tai rodo, kad t ir y; didéja, kai ¢ mazéja, o ys didéja kampui ¢ mazéjant nuo

(o iki nulio ir mazéja, kai ¢ mazéja nuo nulio ik <. Tegul max ya(p) = h.
= <p<po
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Kadangi g, yra monotoniska intervaluose [0, o], [~5,0], tai Siuose inter-
valuose egzistuoja monotoniska atvirkstiné funkcija ¢ = p(y2). Vadinasi,
[v] = u(p(ye)). I8 (5.3) gauname
t
v = |vol? = 29(y2 — y20) — 29 [ [v| f([v])dt, kai yo > ya0. (5.10)
0
IS ¢ia matome, kad |v| < |vg|, kai yo > y20. Vadinasi kiekvienam oo >
0 atstume h — yo( krisdamas taskas jgyja mazesnj greitj uz turéta pradinj

kylant. (5.10) rodo, kad vakuumo atveju minéti grei¢iai yra vienodi. Be to,
is (5.9) matome, kad

u(p(y2))dy2 = ; tan pdp.
Vadinasi, taskui kylant,

0
f u2(p(y2))dys = —éftancpd¢:—§lncosgoo>0

Y20 ¥Yo

ir krintant

Y20

Px
f u*(o(y2))dys = éftantpdgp = ——lncoscp* <0,
0

¢ia ¢, = @(x9) krintant. Kadangi u(zs) kylant yra didesnis uz u(xsy) krin-
tant, tai —Incospy < —Incosp, IS ¢ia |p,| > ¢o Vadinasi trajektorija yra
statesne krintant negu kylant . Vakuume ¢, = —¢y.

[stirsime atvejj, kai f(|v]) = alv|”
(5.6) lygtis yra tokia

, a ir n yra pastovus teigiami dydziai.

dilol™" = —n(gL + o[ tan ), [v(0)] = Jvg|-

cos ¢

Jos integruojamasis daugiklis yra cos™(¢). Todél
®o

(Jvlcos )™ = (Jvo| cos ) ™™ + an [ (cos a) " tda

©
Kadangi tasko ¢ = = aplinkoje cosa = (5 + a)¥(a), ¥(a) > 0, tai
®o
| (cosa) " 'da diverguoja. Be to
—7/2
©o
lim cos" ¢ [(cosa) " tda = lim cos™™¢ [(cosa) " tda
oo g ® P @
_ —(cosp)™ ™t 1
o Lpli% n(cosp)~""lsing = n
Vadinasi
©0
[v| ™™ = cos™ ¢(|vg| cos o) " + ancos” ¢ [(cosa) " rda — a
@ b3
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Tai rodo, kad lim |v] = L= yra lygties f(Jv]) = 1 Saknis. Toks pat
p——7/2 @
rezultatas yra teisingas ir tiesiaeigiu atveju.

Kadangi lim |v| yra aprézta, tai (5.8) integralas konverguoja. Kadangi
=7

¥0
integralas [ C;jg — diverguoja, tai diverguoja integralai (5.7) ir (5.9). Vadinasi,
=
©0
t =00, Yo = =00, 041 = Yo+, [ u?(a)da, kaip — —7.
—7/2

Uzdavinys. Istirti ploksciajj tasko judéjima, kai f(|v]) = |v].
6. Tasko judéjimas apie Zeme

Tarkime, kad m maseés taskas juda vakuume veikiamas Zemés traukos
mt .o

jegos F' = —5r°. Cia p yra Gauso konstanta. Kadangi |F||j,—r = mg,
tai u = gR?. Cia R = 6378 km yra Zemeés rutulio spindulys. Kadangi jéga
F' yra centriné, tai trajektorija yra ploksc¢ioji kreive. Tasko judeéjima apraso
uzdavinys

"

=, 0(0) = (0) = v, 7(0) = 7o
Tegul vy sudaro kampag « € [0, 7] U [—m, 0], su pradiniu spinduliu. Tuomet
(13 pav.)

70| (0) = Jvo| sin v,

7| = |vo| cos v, kai t = 0, ir

7 (0)] = Irol, ¢(0) = 0,

13 pav.

Pasinaudoje pagreicio israiSka polinémis koordinatémis gauname sistema
" 2
" = Irle” = =i (6.1)
2lr['¢ +|rle =0. (6.2)
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I5 (6.2) gauname |r|>¢ = c. Pradinés salygos apibrézia ¢ = |ro||vg|sin .
Istirkime atvejus ¢ = 0 ir ¢ # 0.

Pirmuoju atveju gauname, kad taskas juda tiese ¢ = 0. Kai a = 0, taskas
tolsta nuo Zemés, o kai o = %7 jis grizta j Zeme. Suintegrave i$ (6.1) gauta
lygti |r|” = —#, gauname

| = Jool* + 2u( — 757) = 0.

Irl ol
Kai |v]? — —’i >0 t.y. kai |vo| >

o 2g|rol, tai |r| gali buti neapréztas.
Todel

ITI

r

t= d”” — 0.

2u
7ol vo|2— |T0| += |r|—o0

Sis integralas diverguoja, nes (|vg|> — |m| + 2“) neartéja prie nulio, kai
x — oo Vadinasi, startuodamas pradiniu greic¢iu |vy| > %\/m , taskas
gali palikti Zeme, jei « = 0. Kai |ro| = R, tai |v0| > /2gR ~ 11,252 Taj
< 0tai |r| < —LU>0.

[rol 0

yra antrojo kosminio greicio reiksme. Kai |vg|? — Ir |

Siuo atveju startaves kampu a = 0, taskas pasieks tolimiausia padétj e u E
[rol

Po to jis pradés judéti atgal be pradinio greicio, nes tolimiausioje padétyje
Ir|” < 0.
[Stirsime atveji, kai ¢ # 0 (a # km, k =0, £1).

Kadangi
drl ,f — e drl _ _d 1
M _dwso_ e~ CapTr
Ir|” = = drl’ _ 2 1
2 de = [rPde? [r]
tai (6.1) lygtls tampa tokia
a2 1 oy
e T = Té

Sios lygties bendrasis sprendinys yra

L =4 (14 ecos(p —¢€)), (6.3)

Ir|
kur ekscentritetas e ir fazé € yra laisvos konstantos.
(6.3) lygtis yra antrosios eilés kreiviy zidininé lygtis. Polius yra viename is
zidiniy, o poliné asis nukreipta i artimiausia virSune (jei jos dvi). Pazymé-
cot

kime p = % Tuomet —Srl = esine. Pasinaudoje pradinémis salygomis is
(6.3) gauname
ecose = £ —1
Irol ’
cota

esine = p< ol

IS ¢ia
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e? = (& —1)* + (& cot a)?,

Irol

tane = f)cj’ﬁ, jei p # |ro|, tane = £7, jei p = |ro].

Kai e = 0, tai trajektorija yra apskritimas,
Kai 0 < e < 1, tai trajektorija yra elipse,
Kai e = 1, tai trajektorija yra parabolé,
Kai e > 1, tai trajektorija yra hiperbolé.

Apskritimo atveju p = |ro| ir o = £5. I8 ¢ia |ro| = 2 — M Todeél
lvo| = % g|ro|l. Kai |rg| = R, tai |vg| = /gR = 7,9%
kosminis greitis.

Elipsés, parabolés ir hiperbolés atvejais gauname

. Tai yra pirmasis

< <
O<e2:1:>0<(|L|—1)2+(|%|)200t204§1

= B =2 |Uo| 2g|7o|.

\To\sm o> > IT |

Kampui « néra jokiy apribojimy.
Kai |af # § ir |vg| < %\/Qg|ro|, tai trajektorija yra elipse. Kai a yra
bet koks ir |vg| = %\/29]7”0\, turime parabole. Pagaliau, kai a bet koks ir

|vo| > %\/Zg\rd, trajektorija yra hiperbolé.
I5 lygybeés |r[?¢" = ¢ randame

2
= ?{ 1+ecosgo €)

Sj integrala galime iSreiksti elementariomis funkcijomis.
Suvarzytasis tasko judéjimas
1. Rysiy aksioma, pagrindinés teoremos ir judéjimo lygtys

Kai judantis taskas negali uzimti bet kurios padéties erdvéje, tai sakome
jog jo judéjimas yra suvarzytas. Salygos, varzancios tasko judéjima, vadi-
namos rysiais. Praktikoje rysiai daznai realizuojami glodziaisiais pavirsiais
arba kreivemis. Kai taskas juda duotu pavirsiumi, jo judéjima varzo vienas
rySys (pavirsiaus lygtis). Duota kreive judantj taska varzo du rysiai (krei-
veés lygtys). Kai rysiai nepriklauso nuo laiko, jie vadinami stacionariaisiais.
Suformuluosime rysiy aksiomg: suvarzytaji tasko judéjimg galima pakeisti
laisvuoju judéjimu, rysiy poveikj pakeitus nezinoma jéega. Sia jéga vadinsime
rysio reakcijos jéga arba rysio reakcija, o duotaja jéga F — aktyvigja jéga.
Laisvai judanc¢iam taskui uzrasome ketvirtaja Niutono aksioma:

mw = F + R. (1.1)
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¢ia R — rysio jéga. Nagrinéjamu atveju galioja (3.1.2)—(3.1.5) lygtys, kurio-
se vektoriaus F' komponentes reikia pakeisti jéegos F' + R komponentémis.
Prijunge prie Siy lygciy rysiy lygtis, gauname sistema, kurioje nezinomuyjy
skaicius yra didesnis uz lygciy skaiciy. Trukstamas lygtis uzrasome atsizvelge
i rysiais reiskiamy kreiviy arba pavirsiy fizikines savybes.

Kaip ir laisvojo judéjimo atveju, kai m = const, uzrasome pagrindines
teoremas:

4 —F+R, 4Gy =rx(F+R), % =v-(F+R),

dE = (F + R) - dr. (1.2)

Kai F' = gradU(r), R-v = 0, i$ energijos kitimo désnio gauname energijos
tvermeés désnj:

E — U = const. (1.3)

Kai F° = const, o R — lygiagretus vektoriy r ir F*° sudarytai plokstumai
(F°, r, R komplanarus), tai skaliariskai padaugine (1.2) sistemos antraja lyg-
tj iS F'°, gausime integrala

F° - (r x v) = const. (1.4)
2. Tasko judéjimas kreive

Tarkime, kad kreive apibrézta dviejy pavirsiy sankirta
fet,r)=0,k=1,2. (1.5)

Reikalausime, kad f; buty du kartus tolydziai diferencijuojama funkcija pa-
gal vektoriaus r koordinates ir t. Vektoriai I = gradf, k =1,2, l3=1; X [,
yra nekomplanarus. Todél galioja lygybe

3
R="> Ml (1.6)
k=1
Irase (1.6) i (1.1) ir prijunge (1.5), gauname sistema

2 ~
mr’ = F + Y Agradfi, + Asls, (1.7)
k=1 ‘
Je(t,r) =0, k=12,

kurioje ieSkomos funkcijos yra r, A1, Ao, As. Vektorius I3 yra lie¢iamasis kreivei
ir todél kolinearus vektoriui 7°. Tarkime, kad kreivés tasko M,,, su kuriuo
duotu momentu sutampa materialusis taskas M, absoliutusis greitis yra vy, .
Tasko M reliatyvusis greitis v — vy, = v, yra kolinearus vektoriui 7°. Todél
l5 galima pakeisti vektoriumi v Kadangi trinties jéga taip pat kolineari

(o]
rel*
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vektoriui vy, tai vektorius R, = Ajuy, = )\3l yra trinties jega, veikianti
2

judantj taska M. Vektoriy R, = > AV fi vadinsime normaline reakcija.
k=1

Parodysime, kad (1.5) rysiai neap1brez1a trinties jegos R,. Kai taskas M
juda kreive, tai r = r(t). Tegul v = Z aipV fr+azve,, w = z biV fi. +b3vy,,

yra vektoriy v ir w israiskos bazeJe V f1, Vo, v, Isdlferencuave; (1.5) du
kartus pagal t ir panaudoje v ir w israiskas bei (1.7) sistemos pirmaja lygti
gausime lygtis

2
Z askuk - Qs, Qs = vfs : kaa z/lk - ak:?bk?)\k;
k=1

Qs = —%, —(%)/—v'(st)', —m(%)'—mv‘(st)'—F-st, s=1,2.

Kadangi det||ask|] = |Vf1|2|Vf2|2 - (Vfl : Vf2)2 = ‘Vfl X Vf2|2 > O, tai dy—
2 2

dziai ag, b, A\, k = 1,2, t.y., vektoriai v, = > arV fi, w, = > 0V fi, R
k=1 -

yra apibréziami vienareiksmiskai. Be to magome jog rysiai 11.5) dydziy
as, bs, A3, t.y. vektoriy v, = asv,,, R;, w, = bsv,,, visisskai neapibrezia.
Kai 8f5 =0, s =1,2, tai v = v,. Empiriskai nustatyta, kad

RT = k(R,). (1.8)

Cia (1.7), (1.8) yra tasko M judéjimo lygéiy sistema. Joje lygciy skaicius
lygus nezinomuyju skaic¢iui. Kai R, = 0, kreive vadiname idealiaja (glotnia-
ja), arba visiskai (absoliuciai) lygia kreive. Priesingu atveju ji vadinama
siurksciagja kreive.

Kalafé—o s=1,2, t.y. kai vy, =0, tai

no_ —ag|Ry|v°, kai |F| > ag|R,|. Tada |v] #0 (1.9)
T —F7, kai |F.| = |R.| < a4|R,|. Tada |v| = 0. '
Kai |v| = 0 taskas yra parimes. Teigiami dydziai oy ir oy vadinami

dinaminés ir statinés trinties koeficentais ir nustatotmi bandymais. Daugeliui
medziagy ay(|v|) yra monotoniskai mazéjanti funkcija. Be to 0 < ¢ < ay <
as, ag(0) = as < 1. Paprastumo sumetimais daznai tariama, jog oy =
as. Kampas arctan o, vadinamas statinés trinties kampu. Pastebésime, kad
galioja ir atvirkstinis teiginys:

v=0,kai R, = —F.7° |F;| = |R;| < as|R,|.

Glaustinéje plokstumoje nuo vektoriaus v°; kai R, - v° > 0 ir nuo vek-
toriaus (—v°), kai R, - v° < 0 atidékime j abi puses kampa 6 = arctan .
Gauta dydzio 26 kampa pazymékime . Formulé (1.9) rodo, jog taskas bus
parimes tik tada, kai vektorius R yra kampe 7.
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Kai a, = ag = 0 (A3 = 0), kreive yra idealioji. Priesingu atveju - iurks-
Gioji.

Kai F' = VU(r), o kreive yra idealioji ir stacionarioji (0fy/0t = 0, k =
1,2), tai R = R,, v =v,;, R-v =R, -v, = 0. Todél galioja (1.3) energijos
integralas.

Pastaba. Kai 0fy/0t # 0, k = 1,2, tai (1.9) formuléje vektoriy v reikia
pakeisti vektoriumi v,.;.

Isvada. Kreivé yra idealioji tada ir tik tada, kai

R __
rel —

R- Urel = RT * Upel = _ad’RnHvrel’ =0= Qg = 0.
Tarkime, kad kreivé yra stacionarioji ir apibrézta naturaliuoju budu, t.y.

r = r(s). Tada p~!(s) = |d2” Uzrasysime (1.7) sistemos pirmaja lygti

p .
projekcijomis j naturaligsias kryptis:

ms = F, — Ozd’Rn|ﬁ,
%/2 :Fy+Ry, (110)
0= Fs+ Rg.

dia |R,| = (R} + R2)Y/2.

Isvada. Kai ag = 0, tasko greitis nepriklauso nuo F,, # 0.
3. Matematiné svyruoklé.

Svaryji (¢ia ir toliau taska arba kung vadinsime svariuoju, jeigu ji veikia
sunkio jéga P = mg = const) taska, judantj nejudanciu idealiuoju vertika-
liuoju apskritimu, vadiname matematine svyruokle (svytuokle). Sunkio jéga
P (14 brézinys)

yra apskritimo plokstumoje. Todél R, = R,v°, nes Rg = 0. Tegul
OA = P°. Kadangi g = 0, s = lp, p = | = |OM], tai (1.10) sistema yra
tokia:

¢ =—Isinep, mlp” +mgcosg = R,,. (1.11)
Uzdavinys ¢(0) = g, ¢ (0) = vol ™!, ¢ = —92sin ¢ turi energijos integralg

12" = v2 + 2gl(cos p — cos @y,
kurj galima uzrasyti taip:

2

o = 7(), () = Blcos g+ ), h = 2oL — cos o, (1.12)

Kadangi 7(¢) > 0, tai h > —cosp > —1. Istirsime judéjima.
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1. h = —1. Siuo atveju ¢ = 0Vt > 0. Vadinasi, po = 0, v = 0, o taskas
M yra zemiausioje padétyje A ir nejuda.

2. -1 < h < 1. Kadangi 7 > 0, tai |¢| < ¢, = arccos(—h) < .
Be t0, ¢ Jpmpo< 0, 9 Jom—wo> 0,9 |jpj=po= 0. Todeél max o =
e, Ming = —p,. Kai |h| < 1, tai |vg| < (2g1(1 + cos ¢g))'/2. Vadinasi,
kai 0 < |vo| < (2g(14cos @))/?, taskas M svyruoja apskritimo lanku
apie padetj A. Svyravimo periodas T, = 4 707'_1/ 2(p)dp < oo, nes

0

7= (02 — *)(p), v > 0V|p| < p,. Kadangi h = — cos ¢, tai

T —4f \/_\/W \/7‘[ (Sln2 Px _gip2 )1/2

_4\/>f(1 (sm‘p sin a) )1/2;

¢ia panaudota transformacija sin% = sin%sin a,0 < p <, <.

Matome, jog T, priklauso nuo pradiniy salygy. Todél svyravimai néra
izochroniski.

Kadangi sin® 2= < 1, tai (1 — (sin &= sina)?)"/? = 1 + L sin® 2 sin® a +

O(sin® £). Vadlna51 T, = 27‘('\/7(1 + 1sin® £ + O(Sm4 %), I5 (1.12)

randame t = + f 7712(p)dy; ¢ia imame teigiama Zenkla, kai vy > 0,
¥o
ir neigiama — kai vg < 0. Kai vy = 0, tai Zenklas sutampa su dydzio

0" | oot 0 Zenklu.

3. h=1,ty. |vo] = (291(1 + cos py))/2. Vadinasi, ¢, = 7. Be to,
[ [ [ de/2
t::l:fT (@)dgp:i\/;f cos /2

%o

1 £)(1—sin £2
—:|:\/71 (1+4sin £)(1—sin ) OO |900|<7r‘

(1—sin 2) (1+sm—Q) ot

Siuo atveju, kai |¢o| < 7, taskas M asimptotiskai kyla aukstyn, o
¢ — 0.
p—Em

Kai pg = 7 tai vg = 0, ¢’ |¢, ~= 0. Todél funkcija ¢(t) = 7 yra lygties

¢ = —9sine sprendinys. Vadinasi, $iuo atveju taskas M visa laika
liks auksciausioje padétyje.

4. h > 1. Siuo atveju 7(p) > 0 su visais . Vadinasi, ¢ > 0, kai vy > 0,
ir ¢ < 0, kai vy < 0. Todél taskas M suksis apskritimu nesustodamas,

37



©
ot== [7712(p)dp — o0.
@0 p—Fo00

14 pav.

4. Lanksciuoju netgsiuoju siulu pakabinto tasko ploksdéiasis ju-
déjimas.

Siula vadinsime absoliuciai (visiskai) lanksc¢iu (lanksciuoju), jei jis nesi-
priesina, kai jj lenkiame. Tegul 14 brézinyje OM yra lankstusis siulas. Kai jis
nesulenktas, tai taskas M juda apskritimu, o kai sulenktas, tai juda laisvai.
I§ (1.11) sistemos antrosios lygybés matome, jog R, |,—0> 0, kai ¢ |,—o# 0.
Trecioji aksioma parodo, kad siulas tempiamas. Absoliuciai lankstus siulas
gniuzdomas sulinksta nesiprieSindamas. Vadinasi, R, negali buti neigiamas.
Todél, kai siulas tempiamas, visada R, > 0. Tegul taskas juda apskritimu.
Tada v = v,7°. Tarkime, kad R, ’«p(t*): 0. Jeigu t, aplinkoje is deSinés R,
nekeicia zenklo, tai Sioje aplinkoje M juda apskritimu. Jeigu ¢, aplinkoje
is desines R, keicia zenkla, tai esant t > t,, taskas judés laisvai iki tokio
momento, kai vél situlas jsitemps. Laisvojo judéjimo pradinés salygos yra
(L), ¢ () = I or (L)

I§ (1.11) matome, jog R, > 0V|p| < 7. Todeél Siame intervale taskas
judés apskritimu. Jeigu jis sustos, tai po to judés apskritmu atgal. Sustojus
¢ igyja ekstremalia reikSme ¢y, R, [j,,=z= 0 tik tada, kai @ llpuj=z= 0.
Bet tai yra funkcijos ¢ ekstremali reik§meé, nes ¢” |<p*=ig: F1. Vadinasi, po

sustojimo taske |p,| = 1 = 7 taskas M pradés judéti atgal.

I5 (1.11) taip pat matyti, kad 7 > |¢.| > 5, 0 ©” lp=po= 9§ cosp, > 0. Bet
R, (cos ) yra tolydi monotoniska funkcija. Todél R, |jpj<p,> 0, Ry |jp>4, <

38



0. Vadinasi, kai t > t,, reikia spresti laisvojo judéjimo uzdavinj. I (1.11),
(1.12) randame

R, = mg(3cosp + 2h).
Kai h > 2, tai

I$ ¢ia matyti, kad |p.| = arccos(—2h), kai —1 < h < S
taskas judés apskritimu nepalikdamas jo. Kai h = % taskas judés apskritimu
jo nepalikdamas.

N

5. Tasko judéjimas pavirSiumi.
Judéjimo lygtys. Tegul pavirsius apibréztas lygtimi
f(t,r)=0. (3.1)

Tarkime, kad f turi antrasias tolydzias iSvestines pagal vektoriaus r koor-
dinates ir t. Tegul l; = Vf, I -1y =0, k = 2,3, o [ ir I3 néra kolinearus.
Tada

3 3
R=> M =Rp+ Ry, Ro = MVf, Rr =3 Ml (3.2)
k=1 k=2

R, yra lie¢iamasis pavirsiui vektorius. Todél ji vadiname trinties jéga, o R,
— normaline reakcija. Vektoriy R, galima uzrasyti taip:

R, = =R, 0%, Uy =V — Upp,; (3.3)

rel’

Cia vy, yra pavirsiaus tasko M, su kuriuo duotuoju momentu sutampa tas-

kas M, greitis. Kai % = 0, teisingos (1.8),(1.9) formulés, kuriose R, ir R,

isreiskiami (3.2) lygybémis. Prijunge prie (3.1)—(3.3) lygciu (1.1) lygti
mw=F+R (3.4)
gauname tasko judéjimo pavirSiumi lygc¢iy sistema:
{ mw=F+AVf+ R,
R, =—R.v%,, R, = k(R,), f(t,r) =0

rel’

(3.5)

cia A = A\;. Kai R, = 0, pavirsiy vadiname idealiuoju. Priesingu atveju

Siurksciuoju. Kadangi N = R - v, = Ry - Vpeg = —|vpa| Ry, tai pavirSius

yra idealusis tada ir tik tada, kai N, = 0.

Pirmieji integralai. Kai F' = VU(r), o pavirsius f(r) = 0 yra idealus
ir nepriklauso nuo ¢, tai galioja (1.3) integralas

E —U = const, (3.6)
nes R, -v=0.

Kai vektoriai F'° = const, r, R yra komplanarus, o f(r) = 0 yra idealusis
nepriklausantis nuo ¢ pavirsius, tai galioja (1.4) integralas

39



F° - (r x v) = const. (3.7)
Nukreipe x3 asj vektoriaus F*° kryptimi, i$ (3.7) gauname lygybe
0=F°-(rxmw)=F°-(rxR)=\F°-(rxVf)= /\(xlaT—xgax )y A#O0.

Sios lygties bendrasis sprendinys yra f = f(x3, 2 4+ 22). Vadinasi (3.7) inte-
gralas galioja, kai f(r) = 0 yra sukimosi apie kryptj F° pavirsius. Polinéms
koordinatems (3.7) uzraSysime taip:

0o =c. (3.8)
6. Svariojo tasko judéjimas vertikaliuoju sukimosi pavirsiumi.

Rasime judancio vertikaliuoju idealiuoju sukimosi pavirSiumi p = p(z)
svariojo tasko trajektorijos lygti bei judéjimo désnj. Cilindrinés sistemos z
asj nukreipkime priesingai sunkio jégai. I (3.6) ir (3.8) gauname

2h—2gz = p?+pPp 427 = 22 (1+p2)+2p~2, 2h = |vo|*+2920, P = %7

t.y.,

= £ {HRe g, (3.9)

da zp = 2(0), vo = v(0), o desiniosios dalies zenklas lygus signv,(0), kai
v, # 0 ir signz” (0), kai v, = 0, 2" # 0. Panaudoje (3.8) integrala, gauname,
trajektorijos lygtj.

z .2
v =vot [ p (N mmnag—a) ' 2ds, 9(0) = wo. (3.10)

20

I$ (3.9) gauname

t_if{% Pl 312 (3.11)

2gs—c2p—2

Lygybeés p = p(z) ir (3.10), (3.11) isreiskia tasko judéjimo désnj paramet-
rine forma.

7. Svariojo tasko judéjimas Siurkscigja nuozulnigja plokStuma.

Tarkime, kad taskas juda ( 15 pav.) z3 = 0 plokstuma veikiamas sunkio ir
trinties jegu P ir R, = —ay|R.,|v°, 0 asis x5 statmena vektoriui P. Kadangi
Wy, = 0, tal

w = —aqg cos fv° + gsin Bz, Ry, = mgcos 5. (3.12)

Atvejis, kai ¢(0) € (0,7). Istirsime §j uzdavinj hodografo metodu.
Tegul x(0) = zko, v-(0) = v9 > 0, ©(0) = ¢y € (0, 7). Uzrasysime judéjimo
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lygtis naturaliosiomis koordinatémis v
Cia v = gsinf, a

= —’ya + fycosgo, ,0_ v = rysin p;
= ag(|v-])cot B, p7t = | 2| = =22, nes w =
m~ 'R, + vy} nukreiptas j trajektorijos igaublmo puse. Remdarmem lygybe

v = de”* gauname lygtis
v, 2 = —va + vy cos g,
0222 = —ysinp. (3.13)
/ ”
R
o
A
%
Vv v
15 pav.
Todél

% =Ur (Zfzg cot 90) , U (0) = . (3.14)
Pazymékime Sio uzdavinio sprendinj v, = u(p). Si kreivé reiskia greicio

hodografa. IS (3.13), kai s(0) = 0, randame

%)
= — f L2 (sin @) tdp.
Kadangi dt = v tu(sin )y, dry = v, cos pdt = —y~u? cot pdp,
dxy = v, sin pdt = —y1uldyp, tai
-1 f usmw , L1 =T10 — 7Y f @) cot pdep,
®o

_ -1 2
To = To0 — 7 fU

IStirsime atvejj, kai a = const. Tada (3.14) uzdavinys turi sprendinj v, =
u(p) = c(sinp)'tan” £, 0 < ¢ = vgsinpgcot® £
z = tan ¥, randame

Pakeite ¢ kintamuoju
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Sin@: 1_?_227(:03%0: 1_7_227 gp:%
Todel
z
v = £207H 1+ 2%), s = —%fz%’?’(l + 22)%dz = —%(Kl(z) — r1(20)),
20
= tan £

2

Z2a 2 2a+2
Ki(z) = 202 + = + 2a+2’ a1,
Inz + 22 —i— z ,a=1,

b mf [ 2214 22z = — £ (al2) — a(20)),

a—1 a+1

lnz—i— Z a—l,

zZ
T1 = T10 — % [ 22731 = 2%)dz = @19 — %(mg(z) — r3(20)),
20
2a—2 2a+2
K'/g(z) — Z2a—2 - Z2(l+2’ a % 1’
Inz—1za=1,

Tg = Tog — % [ 22721+ 2%)dz = we — %(m(z) — k4(20)),
20

2a—1 2a,+1 1
,{4(2):{ a1 2a+1’af§’
2

Inz+1 325, a =

Kaia > 1,02z — 0, tai ¢ — 0, s—>i/<1(zo) t—)tlzil-@g(zo),xlﬁ
T, = Ti9 + & /sg(zo) Ty — Lol = Ty + = 54(z0) v, — 0. Todeél padétyje
(211, T21) taskas sustoja. Jeigu sustojus bus patenkintos rimties salygos, tai
taskas nejudés Vt > t;. IStirsime tai. Jeigu taskas yra parimes, kai ¢t > ¢,
tai ji veikia jegos P, R; x7, R, x3, kurios susietos rimties lygtimi 0 = P +

R*, R® = R; x{ + R; x3. IS ¢ia gauname R = —mgsin 3, R; = mgcosf3.
Todeél |R; | = mgcosBtan f = R; tan 3 = R§3°;d <agR;,,nesa>1, a4 <

as. Todél pagal (1.9) taskas nepradés judeéti.

Kaia=1,02—0, tai p =0, v; = 5, s = 00, t — 00, 11 — 00, Tg —
Ta1.

Kai%<a<l,oz—>0,taig0—>0,vT—>oo,s—>oo,t—>oo,x1—>

00, Tg — T21.
Todél, kai % < a < 1, trajektorija turi asimptote xo = x91.

Kai 0 <a < %, o0z—0,tai p =000, s, t, v, s neapréztai didéja.
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Pastaba. Kadangi R,, nekeicia zenklo visiems ¢ > 0, tai Sio uzdavinio
sprendinys yra ir uzdavinio, kai plokstuma z3 = 0 nevarZo tasko judéjimo x93
kryptimi, sprendinys.

Atvejis, kai p(0) = kr, k=0, 1. I$ (3.12) gauname uzdavinj

/

z] =~(1 - a(|m1|)%), 21(0) = 10, 2,(0) = vg, t > 0.
Reikalausime, kad sis uzdavinys turéty vienintelj sprendinj.

[Stirsime atveji, kai vo > 0. Tada 2] = v(1 —a(x))), 21(0) = 19, 27(0) =
vy, nes t = 0 aplinkoje i§ deginés tolydi funkcija =" > 0.

Kai a(vy) = 1, tai dél sprendinio vienaties gauname, kad z; = vy, 7, =
’U()t + 10, t Z 0.

Kai a(vg) < 1, tai dt = 7_11 dx(l,), dx, = zydt. Todél
—a ml
o o
t=n" f 1 ;(s)’ Ty =T+ f ljais)
Vo Vo

a(s) yra monotoniskai mazéjanti funkcija. Todél a(s) < a(vg) < 1, kai s > wy.
Vadinasi t — 0o, x1 — oo, kai :17/1 — 0.

Kai a(vg) > 1, tai

= 71‘[ 171‘1_'%10—1—71‘[ Sds

1

Kadangi a(s) > a(vg) > 1, kai s < vy, tai t = ¢, = 77111 Ty =

s) 1’

sds

T = T0+7 " f , kai 2] — 0 Todél taskas sustos. Kadangi sustojus

a(0) > a(vg) > 1, o R =R; O‘d(g;) < a(0)R;, = ayR;,, tai pagal (1.9)
taskas nepradés judeéti visiems ¢ > ;.

[Stirsime atvejj, kai vy < 0. Tada ] = y(1+a(|z}])), 21(0) = 10, 7(0) =
vg. Kadangi x| |;—o> 0, 0 vy < 0, tai judéjimas yra letéjantis. Be to,

/ l

Ty
t:’y_lfﬁ, x10+'y lf |st+1,1}0<0.
Vo
0
Momentu t; = f )T T | i taskas sustos padétyje
Vo
0
T11 = Ty + 7Y f a(s)F1T \)+1 < Z10-

vo
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Jei taskas nejuda, kai ¢ > ¢, tai galioja lygybe R; = Rj, a‘ZS). Kai

a(0) > 1, tai remdamiesi (1.9), darome iSvada, kad judéjimas neprasideés.

Kai a(0) < 1, tai |R} | > oy|R;,|. Todél pagal (1.9) x1(t) # 0, kai t > 0.

Bet 2] |—,= v(1 — a(0)) > 0. Todél taskas prades judeti vektoriaus ¥

kryptimi be pradinio greicio. Sio uzdavinio sprendimas jau istirtas. IStirsime
atvejj, kai a(0) = 1. Kadangi z'(t;) = 0, a(|2'(t1)]) = a(0) = 1, tai uzdavinys
z) = y(1 — a(|z}]), z1(t1) = z11, 2(t)) = 0 dél vienaties turi sprendinj
r1 = x11, t > t1. Vadinasi taskas nejudés.

Jis pradés judeti tik tada, kai a(0) < 1.

Reliatyvusis tasko judéjimas

1. Reliatyviojo judéjimo ir reliatyviosios rimties lygtys

Absoliutusis suvarzytojo tasko judéjimas inercinés atskaitos sistemos at-
zvilgiu aprasomas lygtimi

mw = F + R, (1.1)

¢ia w yra tasko pagreitis inercinés sistemos atzvilgiu, kurig santykinai va-
dinsime nejudancia (absoliuciaja), o judéjima jos atzvilgiu — absoliu¢iuoju.
Be to, nagrinesime kita laisvai judancig atskaitos sitema. [rase w = wgps =
Wet + Wrel + We, We = 2w X Ve 1 (1.1), gauname antrosios Niutono aksiomos
reliatyviaja forma:

MWyep = F+ R+ ]kel + Ica Ikel = —MWke, ]c = —Mw, (12)

Vektoriai I ir I, vadinami keliamaja (neSsamaja) ir Korjolio inercijos jégo-
mis.

Kai v, = 0, w,¢; = 0, sakome, jog taskas yra reliatyviojoje rimtyje. IS
(1.2) iSvedame reliatyviosios rimties lygti:

F+ R+ Iy =0. (1.3)
Padaugine (2) skaliariskai i$ v,..;, gauname
MUrel * Wrel = (F + R+ Ikel) * Upel -

_ _ d _d1 2 _
Bet Urel * Wrel = Urel - (wrel +w X Urel) = Urel * 3z Urel = E§|U7‘el| , m = const.
[s ¢ia gauname kinetinés energijos kitimo désnio reliatyviaja forma:

%%’vrelp = (F + R+ [kel> * Urel
2. Reliatyvusis tasko judéjimas besisukancios Zemés atzvilgiu

Tarkime, nejudancioji (absoliucioji) sistema yra heliocentriné, t.y. pra-
dzia yra Saulés centre, o aSys nukreiptos j "nejudancias’ zZvaigzdes. Judancig
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sistema standziai susiekime su Zeme. Pastaroji sistema néra inerciné, nes
Zemé sukasi apie savo asj. Be to, absoliucios sistemos atzvilgiu Zeme skrieja
orbita netiesiaeigiai ir netolygiai. Taciau zZymiai mazesniu uz metus laiko-
tarpiu Zemés centro judéjima orbitos lanku apytiksliai galima manyti esant
tiesiaeigiu ir tolygiu. Todél toliau tirsime tik Zemés sukimosi apie asj poveikj
reliatyviajai tasko rimciai bei jo reliatyviajam judéjimui. Be to tarsime, jog
taska veikia tik Zemes traukos jéga.

Reliatyvioji rimtis. Sunkio jéga. Tarkime, Zemés sukimosi asis
ir jos kampinio grei¢io vektorius w yra pastovus. Tada |w| =

~
~

21
v 24-3600s
7.27107%s7!. Kadangi w = const, o Zemés centro pagreitis lygus 0, tai
Wret = —|w|?p, p-w = 0. I8 ¢a ir (1.3) lygties gauname
—R=F+ Iy = m(—% + |w[?p);

¢ia Ry — Zemés spindulys, o 11 — Gauso konstanta. Priesingg Zemés pavirsiaus
reakcijai vektoriy

P=F+ Iy (2.1)

16 pav.

vadinsime sunkio jéga. I8 16 brézinio matome, kad (—P) su pusiaujo plokstu-
ma sudaro kampa o < 7 ir ne visuose Zemés pavirsiaus taskuose nukreiptas
i Zemés centra.

Raidés N, S, W, E 16-18 brézinyje zymi Siaure, pietus, vakarus ir rytus.
Sunkio jégos kryptj vadinsime vietos vertikale, o jai statmeng plokstumag —
horizontaliaja plokStuma.

Laisvasis tasko kritimas j besisukan¢ia Zeme. Tarkime, jog tas-
kas krinta vakuume is nedidelio auksc¢io be pradinio greicio. Tada galima
apytiksliai sakyti, kad P = const, |P| = mg.
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Tegul judancios Dekarto atskaitos sistemos pradzia yra pradinéje tasko
padétyje, x3 asis nukreipta prieSingai sunkio jégai, x; — meridiano plokstu-
moje ] pietus, o x9 — statmena meridiano plokstumai ir nukreipta j rytus.

17 pav.

Taip apibrézta atskaitos sitema yra standziai susieta su Zeme (17 pav.).
(1.2) lygtys ir pradinés salygos yra tokios:

ddr __ 0 dr
mg S = —mgxy — 2mw X - (2.2)
r(0) =0, & |,_o=0.

IS ¢ia remdamiesi tuo, kad w = |w|(— cos ax] + sin azs), gauname
r] = 2|w]sin azs,
Ty = —2|w|(z] sin a + 25 cos a), (2.3)
Ty = —g + 2|w|z, cos a.
2,(0) =0, ,(0) =0, k= 1,2,3.

Pastebésime, kad siaures pusrutulyje a yra teigiamas, o piety — neigiamas.
I$ (2.3) randame funkcijas

T, = 2|w|sin axy, 25 = —gt + 2|w| cos ary, (2.4)
kurias jrase i (2.3) sistemos antraja lygti, gauname uzdavinj

Ty = —4|w|?zy + 2|w|gt cos a, 25(0) = 0, 25(0) = 0,
turintj sprendinj

wy = 425 (2lw|t — sin 2|w|t) = %gt3 cosa+ ... (2.5)

I$ (2.4) ir (2.5) gauname
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ry = % <|w|t2 + ﬁ(cos 2|w|t — 1)) = %g sina cos att + ..., (2.6)

x3 = —% + g;ﬁj‘“ <]w]t2 + ﬁ(cos 2|wlt — 1))

— 9 |eetatt (2.7)

Bet |wt| yra mazas dydis. Todél, krisdamas be pradinio pagrei¢io i$ nedidelio
aukscio  besisukandia Zeme, nuo vietos vertikaleés taskas nukrypsta j pusiaujo
rytus. ] rytus nukrypsta daugiau, negu j ekvatoriy. Sio nukrypimo priezastis
yra Korjolio inercijos jéga.

Tasko judéjimas idealigja horizontaligja plokstuma, standziai su-
sieta su besisukan¢ia Zeme. Tarkime, kad d yra tasko nueitas atstumas
trajektorija per baigtinj laikotarpj ¢, — to, Ry — Zemés spindulys, o d/Ry —
mazas dydis. Tada apytiksliai galima sakyti, kad P = const. Judancios at-
skaitos sistemos pradzia patalpinkime pradinéje tasko padétyje (18 pav.), o
asis nukreipkime taip pat, kaip ir laisvojo kritimo uzdavinyje.

18 pav.

Plokstuma Ox x9 yra horizontali ir ideali. IStirsime kokybinj judéjimo
pobudj. Tasko judéjima apraso lygtis mw,e = P + R — 2m|w|(— cos azg X
Upel + SIN QTG X Vyep), kurioje vektoriai wye, 5 X vy yra polkStumoje Oz,
o P, R, x] X v, yra statmeni jai. Todél

Wyep = —2|w| Sin @x§ X Ve, (2.8)
0= P+ R+ 2m|w| cos ax] X Upe. (2.9)

Lygybeé (2.8) rodo, jog Siaurés pusrutulyje (« > 0) pagreitis nuo greicio
krypties nukreiptas i desine, o piety — i kaire puse. Be to, pagal (2.8) 0 =
Upel * Wye] = %%|U7~el|2- Todél |v,.¢| = const. Tada w,e = p;ell|vrel|21)ﬁel. IS cia
ir (2.8) randame
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Prel = |Uret| /2|w]|| sin | = const.

Kadangi p,¢ yra didelis, tai trajektorijos (apskritimo) lankas yra artimas
tieses atkarpai. Kai O yra ekvatoriuje, tai = 0. Tada taskas brézia tiesés
atkarpa.

Tasky sistemos dinamika

1. Pagrindiniai absoliuc¢iojo judéjimo désniai

Dinaminiai matai ir laisvosios sistemos judéjimo lygtys. Kai siste-
mos tasky judéjimo nevarzo jokie rySiai, ji vadinama laisvaja. PrieSingu atve-
ju - suvarzytaja. Bendrieji suvarzytosios sistemos judéjimo lygéiy sudarymo
principai bei juy sprendimo metodai nagrin¢jami analizinéje mechanikoje.

Tegul N, my,, r1,, wy, Fy, R, k = 1, N, yra sistemos tasky skaicius, k-ojo
tasko mase, radiusas vektorius nejudancio tasko O atzvilgiu, absoliutieji grei-
tis ir pagreitis, aktyvioji ir reakcijos jégos. Mase my, k = 1, N, manysime
esant pastovia. Remdamiesi greicio ir pagreicio apibrézimu ir antraja Niuto-
no aksioma, uzrasome laisvosios sistemos judéjimo lygtis:

" / / a———l
mery, = Fi(t,r1, o, TAry Ty oy ), k= 1N

N
Sistemos judéjimo kiekio vektoriy (impulsa) @ = > myvy, kinetinj mo-
k=1
N N
menta O tasko atzvilgiu Gy = > rpXmyy ir kinetine energija £ = % S myg|og]?
k=1 k=1

vadinsime sistemos dinaminiais matais. Vektoriaus r, pradzia yra taske O.

Suvarzytosios sistemos judéjimo lygciy absoliuc¢ioji forma. Rem-
damiesi rysiy aksioma uzrasome lygtj
[Svesime maty @, Go, F kitima aprasancius désnius (teoremas). Vektoriy F,
galima uzrasyti taip:

Fk = FIS + F,i, 12
¢ia FY ir F} yra k-aji taska veikiancios iSoriné ir vidiné jégos. Sistemos tas-
ky tarusavio saveikos jégas vadinsime vidinémis jegomis. Jégos, kuriomis
nepriklausantys sistemai taskai veikia duotosios sistemos taskus, vadinamos
iSorinémis. Tik vidiniy jégu veikiama sistema vadinsime uzdaraja (izoliuota-
ja) sistema. Tarkime, kad F}_ yra jéga, kuria s-asis taskas veikia k-ajj taska,
o Fi, =0. Tada

N
F,z:l;F,zs. (1.3)
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Vektoriy Y (Fy + Ry) vadinsime svarbiausiuoju (pagrindiniu, suminiu)
k
sistema veikianc¢iy jégy vektoriumi.
Judéjimo kiekio vektoriaus kitimo teorema (désnis). [rase (1.1) i
lygybe
dQ = Z mrpWr

ir panaudoje (1.2) ir (1.3), gauname

§:§W+&H§ﬁg (1.4)
Bet
k k<s k>s k<s s>k s>k

¢ia sumoje Y F}_, pazymint indeksus priesingai, pakei¢iama sumavimo tvar-
k>s

ka, o pagal tre¢iaja Niutono aksioma F}, + F’ = 0. IS ¢ia ir (1.4) gauname
judéjimo kiekio vektoriaus kitimo desn;.

9 — S(Ff + ) (15)

t.y., judéjimo kiekio iSvestiné pagal laikg yra lygi sistema veikianciy iSoriniy
ir reakcijos jégy sumai.
Kinetinio momento kitimo teorema (désnis). [rase (1.1) i lygybe
dGO Z e X MEpWg

ir panaudoje (1.2), (1.3), gauname

dGo Zrk X (F6+Rk)+2’r’k X F]zs (16)
k,s
Bet
Dok X Fyg = 32 me X Fyg 4 32k X Fig = 30 me X Fo+ 3 ra X Fy
k,s k<s ' k>s k<s s>k
=Y (rg—rs) X Fl, =0; (1.7)
k<s

¢ia sumoje Y ry x FY, pazymint indeksus prieSingai, pakei¢iama sumavimo
s>k
tvarka, o vektoriai ryp — rs, F}, yra kolinearus. Is (1.6) bei (1.7) gauname

kinetinio momento kitimo désnj (teorema):

d%—ZmMF+m) (1.8)

t.y. kinetinio momento O tasko atzvilgiu isvestiné pagal laika yra lygi iSoriniy
ir rakcijos jégy momenty O tasko atzvilgiu sumai. Vektoriu > ry x (Ff+ Ry)
k
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vadinsime svarbiausiuoju (suminiu, pagrindiniu) tasky sistema veikianciy jé-
gu momentu O tasko atzvilgiu.

Kinetinés energijos kitimo teorema (désnis). Irase (1.1) i lygybe
% = ; MV - Wk

gauname kinetinés energijos kitimo désnj (teorema):
Cfi—? :Z(Fk+Rk) * Uk, (19)
k
kurj galima uzrasyti taip:

k

nes dry = vpdt. Dydziai > (Fy + Rg) - vk, Y (Fy + Ry) - dry, yra sistema
k k

veikianciy jégy suminé galia ir suminis elementarusis darbas. Todél kinetinés
energijos iSvestiné pagal laika yra lygi sistemg veikianciy jégy suminei galiai,
o jos diferencialas lygus sistema veikianc¢iy jégy suminiam elementariajam
darbui.
Parodysime, kad standziosios sistemos atveju > F} - dr, = 0. Pazyméje
k

Ty — T's = Pks, ZaUSIMe

ZdeTk:Zerdi—f-ZFédT‘k,
k k k

ZF]zd’l“k:ZF]zsdT’k"i_ZFlzsdrk:ZFésdrk+ngkdrs
k

k<s k>s k<s s>k

= > Flodprs = 32 Flo(prodlprs|+porsldpy,) = ZkF;is-pisdlpksl; (1.11)
s>

k<s s>k

¢ia sumoje > F? - dry, pazymint indeksus prieSingai, pakei¢iama sumavimo
k>s
tvarka. Be to, pasinaudota tuo, kad F?, = —F}_, pks - dp, = 0, 0 Fi, ir pg,
yra kolinearus vektoriai. StandZiosios sistemos atveju |pgs| = const. Todél
pagal (1.11) Y. F} - dry = 0, o kinetinés energijos kitimo désnis yra toks:
k

dEZE(FIS—i-Rk)di (112)
k
arba toks:
dE — S (Fg + Ry) - vy (1.13)
k

Svarbiausieji vektorius ir momentas bei suminé galia vadinami tasko me-
chaninés saveikos su jj supanciais objektais matas.
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Pirmieji integralai. Kai vektoriai F}, + Ry, K = 1, N, yra kolinearus
kuriam nors pastoviosios krypties vektoriui p°, i§ (1.5) bei (1.8) gauname
integralus

Q - p° = const, Gy - p° = const, p° - p° =0, p° = const.
IS (1.5) gauname uzdarosios sistemos integralus

Q = c1, >, myrr = 1t + ¢a, ¢ = const.
k

Kai ZRk : d?“k; = 0, F,S = VrkUe(’l“l, ...,’I“N), Flis = f]is(|pk5|)pzs, is (110)
i
bei (1.11)isvedame integrala
E—U=const, U=U+U", U = [ fi.(lprs])pss, (1.15)
s>k

nes > F¢-dr, = dU¢ > Fi-dr, =dU", ¢a U, f} U’ yra skaliarines funk-
k k
cijos. Funkcija (—U) yra sistemos potenciné energija.
Dviejy tasky sistemos judéjimas. Dangaus mechanikoje sis uzdavinys
vadinamas dviejy kuny uzdaviniu. Tarkime, jog sistema juda veikiama jégy

Fioo = fillprsDpre, psk = 1s — Ty floo = fiy B = 1,2. Tuomet judéjima
apraso lygtys

mary = fio(|pi2])ple, mary = f3,(Ip12]) o5y (1.16)
Is ¢ia gauname lygtj
mpiy = fia(|pr2])pls, m = 02 (1.17)

Sig lygti galima laikyti 7 masés tasko judéjimo centrinés jéegos lauke
lygtimi. Kadangi sistema uzdara, tai ji turi integrala

mir, + Mars = Uy, Uy = 1t + ¢, ¢, = const, k=1, 2. (1.18)

Kai zinomas (1.17) lygties sprendinys

pr2 =11 — T2 = Us(t), (1.19)
is (1.18) bei (1.19) randame

r1 = (mq 4+ ma) "t (maug + uy), ro = (my + ma)H(ug — myug).

2. Kenigo aSys ir pagrindinés reiatyviojo judéjimo teoremos

Masiy centras ir Kenigo formulés. Tasks C', kurio radiusas vektorius

N
re =m > mpre, m=Y my, (1)
k=1 k
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vadinsime sistemos masiy centru, o m - sistemos mase. Daznai C' vadinamas

. . o . / / " v ol .

inercijos centru. Vektoriai v, = r,, w. = v, = r, yra tasko C greitis ir

pagreitis. IS (1) gauname v, = m™ > mpug, we = m™1 > mpwy. (2)
k=1 k

Irase r, = r. + 75 1 (1) gauname lygybe mr. = Y myry = mr. + Y mgry, i8
% %

kurios darome iSvada, jog > myry = 0. (3)
k
I$ ¢ia gauname Y mk% = 0. (4)
k:

Tarkime, kad taskas C' yra slenkamai judancios staciakampeés Dekarto
atskaitos sistemos pradzia, o jos baziniai vektoriai z; yra lygiagretus ne-
judancios sistemos ortams z} . Taip judancias koordinaciy asis vadinsime
Kenigo (Koenig S.) asimis. Tada v} = % yra k—ojo tasko reliatyvusis, o v,
keliamasis grei¢iai. Remdamiesi (3), (4) lygybémis, gauname Kenigo formu-
les:

Q = MU, GO =T X mu, + G:a E= %m|vcl2 + E:7 <5)
GZ = Zrl:k: X mkvl:7 E: = ka‘vlt:P? (6)
k k

Tarkime, kad sistemos masé sutelkta taske C'. Tada is (5) bei (6) darome
isvada: 1) sistemos judéjimo kiekio vektorius lygus masiy centro C' judéjimo
kiekio vektoriui; 2) sistemos kinetinis momentas O tasko atzvilgiu yra lygus
sumai masiy centro kinetinio momento tasko O atzvilgiu ir sistemos kineti-
nio momento C' tasko atzvilgiu, jai judant reliatyviai Kenigo asiy atzvilgiu;
3) sistemos kinetiné energija lygi sumai masiy centro C' kinetinés energijos
ir sistemos kinetinés energijos, jai judant reiatyviai Kenigo asiy atzvilgiu.
Uzrasysime v., G ir £ kitimo désnius

Masiy centro judéjimo désnis. Irase (5) i (1.5), gauname tasko C
judéjimo deésnj:

mw, = ;(er + Ry). (7)

Pastaba. Remiantis (7) lygtimi taskui C' galima uzrasyti pagrindines teo-
remas. Siuo atveju Ff ir Ry veikia taska C.

G kitimo désnis. [rase j (1.8) vektoriy

dGo aGz
= Te X mwe +

ir panaudoje (7) formule, gauname vektoriaus G kitimo désnj:

G =2k x (F + Ry). (8)
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E* kitimo désnis. [rase j (1.10) lygybe diferenciala
dE = v, - mw.dt + dE*
ir panaudoje (7) formule, gauname dydzio E* kitimo désnj:
dE; = (Fi + Ry) - dry. (9)

k

Standziojo kuno dinamika

1. Pagrindiniai absoliuciojo judéjimo désniai

Dinaminiai matai. Tarkime, kad standusis kunas juda nejudancios at-
skaitos sistemos Oxixoxs atzvilgiu. Pazymékime jo mase, judéjimo kiekio
vektoriy, kinetinj momenta O tasko atzvilgiu ir kinetine energija raidémis
m(7),Q,Go, E, 0 jo turio elemento A7 mase, judéjimo kiekio vektoriy, kineti-
nj momenta O tasko atzvilgiu ir kinetine energija raidémis Am, AQ, AGy, AE.

Riba p(7) = Alim0 AA—T vadinsime kuno tankiu taske r. IS ¢ia gauname lygybe
T—r
Am = pAT + o(Ar). (1)

Tegul elemento A7 bet kurio tasko absoliutusis greitis yra v. Tada

AQ = vAm + o(AT), AGy =1 x vAm + o(AT),

AFE = Lv]PAm + o(AT). (2)
IS dia ir (1) gauname lygybes

AQ = pvAT + o(AT), AE = L|v|*pAT + o(AT). (3)
0 i$ (2) bei (3) - formule

AGy =1 X puAT + o(AT). (4)

Desiniyju (1), (3), (4) lygybiu daliy pagrindiniai démenys yra atitinkamy
funkcijy diferencialai. Todél
dm = pdr, dQ) = pvdr, dGy = r X pvdr, dFE = %p|v|2d7.

Vadinasi,

m = [_pdr, Q = [ pvdr, Go = [ r X pvdr, E = [ $p|v|*dr. (5)

Dydziai @, Gy, E' yra standziojo kuino dinaminiai matai. Kai 7 yra pavirsius
arba kreivé, tai d7 yra pavirsiaus arba lanko elementas.

Jégos, ju momentai ir galia. Standyjj kuna gali veikti iSorinés turio,
pavirsiaus ir koncentruotosios (taskinés, arba sutelktosios) jégos. Proporcin-
gos turiui (masei) jégos vadinamos turio jégomis. Proporcingos pavirsiaus
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dydziui jégos vadinamos pavirsiaus jégomis, o sutelktos viename taske jégos
vadinamos koncentruotomis (taskinémis), arba sutelktosiomis jégomis. Tu-
rio jégy pavyzdziu gali buti sunkio ir inercijos jégos. Aplinkos, kurioje juda
standusis kunas, pasipriesinimo jégos yra pavirsiaus jégos. Apibrésime turio
ir pavirsiaus jégy tankius. Tegul kung 7 veikia turio jéga F'7, jo pavirsiy S -
pavirsiaus jéga F*, o elementus A7 ir AS - jégos AF7 ir AF*®. Vektorius
lim (AT)'AF™ = F(r), lim (AS)'AF* = p(r®
Jim (A7) o), dim, (AS) p(r)
vadinsime turio ir pavirsiaus jégu tankiais (intensyvumais); ¢ia r° yra pavir-
siaus S tasko radiusas vektorius. IS ¢ia gauname lygybes

AFT = pFAT + o(AT), AF® = pAS + o(AS). (6)
Todel dF™ = pFdr, dF° = pdS. Vadinasi,
F™ = [ pFdr, F5 = [ pdS. (7)
T S

Pazyméje koncentruotas jégas Fy, k = 1, Ny uzrasysime jy svarbiausiajj
vektoriy, svarbiausiaji momenta O tasko atzvilgiu ir galia:

N Ny Ny
F’C: ZFK’? MéC: ZTkXFk, N’C: ZFk'Uk;
k=1 k=1 k=1
¢ia vy yra sutelktosios jégos veikiamo tasko r, absoliutusis greitis. Kung 7
ir jo pavirsiy S veikianciy iSoriniy jégy momentus O tasko atzvilgiu pazy-
meékime M ir M. Elementus Ar ir AS veikianciy jégy momentai O tasko
atzvilgiu yra lygus

AM] =1 x AF* + o(A7), AMg = r* x AFS + o(AS), (8)

¢ia r® yra elemento AS tasko radiusas vektorius. IS (6) bei (8) iSvedame
lygybes

AM] =r x pFAT + o(AT), AM§ = r® x pAS + o(AS).
Todél
dMZ = r x pFdr, dMg = 1° x pdS, 9)
7 ir S veikianc¢iy jégy galig pazyméekime N7 ir N*. Elementus A7 ir AS
veikianciy jegy galia AN ir AN yra
ANT =v-AF™ 4+ o(AT), AN® = v - AF* + o(AS); (10)
¢ia v* yra elemento AS tasko r* absoliutusis greitis. Irase (6) i (10), gauname
ANT =v - pFAT + o(AT), AN® = v - pAS + o(AS)
Todel AN™ = pv - Fdr, dN* = v* - pdS,
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NT™ = [v-pFdr, N* = [v* - pdS. (11)

Kai kuino judéjimas yra suvarzytas, ji veikia reakcijos jégos ir ju momentai
O tasko atzvilgiu. Sumine reakcijos jéga, suminj ju momenta ir sumine ju
galia pazymeékime raidemis R, M, NE.

Vektoriai F' = F™ + F* + F* + R, My = M§ + M§ + M + ME yra
svarbiausiasis kung veikianc¢iy jégy vektorius ir svarbiausiasis momentas O
tagko atzvilgiu, o N = N7+ N+ N* + N yra kiing veikianciy jégy suminé
galia.

Pagrindiniai judéjimo désniai. Postuluosime lygybes

C;_?:F7dd%:MO7dd_€ZNJ (12)

kuriose
4

Q = [pvdr, Gy = [r x pvdr, E =1 [ plv*dr,

Ny
F = [pFdr + [pdS+ > F,+ R,
T S k=1

N1 (13)
My = [rxpFdr+ [r* x pdS+ > rp x Fy+ M,
T S k=1

N1

N = [v-pFdr + [p-vidS+ > Fy- v+ NE
\ T S k=1

Sias lygybes vadinsime atitinkamai judéjimo kiekio vektoriaus, kinetinio
momento O tasko atzvilgiu ir kinetinés energijos kitimo désniais. Neziurint j
tai, kad (12) lygybeés postuluojamos, daznai jos vadinams teoremomis. Kuna
veikianc¢iy jégy elementarusis darbas yra Ndt.

Pateiksime dydziu R, M, N igraiskas. Daugelyje praktikos uzdaviniy
reakcijos jégos veikia atskirus kuno taskus arba jy pavirsiaus dalis. Pirmuoju
atveju jos yra sutelktosios jégos. Tarkime, kad sutelktosios reakcijos jégos Ry
veikia taskus r, K = N1+1, ..., No, o pavirSiuje pasiskirsciusios reakcijos jegos
- kuno pavirsiaus S dalj S;. Apibrésime reakcijos jégy tankj. Tegul elementa
AR®

AS veikia reakcijos jega AR’. Riba lim “& = v vadinsime reakcijos jéguy
AS—0

tankiu (intensyvumu). Tada AR® = vAS+0(AS). Todél dR® = vdS. Pana-
siai samprotaudami, randame veikianciy elementg d.S reakcijos jégy momenta
O tasko atzvilgiu dM{* = r* x vdS ir ju galia AN = v - v°dS. Vadinasi,

([ R*= [vdS, M = [r* xvdS, N¥ = [v-v*dS,
S1

S S
1N2 1 N S
R = Z Rk—l—RS,Mé%: Z ?”kXRk—i—Mé%, (14)
k=N1+1 k=N1+1
N2
NFE= 3 Ri-vo + N
L k=N1+1
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Pastaba. Nagrinédami standziyjy kuny ir materialiyjy tasky sudarytos
miSriosios sistemos judéjima taip pat postuluojame (12) lygtis. Sistemos
dinaminiai matai yra sistemg sudaranciy objekty atitinkamy maty sumos.
Sistemos svarbiausiasis vektorius ir svarbiausiasis momentas yra atitinkamai
sistemos objektus veikianc¢iy iSoriniy jégy bei jy momenty O tasko atzvilgiu
sumos, o sistemos galia yra sistemg veikianc¢iy jégy suminé galia.

Galima rasyti kiekvienam sistemg sudaranc¢iam objektui pagrindinius jude-
jimo désnius. Tuomet i gauty lygciy, remiantis trecigja Niutono aksioma,
reikia eliminuoti tarpusavio reakcijos jégas, ju momentus bei galia.

2. Pagrindiniy judéjimo désniy reliatyvioji forma ir inercijos
momentai

Taska C', kurio radiusas vektorius

r.= 1fp7'd7 m = fpdT

vadinsime kuno T masiy Centru r. pradzia yra taske 0. Tuomet
r=r.+r*, v=uv,+v", v—%r =w X7 C:%rc,
Q = muv., Go =1 x mv. + G, GE = [r* x pv*dT, (2.1)
E = im|v|* + E}, Ef = 1 [ plv*|*dr. (2.2)

Cia w yra kiino kampinio grei¢io vektorius. Lygtys (2.1) ir (2.2) vadinamos
Kenigo formulémis. I§ (2.1), (2.2), (1.12), (1.13) ir (1.14) gauname masiy
centro judéjimo lygti

mw, = F

ir kinetinio momento bei kinetinés energijos kitimo désniy reliatyviaja forma
G — My, (2.4)
B — N7 (2.5)

Cia F apibréztas (1.13), formule, w, = v,

fr ><p}"d7+fr xpdS+Zrk><Fk+fr x vdS
S1

+ Z T]:XRk,

k=N1+1

N1
= [v* - pFdr + [v*-pdS+ Y vf- F,+ [v*-vdS
T S k=1 S1

N2
+ > vp-Ry=w- M.

k=N1+1
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Pasinaudoje tuo, kad v* = w X r*, gauname

G = [r* X (wxr*)pdr = [ p(w|r*|> = (r* - w)r*)dr =w - I, (2.6)
Er =lw-ar (2.7)
Cia,

-[11 _112 _]13

I'=1| —In I —I

_131 _[31 I33

yra inercijos tenzorius su Dekarto komponentémis.

Li=3" fpxidT, I;; = fpxixde,i + 7,
k#i T T

kur @1, z9, x3 yra vektoriaus r* Dekarto koordinatés. DydZiai I;; ir [;; vadina-
mi aSiniais ir miSriaisiais inercijos momentais. Dydj Iy = [ ph®dr, kuriame h

;
kuno tasko nuotolis nuo asies [, vadiname inercijos momentu asies [ atzvilgiu.
Kadangi

[0*]? = |w x r*|? = |w|?|r*? sin® £ (w, 7*) = |w|?h?, tai B} = $1|w]?.
Kadangi
L+ Ij; = [ p(zf + ag)dr + [ p(a? + 27)dr
= [ p(a? + l’?)dT + 2 [ paidr > Iy,
tai
[ii + [jj > Ikk
Irodysime Hiuigenso - Steinerio (Huyghens) teoremas.

1 teorema. Jei [ ir [; yra lygiagrecios ir [; eina per masiy centra, tai
Iy =1, + md?; ¢ia d yra atstumas tarp asiy [ ir [

I$ (19) brézinio matyti, kad
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19 pav.

R = |lexr2=|I1°x (re+7%)]2 = [I° xr2 + [I° x r* |2 +2(1° x ) - (I° x r¥)
Be to

1°o=10, |I°xr]=d, |l°xr*|=h* [ph*dr =0.

Todél
]” = md2 —|— ‘[llll‘

. v ’ . Ve Ve . . Ve .
2. teorema. Jei adys x, lygiagrecios asims zj, ir ju pradZia yra masiy
. / 7 ro
centre C, tai Iys = I, + MTexTes, Iy = [ prja,dr.
T

. . . Ve . / !
Pasinaudojus s apibrézimu ir tuo, kad z, = x4 + 24, 0 fpxde = 0,
T
gauname

Iks - f p(ICk + ‘I;C)(‘ICS + x/s)dT = MIckTes + Il/cs

T

3. teorema. Jei oy yra aSies [ krypties kampy kosinusai, tai

3 3
In =3 aily — 2> agaslys. (2.8)
k=1 s<k
Pasinaudojus tuo, kad
Ty xy X3
RR=|CxrP=]] a1 az a3z |[*>=(azr3 — azzy)?
Ty T2 T3

+(043I1 — 041273)2 + (0411’2 — 0421’1)2,

ir Ij; apibrézimu jrodome 3 teorema.
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ASyje [ pasirinkime taska M (z1, 9, x3) nutolusj nuo koordinaciy pradzios
atstumu R. Kadangi ay, = %, tai is (2.8) iSplaukia

3
(I)(Il, l’g,]?g) = IZZRQ = Z Oé,%[kk — 2 Z LL’kLL’SIkS. (29)
k=1

s<k

Tarkime, kad IyR? = const = a®. Kai [ keicia savo kryptj, tai $i lygtis
apibrézia antrosios eilés pavirsiy, kuris yra elipsoidas, nes R? = ?—]2] < 00.

Sj pavirsiy vadinsime inercijos elipsoidu. Uzrase (2.9) kanonine forma

3
gauname [yR? = > 221,,. Momentai [,, vadinami pagrindiniais inercijos
k=1

momentais. Koordinaciy sistema, kurioje inercijos elipsoido lygtis turi kano-
nine forma, vadinama pagrindine elipsoido koordinaciy sistema, o jos asys -
pagrindinémis inercijos asimis. Pabrésime, kad [ ,;s = 0,k # s. Pagrindinius
inercijos momentus zymeésime [j.

Tarkime, kad p = const. Lengvai jrodomi teiginiai:

1. Jei kunas turi simetrijos plokstuma, tai asis statmena simetrijos ploks-
tumai yra pagrindiné inercijos asis.

2. Jei kunas turi simetrijos asj, tai ji yra pagrindiné inercijos asis.

Pavyzdziai

Uzrasysime keliy paprasty kuny asinius inercijos momentus.

1. Kai [ yra statmena ilgio a atkarpai ir eina per jos vidur, tai I;; =
+ma?. Kai [ eina per jos galg, tai Iy = ma®, m = pa.

2. Kai [ yra statmena spindulio R apskritimo plokstumai ir eina per jo
centra, tai Iy = mR? m = 27 Rp.

3. Kai [ yra sukimosi cilindrinio pavirsiaus asis, o R ir H jo spindulys ir
aukstis, tai Iy = mR?, m = tR*Hp.

4. Kai [ yra statmena spindulio R skrituliui ir eina per jo centra, tai
Iy = imR?* m = nR%p.

5. Kai [ yra ritinio asis, R - jo pagrindo spindulys, o H - aukstis, tai
Iy = 3mR?, m = wR*Hp.

6. Kai [ yra statmena spindulio R skritulio plokStumai ir eina per jo
apskritimo taska, tai I; = %mRZ.

7. Kai [ eina per spindulio R rutulio centra, tai I;; = %mRQ7 m = §7TR3p.
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3. Standziojo kuno sukimasis apie pastovigjg asj

Tarkime, O ir A nejuda, x3 asis eina per juos, o kung veikia tik koncen-
truotos jégos. UzraSykime (2.3) ir (1.12), lygti

N
mw.=F+ Ry+ Ra, F =) Fy, (3.1)
k=1
N —
%Gg = l;rk X Fy, +axd x Ra, a=|0OA]. (3.2)

Bet w, = & X r. — |w|*he
LGy = [ pr x wdr = [ prx (e x r. — |w|*h)dr
= [pelr? = (r-e)r —r x |w|?h)dr.

. / " v v .
Ciah=r—(r-ww’,ow=ga5,ec = ¢ a5 Uzrase (3.1) ir (3.2)
projekcijomis j asis x1, 9, r3 standziai susietos su kunu gausime

—m(p zer + ¢ 1) = Fi + Roy + Ray, (3.3)
m(SDHJCcl - 90/2%2) = F5 4+ Roz + Rao, (3.4)
0:F3+R03+RA3, (35)
N
— " Is1 4 ¢ I3y = Y (219 Fis — Tp3Fra) — aR o, (3.6)
=1
" 12 N
—p Iso — @ I3y = > (TpsFi1 — xia Fis) — aRax, (3.7)
=1
1 N
0 Isg3 = Y (X1 Fro — xp2Fra). (3.8)
=1

Kuno judéjima apibrézia tik (3.8) lygtis. (3.3), (3.4), (3.6) ir (3.7) lygtys
apibrézia reakcijos jégy komponentes Ry, Roo, Ra1, Ras it Roz + Ras. Sios
jégos vadinamos dinaminémis reakeijos jégomis. Statikos atveju ¢ = ¢ = 0.
(3.3)-(3.7) lygtys, kuriose ¢ = ¢’ = 0 apibrézia statines reakcijos jégas.
Kyla klausimas: kokioms salygoms esant statines ir dinaminés reakcijos jégos
sutaps. Jos sutaps, kai jas apibréziancios lygtys sutaps, o tam butina ir
pakanka, kad buty
" 12

¥ Leg + ¥ Lo = 0,

P Loy = Te, =0,

—90”[31 + @/21—32 =0,

= I3p— ¢ I3 = 0.
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Sios lygtys turi nenulinj sprendinj tik, kai Tey = Tey = 0ir I3 = I35. Tai
rodo, kad x3 turi buti pagrindiné inercijos asis, o masiy centras privalo buti
joje.

4. Turincio vieng nejudantj taskg kuno judéjimas
Kinematinés ir dinaminés Oilerio lygtys. IS kinematikos zinome,

kad kuno kampinis greitis

w = cp/xg + "0+ 60'1°. Cia ¢° yra nejudancios asies ortas. Padaugine w
skaliariskai i judanciy orty 29, 29, 23, gauname kinematines Oilerio lygtis

wi =1 singsind + 0 cos p,
wy = 1)’ cos psinf — O sin g, (4.1)
ws =1 cos + 6.

Kadangi v =w x r, 0 Go = [ pr x vdr, tai

Go = [ p(w|r)?> = r(r-w))dr
arba

GO =w-1I (42)
¢ia I yra kuno inercijos tenzorius, kurio Dekarto koordinatés sudaro matrica

Ly —Ly —ILs
I =\ =1y Iy —Is
—I31 —1I3 33

Kai xq, 9, x3 yra pagrindineés inercijos asys, tai Iy, = 0,5 # k, o I, = I.
Tada

GO = wlflxi + (UQIQLI?; + W3[323§. (43)

[svesime w1, ws ir ws kitimo lygtis. Kadangi dg—t“ +w x Gg = My, kur dfl;—tw
yra reliatyvioji iSvestiné, tai atsizvelge i (4.3), gauname

Liw, + waws(I3 — 1) = Mo,
Lwy +wiws(Iy — I3) = Mg, (4.4)
Tswy 4 wiwa (I — I) = Mos.

(4.4) lygtys vadinamos dinaminémis Oilerio lygtimis. Irase (4.1) i (4.4) galime

gauti trijy antrosios eilés lygciy sistema Oilerio kampams rasti.

Kinematinés ir dinaminés Puasono (Poisson) lygtys. Nagrinésime
atvejj, kai kung veikia tik pastovioji sunkio jéga. Tuomet, nukreipe nejudan-
¢ig asj ¢ pries sunkio jéga, gausime
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My = [ prx (—g¢®)dr = —g [ prdr x (° = —grem x (°.

T

Cia g yra laisvojo kritimo pagreitis Zemés pavirsiaus lygyje, p kiino tankis,
o 7. jo masiy centro radiusas vektorius.

Kadangi (° = y2] + 7225 + 7325, 71 = singsinf, 7, = cospsind, 3 =
cos @, tai (4.4) lygtys yra tokios

Lw; + waws(Is — 1) = gm(xe, V2 — Ty 73),
Lowy 4 wiws (I — I3) = gm(Te,¥s — Tes 1), (4.5)
Lwy + wiws(Io — 1) = gm(e,m1 — T, 72)-
Sios lygtys yra vadinamos dinaminémis Puasono lygtimis. ISvesime kine-

matines Puasono lygtis. Kadangi (° = const, tai % = % +wx=0.1Is
¢ia gauname kinematines Puasono lygtis

M = YW — YaWa,

Vo = Y3w1 — Y1ws, (4.6)

Vé = MWz — 7YaWi.

Lygciu (4.5) ir (4.6) integralai. Juos gausime pasinaudoje kinetinio
momento ir kinetinés energijos kitimo deésniais

dg—to = —grem x C°,

% = fp?) : (_gCo)dT = —gUc- Com = _%<grc : Co)m'

Padaugine pirmaja is juy skaliariskai is (° ir suintegrave gauname

Go - C° =1 = Ly + Lways + Iz3wsys, ¢ = const. (4.7)
Integruodami antraja lygti gauname energijos tvermés désnj.

E 4 mg(71@e, + Yolc, + V3Tey) = 3C2, €2 = const. (4.8)
Be pirmuyjuy (4.7) ir (4.8) integraly dar yra ir specialusis integralas

N+ +E=1

Oilerio - Puanso (Poinsot) atvejis. Siuo atveju masiy centras C

sutampa su nejudanciu tasku O, o My = 0. Tada G/O = 0. Todél Gp = const.
Tai dar du pirmieji integralai. IS ¢ia gauname |Gol|? = const arba

Ifwi + I3w; + I3ws = [Gol*. (4.9)
Kadangi
2E = [pv-vdr = [pv- (wxr)dr =w-Go = Lw} + Lws + ;w3
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tai (4.8) integralas yra toks
Ilwf + IQW% + Igwg = Ca.

Bendruoju atveju Iy, I, ir I3 yra skirtingi. Pirmiausia nagrinékime atvejj,
kai Iy, I5 ir I3 yra skirtingi. Paprastumo délei, tegul I3 < Iy < I;. I8 (4.9) ir
(4.10) isvedame

Is(Ix—1-

w} = EEEE (T - W), (4.11)
Is(I1—1

w} = ZHEOF — wB), (4.12)

Cia A, ir Ay yra laisvos konstantos ir tokios, kad 0 < w? < A\? = min(A\?, \2).

Imsime A > 0. Pasinaudojus pradinémis salygomis wy(0) = wgo, randame

2 Ii(I1—1I3) 2 I3(I1—13)
10 I5(Ix—13) 30 Io(I1 —I2)"

2 _ 2 2 _ 2
Al = wyp +w Az = wy +w

IS (4.11), (4.12) ir antrosios (4.5) sistemos lygties gauname

/ I1—12)(I2—1I
Wy = Vo ((N — WB) (N — W), o = =lalllat) (4.13)

Cia imame neigiamag zenkla, kai wyq ir wsp yra vienody zenkly ir teigiama,
kai ju zenklai priesingi. Kai wiowsg = 0, tai i$ (4.11) ir (4.12) gauname
w3y = min(A3, A3) = A2, t.y., woyo = £\, Tada i$ (4.13) gauname lygt}

wy = T(ws), T(wz) = (A} = w3)(A] — w3) > 0.

Is cia
wy = 17, = —owsy(\? — w3 + A3 — wd).
Todél, kai A > 0, W |uy—wsy = FH

kK2 =0AA? = A2+ 22— \%) > 0.

Kadangi wy|uw,—w, = 0, tai pradinio tagko aplinkoje

SENW, (1) = sgnwy (1) = SENWy |wy—wmg—tr = F1.

Todél, kai A > 0 ir wypwzp = 0, (4.13) lygtyje zenklai yra priesingi dydzio
woo = A Zenklams.

Kai A > 0, i§ (4.13) gauname

w2
t==4 f —L_ds.
wa V()

(4.11), (4.12) ir (4.14) lygtys, kai A > 0 apibrézia funkcijas

(4.14)

w3 = W3(WQ), w1 = Wl(WQ), t= t(WQ).

Tarkime, kad A; # A3, 0 A > 0. Kadangi |ws| < A, 0
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W jwsl=r = 0, Wy |wp—tr = Fr2, tai mtinwg ==, max wy = A
Todél wy(t) (wae € (—A,A)) yra periodiné laiko funkcija, kurios periodas
A
T =2 [ 77Y%(s)ds. 1§ (4.11) ir (4.12) matome, kad w; ir wy yra periodinés
A

funkcijos.

Kai Ay = XA = 0,3 # 0, tai i$ (4.11), (4.12) gauname, kad w; = wy =
0, w3 = const. Todél kunas sukasi tolygiai apie x3 asj.

Kai A3 = A =0, A\; #0, tai wy = w3 = 0, w; = const. Todél kunas sukasi
tolygiai apie x; asj.

Kai A\; = A3 = A > 0, tai i$ (4.14) gauname, kad
+2\Vot = In((A + we) (A —wy)7e), ¢ = (A — wa) (A + wap) 7.
Todel

A sinh (/o) +wag cosh(ty/a\) 1\
A cosh(E£AV/ot)+wag sinh(£ty/oN) ¢_voo ’

Wy =

Siuo atveju is (4.11) ir (4.12) gauname, kad wy = wy(t) = 0, k=1;3.
— 00

Kai )\1 :/\3:0, taiw1:w2:w3:0.

Rasime Oilerio kampus. Kadangi Go = const tai (° asj galime nukreipti
Go kryptimi. Tada

Liwr = |Golye, & =1,2,3 (4.15)
Todél tan ¢ = y17, * = Twi (wo)(fows) ™}, cos = ‘G |w3(w2)
Vadinasi, kai A\; # A3, o A > 0, tai 6 ir ¢ yra periodinés funkcijos.
IS (4.1) isvedame formule
Y = (wi(ws) sin (wy) 4 wa cos p(w2)) (sin O(ws)) ™ (4.16)

Vadinasi, kai Ay # A3, ¥ yra periodiné. Tadiau v ne, nes integruodami
lygybe o' (t + 1) = 9’ (t) gauname 9 (t 4 7) = 1(t) 4 const.

Pasinaudoje (4.14) ir suintegrave (4.16) gauname

V= o [ SO0 /2,

w20

!/

Dabar istirsime atvejj, kai inercijos elipsoidas yra sukimosi pavirsius. Te-
gul Iy = I;. Rasime funkcijas wk, 0,p,7. 1s (4.15) ir (4.15) isplaukia, kad

w3 = const = wsg, 73 = cosl = ‘G Gows0- Vadinasi 6 = 0y = arccos(|G ‘(.Ugo)
. G
Tuomet i§ (4.15);, gauname 1w, = |Golsin by sm<p I§ ¢ia o) = % arba

(IES |Go‘t + 9. Pagaliau i$ (4.1)3 isplaukia, kad ¢ = k = wsy — | 1O| cos by,
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arba ¢ = Kt + ¢o. Gavome, kad nutacijos kampas yra pastovus, o apie pre-
cesijos ir savojo sukimosi asis kuinas sukasi tolygiai. Toks kuno judéjimas
vadinamas reguliarigja precesija.

Pagaliau istirsime atvejj, kai inercijos elipsoidas yra sfera, t.y. I = [} =

I, = I3. I8 (4.5) ir (4.15) gauname wy, = wgg = const, y; = ﬁ’g"o’“‘o IS cia

0 = 0o, p = @o, 018 (4.1)3 gauname
" _wso _ _wso
¢ ~ cosfy arba w - Cos@ot + wO-
Lagranzo - Puasono (Lagrange - Poisson) atvejis. Siuo atveju
inercijos elipsoidas yra sukimosi pavirsius, o masiy centras yra sukimosi asyje.
Tarkime, sukimosi asSis yra x3 asis. Tada [ =1, = I, x.3 = a > 0.

IS (4.5)3 gauname ws = const = wsg. (4.7) ir (4.5) pirmuosius integralus
uzrasysime taip

Y sin? 0 = a5 — ay cos ),
0” + 1/)'2 sin?f = a; — as cosf > 0,
ar = I ey — Lwdy), ag = 2mgal ™t >0, a3 = [ 'ey, ay = I ' 3wz
IS ¢ia gauname lygtj
0” = {(a1 — aycosA)(1 — cos?0) — (a3 — agcosf)?}sin~ 260 = 7(A) > 0,
arba
0 =+/7(0).
Imame teigiama Zenkla, kai §'(0) > 0 ir neigiama , kai 6 (0) < 0.
Tada

w Q/}Oj:f az— a4cos(z) dx

sin?(z) r(z)’

Pagaliau is (4.1)3 gauname

6
© = 0o £+ f((«d;g N ag—laécos(x)) dz '
o sin® () (x)

Detaly sio atvejo tyrima galima rasti knygoje V. Skakauskas, Teoriné
(klasikiné) mechanika, VU, 1993.

Kovalevskajos atvejis. Siuo atveju inercijos elipsoidas yra sukimosi
pavirsius. Tegul x3 yra sukimosi asis. Tada [; = I,. Kovalevskaja is sukimosi
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pavirsiy isskyre siauresne klase pavirsiy tenkinaciy salyga [; = Io = 2[3. Be
to, ji pareikalavo, kad masiy centras buty elipsoido ekvatoriaus plokstumoje
Oxi129. Kadangi bet kuri asis iSeinanti iS tasko O ir einanti ekvatoriaus
plokstumoje yra pagrindiné inercijos asis, tai, nesiaurindami bendro atvejo,
reikalausime, kad masiy centras buty Oz, asyje. Tegul x4 = a; > 0. (4.5)12
ir (4.6)12 lygtys yra tokios

2w — wows = 0, 2wy + wiws = aly '3, a = aymyg, (4.17)
V= MWs — Yaw2, Yo = V3W1 — NWs. (4.18)
Padaugine (4.17), ir (4.18)5 i§ i = /—1 ir sudéje, gausime lygtis
2wy + iwy) = —iws(wy + wy) + birys, b = al;’,
(1 + i72) = —wsi(v1 + i72) + iv3(wr + iws).
Padaugine pirma is ju iS w; + w9, 0 antra i$ b ir atéme sandaugas, gausime
((wy + iw2)? = b(y1 +i72)) = —iws((wy 4 iwa)? — b(y1 + iy2)).
IS cia
dIn{(wy + iwg)? — b(y1 + iy2)} = —iwsdt.
Uzrasykime siai lygybei kompleksing jungtine
dIn{(wy — iws)? — b(y — iv2)} = iwsdt.
Sudéje pastarasias dvi lygybes gauname Kovalevskajos integrala
[(w1 + iws)? — b(y1 + i72)|* = ¢ = const, t.y.,
(W} — w2 —by)? + Quiws — b)? =c. (4.19)

(4.7), (4.8), (4.9), ir (4.19) integralai yra algebriniai atzvilgiu wy ir 7.
Kovalevskaja parodé, kad esant bet kokioms pradinéms salygoms, algebriniai
atzvilgiu wy, ir 7y, pirmieji integralai egzistuoja tik Oilerio - Puanso, Lagranzo
- Puasono bei Kovalevskajos atvejais.

Analiziné mechanika

1. Pagrindinés sgvokos

Nagrinékime N tasky sistemos judéjima. Tarkime, kad jy radiusai vek-
toriai ir absoliutieji grei¢iai yra ry,ro,...,ryN it vy, v9...,vy. Jei Sie vektoriai
nesusieti i anksto zinomais rysiais, tai sistema juda laisvai. Priesingu atveju
sistemos judéjimas yra suvarzytas rysiais, kurie gali buti dviejy rusiy:

falt,r, ry) =0, a =1, ...k, (1.1)
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gs(t, 71,y TN, UL, o) =0, =1, .9, (1.2)

Reikalausime, kad x +y < 3N. Jei f, ir gz nepriklauso nuo laiko, tai ry-
siai vadinami stacionariais (skleronominiais). PrieSingu atveju jie vadinami
nestacionariais (reonominiais). (1.1) rysiai vadinami geometriniais, o (1.2)
kinematiniais arba diferencialiniais. Sistema suvarzyta geometriniais rysiais
vadinama holonomine. Jei ja varzo bent vienas diferencialinis rysys, ji vadi-
nama neholonomine. Reikalausime, kad f, turéty tolydzias antrasias, o gz -
tolydzias pirmasias iSvestines pagal visus kintamuosius. ISdifirencijave (1.1)
gausime

N
Do ::I;Vrkfa-vk+aaif =0. (1.3)

Cia V,, yra gradijento operatorius. Tarsime, kad (1.2) ir (1.3) sudaro
nepriklausomy lygéiy sistema. Tai reiskia, kad Jakobio matricos

D(9017~~750N7917“'79’Y)
! 7 7 ! ! !
D(@11,%15,%13,- T3y _2,T3N_1:T3N)

rangas yra k +v < 3N. Cia xgk_Q,x;)k_l,xék, k=1,..,N yra k — ojo tasko
greicio vektoriaus v, Dekarto koordinatés, o @s;, o, gy |, Ty, yra vektoriaus
rr Dekarto koordinates. Dydis 3N — k — v vadinamas holonominés sistemos
laisvés laipsniy skaic¢iumi.

Geometriniy rysiy pavyzdziais gali buti pavirsiai arba kreivés, kuriais pri-
versti judeéti taskai. Neholonominiy sistemy realizacijomis gali buti riedantys
neslysdami absoliuc¢iai standziu Siurksc¢iu pavirsiumi absoliuciai standus ku-
nai. Kai pavirsius nejuda, riedancio neslystant kuno lietimosi tasko arba
lietimosi tiesés su pavirsiumi greiciai yra lygus nuliui.

Pavyzdys. Plokstuma Oxyxs neslysdamas rieda a spindulio standus skri-
tulys budamas statmenas j ja. Taskas P yra momentinis grei¢iy centras.
Todél

/
Ve = @ I° X axs,

Cia ¢'I° yra skritulio kampinis greitis, {° = sin¢a$ — cosz3. 1§ ¢ia
r] = —p acos,
Ty = —p asin. (1.4)

Rysiai (1.4) yra kinematiniai. Juose nezinomi kampai ¢, ir lietimosi
tasko P koordinatés x; ir x4, kurios sutampa su skritulio centro C' koordina-
témis.
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2. Lagranzo pirmosios rusies lygtys

Nagrinésime neholonominés sistemos judéjima. Judéjimo lygtys yra to-
kios

msws = Fy+ Rs, s=1,..., N, (2.1)
falt,r1,rn) =0, a =1, ..k, (2.2)
gs(t,r1, s TN, U1,y Un) =0, =1, .9, (2.3)
Tegul
N

— s m AN /Ms [ _ m
m = Mg, T's = ﬁ’l"s, FS_FS/ ﬁa RS_RS/\/ ﬁa
=1

r = (fl,fg, ...,fN), F = (Fl,FQ, ...,FN), R= (Rl,ég, --~7RN>~
Tada (2.1)-(2.3) uzrasysime taip

mw=F+Rw=v =7r", (2.4)
falt,r) =0, a=1, ..k, (2.5)
gs(t,r,v)=0,8=1,..,7. (2.6)

Pabrésime, kad r, F, R yra 3N —aciai vektoriai. Sistemoje yra 3N + K+
lygc¢iy, o vektoriy r ir R nezinomy koordinaciy yra 6/N. Vadinasi, truksta
3N — Kk — v lygciy. Apibrézkime vektorius

la = vrfom a = 17 e Ky llﬁ-,@ - vvgﬁa ﬂ = 17 e Y-

Paimkime tiesiskai nepriklausomus vektorius ls;s = « + v + 1,...,3N
statmenus vektoriams [y, ..., ;4.

Tuomet
K [0 3N
R = Z AaVifa+ Z Mﬁvvgﬁ + Z Csls.
a=1 B=1 s=k+y+1
Vektorius

K

2l
R" = Zl )\avrfoc + /BZ Mﬂvvgﬂ
a= =1

yra stamenas hiperpavirsiui S, kurio matavimas yra 3N — x — . Vektorius
3N

R'= > (l, yra lietiamasis hiperpavirsiui S. Vektoriaus r galas yra pa-
s=kr+v+1

vir§iuje S. R" vadinamas normaline ry$iy reakcija, o R! - lie¢iamaja reakcija,

kuri gali buti interpretuota kaip apibendrinta trinties jéga.

Trinties jégai apibrézti turime pasitelkti eksperimento budu nustatomag
lygti.
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R!' = RY(|R"|,...). (2.7)

Cia daugtaskiu pazymétas hiperpavirsiaus S fizinés charakteristikos. Vek-
toriaus R! matavimas yra 3N — k — 7.

(2.4)—(2.6), (2.7) lygtys vadinamos pirmojo tipo Lagranzo lygtimis. Juy,
kaip ir nezinomuyjy, skai¢ius yra 6/N. Kai rysiai idealiis, tai R! = 0.

Tegul rysiai idealus F' = V,U(r), % = 0, g3 yra homogeninés vektoriaus
v funkcijos. Tada

Eyin + Epot = const, By = —U.

[rodymas iSplaukia i$ (2.4)—(2.7) lygciu, padauginus (2.4) lygti skaliaris-
kai i$ v ir panaudojus teiginio salygas.
UZdavinys 1. Masiy my ir mo taskai M; ir M, juda plokstuma taip, kad

atstumas tarp juy yra pastovus ir lygus a, o masiy centras lygiagretus vektoriui
My M. Uzrasyti sistemos judéjimo lygtis ir rasti jy sprendinj.

UzZdavinys 2. Sunkiy Py ir P, taskai M; ir M, juda vertikalia plokStuma
x10xy taip, kad |M;Ms| = | = const, o koordinaté x; = 0. z ais, kuria
juda M, yra ideali. Uzrasyti sistemos judéjimo lygtis ir iStirti ju sprendinj

3. Lagranzo antrosios rusies lygtys

Nagrinékime pastoviy masiy holonominiy sistemy judéjima. Judéjima
apraso lygtys

mw = F + i AaVifa, (3.1)
a=1
falt,r) =0, =1,.. K. (3.2)

Tegul r Dekarto koordinates yra zy, o, ..., T3N-
Rysiai (3.2) apibrézia koordinates

T = ult Bass o Ty K= 1, b (3.3)
Tegul
xs=Us(t,q1,y s qn), s=r+1,....,3N, n=3N — k. (3.4)

Irase (3.4) i (3.3) gausime, kad ¢y yra t ir ¢y, ..., ¢, funkcijos.

Vadinasi, r = r(t, q1, ..., ¢n). Apibrézkime vektorius [}, = %, k=1,..,n.
Jie yra lie¢iamieji hiperpavirsiui S, kurio matavimas yra 3N — k. Tuomet

n
/ 0
v = Z lqu + 8_:;7
k=1

% — 1, s=1,..,n. (3.5)

gy
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Padauging (3.1) skaliariskai i$ [ gausime
(mw_F) = Z)‘ Vfa @:

nes V, f, yra statmenas vektoriui l;. IS ¢ia

i( or. ) _ d or __ or
dt Aqx "dtdg, — 7 dqr

Bet

dor _ '
dt Oqy, aqk('?t + Z 8%8(15 45 =

3%( + Z 9 qS) E'U»

nest,qi, ..., qn it ¢, ..., ¢, nepriklausomi kintamieji. Pasinaudoje (3.5) formule
gauname

d ov\ _ Ov __ . Or
MgV 5r) =V g = I g
arba
dOE _0E _ . Or
dog  ou 1 P (3.6)

(3.6) yra Lagranzo antrosios rusies lygtys uzrasytos holonominéms siste-
moms. Sandauga F - g—q’; galime uzrasyti taip

N
9 Ors
Foog =2 Fo 5
s=1
¢ia F ir ry yra trimaciai vektoriai.
Tuo atveju, kai F, =V, U(r, 1, .. Tn), (3.6) lygtis galime uzrasyti taip

4oL oL p_1q (3.7)

dt aq dqy’
L = E 4+ U yra vadinama Lagranzo funkcija.

Teorema. Tegul f, ir U yra stacionarus. Tada galioja energijos tvermés
désnis F# — U = const.

[rodymas. 18 (3.7) gauname

Z kojtgL 21 quko =0,
arba

> (gl — Grday) = d Z Gt

k=1

— 2 (Gdax + 57 qu) 0.

k=1
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Is cia isplaukia pirmasis integralas

> q;dgTL/ — L =c = const (3.8)
k=1 k

nes L nepriklauso nuo ¢. Be to
87, n ! n /
L=U+3|% +k§lqu|2 = U+%m|kz_:1lqu|2,

or __
nes % =0.

Bet
S dsr =m Yy 2 b Ly = m| Y lg,* = 2E.
s=1 s s=1 k=1 k=1
I$ ¢ia ir (3.8) gauname, kad 28 —U - E=E—-U =C.

Pavyzdys. m masés taskas juda veikiamas centrines jégos F' = f(|r|)r°.
Uzrasyti judéjimo lygtis.
7|

E = sm(jr|” +1rP¢"), U= [ f(s)ds, @1 = Irls, a2 = .

7ol

Todél judéjimo lygtys yra tokios:
mlr|” —mlrle”™ = f(Ir]),
%m|r|2gpl =0.
4. Rauto neholonominiy sistemy lygtys

Nagrinésime neholononines sistemas suvarzytas idealiais rysiais. Lagran-
70 pirmosios rusies lygtys yra tokios

K v
mw = F+ 3 AV, fo+ > 15Vugs, (4.1)
a=1 B=1
falt,r) =0, a=1,..,kK, (4.2)
gﬁ(t7 r? U) = 07 /8 = 17 "'7’)/' (4.3)

Ivede koordinates ¢y, ..., g,, n = 3N — Kk, gausime, kad
r=r(tq,..,qn), 0 fult,r(t,q,...,q,)) = 0. Padaugine (4.1) skaliariskai

is 1, = (%, gausime

Y
408 _ 0B _ . or Lo
dog 0w =L aqk+[;1/lﬁvvgﬁ Jar

Pasinaudoje tuo, kad [, = %ﬂ is c¢ia ir (4.3) gauname Rauto (Routh)
k

lygtis
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d OE OE __ 89

gﬁ(t7q17 "'7qn7 q;[? 7Qn) = 07 /8 = 17 77

5. Madzi (Maggi) lygtys.
Jas iSvesime pasinaudoje Lagranzo pirmosios rusies lygtimis
K v
mw = F+ > AaV,fa+ > 15Vugs, (5.1)
a=1 B=1

falt,r) =0, a=1,....k
gs(t,r,v) =0, 5=1,..7

Remdamiesi geometriniais rysiais, gauname
r=r(t,q,..,qn), n = 3N — k.

Tuomet issprende diferencialinius rysius turésime

Q;g = Zk(t7QI7 "'7qn7qu+17 7q1/’),>7 k= 1727 RIPROS (52)

’Y ! !’ r
U= ZQkaqk + Z Qka¢k o

k=1
IS ¢ia
o L oz 0 o
v 9z, _or _ or
gy Ls +I§1 361;[5’ s = dq, — 9as’

S g;,, gausime
S

Padaugine (5.1)
(mw—F)-ly+ (mw— F) - z %k = 0,mes Iy Vo fo = 0, 24+ Vigs = 0.

Atlike veiksmus, gausime

r 0z
Giay S F- gNz arlioy — oo~ anbs=v+Lon (53)
Prijunge (5.2) diferencialinius rysius gausime Madzi lygtis.

6. Apelio (Appell) lygtys

Jas iSvesime i$ Lagranzo pirmosios rusies lygéiy. Remdamiesi geometri-
niais rysiais gauname
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=7r(t,q1,,qn), n = 3N — K,

Z

k+8t7

Z T+ O 1y oes Qs @1 0 G-
[rase w | i$ diferencialiniy rysiy iSvesta lygybe turésime

va,@ e Oﬂ(t7q17 "'7qn>q/17 7Q;L)

= kz vaﬁ : %qg + Oﬁ(taQIa "'7qn7ql17 7Q7/’l> =0.
=1

Is siy lygciy iSsprende gg, 8 =1,..,7, gausime

gg = zﬁ(Q;—‘,—l? "'7q1/7/,7t7 ql? "'7qTLJ q:’l? "‘7Q’:’L)7 /8 - 17 "'77'
Tada
’Y 1" " n 1 / /
w = Z lk‘zk<qﬂ+1a "'7qn7 ) + Z lek + O(t7q17 "'7qn>Q17 "'7qn>'
k=1

v+1
IS ¢ia

8l
ow l l 0z,
=+ > s=v+1,...,n
(9(1;/ s = kaq;/ ) PRERS)

Padaugine (4.1) skaliariskai i§ 2% turésime

8

muw - Fa%}/ Z Ns vgs3 - 8 =

Bq/

/
E]

Cia pasinaudota tuo, kad V, f, - [, = 0. Isdiferencijave diferencialinius rysius
turésime

Kﬁ(w) = vaﬁ Sw + O(t,Ch, "'7Qn7ql17 >q';z) =0.

IS ¢ia

oK
Vwa;:ngg, vwgﬂ'gqu \V4 Kﬁ 8" —ﬁ, S:’y+1,...,n
Vadinasi
8 1
ang F- aq”’ :§m|w|2, s=v+1,..,n

Prijunge prie $iy lygéiuy rySius (5.2), turésime Apelio lygtis. S vadiname
pagreiciy energija.

Pastebésime, kad funkcijai S galioja Kioningo tipo formulé.

N
S = %m|wc]2 + S;/, S;' = %l;mk|w,’;|2
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UZdavinys. ISspreskite roguciy slydimo uzdavinj nuozulnia idealia ploks-
tuma. Rogutes vaizduoti sta¢iakampiu, kurio inercijos momentas atzvilgiu
asies einancios per jo masiy centrg statmenai jo plokstumai yra Zinomas.

Uzdavinj iSspresti Rauto, Madzi ir Apelio metodais.

7. Hamiltono kanoninés lygtys

Nagrinésime holonominiy sistemy judéjimg potenciniy jégy atveju. Nau-

dosimeés Lagranzo antrosios rusies lygtimis
doL _ 0L o _
Tog —og 5= 1,. (7.1)
Cia
L=F+U.
Apibréze apibendrintg impulsa p, = g—qL, gauname
Py = b (7.2)

Bet L=FE+U =U + im|Z +Zlqu| I3 cia

ps=m > I - lsq, + m% <. (7.8)
k=1

Kadangi

[ 32 gl = X2 I sy

k=1 s;k=1
yra teigiamai apibrézta kvadratiné forma, tai pagal Silvestro teorema

det ||l - L, ., > 0.
Todél (7.5) lygtys vienareikSmiskai apibrézia

(7.9)

q,;; = Zk(t7 qi,--+,4qn,P1, "'7pn>7 k= 17 s T
Apibrézkime Hamiltono funkcija

y4n,P1, 7pn) = (Z ka;_L(ta q1y -+, 4n, qlla ceey q;))|q;:zk(710)
k=1

Hk (t, qi, ---
I cia, atsizvelge | ps apibrézima, gauname
/
OH __ %___ 9L %4, _ 9L
s Z Pry Z aq; dqs g’
OH __ oL da, _ ,
qs+zpk Zaqkap -

Ops
Pagaliau turint omenyje (7.2) uzrasome kanonines Hamiltono lygtis
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— OH

qs - 8p5’
p, = gf, s=1,..,n. (7.11)

Tegul geometriniai rysiai f, ir potencialas u yra stacionarus. Tada r taip pat
nepriklauso nuo ¢t. Todél

E=im| Y qlil’ YComwa, = Y a sy =28, H=(E-U),/_,.
k k k A

Vadinasi, siuo atveju, Hamiltono funkcija yra sistemos mechaniné energi-
ja, kurioje ¢, iSreikstos (7.9) lygtimis.
Tarkime, kad ¢y, ..., g, ir p1, ..., p, yra sistemos (7.11) sprendinys, o H sta-
cionari. Tada, turédami omenyje (7.11), gauname

H Z(aqqu akap;c) = 0.

Vadinasi H(q1, ..., Gn, P1, -, Pn) = ¢ yra (7.11) lygéiy pirmasis integralas.

Tegul H nepriklauso nuo ¢y, ...,q, | < n. Tada pp = ¢, k= 1,...,1, yra
(7.11) sistemos pirmieji integralai

8. Jakobio metodas Hamiltono lygtims spresti

Nagrinésime holonomines sistemas potenciniy jégy atveju. Galioja kano-
ninés Hamiltono lygtys

" _oH ) _ O0H
Y = op, P = ag,-

Tarkime, kad pr = pr(t, q1, ..., qn). Tada

apk apk _ OH
+ Z 8qs — T Oqn’
arba
apk Opk. OH | OH _
+ Z aqs 8ps 8Qk - O (82)
Tarkime, kad pj, = 291 ba1tn)
gy,
Tada
apk _ 8251

ok = g = aqk =g, 0 (8.2) galima uzrasyti taip

8251 + Z 8]7@8_H o0H — 0

Otdpy, dqy; Ops 8qk
arba

{95 + Hit,q )} =0

Oqr 15y 49n,P1y -3 Pn .
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IS cia
% t H(t’qh < Qns P1y -5 Prs g_i’ SE) %) = f(t)7

kur f(t) yra laisva funkcija. Paéme S = S(¢, q1, ..., ¢) + [ (f(¢))dt, gausime
Jakobio lygtj Jakobio funkcijai rasti.

?9_5+H(tJQI7"'7Qn7p17"'7pn7%7‘“7%):O‘ (83)

Apibrézimas. Priklausantj nuo n + 1 laisvos konstantos (8.3) lygties
sprendinj

S:§<t7QI7‘“7Q7L7017‘“7cn>+cn+17 (84)
tenkinatj salyga,
925 ||"
det H Barde || oy # 0.

vadinsime jos pilnuoju integralu. [rase (8.4) i (8.3) isitikiname, kad (8.4) yra
(8.3) sprendinys, jeigu S yra jos sprendinys.
Jakobio teorema. Jei (8.4) yra (8.3) lygties pilnasis integralas, tai

S oS E—1

Pk = 3g0 b = Wks e 1,

ay laisvos konstantos, yra Hamiltono kanoniniy lygciy pirmieji nepriklausomi
integralai.

PavyzdZiai.

1. Atvejis, kai H stacionari. Tada, jrase S = —ht + w(q,...,qn), h =
const, i (8.3), gauname lygti

H(ql,...,qn,g—;,...,%) = h. (8.5)
Tarkime, kad (8.5) lygties pilnasis integralas yra

W =W(q1, e, @, C1y ooy Cn1, ) + Cp
Tuomet pagal Jakobio teoremg Hamiltono lygciy pirmieji inetgralai yra tokie

=ap, k=1,...n—1 22 =q, +t

_ Ow —
Pk a0 k—l,...,n ' Bh

ow
T Oqr’ ? Ocg

v v ow _ .
IS lygéiu 52 = ay, randame g, = I(qn, C1y ooy Cn1, Ry ag, ooy ay).
0w

018 5 = a, +t randame ¢, = I,(t,c1, ..., cp1, b, ay, ..., ap).

2. Atvejis, kai H nepriklauso nuo ¢, ..., ¢, < n. Tuomet paéme (8.3)
lygtyje

!
S=> gk + 2(t, Qaty ooy Gn, C1y ooy Cn)
k=1

gausime lygtj
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0z 0z 0z \ _
Bt + H(t, qi+1y---54n,C1, .-+, C, P E) =0.

Jei Sios lygties pilnasis integralas yra z = Z(t, G141, -, Gny €1, - Cn) + Cny1, tai
Hamiltono lygé¢iy pirmieji integralai bus tokie

pr=c, k=1,..1 p= a%’ k=1l+1,...n

qk—i-% =ap, k=1,..,1, 8871 =a, k=14+1,...,n

3. Tarkime, kad ¢, ..., g, p1, ..., p; i Hamiltono funkcijg jeina superpozi-
cijos budu, t.y.

aS aS oS aS
H(, 01, s s gy 5 5, )10 G gy g )

Irase S = Si(q1, ..., q;5) + S2(t, ¢j11, -, @n) 1 (8.3) lygti gauname dvi lygtis
P, s @y Gobs o 5b) = 5y G+ H(E Gt s s oy s 502) = 0.
Jeigu ju pilnieji integralai yra
Si(q1, -5 ¢4, €1, ..., ¢5) +a, a = const,
S9(qj415 s Gns by Cjt1s ooey Cn) + b, b= const, a +b = ¢y,

tai Hamiltono lygciy pirmieji integralai yra tokie

D =95 k=1,....7, pp = 95, k=7+1,..n

Oqy.’ A’
51 _ _ .1 95y _ » 981 | 9S82 _
For = Ok Jk=1,...,7—1, Foo = Gk Jk=74+1,...n, 9o T a0 = 4

4. Jei visus argumentus galime sugrupuoti po du, tai

H = H(t, ¢1(¢1.91), s 9u(dap))- Tada S = 3 Selge) + Solt), kur S,
ir Sy, yra lygciy =

Sy = —H(t,ci,...,cn), vr(qr, S;) = cx sprendiniai.
Tada

Di :Sl;, g—i’:—i—g—if =ap, k=1,..,n,

yra Hamiltono lygciy pirmieji integralai.
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