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I SKYRIUS

Bendros savokos

1.1. SPRENDINIU EGZISTAVIMAS, VIENATIS, PRATESIMAS

Siame skyrelyje be jrodymo' pateiksime kai kuriuos teiginius i§ paprastyjy diferen-
cialiniy lygciy teorijos. IS pradZiy nagrinésime vienos lygties su viena neZinomaja
funkcija atveji. Tiksliau nagrinésime pirmosios eilés paprastaja diferencialing lygti,
iSreiksta iSvestinés atzvilgiu

i = f(t,z), (t)€D; (1.1)

&ia D — sritis plok§tumoje R?, fe C(D).
Apibrézimas. Sakysime, funkcija ¢ : (a,b) — R yra (1.1) lygties sprendi-
nys, jeigu:

1. Funkcija ¢ yra diferencijuojama intervale (a, b).
2. Taskas (¢, ¢(t)) € D, Vt € (a,b).
3. Teisinga tapatybé o(t) = f (¢, o(t)), Vt € {(a,b).

Pastab a Pagal prielaida f yra tolydi funkcija. Todél sprendinio i§vestiné ¢
taip pat yra tolydi intervale (a,b) funkcija. Be to, sprendinio apibréZimo sritis yra
intervalas, t.y. jungioji aibé. PavyzdZiui, funkcija z = (C — t)~!, apibrézta Vt # C,
néra lygties

t=x2 D=R? (1.2)

sprendinys, nors visos trys apibréZimo salygos yra patenkintos. Antra vertus, funkcija
x = (C —t)~!, apibrézta intervale (—oo, C') arba intervale (C, 00), yra $ios lygties
sprendinys.

I8 pateikto pavyzdzio iSplaukia, kad (1.2) diferencialiné lygtis turi be galo daug
sprendiniy. Pasirodo, tokia situacija yra bendra, t.y (1.1) lygtis taip pat turi be galo
daug sprendiniy. Norint i§skirti kurj nors viena sprendini, reikia pareikalauti, kad jis
tenkinty tam tikra papildoma salyga. DaZniausiai tokia salyga apibréZiama taip:

Si salyga vadinama pradine arba Kosi salyga. Jeigu (1.1) lygti nagrinésime kartu su
(1.3) salyga, tai toki uZdavinj vadinsime pradiniu arba KoSi uZdaviniu.

Tegu x = p(t), t € (a,b) yra (1.1) lygties sprendinys. Tada funkcija  srityje D
apibréZia kreive, kuri yra vadinama (1.1) lygties integraline kreive.

1.1 teorema. Tegu f yra tolydi srityje D funkcija. Tada V(to, xo)€D egzistuoja toks
(1.1) Iygties sprendinys x = (t), t € {(a,b), kad z(to) = xo.

Trodymus galima rasti [6] knygoje.
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Teoremoje tvirtinama, kad per kiekvieng taska (to, o) € D eina bent viena (1.1)
lygties integraliné kreivé, jeigu tik funkcija f yra tolydi srityje D. Karu yra galima ir
tokia situacija, kai per vieng srities D taska eina kelios (1.1) lygties integralinés kreivés.
Pavyzdziui, lygties

T = 24/|z|

desinioji pusé yra tolydi funkcija visoje plokstumoje R?. Pagal 1.1 teorema per kiek-
vieng taska (tg,zo) € R? eina bent viena ios lygties integraliné kreivée. Tiesiogiai
galima jsitikinti, kad funkcija ¢(t) = 0, kai t € (—o00, 00), o taip pat funkcijos:
(1) = (t—C)2, kaite (C,0);
W =10, kai t € (—o0,C)
ir
() = —(t—C)?, kait € (—o0,C);
v = 0, kai t € (C, —00),

tenkina pastaraja lygti. Tarp Siu funkciju yra be galo daug tokiy, kurios tenkina sa-
lyga p(tp) = 0 (pakanka paimti C' > tg). Todél per taska (to,0) eina be galo daug
nagrinéjamos lygties integraliniy kreiviy.

Apibrézimas. Sakysime, sritis D yra vienaties sritis (1.1) lygciai, jeigu
bet kokie du jos sprendiniai, apibréZti intervale (a, b) ir sutampantys taske to<(a, b),
sutampa visame intervale (a, b).

1.2 teorema. Tarkime, funkcijos f daliné iSvestiné f, egzistuoja ir yra tolydi srityje
D. Tada sritis D yra vienaties sritis (1.1) Iygciai.

Pastaba. Teorema isliks teisinga, jeigu vietoje f, tolydumo pareikalausime,
kad funkcija f srityje D lokaliai tenkinty LipSico salyga kintamojo = atzvilgiu.

Jeigu funkcija f ir jos daliné iSvestiné f, yra tolydzios srityje D, tai pagal 1.2
teorema per kiekviena srities D taska eina lygiai viena (1.1) lygties integraliné kreivé.
Taciau kartais §i savybé iSlieka ir tuo atveju, kai funkcija f yra tik tolydi. PavyzdZiui
lygtis

= f(t)g(x), te(a,b), xz€(c,d) (1.4)

kiekvienam to€(a,b), xo€(c,d) turi vieninteli sprendini, tenkinantj prading salyga
x(to) = xo, jeigu fe C(a,b), ge C(c,d) ir g(z) # 0, Vxe(c,d). Tuo lengvai galime
isitikinti, jeigu atskirsime kintamuosius ir gauta lygti suintegruosime. Taigi sritis

D ={(t,z) : te(a,b), z€(c,d)}
yra vienaties sritis (1.4) lygciai, nors desinioji Sios lygties pusé yra tik tolydi.

ISskirsime kelis atvejus, kai galima garantuoti sprendinio egzistavima ir vienati
visoje nagrinéjamoje srityje.

1.3 teorema. Tegu funkcija f yra tolydi juostoje

D={(t,z):a<t<b —o0<z< o0}
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ir kintamojo x atZvilgiu tenkina Lipsico salyga
|f(t,$)—f(t,f)| SL(t)|$—i‘|, V(t,m),(t,f) €D7 LEC(a,b) (1.5)

Tada ¥(to,x0) € D egzistuoja vienintelis (1.1), (1.3) Kosi uZdavinio sprendinys x =
©(t), apibréZtas visame intervale (a, b); Cia skaiCiai a ir b gali j gyti bet kokias reikSmes,
net ir simbolius c0.

1.4 teorema. Tegu funkcija f yra tolydi juostoje
D={(t,z) :a<t<b, —o0 <z <00}
ir kintamojo x atZvilgiu tenkina LipSico salyga
|f(t,z) — f(t,7)| < Llz —Z|, V(t,z),(z) € D. (1.6)

TadaV/(to,xo) € D egzistuoja vienintelis apréZtas (1.1), (1.3) Ko$i uZdavinio sprendi-
nys x = p(t), apibréZtas visame segmente [a, b].

Apibrézimas. Tegu x = ¢(t),t€(a,b) ir x = P(t),t€{c, B) yra (1.1)
lygties sprendiniai. Be to, tegu (o, 8) C (a, b} ir

gp(t) = ¢(t), Vt€<a’ﬂ>'

Tada sakysime, kad sprendinys x = v (t) yra sprendinio « = (t) siaurinys, o spren-
dinys x = ¢(t) yra sprendinio z = v (t) tesinys.

Kiekvieng (1.1) lygties sprendini, apibréZta intervale {a,b], galima pratesti i de-
Sing, o sprendini, apibréZta intervale [a, b), galima pratesti i kairg. Jeigu z = ¢(t),
te(a,b) yra (1.1) lygties sprendinys ir jo negalima pratesti nei | kairg nei | deSine,
tai toks sprendinys vadinamas pilnuoju, o intervalas (a,b) — maksimaliu sprendinio
egzistavimo intervalu.

1.5 teorema. Tarkime, funkcija f ir jos daliné iSvestiné f, yra tolydZios srityje D ir
(to,xo) — laisvai pasirinktas taSkas srityje D. Tada egzistuoja vienintelis (1.1) lygties
pilnasis sprendinys x = ¢(t), apibréZtas maksimaliame intervale (a,b), tenkinantis
(1.3) salyga. Be to, taskas to€(a,b) ir, kai t — a + 0 arba kai t — b — 0, taSkas
(t,p(t)) artéjaj OD.

Toliau kalbédami apie diferencialinés lygties sprendini, jeigu nenurodyta priesin-
gai, visada turésime omenyje pilnaji sprendini.

Tegu D = {(t,z) : a <t < b, —00 < x < oo} ir f yra tiesiné kintamojo z
atzvilgiu funkcija, t.y. f(t,z) = p(t)z + q(t), p, ¢ € C(a,b). Tada V(ty,z9) € D
tiesiné lygtis

& = p(t)r +q(t)

turi vienintelj sprendini, apibrézta visame intervale (a,b), tenkinantj salyga x(ty) =
xo. I§ tikryju, funkcijos f daliné i§vestine f, = p € C(a,b). Todél 1.3 teoremoje
galime imti L = p.



1.1. SPRENDINIU EGZISTAVIMAS, VIENATIS, PRATESIMAS 7

Tegu D = {(t,x) : a <t < b, —00 < x < oo} ir yra teisinga nelygybé
|fa(t, )| < L, Y(t,z)€D.

Tada V(to, z¢) € D egzistuoja vienintelis apréZtas (1.1), (1.3) Kosi uZdavinio sprendi-
nys, apibréZtas visame segmente [a, b] (Zr. 1.4 teorema). I§ pastarosios nelygybés is-
plaukia, kad funkcija f kintamojo « atZvilgiu auga ne greiiau uz tiesing funkcijg. Tuo
atveju, kai funkcija f kintamojo x atZvilgiu auga greiCiau uZ tiesing funkcija, situacija
gali i§ esmés pasikeisti. Tiksliau, gali atsitikti taip, kad sprendinio negalima prat¢sti
i visa intervala (a,b) arba pratestas i visa intervala (a,b) sprendinys néra apréZtas.
Pavyzdziui, funkcija f (¢, z) = 22 yra apibrézta ir diferencijuojama visoje plok§tumoje
RR?. Todél per kiekviena Sios plok§tumos taska eina lygiai viena lygties

T=x

integraliné kreivé. IS pirmo Zvilgsnio atrodo, kad néra jokiy kliti¢iy sprendini nerib-
otai pratesti tiek i kaire, tiek i deSing. Taciau taip néra. Siuo atveju funkcija f kin-
tamojo x atzvilgiu auga kaip kvadratiné. Todél negalime tvirtinti, kad egzistuoja pas-
tarosios lygties sprendinys, apibréZtas visame intervale (—oo, 0o) ir tenkinantis laisvai
pasirinkta prading salyga x(to) = zo. I8 tikruju, $i lygtis turi sprendinj z(t) = 0,
apibrézta visame intervale (—oo, 0o). Likusius sprendinius galima apibrézti formule

x=(C—1t)""

Giat > Carbat < C, C - laisva konstanta. Tegu o # 0. Tada i8 salygos z(to) = o
randame, kad C' =ty + z, ! Vadinasi, sprendinys

1
r=———"—
to+xy —t

yra apibreztas arba intervale (—oo,to + x5 '), arba intervale (to + x5, 00). Taigi
maksimalus sprendinio egzistavimo intervalas nesutampa su visa tiese. Be to, kai ¢
artéja i intervalo (—oo, to+x; ') arba intervalo (¢o +z; ', 0o) kratinius taskus, taskas
(t,z(t)) artéja | begalybg.

Visi Sie teiginiai apie sprendiniy egzistavima, vienatj ir prat¢sima, iSlieka teisingi ir
normaliajai paprastyjy diferencialiniy lygciy sistemai. Vektoriniu pavidalu ja galima
uzrasyti taip:

z = f(t,z), (t,x) € D; (1.7)

da f = (f1,..., fn) — Zinoma vektoriné funkcija, © = (x1,...,z,) — ieSkoma vek-
toriné funkcija, D — sritis erdvéje R" ™', fe C(D).

Tiesing nehomogening paprastyjuy diferencialiniy lygciy sistema patogu uZraSyti
taip:

&= A(t)z +q(t), (t)€ (a,b); (1.8)
¢ia A = {a,;} — Zinoma n x n eilés matrica, ¢ = colon(q, . .., g») — Zinoma vektorine
funkcija, = colon(z1, . .., 2, ) — ieSkoma vektoriné funkcija, a,5, ¢; € C(a,b).

Apibrézimas. Sakysime, funkcija ¢ : (a,b) — R" yra (1.7) sistemos
sprendinys, jeigu:
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1. Funkcija  yra diferencijuojama intervale (a, b).
2. Taskas (t,¢(t)) € D, Vt € (a, b).
3. Teisinga tapatybeé o(t) = f(t,¢(t)), VYt € {(a,b).

Tegu x = ¢(t), t € (a,b) yra (1.7) lyg€iy sistemos sprendinys. Tada funkcija ¢
srityje D € R apibrézia kreive, kuri yra vadinama Sios sistemos integraline kreive.
Kartu su integraline kreive erdvéje R"™* sprendinys ¢ apibréZia kreive

{r eR":z=p(t), t € {a,b)} CR".

Taip apibrézZta kreive, kartu su apéjmo kryptimi, vadinama trajektorija, o erdvé R"™ —
fazine erdve.

Normalioji paprastyjy diferencialiniy lygciy sistema turi be galo daug sprendi-
niy. Norint i8skirti kurj nors viena, reikia pareikalauti, kad jis tenkinty kokia nors
papildoma salyga. DaZniausiai tai yra pradiné salyga

Tegu D yra vienaties sritis. Tada (1.7) sistemos sprendinys, tenkinantis (1.9) pra-
ding salyga yra funkcija © = z(t, to, zo), apibrézZta aibéje

{(tﬂfml‘o) : (to,.’L‘o) eD, te I(t07l‘0)};

Cia I(to, xo) yra Sio sprendinio apibréZimo intervalas.
Jeigu funkcija f tiesiogiai nepriklauso nuo kintamojo ¢, tai (1.7) sistema vadinama
autonomine. Autonoming sistema vektoriniu pavidalu galima uZraSyti taip:

= f(z), xe€Q. (1.10)

Ivairiy fizikiniy klasikinés mechanikos, ekonomikos, gyvy organizmy ir daugelio kity
sistemy matematiniai modeliai apraSomi autonominémis sistemomis.

Nagrinéjant autonoming sistema, jeigu nenurodyta prieSingai, visada reikalausi-
me, kad funkcija f srityje © tenkinty LipSico salyga. Si prielaida garantuoja, kad
kiekvienam taskui (o, o), xo € 2, egzistuoja vienintelis (1.10) autonominés sistemos
sprendinys « = (t), tenkininantis prading salyga

(p(to):IO (111)

ir apibréZtas maksimaliame intervale I(to, z¢).

Kintamieji € R™ yra vadinami faziniais kintamisiais, o sritis ! C R™ — fazine
erdve. Jeigu x = ¢(t) yra autonominés sistemos sprendinys, apibréZtas intervale I,
tai jis apibréZia parametring kreive srityje Q. Si kreivé vadinama fazine kreive. Faziné
kreive, kartu su jos orentacija, t.y. judéjimo kryptimi kreive, kai laikas ¢ auga, vad-
inama fazine trajektorija. Taigi faziné trajektorija yra integralinés kreivés projekcija
lygiagreciai ¢ aSiai.

IS sprendinio egzistevimo ir vienaties teoremy iSplaukia, kad per kiekvieng taska
xo € € eina vienintelé (1.10), (1.11) Kosi uzZdavinio trajektorija apibrézta tam tikroje
tasko t = t( aplinkoje. Taciau jeigu yra Zinoma, kad trajektorija nepalieka kokio nors
kompakto K C ), tai §ia trajektorija galima pratesti | visa realiy skaiCiy asj. Tiksliau
yra teisinga tokia teorema.
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1.6 teorema. Tegu K yra kompaktas srityje Q) ir x = (t) yra (1.10) autonominés
sistemos sprendinys, apibréZtas maksimaliame intervale (a,b). Tada, jeigu sprendinj
x = ¢(t), t € (a,b) apibréZianti trajektorijay nepalicka kompakto K, tai (a,b) = R'.

aTeguz = ¢(t) yra (1.10) sistemos sprendinys, apibréZtas maksimaliame intervale
(a,b) ir @ = K x (a,b) yra cilindras erdvéje R" ™. Reikia jrodyti, kad (a,b) = R'.
Tarkime priesingai, (a,b) # R!. Pagal teoremos salyga integraliné kreivée {(z,t) :
x = p(t), t € (a,b)} nepalieka cilindro @ per jo Soninj pavirSiy. Todél ji pasiekia
cilindrg jo apatiniame ir virSutiniame pagrinduose: ¢ = a ir ¢ = b. Tai rieskia, kad
taSkuose t = a ir t = b funkcija ¢ yra apibrézta. Todél sprendini z = ¢(t) galima
pratesti i intervalo (a, b) iSorg. Taliau tai prieStarauja tam, kad sprendinys © = ¢(¢) yra
apibréZtas maksimaliame intervale (a,b). Gauta prieStara irodo, kad padaryta prielaida
yra neteisinga ir (a,b) = R'. >

Pastaba. [rodant $ig teorema pasinaudojome tik tuo, kad kiekvienam taskui
(to,xo0), xo € 2, egzistuoja Kosi uzdavinio

= f(z), =(to) =0

sprendinys, apibréZtas kokioje nors tasko ¢ aplinkoje |tg| < d. Todeél i§ funkcijos f
pakanka reikalauti, kad f C(€2) . Jeigu (1.6) teoremos salygos néra patenkintos, taiau
funkcija f tenkina LipSico salyga srityje €2, tai (Zr. 1.4) teorema, galima jrodyti, kad
bet kuris (1.10) sistemos sprendinys 2 = ¢(t) yra apréZtas ir ji galima pratesti i visa
realiy skaiciy asj.

IS kity sistemy autonominé sistema iSsiskiria viena svarbia savybe.

1.7 teorema. Tegu x = (t),t € (a,b) yra (1.10) sistemos sprendinys. Tada x =
P(t) =gt +c),t € (a—c,b—c),c€R, taip pat yra (1.10) sistemos sprendinys.

< Pagal funkcijos v apibréZima

D(t) = @t +¢) = folt + ) = f((1).

Taigi integraliné kreivé x = ¢(t) gaunama i§ integralinés kreivés x = 1(t) poslinkiu
teigiama ¢ aSies kryptimi dydziu C. >
ISvados:

1. Tarkime, € yra vienaties sritis ir z = x(¢, to, ) yra (1.10) sistemos sprendinys,
tenkinantis (1.9) prading salyga. Tada V¢ i§ maksimalaus sprendinio egzistavimo
intervalo yra teisinga lygybé

x(t+ ¢, tog+ ¢, x0) = x(t, to, zo). (1.12)

I8 tikru ju, kai ¢t = ¢, reiskiniai kairéje ir deSinéje sutampa su x. Kadangi {2 yra
vienaties sritis, tai jie sutampa V¢ i$ ju apibréZimo intervalo.

2. Imkime (1.12) formuléje ¢ = —t(. Tada autonominés sistemos sprendinj galima
uzraSyti taip:

x(ta t07 xO) = .I‘(t - t0,0,$0) = Sp(t - th 1‘0)-
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IS cia iSplaukia, kad autonominés sistemos sprendinys priklauso ne nuo laiko
momento ¢, pradinio laiko momento ¢y ir pradinio tasko x(, o nuo laiko atkarpos
t — to ir pradinio tasko zy. Geometriskai Sig savybe galima interpretuoti taip.
Jeigu dvi autonominés sistemos trajektorijos turi bendra taska, tai jos sutampa.
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1.2. KRYPCIU LAUKAS
Tegu f yra tolydi funkcija, apibréZta srityje D C R?. Nagrinésime lygti
= f(t, ). (1.13)

Laisvai pasirinktam taskui (¢,2) C D priskirkime ties¢ su krypties koeficientu k& =
f(t, x), einancia per §i taska. Tiksliau, per taska (¢, z) bréZiame nedidele atkarpéle su
krypties koeficientu k. Visuma tokiy atkarpéliy vadinama krypciy lauku, atitinkanciu
(1.13) lygti (Zr. 1.1 pav.).

T

1.1 pav.

Pagal apibrézima kreivé [ C D yra integraliné tada ir tik tada, kai ji yra glodi ir jos
liestinés krypties koeficientas kiekviename taske (¢, x) sutampa su f (¢, x). Taigi (1.13)
lygtis apibrézia sarysi tarp kiekvieno integralinés kreivés tasko ir jos liestinés kryp-
ties koeficiento tame paciame taske. Sis sarysis leidzia gauti kokybinj integraliniy
kreiviy vaizda tiesiogiai i§ pacios lygties, jos tiksliai nesprendZiant. Norint apytiksliai
nubréZti inegralines kreives, i§ pradziy tikslinga rasti geometring vieta taskuy, kuriuose
krypciy laukas yra pastovus. Si geometriné vieta taiky vadinama izokline. Izoklinés
yra apibréziamos lygtimi f(z,y) = k.
Pavyzdziai:

1. Nagrinésime lygti
T =ua/t. (1.14)

Kiekviename taske (¢,z) € R?, igskyrus koordina&iy pradzios taika, iesko-
mos integralinés kreives krypties koeficientas k = /¢, t.y. sutampa su tiesés,
einandios per koordinadiy pradZia ir taska (¢, x), krypties koeficientu (Zr. 1.2

pav.).
x x
VU 1
\ / — ~
N MW, s VD TN
N \i1y /// g SN
::\\\\\*///:: S SN
—= =—— Tttt
P N t A NF ot
e // \\ ~ \ ~ |1 - /
A 1A TN N s
/ \ S~ -7
RN




12

1. BENDROS SAVOKOS

Todél (1.14) lygties integralinés kreivés yra pustiesés

xr=kt, keR, t#N0.

. Nagrinésime lygti

i=—t/z. (1.15)

Kiekviename ieSkomos integralinés kreivés taske, iSskyrus koordinaciy pradzios
taska, liestinés krypties koeficientas k = —t/x. Kadangi —t/x - 2/t = —1, tai
krypciy laukas sukonstruotas pirmame pavyzdyje yra ortogonalus (1.15) lygties
krypciu laukui (Zr. 1.3 pav.). Kartu galime tvirtinti, kad (1.15) lygties inte-
gralinés kreivés yra pusapskritimiai

t?+22=ad? a€R, x#0

su centru koordinaciy pradzioje.

. Nagrinésime lygti

i=—a/t, t+#0. (1.16)

IS pradZiy rasime geometring vieta tasku, kuriuose krypciy laukas turi ta patj
krypties koeficientg k. Priminsime, kad taip apibrézta aibé tasky vadinama izok-
line. Nagrinéjamu atveju izoklinés yra pustiesés

—z/t=ksx=—kt, t#0.

Ju taskuose laukas turi ta pacia krypti (Zr. 1.4 pav.).

t

k=-22=2t
:—l’x:
k=-1/2,z=1t/2

k=1/2, z=—t/2

1.4 pav.

NubréZe pakankama skaiiy izokliniy galime spéti, kad integralinés kreivés yra
hiperboliy Sakos. IS tikruju, atskyre (1.16) lygtyje kintamuosius ir gauta lygti
suintegrave, gausime, kad integralinés kreivés yra hiperboliu, apibrézZty lygtimi
x = C/t, t # 0, Sakos.

4. Nagrinésime lygti

i =2z /t. (1.17)
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Siuo atveju izoklinés yra pustiesés
1
2x/t:k<:>x:§kt, t #0.

Ju taskuose laukas turi ta pacia krypti (Zr. 1.5 pav.).

x k=4, =2t
k=2x=t
k=1,z=t/2
t
k=-1,x=1t/2
k=-2x=t
k=—-4,x=2t
1.5 pav.

Nubréze pakankama skaiCiy izokliniy galime spéti, kad integralinés kreivés yra
pusparabolés, iSeinancios i§ koordinaciy pradzios. IS tikryju, atskyre (1.17) lyg-
tyje kintamuosius ir gautg lygti suintegrave, gausime, kad integralinés kreivés
yra pusparabolés, apibréZiamos lygtimi x = Ct2.

5. Nagrinésime lygti
&= —xz/tht, t#0. (1.18)

Siuo atveju izoklinés yra kreives, apibréztos lygtimi
—z/tht =k < x = —ktht, ¢t#0.

Ju taskuose laukas turi tg pacia krypti (Zr. 1.6 pav.).

k=-2,x=2tht
-k =—-1,z=tht

1.6 pav.

Nubréze pakankama skaiCiy izokliniy galime spéti, kad integralinés kreivés yra
"hiperboliy" Sakos. IS tikruju, atskyre (1.18) lygtyje kintamuosius ir gauta lygti
suintegrave, gausime, kad integralinés kreivés yra hiperboliy, apibréZty lygtimi

C

=— t#0
z Chta 757
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Sakos.

. Nagrinésime lygtj

i=t+t/z, x#0. (1.19)

Sia lygti atitinkanCios izoklinés yra hiperbolés, apibréziamos lygtimi (7r. 1.7
pav.)

t
t+t/r=kexr=—.
/ k—t
Ju asimptotés yra tiesés x = —1irt = k.
— 1 T X
b 72,\ - a?/: t
A
| 7
AN M W ’
: 1 1 . wW—
N\ [/ \\\ /// t
RN Wy
== _____7/_ i\T___x:_l
e i \owo
[ W4 \\
T .
| | N
| | \
1.7 pav. 1.8 pav.

Rasime integraliniy kreiviy iSkilumo ir {gaubtumo taskus. IS matematinés ana-
lizés kurso Zinome, kad iskilumo (i gaubtumo) taskai randami i salygos & < 0,
(Z > 0). Pasinaudojg (1.19) lygtimi, gausime

&= (z+1)(z—t)(z+t)z >

I§ &ia randame, kad plokstuma R? dalinasi { sritis w_ ir w,, kuriy taskuose
Z < 0irZ > 0 (zr. 1.8 pav.). Kadangi izoklinés ¢ + ¢/x = k yra simetrinés
z aSies atzvilgiu, tai integralinés kreivés taip pat yra simetrinés x aSies atzvil-
giu. Apibendring visa tai gausime gana tiksly (1.19) lygties integraliniy kreiviy
kokybini vaizda (zr. 1.9 pav.).

=<

1.9 pav.
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Atskyre (1.19) lygtyje kintamuosius ir gauta lygti suintegrave, lengvai rasime
nagrinéjamos lygties integralines kreives. Jos yra apibréZiamos lygtimi x = 1 ir
lygtimi

r—Inlz+1]=t*/2+C;

¢ia C' —laisva konstanta. Atkreipsime démesi i tai, kad gauti integraliniy kreiviy
kokybini vaizda tiesiogiai i§ Siy lyg€iy néra lengviau kaip i$ pacios (1.19) lyg-
ties.

IS iy pavyzdziy matome, kad integraliniy kreiviy kokybini vaizda pilnai nusako
lygties desinioji pusé, t.y. funkcija f. Tiksliau, skirtingas funkcijas f atitinka skirtingi
integraliniy kreiviy portretai. Taciau kartais jie turi daug bendry bruozy. PavyzdZiui,
1.4 ir 1.6 pav. pavaizduotos integralinés kreivés yra panaSios. Be to, jos turi tas
pacias asimptotes ir kiekviena vieno paveikslélio integraling kreive atitinka viena kito
paveikslélio integraliné kreivé. Apie tokiy integraliniy kreiviy Seimas sakoma, kad jos
yra kokybiskai ekvivalencios.
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1.3. AUTONOMINES LYGTYS TIESEJE

Siame skyrelyje nagrinésime pirmosios eilés specialiojo pavidalo lygtis. Tiksliau, lyg-
tis, kuriy deSinioji pusé tiesiogiai nepriklauso nuo laiko %, t.y.

i=f(z), z¢€(ab)CR. (1.20)

Tokios lygtys vadinamos autonominémis. Ju sprendinio kitimo greitis priklauso tik
nuo paties sprendinio. Kitais ZodZiais tariant, tokiy lyg¢iy sprendinys pats valdo savo
keitimasi.

Parodysime, kad autonomines lygtis galima suskirstyti i kokybiSkai ekvivalenCias
lygciy klases. IS pradziy priminsime, kad autonominés lygtys iSsiskiria i$ kity viena
svarbia savybe. Jeigu @ = ¢(t),t € (a,b) yra (1.20) lygties sprendinys, tai z =
P(t) = p(t+¢),t € (a—¢,b—¢),c € R, taip pat yra (1.20) lygties sprendinys (Zr.
(1.7) teorema).

I§vada. Tegu x = ¢(t) yra (1.20) lygties sprendinys, apibréZtas V¢ € R ir
I — Sio sprendinio reik§miy sritis. Be to, tegu per kiekviena juostos II = R x I
taska eina tik viena (1.20) lygties integraliné kreivé. Tada bet kurig kita Sios lygties
integraling kreive, esanlia juostoje II, galima apibrézti lygtimi x = (¢t + ¢),c € R.
Taigi integralinés kreivés juostoje II gaunamos viena is kitos poslinkiu ¢ aSies kryptimi.

Pavyzdys. Lygtis

T=2x

turi trivialy sprendinj z(¢) = 0,¢ € R ir netrivialius sprendinius z = (¢ — ¢)7!, kai
t > cbeix = (c—t)7!, kait < c. Pastaruosius sprendinius atitinkanios integralinés
kreivés yra hiperbolés (Zr. 1.10 pav.).

X

1.10 pav.

Integralinés kreives dalina plok§tuma R? { dvi pusplokstumes = > 0 ir z < 0. Pus-
plokStuméje x > 0 bet kurig integraling kreive galima gauti paslinkus virS§uting hiper-
bolés » = —t~! Saka ¢ aSies kryptimi. Analogi¥kai pusplokstuméje x < 0 bet kuria
integraline kreive galima gauti paslinkus apating hiperbolés © = —t~! Saka t aies
kryptimi.

Integraliniy kreiviy Seimu, kurios gaunamos viena i$ kitos poslinkiu ¢ aSies kryp-
timi, kokybinj vaizda nusako kiekvienas individualus sprendinys. Savo ruoZtu kiek-
vieno tokio sprendinio kokybinj vaizda apibrézia funkcija f. Jeigu kokiame nors taske
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x = c funkcija f(c) = 0, tai funkcija
Sp(t) =¢ le (7005 OO)

yra (1.20) lygties sprendinys. Toks sprendinys vadinamas stacionariuoju sprendiniu,
o ta8kas c-pusiausvyros tasku. Jeigu f(z) # 0, ty. f(x) > 0, arba f(z) < 0, tai
kiekvienas (1.20) lygties sprendinys yra arba didéjanti, arba mazéjanti funkcija. Tokias
sprendiniy savybes patogiau vaizduoti = aSyje negu (¢, x) plok§tumoje. Pavyzdziui
taskas x = 0 yra lygties
rT=2x

pusiausvyros taSkas. Kai x > 0, visi Sios lygties sprendiniai yra didé¢jancios, o kai z <
0 — maZzéjandios funkcijos. Integraliniy kreiviy kokybinis vaizdas (¢, z) plok§tumoje
ir x aSyje pavaizduotas 1.11 paveikslélyje. Lygties

t=x2-1

pusiausvyros taskai x = +1. Kai x > 1 arba x < —1, visi Sios lygties sprendiniai yra
didéjancios, o kai —1 < x < 1 —maZéjancios funkcijos. Integraliniy kreiviy kokybinis
vaizdas plokStumoje (¢, x) ir  aSyje pavaizduotas 1.12 paveikslélyje.

b
//_>/

1.11 pav. 1.12 pav.

A

/
<

0

Geometrinis sprendiniy kokybinis vaizdas x aSyje vadinamas faziniu portretu, x asis —
fazine asimi, o jos taSkai-faziniais taskais. Jeigu sprendinys z = ¢(t) néra pusiausvy-
ros taskas, tai ¢ yra arba didéjanti, arba maZéjanti funkcija. Todél jeigu pusiausvyros
tasky yra baigtinis skaiCius, tai ji atitinkanciy skirtingy faziniy portrety taip pat yra tik
baigtinis skaicius. Cia, sakydami "skirtingi", turime omenyje, kad jie skiriasi sritimis,
kuriose sprendiniai didéja arba mazéja. Pavyzdziui lygties # = 2 fazinis portretas,
pavaizduotas 1.13 paveikslélyje

e

1.13 pav.

skiriasi nuo fazinio portreto lygties & = x, pavaizduoto 1.9 paveikslélyje. Akivaizdu,
kad vieno pusiausvyros tasko atveju yra galimi tik keturi skirtingi faziniai portretai (Zr.
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1.14 paveiksleli).

Qe
e

e
e

1.14 pav.

Pusiausvyros taskas a vadinamas atraktoriumi , taskai b ir ¢ — Suntu, o taskas d — re-
peleriu.

Apibrézimas. Sakysime, skirtingos diferencialinés lygtys yra kokybiskai
ekvivalencios, jeigu jos turi ta pati fazini portreta, t.y. turi vienoda skaiciy ta pacia
tvarka iSsidéscCiusiy pusiausvyros tasky.

PavyzdZiui, lygtys:

yra kokybiskai ekvivalencios. Jos turi viena pusiausvyros taska — repelerj. Lygtys:

t=(x+2)(x+1), =2-1

taip pat yra kokybiSkai ekvivalencios. Jos turi po du pusiausvyros taskus. Vienas i$ ju
yra atraktorius, o kitas — repeleris. Be to, atraktoriy atitinka maZesnioji reikSmé (Zr.
1.15 pav.).

1.15 pav.
Lygtys:
it=—(z+2)(x+1), i=2-1
néra kokybiSkai ekvivalencios. Jos turi po du pusiausvyros tasSkus: atraktoriy ir re-
peleri. Taciau jie yra iSsidéste prieSinga tvarka (Zr. 1.16 pav.).

Py Py P
< @ L

-2 -1 -1
1.16 pav.

—e

Diferencialinés lygtys gali turéti be galo daug pusiausvyros tasky (pvz. lygtis & =
sin x). Todél skirtingy faziniy portrety taip pat gali biiti be galo daug. Taciau, bet kuris
fazinis portretas gali turéti ne daugiau kaip keturis skirtingus pusiausvyros taskus.
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1.4. AUTONOMINES LYGTYS PLOKSTUMOJE

Autonoming diferencialiniy lyg&iu sistema plokitumoje R? galima uZrasyti vektoriniu
pavidalu

i = f(x); (1.21)

Gax = (v1,12) € R f = (f1, f2). Teguz = @(t), ¢ = (@1, p2) yra §ios sistemos
sprendinys. Tada fazinéje plokstumoje R? jis apibréZia kreive. Jeigu §i kreivé néra
taskas, tai jai galima priskirti apéjimo krypti, kai laikas ¢ auga. Priminsime, kad kreive,
kartu su jos apéjimo kryptimi, vadinama trajektorija.

Bendru atveju (1.21) sistemos sprendiniai priklauso nuo dvieju laisvy konstan-
ty. Todél fazinéje plokstumoje R? Sie sprendiniai apibréZia dviparametring kreiviy
(trajektorijuy) Seima. Norint gauti kokybini (1.21) sistemos trajektorijy vaizda, reikia
Zinoti kaip kinta fazinis taSkas x fazinéje plokStumoje R?, kai laikas ¢ auga. Taigi
(1.21) sistemos fazinis portretas yra dvimatis, o jos kokybini vaizda nusako kreiviy
Seima kartu su juy apéjimo kryptimi.

Kokybinj (1.21) sistemos tyrima plok§tumoje R? pradésime nuo $ios sistemos pu-
siausvyros tasky. Taskas ¢ = (c¢1,¢2) € R? yra (1.21) sistemos pusiausvyros taskas,
jeigu f(c) = 0. Pusiausvyros taska c atitinka stacionarusis (1.21) sistemos sprendinys
Qﬁ(t) =cte R? ¥ = (9013902)'

ISsiaiskinsime (1.21) sistemos trajektoriju galima elgesi pusiausvyros tasko aplin-
koje. Tuo tikslu iSnagrinésime keleta paprasCiausiy sistemy su vienu pusiausvyros
tasku.

1 Pavyzdys. Sistema
T = —x1, Xo= —Tg (1.22)
turi pusiausvyros taska (0, 0) ir i$siskaido i dvi lygtis, kuriy sprendiniai
r1(t) = Cre™,  z9(t) = Coe™?, t€ (—00,).
IS Siy formuliy eliminave kintamaji ¢ gausime, kad sprendiniai =1, x5 tenkina lygti
x1 = kag, k=C1/Cs.

Todél galime tvirtinti, kad kiekviena (1.22) sistemos trajektorija yra kokioje nors tiesé-
je, einancioje per koordinaciy pradzia. Be to, kai t — oo,

[z ()] = 0, |z2(t)] = 0.
Taigi kiekvienas (1.22) sistemos fazinis taskas artéja prie koordinaciy pradzios tasko

tiese 1 = kxo, kai t — oo. Fazinis (1.21) sistemos portretas pavaizduotas 1.17
paveikslélyje.
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T2 Z2

1 1

1.17 pav. 1.18 pav.

2 Pavyzdys. Sistema
T, = —x1, o= —2x9 (1.23)
turi pusiausvyros taska (0, 0) ir iSsiskaido i dvi lygtis, kuriy sprendiniai
z1(t) = Cre™", ma(t) = Coe™?, t € (—o0,00).
I$ iy formuliy eliminave kintamaji ¢, gausime, kad sprendiniai x1, x2 tenkina lygti
Ty = ka}, k=Cy/Ci.

Be to, kai t — oo,
[z1(t)] = 0, |z2(t)] — 0.

Taigi kiekvienas (1.23) sistemos fazinis taskas juda parabole x5 = kz? ir artéja prie
koordinaciy pradZzios, kai t — oco. Fazinis (1.23) sistemos portretas pavaizduotas 1.18
paveikslélyje.

3 Pavyzdys. Sistema

T = —x1, oo =9 (1.24)
turi pusiausvyros taska (0, 0) ir i$siskaido { dvi lygtis, kuriy sprendiniai
z1(t) = Cre™",  x9(t) = Cae’, te€ (—o0,00).
IS iy formuliy eliminave kintamaji ¢, gausime, kad sprendiniai x1, x2 tenkina lygti
rixe =k, k=C1Cs.

Be to, kai t — oo,
lz1(t)] = 0, |z2(t)] — oo

Taigi kiekvienas (1.24) sistemos fazinis taskas juda hiperbole z;z2 = k ir artéja | be-
galybe, kai ¢ — oo. Fazinis (1.24) sistemos portretas pavaizduotas 1.19 paveikslélyje.
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T
T2
1 \EJJ 1
1.19 pav. 1.20 pav.
4 Pavyzdys. Sistema
.1'31 = T2, .1'32 = —I (125)

turi pusiausvyros taska (0, 0). Apibrézkime polines koordinates
T1 =TCcosp, To =rSsine.

Naujose koordinatése gausime sistema

kurios sprendiniai
’I"ch, (p:_t+02.

Grize prie seny kintamuju x;, 2, rasime (1.25) sistemos sprendinius
x1(t) = Cycos(—t + C3), w2(t) = Cysin(—t+ Cq), t€ (—o0,00).
I8 Siy formuliy eliminave kintamaji ¢, gausime, kad sprendiniai 1, 2 tenkina lygtj
i 4ai=C% C=0.

IS (1.25) lygties iSplaukia, kad pusplokStuméje xo > 0 sprendinys x; didéja, o pus-
plokStuméje xo < 0 — maZéja. Be to, pusplokStuméje x1 > 0 sprendinys xo maZzéja,
o pusplokStumeéje z; < 0 — didéja. Taigi (1.25) sistemos trajektorijos yra koncentruoti
apskritimai su centru pusiausvyros taske (0,0) ir apéjimo kryptimi pagal laikrodZio
rodykle, kai laikas ¢ didéja. Fazinis (1.25) sistemos portretas pavaizduotas 1.20 pa-
veikslélyje.

5 Pavyzdys. Sistema

T1 =21, Xo=1x1+ T2 (1.26)
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turi pusiausvyros taska (0, 0) ir sprendinius
z1(t) = Cre’,  wa(t) = e'(Cit + Cy), t€ (—00,).
Eliminave kintamaji ¢, gausime, kad sprendiniai z1, x5 tenkina lygti
29 =x1(Inxzy/Cy + C2/Ch).

Antrosios eilés iSvestingé d?zy/dx? = 1/x1. Todél visos trajektorijos yra iskilos, kai
x1 > 01ir jgaubtos, kai z; < 0.

Tegu C > 0. Tada sprendinys x; didéja nuo 0 iki oo, kai ¢ kinta nuo —oo iki +o0.
Sprendinys x5 — 400, kai t — +o0, ir o — —0, kai t - —o0. Kai C; = 0, turime
sprendini

.’El(t) = 0, ifg(t) = Czet, te (—OO, +OO)

Kai C; < 0, kiekviena sistemos trajektorija yra simetriné koordinaciy pradZios tasko
atzvilgiu vienai is trajektoriju, atitinkanciy atvejj C7 > 0. Tuo lengvai galima jsitikinti
ir i§ pacios sistemos. Reikia tik pastebéti, kad ji yra invariantiska keitinio x1 — —x1,
To — —xo atzvilgiu. Be to, iS pacios sistemos iSplaukia, kad

1 >0, kai x>0,
1 <0, kai x1 <0,
To > 0, kai x1 4+ x9 > 0,
To <0, kai x1 4+ 29 < 0,
(tg :0, kai 1+ T2 =0.

Fazinis (1.26) sistemos portretas pavaizduotas 1.21 paveikslélyje.

)

1

P

1.21 pav. 1.22 pav.
6 Pavyzdys. Sistema

S.Cl = X2, S.CQ =1 (127)

turi pusiausvyros taka (0, 0). Padaling antrajg Sios sistemos lygti i§ pirmosios, gausi-
me paprastaja diferencialing lygti
d.]?g Tq

or2 M1 0
dlﬂl 1'2) 1;275
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kintamuju x1, x5 atzvilgiu. Sios lygties sprendiniai yra hiperbolés

x5y — 2 =C.
Ju asimptotés yra tiesés x1 +x2 = 0ir z; —x2 = 0. Hiperboliy apéjimo krypti galima
nustatyti i§ (1.27) lyg€iu. PavyzdZiui, ©5 > 0, kai 1 > 0, 1 > 0, kai 2 > 0, t.y.
pusploksStuméje 1 > 0 sprendinys x2 auga, o pusplokStuméje x2 > 0 auga sprendinys
z1. Fazinis (1.27) sistemos portretas pavaizduotas 1.22 paveikslélyje.

Norint nubrézti (1.21) sistemos trajektorijy kokybini vaizda, nevisada bitina Zinoti
jos sprendinius apibréZiancias formules. Tai galima padaryti nesprendZiant pacios sis-
temos. Siuo atveju reikia pasinaudoti izokliniy metodu.

Tarkime, funkcija f yra apibréZta srityje Q@ C R?. Kiekviename taske = €  yra
apibréZtas vektorius . giq vektoriy visuma sudaro krypciy lauka. Priminsime, kad
izokliné yra geometriné vieta tasky, kuriuose krypciy laukas yra pastovus, t.y.

d
d—zj = k = const.
Ypatingai ijdomds tie izokliniy taskai, kuriuose dzs/dxz, lygus nuliui arba begalybeti,
t.y. izoklinés, kuriose 22 = 0 arba ; = 0.
7 Pavyzdys. Sistemos

@] =23, Do =11 (1.28)

vienintelis pusiausvyros taskas yra koordinaciy pradzioje. Izoklinés yra apibréZiamos
lygtimi

r1/x3 = k.
Kai o5 = 0, turime k£ = oo. Kai 1 = 0, turime k£ = 0. Kitoms & reikSméms izoklinés
yra parabolés x1 = kx3. PavyzdZiui,

k=1/2, paraboléje z1 = 3/2,
2

k=1, paraboléje z1 = 23,
k=2, paraboléje 1 = 222,
k= —1/2, paraboléje z1 = —x3/2,
k=—-1, paraboléje 1 = —a3,
k=-2, paraboléje 7 = —2x3.

Trajektoriju apéjimo krypti nusako sistemos lygéiy deSiniosios pusés. I§ pirmosios
lygties iSplaukia, kad z; didéja, kai ¢ kinta nuo —oo iki co. IS antrosios lygties gau-
name, kad x5 didéja, kai 1 > 0 ir mazéja, kai 1 < 0.

Padaling antraja Sios sitemos lygti i§ pirmosios, gausime paprastaja diferencialing
lygti

dJ?Q X1

e 2L 0
dl’l $§7 -1‘27é

kintamuju z1, x5 atzvilgiu. Sios lygties sprendiniai yra apibréZiami formule

r3 — 3z = C.



24 1. BENDROS SAVOKOS

Kai C' = 0, gauname trajektorija 23 — 322 = 0, einanCia per koordinaciy pradZia.

Trajektorijy fazinis portretas pavaizduotas 1.23 paveikslélyje.

€2

SN

N

1.23 pav. 1.24 pav.

8 Pavyzdys. Sistema
i’l = —X122, $2:$?+$g
turi vienintelj pusiausvyros taska (0, 0). Jos izoklinés apibréZiamos lygtimi

_x% + x% —
T1T2 .
IS Sios lygties iSplaukia, kad k£ > 2 ir izoklinés yra tiesés
Ty = T,

¢ia o yra randamas iS lygties
14 a?
@

=k.

Ty

(1.29)

Kai o = 0, turime k = oo. Todél visos trajektorijos kerta statmenai z; asj. Kai
a — 00, k — o0o. Kai z1 = 0, turime trajektorija, apibrézta lygtimi i5 = 3. Kitoms

k reik§méms izoklinés yra tiesés o = auxry. PavyzdZziui,

k= 5/2, tiesese To = 721’17 To = 7171/2,

k=2, tieséje x9 = —xq,
k= —5/2, tiesése o =21, 3 =x1/2,
k=-2, tieséje x9 = x1.

Trajektorijuy apéjimo krypti nusako lygciy sistemos deSiniosios pusés. I$ pirmosios
lygties iSplaukia, kad x; didéja, kai ¢ kinta nuo —oo iki co. IS antrosios lygties gau-
name, kad x5 didéja, kai x1 > 0 ir maZéja, kai z; < 0. Fazinis (1.29) sistemos portretas

pavaizduotas 1.24 paveikslélyje
9 Pavyzdys. Nubrézti sistemos

j,‘l = x%, j,‘g = 332(2.131 — 332)

(1.30)
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trajektorijy kokybinj vaizda. Nagriné¢jamu atveju
fi@) =23, fo(x) = 22(221 — 22).

Todél lygtis f(z) = O turi tik trivialy sprendinj x = (0, 0). Kartu galime tvirtinti,
kad vienintelis (1.30) sistemos pusiausvyros taskas yra koordinaciy pradZioje. Be to,
f(x) = f(—=x). I8 &a iSplaukia, kad visos trjektorijos yra invariantinés keitinio x —
—x atzvilgiu. Atkreipsime démesi, kad izokliné ©; = 0 sutampa su zo aSimi. Jos
taSkuose @9 = —ax3. Todél egzistuoja trajektorija, einanti per §ia a%j. Tiksliau ji jeina
i koordinaciy pradzia, kai x5 > 0 ir iSeina i§ jos, kai zo < 0. Kai 21 # 0, izokliniy
lygti galima uZrasyti taip:

xZ2 (25(71 — 1‘2)

P =k <= 27— (21— 29)* = kal

I§ jos randame
22(1—k) = (z1 — 22)*%.

Taigi k < 1, o izoklinés yra apibréZiamos lygtimi
T = .%‘1(1 +v1-— /{3)

Kai k = 1, izokliné yra tiesé x5 = x;. Per §ia ties¢ einanciy trajektorijy kryptis nusako
lygtys @y = 2%, 4 = 3. I8 §iy lygdiy iSplaukia, kad funkcijos ;1 ir x5 didéja, kai
laikas ¢ auga. Todél per §ig ties¢ einanti trajektorija jeina | koordinaciy pradzia, kai
x1,%2 < 0 ir iSeina i§ koordinaciy pradzios, kai x1,x2 > 0. Kitoms k reikSméms
izokliné yra pora tiesiy. Pavyzdziui,

k=0, tiesese w9 = 0ir zo = 221,
k=1/2, tiesése o =x1(14+/2/2),
k=3/4, tiesése x2=u1z1(1£1/2),
k= —1, tiesése x93 =21(1£+/2),
k= -2, tiesése xo=x1(1+3),
k= -3, tiesése oy = 3xiirxs = —x1.

Trajektorijy iSkilumo (jgaubtumo) taskai randami i$ salygos
d?zo/dxt >0 (d*wy/dx? <0).
Nagringjamu atveju iy = z2[(221 — 22)% + (v1 — 22)? + 23], #1 = 223. Todél

2 . . .. . 2
d To o1 — X1T2 - 2£E2(1‘1 — 1‘2) .

2 -3 - 4 ?
dxy 5 ]

Taigi pusplok§tuméje x2 > 0 trajektorijos yra iskilos, o pusplokStuméje zo < 0 —
igaubtos. Fazinis (1.30) sistemos trajektorijy vaizdas pavaizduotas (1.25) paveikslély-
je.
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€2 €2

L

. /// "
1.25 pav. 1.26 pav.

Tarkime, funkcija f yra apibréZta ir tolydi srityje Q C R Jeigu Voo C Q ir
Vto € R egzistuoja vienintelis 1.21 sistemos sprendinys © = ¢(t) toks, kad ¢(ty) =
xg, tai per kiekviena srities {2 taska eina lygiai viena (1.21) sistemos trajektorija. Jeigu
vienaties néra, tai daZniausiai jos néra kokios nors kreivés, esancios srityje {2, taSkuose.
Sios kreivés tasky aplinkoje trajektoriju kokybinj vaizda ne i§ karto galima nustatyti
vien tik pagal sistemos deSing puseg.

10 Pavyzdys. Sistema

iy =322°, dy=1 (1.31)
pusiausvyros taSky neturi. Jos sprendiniai randami i$§ formuliy
$1<t):(t+01)3, xz(t):t—‘rCQ.

Be to, yra dar vienas sprendinys

(El(t) 0, .’Ez(t) :t+02

Imkime Siose formulése Cs = 0, C; = —c. Abiem atvejais taskas

(z1(c), z2(c)) = (0,¢).

Vadinasi taskas (0, ¢) guli ne maZiau kaip dviejose skirtingose trajektorijose. Elimi-
nave i$ iy formuliy kintamaji ¢, gausime, kad (1.31) sistemos trajektorijos yra apibré-
Ziamos lygtimis:

r1 = (z2 + C)?, 1 = 0;

¢ia C = (7 — (5. Taigi trajektorijos yra kubinés parabolés, lieCianCios asj xo. Ju
apéjimo krypti lengvai galima nustatyti i§ (1.31) sistemos desinés pusés. Fazinis siste-
mos portretas pavaizduotas 1.26 paveikslélyje.

Toliau nagrinésime tik tokias sistemas, kurios tenkina vienaties salyga. Priminsi-
me, kad §i salyga yra patenkinta, jeigu funkcija f yra diferencijuojama.

IS pateikty pavyzdZiu matome, kad iS trajektorijy sudaryty skirtingy geometriniy
konfigiiracijy gali biiti be galo daug. Kartu galime tvirtinti, kad skirtingy pusiausvyros
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tasky taip pat gali biiti be galo daug. Tiesa, Cia, kaip ir 1.3 skyrelyje, reikia susitarti, ka
reiSkia Zodis ,,skirtingi “. Priklausomai nuo nagrinéjamy sistemy bei keliamy reikalav-
imy galima pasirinkti i vairius kriterijus.

PavyzdZiui, galime nekreipti démesio i trajektoriju, ieinanciy i pusiausvyros taska,
forma. Tiksliau, tegu a yra sistemos @ = f(x), o b sistemos & = g(x) pusiausvyros
taskai. Be to, tegu sistemos & = f(x) visos trajektorijos sueina i taska a, o siste-
mos & = g(z) — | taska b. Tada nataralu tokius nagrinéjamy sistemy taskus laikyti
,,vienodais“. Pagal §j apibrézimg sistemos & = — f(x) pusiausvyros takas a ir siste-
mos & = g(x) pusiausvyros taskas b yra , skirtingi“, nes sistemos & = — f(x) visos
trajektorijos iSeina iS tasko a. Be to, galime iSskirti tiesines sistemas. Kiekvieng tokia
sistema atitinka kvadratiné matrica. Sia matrica galima suvesti | Zordaninj pavidala.
Pagal tai, kokie yra Sios matricos Zordano langeliai, galima klasifikuoti tiesiniy sis-
temy pusiausvyros taskus (Zr. 2.1 skyrelj).
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1.5. FAZINIS SRAUTAS

Tegu 2 yra kokia nors sritis erdvéje R™ ir f — apibrézta srityje (2 funkcija. Autonominé
sistema
= f(x), xe€q, (1.32)

apraSo jvairius fizikinius procesus. §iu procesy dinamika nusako fazinio tasko x
judéjimas fazingje erdvéje. Toks poZitris leidZia autonominei sistemai ir jos spren-
diniui suteikti kitokia prasme.

Tegu x = z(t) yra (1.32) sistemos sprendinys. Kiekvienu laiko momentu ¢ taskas
x(t) yra fazingje erdvéje R™ ir, didéjant laikui, juda tam tikra trajektorija greifiu
& = f(x). Todél galima manyti, kad (1.32) sistema apibréZia srautg tasky fazinéje
erdvéje R", o funkcija f-Sio srauto greiti kiekviename taske = € (2. Tarkime to-
liau, kad yra patenkintos egzistavimo ir vienaties teoremy salygos. PavyzdZiui, tegu
funkcija f srityje (2 tenkina LipSico salyga. Tada Vz( € 2, ty € R egzistuoja vienin-
telis (1.32) sistemos sprendinys « = x(t, to, o), tenkinantis salyga z(to, to, o) = xo.
Sis sprendinys nusako tagko xq evoliucija, t.y. praeiti, kai t < t ir ateiti, kai t > to. I§
tikruju tasko x(t, to, xo) padéti fazinéje erdvéje nusako ne laiko momentas ¢, o laiko
atkarpa t — to, per kuria taskas xo pereina i taska x(t, to, zo) (Zr. 1.1 skyreli). Todél
sprendini x = x(t, to, xo) galima uZraSyti taip:

x = @(t — to, xo).
Laiko momentu ¢ = ¢ + 7 taskas
x(to + 7, to, o) = (7, o).
Laiko momentu ¢ = tg + 7 + s taskas
x(to + 7+ 8, to, x0) = (7 + 8, 20).
Antra vertus, per laiko atkarpa [to + 7, to + 7 + s] taSkas x(to + 7, to, xo) pereis i taska
x(to + 7+ s,t0 + 7, x(to + 7, to, o)) = @(s, (T, 20)).
Taciau
x(to + 7+ s, t0,x0) = x(to + 7+ s,t0 + 7, 2(to + 7, to, 0)).

Todél
90(7— + s, ZL'()) = 50(57 90(7—7 xO))v (1.33)

jeigu tik yra apibréztos kairé ir deSiné pastarosios lygybés pusés (Zr. 1.27 pav.).
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Fiksuotam 7 i funkcija ¢(7, ) galima Ziaréti kaip | operatoriy, veikiantj i$ srities
Q i sritj Q. Sis operatorius vadinamas evoliucijos operatoriumi ir Zymimas . Visuma
operatoriu {, } vadinama faziniu srautu. Tarkime, visus (1.32) sistemos sprendinius
galima pratesti | visa realiy skaiiy asj. Tada (1.33) formule galima perraSyti taip:

Ps+r = Ps 0 Pr Vs, 7 € R.

Be to, g = @5 0 p_g yra tapatus operatorius. Taigi (1.32) sistemos fazinis srautas
{¢+} yrasrities  transformacijy vienparametriné grupé. Remiantis bendra paprastuju
diferencialiniy lygc€iy teorija galima tvirtinti, kad:

1. Kintamojo x atZvilgiu operatorius ¢,, kartu ir atvirkitinis operatorius ¢; ' =
(p_y, yra tolydus.

2. Operatorius ¢, Yop, =p_ 40 wr ! yra tapatus.

Todél operatorius
O ! Q— Lpt(Q)

yra homeomorfizmas. Be to, jeigu funkcija f € C¥(Q), tai operatorius ¢; yra Ck
klasés difeomorfizmas.
Pavyzdys. Tiesinés lygties

i = kx (1.34)
sprendinys, tenkinantis salyga z(to) = xo, yra apibréZiamas formule
z(t) = ePlto) g,

Todél
Pt—to(20) = X tt0) g,

Taigi evoliucijos operatorius (o, tadka x atvaizduoja i taska e**x. Atkreipsime démesj
i tai, kad o, yra tiesiné tiesés transformacija, tiksliau iStempimas ¢** kartu. Be to, yra
teisingos formulés

Ps+t = Ps O Pt = Pt © Ps, Vs, t € R.

Pt O Pt = Pt ° Pt = Po,

Jos iSplaukia i$ eksponentés apibréZimo. IS §iy formuliy matome, kad (1.32) lygties
fazinis srautas yra vienparametriné grupé tiesés tiesiniy transformacijy. Galima jrodyti
ir atvirkstinj teigini. Bet kokia vienparametriné grupé tiesiniy tiesés transformacijy yra
(1.34) lygties fazinis srautas su tam tikra parametro k reikSme.

Tokia paprasta evoliucijos operatoriaus formulé gaunama tik tiesinéms lygtims.
I8 tikryju, diferencialinés lygties fazinio srauto radimas yra ekvivalentus Sios lygties
sprendimui ir ne visada yra toks paprastas. Bendru atveju, remiantis vien tik spren-
dinio apibréZimu, ne visada yra paprasta jrodyti (kaip tai buvo padaryta tiesinés lygties
atveju), kad fazinis srautas yra vienparametriné srities €) transformacijy grupé.
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Pavyzdys. Rasti lygties

i=x— 2>

fazini srautg. Atskyre Sioje lygtyje kintamuosius ir suintegrave, gausime
x

ln‘ ‘:t+ln|C\, x#0, x# 1.

r—1

IS ¢ia iSplaukia, kad

ty.
z(t) = Ce'/(Ce! —1).

Tegu 2(0) = x¢. Tada C = zo/(xg — 1) ir
z(t) = moe' /(zoe’ — 2o + 1) := py(0). (1.35)
Taskai z = 0 ir z = 1 yra pusiausvyros taskai. Todel
we(0) =0, ¢ (1)=1, VteR.

Patikrinsime, kad fazinis srautas yra fazinés tiesés transformacijy vienparametriné gru-
pé.
Tegu ¢+ () = y. Tada

ps(y) = ye’/(ye® —y +1)
ir
es(pe(@)) = ze™/(ze™ — 2+ 1) = pope(@).
Remiantis Siuo pavyzdziu, galime iSkelti hipoteze: kiekviena autonoming didfer-
encialing lygti
= f(z), zeR
atitinka tokia fazinés tiesés vienparametriné grupé {p;}, kad o;(xo) = z(t); ia z(t)
yra autonominés lygties sprendinys, tenkinantis salyga 2(0) = x¢. Pasirodo, kad §i
hipotézé yra teisinga, jeigu sprendinys nenueina i begalybe per baigtini laika. Tai
susije su tuo, kad evoliucijos operatorius gali biiti apibréZtas ne visiems ¢.
Pavyzdys. Lygties
i =22
sprendinys, tenkinantis prading salyga x(0) = x, apibréZiamas formule
z(t) = 20/(1 — wot), t#x;".

Todél evoliucijos operatorius

oi(x) =x/(1 —xt), x#0. (1.36)

TaSkas 2 = 0 yra pusiausvyros taskas. Todél ¢;(0) = 0. Taigi evoliucijos operatorius
yra apibréZtas visoje fazinéje ties¢je. TaCiau jis yra apibrézZtas ne visoms ¢ reik§méms.
Kai > 0, tasko z evoliucija yra apibréZta intervale (—oo,z71), o kai # < 0 —
intervale (21, 00). Tagko 2 = 0 evoliucija yra apibrézta Vt € (—o00, 00). Be to, ¢ (z)
artéja i begalybe, kai t — ! ir artéja i nulj, kai ¢t — Fo0.
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1.6. AUTONOMINIU SISTEMU TRAJEKTORIJOS

Tarkime, funkcija f : Q C R™ — R" yra tolydi srityje 2 ir §ioje srityje tenkina Lip§ico
salyga. Tada per kiekviena taska xo € (2 eina lygiai viena autonominés sistemos

i = f(x) (1.37)

trajektorija. Kiekvieno jos tasko padéti fazinéje erdvéje nusako pradinis taskas xg ir
laiko atkarpa t — tg (Zr. 1.5 skyreli), t.y. (1.37) sistemos sprendini © = (¢, tg, zo)
galima uZra$yti tokiu pavidalu

x =x(t —to,0,20) := @(t — to, x0).
Tegu to = 0. Taskas zo € €2 yra (1.37) sistemos pusiausvyros taskas, jeigu
o(t,xg) = x9, VteER.

Akivaizdu, kad taskas xo yra pusiausvyros taskas tada ir tik tada, kai f(z() = 0. Taska
zo €  vadinsime (1.37) sistemos paprastuoju tasku, jeigu f(xo) # 0. Jeigu taskas z
yra paprastasis (1.37) sistemos taskas ir funkcija f yra tolydi, tai kiekvienas taskas i§
pakankamai maZos tasko xg aplinkos taip pat bus paprastasis taskas.

Tegu © = ¢(t) yra (1.37) sistemos sprendinys, apibréztas Vi € R!. Jeigu Sis
sprendinys yra periodiné, periodo T' > 0 funkcija, tai ji atitinkanti trajektorija vadi-
nama uZdara trajektorija arba ciklu.

Tarkime, taskas x( yra paprastasis (1.37) sistemos taskas. Jeigu sprendinio z =
©(t, o) trajektorija v saves nekerta, tai Sis sprendinys yra neperiodinis. Irodysime, kad
trajektorija v kerta save tik tuo atveju, kai ji yra uzdara, o ja apibréZiantis sprendinys
x = (t, xo) yra periodinis.

Tarkime, trajektorija -y kerta save. Tada egzistuoja tokie ¢1, %2 ({1 < t2), kad

o(t1,z0) = ¢(t2, o).
Kadangi =y néra pusiausvyros taskas, tai galime tarti, kad
@(txo) 7& @(thxo)v kai te (t17t2)'

Irodysime, kad sprendinys x = ¢(t, zo) yra periodiné funkcija su periodu w = 5 — ;.
I8 tikruju, funkcija ¢ apibrézta formule

P(t) = o(t +w,mp), tE[t1—w,ts—w]=][t1 —w,ti]
yra (1.37) sistemos sprendinys. Be to,
o(t1 + w,z0) = p(ta, zo) = p(t1, x0).
Remiantis vienaties teorema, sprendiniai * = ¢(t + w, zo) ir * = (¢, xo) sutampa,

kai t € [t; — w,t1]. AnalogiSkai galima jrodyti, kad sprendiniai z = (¢t — w,zg)
irz = @(t,x0) sutampa, kai t € [ta,t2 + w]. Taip samprotaudami toliau gausime,
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kad sprendini = ¢(t,x0) galima pratgsti | visa realiy skaiciy a$j R ir yra teisinga
tapatybé

ot +w,x0) = @(t,xg), VteR.
Taigi funkcija ¢ yra w-periodiné, o ja atitinkanti trajektorija yra uzdara. Kartu yra

irodyta tokia teorema.

1.8 teorema. Autonominés sistemos trajektorijos gali biiti tik tokiy trijy risiy:
1. Pusiausvyros taskas.
2. UZdara trajektorija. Jg atitinka w-periodinis sprendinys.
3. Nekertanti saves trajektorija. Ja atitinka neperiodinis sprendinys.

Nagringjant (1.37) autonoming sistema svarbu Zinoti ar ji turi uZzdary trajektorijy.
Kai n = 2 nurodysime dvi pakankamas salygas garantuojancias, kad (1.37) sistema
uzdary trajektorijy neturi.

1.9 teorema. Tarkime, srityje {2 C R2 funkcija f tenkina kurig nors vieng i $iy sg-
lygu:

1. Vektorinis laukas f yra potencialus srityje (2.
2. Vektorinio lauko divergencija div f turi pastovy Zenkla srityje §2.
Tada (1.37) autonominé sistema srityje 2 neturi uZdary trajektorijy.

< Tarkime prieSingai, (1.37) autonominé sistema srityje ) turi uzdara trajektorija
v C €. Sritj, apribota kreive v, paZymékime raide D. Jeigu yra patenkinta pirmoji
teoremos salyga, tai for, = fig, ir

0= /(fgml(l') — f1as(2)) d = /divf*(x) dr = /(f*(x),n(m)) di;

D D ¥

&ia n(x) yra vienetinis normalés vektorius trajektorijai v taske x, iSorinis srities D
atzvilgiu, o vektorius f* turi koordinates f{ = fo ir f = —f;. Vektorius f* yra
statmenas vektoriui f. TaCiau vektorius f yra statmenas vektoriui n. Taigi vektoriai f*
ir n yra lygiagretas ir

/(f*(x),n(x)) dl # 0.

Gauta priestara irodo, kad (1.37) sistema negali turéti uzdary trajektorijuy srityje 2,
jeigu yra patenkinta pirmoji teoremos salyga.
Tarkime, yra patenkinta pirmoji teoremos salyga. Tada

O#/divf(x)dm:/(f(x),n(ac)) dl =0,
D

~
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nes vektoriai f ir n yra statmeni. Gauta priestara jrodo, kad (1.37) sistema negali turéti
uzdary trajektorijy srityje €2, jeigu yra patenkinta antroji teoremos salyga. >

Pavyzdys. Tegu f(z) = Az, A € R*?. Vektorinis laukas f(x) yra poten-
cialus, jeigu matrica A yra simetriné. Vektorinés funkcijos f divergencija yra lygi
matricos A pédsakui, t.y. div f(z) = Tr A. Todél tiesiné sistema

T = Ax

plokitumoje R? neturés uZdary trajektoriju, jeigu matrica A yra simetriné arba jos
pédsakas Tr A # 0.
ApibreéZzimas. Sakysime, autonominés sistemos

it=f(x), v€Q y=g), yeD

yra kokybiSkai ekvivalencios (homeomorfiskos), jeigu egzistuoja toks homeomorfiz-
mas h : Q@ — D, h(w) = D, kad kiekviena pirmos sistemos trajektorija, i§laikant
orientacija, pereina i tam tikrg antros sistemos trajektorija ir atvirksc¢iai. Jeigu, be to
§i transformacija yra difeomorfizmas, tai sakysime, kad sistemos yra difeomorfiskai
ekvivalencios (difeomorfinés).

Tegu taskas © € (2 néra (1.37) sistemos pusiausvyros taskas. Tada kiekvieno
tokio tasko aplinkoje (1.37) sistemos trajektoriju strukttra yra tokia pati. Tiksliau yra
teisinga tokia teorema.

1.10 teorema. (Apie trajektoriju iStiesinima) Tarkime, f € C*(Q) ir taskas a €
néra (1.21) sistemos pusiausvyros taskas. Tada egzistuoja toks difeomorfizmas y =
y(x), kad pakankamai maZoje taSko x = a aplinkoje (1.21) sistema galima perraSyti
taip:

7, =0, Vi=1,....n—1, gy,=1

Be to kiekviena (1.21) sistemos trajektorijos dalis, esanti Sioje aplinkoje, pereina j
atkarpa

vyi=c¢, Vi=1....n—1, y,=t+cy;
diacy,...,cy, yrakonstantos.

< NenusiZengiant bendrumui galime tarti, kad taSkas a = 0. Pagal teoremos salyga
f(0) # 0. Todeél galime tarti, kad f,,(0) # 0. Tegu & = (&1, ..., &n—1,0) yra fiksuotas
vektorius i§ taSko = = 0 aplinkos. Nagrinésime Kosi uzdavini

Pakankamai maZoje tasko ¢ = 0 aplinkoje §is Kosi uZdavinys turi vienintelj sprendinj.
Tiksliau egzistuoja toks teigiamas skaiius ¢ ir tokia funkcija z = (¢, &), t € (—¢,¢),
kad

¢(t,8) = flet,6)), ©(0,8) =¢.

Pagal 3.2 teoremg egzistuoja toks teigiamas skaiCius 4, kad funkcija @ = ¢(t, &) yra
diferencijuojama, kai |t| < &, |{| < 4. Parodysime, kad §ioje taSko ¢ = 0, £ = 0
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aplinkoje funkcija x = (¢, €) turi atvirkSting ¢ = w(x), & = (z) ir ji yra diferenci-
juojama. IS Kosi salygos gauname, kad

0i(0,8)=¢;, Vi=1,...,n—1, ¢,(0,§)=0

ir

I , :
:67;') :17...7 5 :17...7 — 1.
9&; lt=0,6=0 A ™ J "
Todél Jakobianas
P1e, s Pnéy
J= : .. : — 1.(0) £ 0.
Plén—1 -+ Pnép
L A P
Pagal neiSreikstinés funkcijos teorema pakankamai mazoje tasko x = 0 aplinkoje

egzistuoja diferencijuojama atvirkstiné funkcija

fi:%(l‘)a i:l,...,n—l, t:¢n(x)

Sioje aplinkoje apibrézkime naujus nepriklausomus kintamuosius

y = ().

Taip apibrézta transformacija yra difeomorfizmas. Be to, $ioje aplinkokje kiekvienam
fiksuotam vektoriui £ trajektorija z = p(t, £), iSeinanti i tasko £ laiko momentu ¢ = 0,
pereina i atkarpa, apibréZta lygtimi

vyi=¢&, i=1....n—1, y,=t.
Taigi, atlikus tokig transformacija, (1.37) sistema pereis i standarting sistema
=0, Vi=1,....,.n—-1, g,=1

Teorema jrodyta.>

IS irodytos teoremos iSplaukia, kad autonominé sistema kiekvieno savo paprastojo
tasko aplinkoje yra kokybiSkai ekvivalenti standartinei sistemai (netgi difeomorfiskai
ekvivalenti). Pusiausvyros tasko aplinkoje situacija yra i§ esmés kita. Netgi tiesinés
sistemos atveju (Zr. 2.5 skyreli) kokybinis trajektoriju vaizdas pusiausvyros tasko
aplinkoje i§ esmés priklauso nuo pusiausvyros tasko struktiiros. Kokybinis trajektorijuy
vaizda, geometriskai pavaizduotas srityje €2, vadinamas faziniu portretu.

Pastaba. Nagringjant (1.37) autonoming sistema fazing erdve ne visada tik-
slinga apibréZti kaip sritj Q C R"™, kurioje yra apibréZta funkcija f. PavyzdZiui, jeigu
(1.37) sistema yra vienmaté autonominé lygtis, o jos definioji pus¢ f € C'(R!) ir
yra 2 periodiné funkcija, tai fazing erdve tikslinga apibrézti ne kaip erdve R', o kaip
vienetinj apskritimg S; = {« mod 27} su apéjimo kriptimi prie§ laikrodZio rodykle.
Ypac tai aktualu tada, kai nagrinéjama autonominé lygtis apraso realy fzikinj procesa.
Siuo atveju fizikinio proceso biisena erdvé R' apibréZia nevienareikimiskai. Tuo tarpu
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tarp vienetinio apskritimo S tasku ir fizikinés sistemos blisenos tasky yra abipus vien-
areik§miska atitinkamybé. Jeigu n = 2, o vektoriné funkcija f € C!(R?) yra 27
periodiné pagal abu kintamuosius x1, x2, tai (1.37) sistemos fazine erdve tikslinga
apibréZti ne kaip erdve R?, o kaip tora S x S; = {z1 mod 27, £ mod 27}. Jeigu
funkcija f yra 27 periodiné tik pagal koki nors viena kintamaji, pavyzdZiui x;, tai
fazing erdve tikslinga apibrézti kaip begalinj cilindrg S; X R = {z1mod 27, x4 }.
Taigi (1.37) sistemos fazine erdve gali buti ne tik sritis erdvéje R™, bet ir kokia nors
daugdara matavimo 1 < k£ < n.
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1.7.

UZDAVINIAI

. Raskite diferencialinés lygties & = 3x2/® sprendinius ir parodykite, kad yra be

galo daug sprendiniu, tenkinanéiy salyga x(0) = 0.
Nubreézkite diferencialiniy lyg€iy integralines kreives Siais atvejais:

a)i=x—t b i=a>—t2-1; c¢)i=2a%+1t%
d)i=2a2%—x; e)i=uat? flz=zlnz, z > 0.

. Raskite autonominiy diferencialiniy lygCiy pusiausvyros taskus, nustatykite ju

rusi ir nubrézkite fazinius portretus Siais atvejais:
a)i=x—-1; b)ia=2a%>—2% c)i=sinz; d)i=2°—u1
e)i=x—a% fli=22+1; g)i=2m; h) & =tgx.

Suskirstykite diferencialines lygtis

a) &= (xr—1)% b)i=sinz; ¢) & = chua;
d)x:xg’ e)j;‘:COSJZ—l; f)JZ:Chﬂf—l
g) & = sin 3z; h) & = e*; i)ﬂb:Shz(x—l)

1 kokybiskai ekvivalenc¢iy diferencialiniy lyg¢iy klases.

. Raskite autonominiy sistemu

{ .i‘l 21‘1(1—1‘2), { j?l = T2,

o = —xo(l — x1); To = —sinzy;

s'clzsinxl, i1:1’27
Ty = COS X2; To = I —m%
pusiausvyros taskus.

Nubrézkite autonominiy sistemuy

. _ . _ 2
T1 =21+ T2, T = T3,
e — 2. O 2
To = I, To = T1 — X3

fazinius portretus.

. Raskite diferencialiniy lygciy

t=x—2%2c>1;, Z=zlnz,z>0

evoliucijos operatorius. Patikrinkite gruping savybg ¢4 (@i (z)) = @sti(x).

. Raskite autonominiy sistemuy

T = X1, T = X129,
o . o 2
To = X1 — X2, T = T3

evoliucijos operatorius. Patikrinkite grupine savybe ps(¢i(z)) = @si¢().



2 SKYRIUS

Tiesinés sistemos

2.1. TIESINIU SISTEMU KANONINIS PAVIDALAS
Siame skyrelyje nagrinésime tiesing homogenine sistema su pastoviais koeficientais
z=Azx, zeR™; (2.1)

&ia A — n x n eilés pastovioji matrica, x = colon(zy,...,z,) — ieSkoma vektoriné
funkcija.

Parodysime, kad $ia sistema galima suvesti | paprasciausig pavidala. Vietoje ieSko-
mos funkcijos x apibréZkime nauja ieSkoma funkcija y formule

T = Qy;
¢ia () — neiSsigimusi n X n eilés matrica. Tada y atzvilgiu gausime sistema
. -1
y=Q AQy.

Matrica B = Q' AQ vadinama panasia matricai A. Matricy panaSumas yra ekvi-
valentiSkumo sarysis, t.y.

1. A~ A.
2. B~A<— A~ B.

Bet kokioms matricoms A, B, priklausancioms tai paciai ekvivalentisSkumo klasei, sis-
temy & = Ax, Y = By, B = Q' AQ sprendiniai yra tarpusavyije susije sarysiu

T = Qy.

Todél, jeigu Zinome kurios nors vienos sistemos sprendini, tai galime rasti bet kurios
kitos sitemos iS tos pacios ekvivalentiSkumo klasés sprendini.
Tegu A yra kokia nors n x n eilés matrica. Matricos A tikrinés reik§més randamos
i§ lygties
pa(A\) =det(A— AE) =0.

Pastaroji lygtis vadinama charakteristine lygtimi, o polinomas p 4 (\) — charakteristiniu
polinomu.
Tiesinéje algebroje irodoma, kad matricos A charakteristinis polinomas

paAN) = (=N "+ 1 (A" F (N2 1 (—A) F e
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Cia ¢y, yra matricos A = {a,;} pagrindiniy k-osios eilés minory suma (priminsime,
kad minoras vadinamas pagrindiniu, jeigu jo eilu¢iy numeriai sutampa su stulpeliy
numeriais). Koeficientas
n
1= E Qi
i=1

vadinamas matricos A pédsaku ir Zzymimas Tr A. Koeficientas
¢, = det A.
Tegu B = Q'AQ, det Q # 0. Tada
pp(A\) =det(B — AE) = det(Q 1 AQ — AE) = det(Q ' (A — A\E)Q) =
=det Q1 det(A — AE)det Q = det(A — AE) = pa(N).

IS cia iSplaukia, kad panaSiy matricy charakteristiniai polinomai sutampa. Kartu gal-
ime tvirtinti, kad pana$iy matricy charakteristiniai polinomai turi vienodas Saknis ir ju
kartotinumas sutampa. Be to, jeigu matricos A ir B yra panasios, tai

TrTA=TrB ir detA=detB.

Matrica A atitinka ekvivalentiSkumo klasé. Kiekvienoje ekvivalentiSkumo klaséje
i§skirsime matrica su paprasciausia struktiira.

Tegu A\ = a yra matricos A charakteristinio polinomo k& kartotinumo $aknis. Tada
charakteristinis polinomas det(A — A\E) dalinasi i§ (A — a)* be lickanos. I3 charak-
teristinés matricos A — AF, iSbraukiant vieng eilute ir vieng stulpeli, sudarome vi-
sus galimus n — 1 eilés determinantus. Tegu (A — a)** yra visy $iy determinanty
bendras didZiausias daliklis. ISbraukiant dvi eilutes ir du stulpelius, sudarome visus
galimus n — 2 eilés determinantus. Tegu (A — a)*2 yra visy iy n — 2 eilés determi-
nanty bendras didZiausias daliklis. Taip toliau tesdami, gausime sekq teigiamy skaiciy
ki,...,ks, s<k. Remiantis determinanto apibréZimu, galima jrodyti, kad

k>ki>-->ks>0.

Tegu li=k— k1, lo =k — kQ, ol =k — ks, l5+1 = k. Taip apibréiti skaiciai
[;>1ir ju suma lygi k. Reiskiniai

(A= a)ll, ey (A= a)l*“, (A= a)la‘+1

vadinami matricos A elementariais dalikliais (atitinkanCiais charakteristing Saknj A\ =
a). Analogiskai apibréZiami elementariis dalikliai, atitinkantys kitas charakteristinio
polinomo Saknis.
P astab a. Galima jrodyti, kad panasiy matricy elementarts dalikliai sutampa.
Pavyzdziai:

1. Tegu

b

Il
coe
o Q@ O
e oo
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Tada

det(A — A\E) = det 0 a— A 0 =(a—M\)>.

Siuo atveju A = a yra 3 kartotinumo 3aknis. Taigi k& = 3. Visi antros eilés
determinantai, sudaryti i§ matricos A — AF, dalinasi i§ (A — a)z, 0 pirmos eilés
determinantai — i§ (A — a). Todél k; = 2, ko = 1. Kartul; = 3 -2 = 1,
lo =2—1=1,13 = 1ir matrica A turi tris elementarius daliklius A — a, A — a,

A—a.
2. Tegu
a 1 0
A= 0 a O
0 0 a
Tada
a— A 1 0
det(A — AE) = det 0 a—-X 0 = (a—M\)>.
0 0 a— A\

Siuo atveju A = a yra 3 kartotinumo 3aknis, k& = 3. Visi antros eilés determi-
nantai, sudaryti i§ matricos A — \E, dalinasi i§ (A — a). Todél k; = 1. Be to,
vienas pirmos eilés determinantas nesidalina i§ (A — a). Todél [; =3 — 1 = 2,
lo = k1 = 1. Taigi matrica A turi du elementarius daliklius (A — a)?, A — a.

3. Tegu

a 1 0

A= 0 a 1

0 0 a
Tada

a— A 1 0
det(A — \E) = det 0 a—X 1 = (a—M\)>.
0 0 a— A

Siuo atveju A = a yra 3 kartotinumo $aknis, k¥ = 3. Matricos A — AE antros
eilés determinantas

1 0
a—X 1

-

nesidalina i§ (A—a). Todél [; = 3ir (A\—a)? yra vienintelis elementarus daliklis.
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4. Lengvai galima isitikinti, kad k-os eilés matrica

a 1 0 0 0

0 a 1 0 0

0 0 a 0 0
Ji(a) = :

0 0 O a 1

0 0 O 0 a

1 0 0 0 0 01 0 0 0

01 0 0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0 0 O 0 0
Ji(a) =a . +

0 0 O 1 0 0 0 O 1

0 0 O 0 1 0 0 O 0 0

Taigi
Ji(a) = abEy + Ty;

¢ia Ej — vienetiné matrica, o T}, — matrica, kurios pirmoje (ne pagrindinéje)
vir§utingje istrizaingje vienetukai, o kiti elementai lygts nuliui.

Tiesinéje algebroje yra jrodoma tokia teorema.

2.1 teorema. (Zordano) Kiekvienai matricai ACR™" egzistuoja tokia neissigimusi
matrica (), kad

A=QJQ™, J=diag{J,, (A1), ..., Js,, (Am)};

dia \1,..., A\, — matricos A charakteristinio polinomo Saknys (kai kurios i$ jy arba
net visos gali bati vienodos), s; + -+ - + S;m = n, (A — \;)* — elementaras dalikliai.

Matrica J yra vadinama Zordano matrica, matricos Js; (Ai) = Zordano langeliais.

I§vada. Zordano matricos struktiira nusako ne charakteristinio polinomo $ak-
nys, o elementariis dalikliai.

Tegu A€R™™ — pastovioji matrica. Tada (2.1) sistema keitiniu

r=Qy, detQ#0,
galima suvesti | kanoninj pavidala
y=Jy; (2.2)
gia J = Q1 AQ — Zordano matrica. Kadangi matricos A ir .J yra panagios, tai

TrA=TrJ ir detA =detd.
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Tegu n = 2. Tada charakteristing lygti galima uZraSyti taip:

pa(A) =A% — (Tr AN+ det A = 0;

2
CiaTr A = > ay;. Jos Saknys
i=1

1
Moo= (TrA+ VD), D= (TrA)? —4det A.
Tiesiogiai galima isitikinti, kad
)\1—|-/\2=TI‘A, A1 - Ag = det A.

Dvimaciu atveju Zordano matrica J gali turéti viena i§ keturiy pavidaly:

(a0 (a0 a1 (a B,
J1<01 )\2);J2<0 )\>7J3<O A)7J4<_B Oé>’

¢ia A1, A2, A, a, B — realus skaiciai.

ISskirsime tris atvejus:

1. Matricos A tikrinés reik§més yra realios ir skirtingos (tai bus tada ir tik tada,
kai D > 0). Siuo atveju tikrines reikSmes A1, Ao atitinka du tiesiSkai nepriklausomi
tikriniai vektoriai 1, z5. Jie randami i§ lygciy

Tegu ) yra matrica, sudaryta i$ §iy vektoriy. Tada

AQ = (AfclanZ) = ()\1%1,)\2@) =QJy;

(A0
(%0

Taigi Zordano matrica J = Q' AQ = J;.

2. Matricos A tikrinés reik§més yra realios ir sutampa, t.y. Ay = Ay = A (tai
bus tada ir tik tada, kai D = 0). Siuo atveju yra galimos dvi skirtingos situacijos, kai
matrica A yra diagonali ir nediagonali. Tarkime, matrica A yra diagonali. Tada

A0
(3 0) e

&ia F — tapati matrica. Siuo atveju bet kokiai nei§sigimusiai matricai @ yra teisinga
lygybe

Q1AQ = A.
Tai reiskia, kad matricos A ekvivalenti§kumo klaséje yra tik viena matrica A ir A = Js.

Jeigu matrica A yra nediagonali, tai matricos A — AFE rangas lygus vienetui ir

matrica A turi tik vieng tikring reik§me¢ x. Tegu () yra matrica, sudaryta i§ vektoriy
x,y. Cia y yra sistemos

Ay=x+ My
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sprendinys. Tada
AQ = (Ax, Ay) = Az, z + Ay) = QJs;

Al
n=(5 1)

Taigi Zordano matrica J = Q1 AQ = Js.

3. Tarkime, matricos A tikrinés reikSmés \; o = o =+ i yra kompleksinés (tai
bus tada ir tik tada, kai D < 0). Siuo atveju jas atitinka du kompleksi¥kai jungtiniai
tikriniai vektoriai z = u + v, y = v — 7v. Jie randami i§ lygties

A(u+iv) = (a +if)(u + iv).
Atskyre Sioje lygtyje realig ir menama dalis, gausime
Au = au — pfv, Av = Bu+ av.
Tegu Q = (u,v). Tada
AQ = (Au, Av) = (au — Bo, fu+ av) = QJy;

_( « B
PR

Taigi Zordano matrica J = Q1 AQ = J,.
Kai n = 3, Zordano matrica J gali turéti viena i$ keturiy pavidaly

M0 0 A 00

Ji= 0 X 0|, =0 x 1],
0 0 XN 0 0 A
A1 0 M 0 0

Ji=l o0 x 1], =0 o 8/|;
0 0 A 0 -8 «a

&ia A1, Ao, Az, A, o, B € R. Atkreipsime démesi, kad pirmaja, antraja ir ketvirtaja Zor-
dano matricas galima i§skaidyti i blokus, kuriy matavimas lygus vienetui arba dviem.
Tokia blokiné Zordano matricos struktiira leidZia kanonine sistema iSskaidyti i kelias
nepriklausomas sistemas. Pavyzdziui, (2.2) sistema, kai J = Jy, galima i$skaidyti taip:

. Yo = ay2+ PBys,
= Ay, .
n R { U3 = —Py2 + ays,

Kai n = 4, Zordano matrica .J turi viena i§ triju pavidaly:
A1

M 0 0
J1_<O N)’JQ_ 0 7J3:

OO > O
O > = O
> = o o
OO O >
SO > =
S > = O
> = o o
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&ia M ir N antros eilés Zordano langeliai, A; ir A € R. Kai J = J;, kanoniné sistema
iSsiskaido i dvi dviejy lygciy sistemas:

(h )= ) (h)=n()

o kai J = Jy —| viena vienos lygties ir viena trijuy lygciy sistemas:

P2 = Ay2 +ys,
Y= My, Us = Ays+ya,
Vs = AY4

Tegu
J =diag{Js; (M), .-, Js,, (Am) }-

Tada (2.2) sistema galima perraSyti taip:

91 = Ayt e,

Y2 = Ay2+ys,

ys1 = )\12/317
ynfstrl - )\mynfstrl + Yn—s,+25
ynfstrZ =

)\mynfsm+2 + Yn—sm+35

yn = )\myn
Pastaroji sistema turi svarby privaluma prie§ bendro pavidalo sistema. Visy pirma ji
iSsiskaido 1 m nepriklausomy sistemy. Kiekvieng i§ §iy sistemy galima suintegruoti
atskirai. Bendraji sistemos sprendinj lengvai galima apibréZti nuosekliai ja integruo-
jant, pradedant nuo paskutinés sistemos lygties.

Antra — nagringjant jvairius diferencialiniy lygciy teorijos klausimus, pakanka
Sivos klausimus iStirti kanoninéms sistemoms. PavyzdZiui, nagrinéjant ivairius uz-
davinius, susijusius su antros eilés sistema, pakanka iSnagrinéti kanoning sistema, ku-
rioje Zordano matrica i gyja viena i8 keturiy pavidaly (Zr. atveji n = 2).
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2.2.  KANONINIU SISTEMU PLOKSTUMOJE FAZINIAI PORTRE-
TAI

Tegu A yra antros eilés kvadratiné matrica ir J yra ja atitinkanti Zordano matrica. Tada
tiesine sistema
i=Ax, zecR?

atitinka kanoniné sistema
j=Jy, yeR% (2.3)

IStirsime Sios sistemos pusiausvyros tasky charakteri, priklausomai nuo charakteris-
tinio polinomo p4(\) $akny, t.y. nuo matricos A tikriniy reik§miy A;, Ao. Kadangi
panaSiy matricy charakteristiniai polinomai sutampa, tai

TrA=TrJ =X +Xo, detA=detJ =X X\a.

Tarkime, matricos J tikrinés reik§més A1, Ao yra realios, skirtingos ir nelygios
nuliui. Tada (2.3) sistema galima perraSyti taip:

Y1 = Ay, Y2 = Aaye.

Jos bendrasis sprendinys

y1(t) = creMt ya(t) = o€t 1, c0 €R. 2.4)
ISskirsime tris atvjus:

1. Tikrinés reik§Smés A1, A2 yra neigiamos. Tai bus tada ir tik tada, kai det A > 0,
D>0irTr A <0.Tegu A\ < A2 < 0. Tada |y;(¢)] — 0ir |y2(¢)| — 0, kai t — oo.
Taigi visos nagrinéjamos sistemos trajektorijos artéja i koordinaciy pradZia. Eliminave
i§ (2.4) lygciy kintamaji ¢, gausime lygti

1=l =y /]ea /M

I§ jos iSplaukia, kad (2.3) sistemos trajektorijos yra parabolés'. Be to, A;/\g > 1.
Todél visos jos lieCia asj x5 (Zr. 2.1 pav.)

2. Tikrinés reikSmeés A1, Ao yra prieSingy Zenkly. Tai bus tada ir tik tada, kai
det A < 0, D > 0. Tegu \; < Aq. Tiksliau tegu \; < 0 < Ay. Tada |yy(t)] — O,
|y2(t)] — oo, kai t — oco. Kadangi A1 /Ay < 0, tai trajektorijos yra hiperbolés? (7r. 2.2
pav.).

3. Tikrinés reik§més A1, \o yra teigiamos. Tai bus tada ir tik tada, kai det A > 0,
D>0irTrA>0.Tegu0 < Ay < Ag. Tada |y1 (t)| — o0, |y2(t)| — oo, kai t — oco.
Kadangi A1 /A2 > 0, tai trajektorijos yra parabolés®. Be to, A\; /Ay < 1. Todél jos visos
liecia a8j x; (Zr. 2.3 pav).

13 tikryju tikrosios parabolés yra gaunamos tik tuo atveju, kai A1 /A2 = 2.
21§ tikrujy tikrosios hiperbolés gaunamos tik tuo atveju, kai A1 /A2 = —1.
31§ tikrujy tikrosios parabolés gaunamos tik tuo atveju, kai A1 /Ao = 1/2.
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y2 /j L y2
Y1 W ﬁ i m
2.1 pav. 2.2 pav. 2.3 pav.

Pusiausvyros taskas, pavaizduotas 2.1 ir 2.3 paveiksléliuose, vadinamas mazgo tas-
ku, o pusiausvyros taskas, pavaizduotas 2.2 paveikslélyje — balno tasku.

Tarkime dabar, kad tikrinés reikSmés A;, Ao sutampa ir nelygios nuliui. Tai bus
tada ir tik tada, kai det A > 0 ir D = 0. Tegu A\; = A2 = A # 0. I§skirsime du atvejus:

1. Tarkime, matrica .J yra diagonali. Tada (2.3) sistema galima perrasyti taip:

1 =Ay1, Y2 = Ayo.
Jos bendrasis sprendinys
y1(t) = c1e™,  ya(t) = coe.

Tegu A > 0. Tada |y1(¢)| — o0, |y2(t)] — o0, kai t — oo. Jeigu A < 0, tai |y1 ()| —
0, ly2(t)| — 0, kai ¢ — oo. Eliminave i$ pastaryjy lygéiy kintamajj ¢, gausime lygtj

Y1 Zk‘yg, k’zcl/CQ.

Taigi sistemos trajektorijos yra spinduliai, iSeinantys i$ koordinaciy pradZios, kai A >
0, ir jeinantys | koordinaciy pradzia, kai A < O (Zr. 2.4 ir 2.5 pav.). Pusiausvyros
taskai, pavaizduoti 2.4 ir 2.5 paveiksléliuose, vadinami dikritiniais mazgais.

Y2 Y2

2.4 pav. 2.5 pav.
2. Matrica J néra diagonali. Tada turime sistema

U1 =Ay1+y2, U2 = Aya.
Jos bendrasis sprendinys

y1(t) = (c1 + cat)eM,  yo(t) = coe™.



46 2. TIESINES SISTEMOS

Jeigu A > 0, tai |y1 (£)| — o0, |y2(t)| — oo, kai t — oo. Jeigu A < 0, tai |y; (t)| — 0,
ly2(t)] — 0, kai t — oo. Eliminave i§ pastaryjy lygciy kintamaji ¢, gausime sitemos
trajektorijy lygti

c 1
y = 1y2+7y21ny2.
C2 A C2

ISvestiné dy; /dys — oo, kai yo — 0. Todél visos trajektorijos lieCia asi y; koor-
dinaciy pradZios taSke. Geometriné vieta tasku, kuriuose trajektorijos keicia krypti,
apibréZiama lygtimi ; = 0. I§ pirmosios sistemos lygties gauname, kad tai yra tiesé

L: Ay +y2 =0.

Fazinis sitemos portretas, kai A < 0ir A > 0, pavaizduotas 2.6 ir 2.7 paveiksléliuose.
Abiem atvejais pusiausvyros taskas vadinamas issigimusiu mazgo tasku.

Y2 Y2
o l l |l
\ /
Y1 Y1
\\ /
— .
2.6 pav. 2.7 pav.

Tarkime, tikrinés reikimés yra kompleksiskai jungtinés: A\ = o 4 i3, A = a — i3.
Tai bus tada ir tik tada, kai D < 0. Siuo atveju (2.3) sistema galima perrasyti taip:

Y1 =ayr + By2, Y2 = —Py1 +ays.
Ivede polines koordinates
y1 =rcosf, 1y, =rsind,

gausime sistema

Jos sprendinys
r=ree™, 6=80,—pt

Taigi
y1 = roe* cos(fp — Bt), y2 = roe® sin(fy — Bt).

Jeigu o < 0, tai |y1 ()] — 0, |y2(¢)] — 0, kai t — oo. Jeigu o > 0, tai |y (¢)| —
00, |y2(t)] — oo, kai t — oo. Jeigu o = 0, tai visos trajektorijos yra 27/ periodinés
funkcijos.

Tarkime o = 0, t.y. tikriné reik§mé A yra grynai menama (tai bus tada ir tik tada,
kai Tr A = 0). Siuo atveju trajektorijos yra koncentriski apskritimai su centru koor-
dinaciy pradZioje (Zr. 2.8 pav.). Pusiausvyros taskas, pavaizduotas 1.8 paveikslélyje,
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vadinamas centro tasku. Tegu o # 0. Tada trajektorijos yra spiralés. Kai ¢t — oo ir
a < 0(e Tr A < 0), fazinis taskas juda spirale, artédamas prie koordinaciy pradzios
(Zr. 2.9 pav.), o kai « > 0 (& Tr A > 0), fazinis taskas juda spirale, toldamas nuo
koordinaciy pradZios i begalybe (Zr. 2.10 pav.). Pusiausvyros taskas, pavaizduotas 2.9,
2.10 paveikskéliuose, vadinamas Zidinio taSku. Visais atvejais judéjima prie§ ar pagal
laikrodzio rodykle, nusako koeficiento /3 Zenklas.

Y2

R
AN

Y1

NN
(&

\\&W

2.8 pav. 2.9 pav. 2.10 pav.

Tarkime det J = A1 - Ay = 0. Jeigu A\; = 0, 0 Ay # 0, tai (2.3) sistema galima
perrasyti taip:

91 =0, Y2 = Aaya.
Jos bendrasis sprendinys
— _ )\2t
yi(t) =C1,  ya(t) = Coe™".
IS Cia iSplaukia, kad bet kuris taskas, gulintis y; aSyje, yra pusiausvyros taskas. Kai
A2 > 0 (Mg < 0), trajektorijos yra i§ y; aSies iSeinantys (jeinantys) spinduliai, lygia-

gretiis yo asiai. Fazinis sistemos portretas, kai Ao > 0ir Ay < 0, pavaizduotas 2.11 ir
2.12 paveiksléliuose.

Jeigu A\; = Ay = 0 ir matrica J néra nuling, tai (2.3) sistema galima perrasyti taip:
v1=y2, Y2=0.
Jos bendrasis sprendinys
y1(t) = Cat,  ya(t) = Co.

IS cia iSplaukia, kad bet kuris taskas, gulintis y; aSyje, yra pusiausvyros taskas, o tra-
jektorijos yra tiesés, lygiagrecios y; aSiai. Fazinis sistemos portretas pavaizduotas 2.13
paveikslélyje.
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Y2 U1 Y2

n n n

2.11 pav. 2.12 pav. 2.13 pav.

Kanoninés sistemos §y = Jy pusiausvyros tasko charakteris priklauso nuo Zordano
matricos J tikriniy reik§miy. Tiksliau, nuo charakteristinio polinomo p;(\) koefi-
cienty Tr J ir det J. Kadangi panasiy matricy charakteristiniai polinomai sutampa, tai
TrJ =Tr A, det J = det A. Todél tiesiniy sistemy & = Ax pusiausvyros taskus gal-
ima klasifikuoti lygiai taip pat kaip ir jas atitinkanciy kanoniniy sistemy pusiausvyros
taskus. Pavyzdziui, jeigu kokios nors kanoninés sistemos y = Jy pusiausvyros taskas
yra Zidinys, tai visy ja atitinkanCiy tiesiniy sistemy pusiausvyros taskai taip pat yra
Zidiniai.

det A

@& | @ =
&
ég Tr A
N7

2.14 pav.

Kiekvieng fiksuota reikSmiy Tr A ir det A porg atitinka charakteristinis polino-
mas p(A). Savo ruoZtu charakteristinis polinomas p 4 (\) vienareik§miskai apibrezia
kanoning sistema §y = Jy bei jos pusiausvyros taska. Kartu yra apibréZiamas ir su
Sia sistema susijusios tiesinés sistemos @ = Az pusiausvyros taskas. Taigi kiekvieng
reik§miy Tr A, det A pora atitinka tam tikras tiecisnés sistemos © = Ax pusiausvyros
taskas. Si atitinkamybé geometriskai pavaizduota 2.14 paveikslélyje

Tegu (Q yra nei$sigimusi matrica, kurios pagalba matrica A suvedama { Zordano
pavidala J. Tada transformacija x = Qy deformuoja kanoninés sistemos y = Jy fazinj
portreta i tiesinés sistemos & = Az fazinj portreta. Kadangi tokia transformacija yra
tiesiné ir tolydi, tai trajektoriju kokybinis vaizdas iSlieka toks pats. Jos gali buti tik
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kiek iStemptos (suspaustos) ir pasuktos apie koordinaciy pradzia. PavyzdZiui, sistema

. 5 4 . 4 5
X1 = -1 — Ty, To= -1 — -T2

3 3 3 3
tiesinés transformacijos
T1=2y1+y2, T2=uy1+2y

pagalba suvedama i kanonini pavidala

Y11=y, Y2 = —Ya.
Siuo atveju Zordano matricos tikrinés reikimeés A\, = 1, A, = —1. Todél pusiausvyros
taskas yra balno taskas. Kanoninés sistemos bendrasis sprendinys
Y1 =cre', Yo =coe”".
Fazinis sitemos portretas pavaizduotas 2.15 paveikslélyje. GriZe prie kintamyjy x1,

9, gausime

1 = 2c1et + CQe*t, xo = cre’ + 2c9e7 Y,

IS Siy lygciu eliminave kintamaji ¢, gausime nagrinéjamos sistemos trajektorijuy lygti
(xg — 2x1) (1 — 229) = ¢

¢ia ¢ = 9cyco. Taigi nagrinéjamos sitemos trajektorijos yra hiperbolés. Ju fazinis
portetas pavaizduotas 2.16 paveikslélyje.

(=
)

U1 PZ Ty
4/7

/

W

2.15 pav. 2.16 pav.
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2.3. EKSPONENTE. JOS SAVYBES

Vienmaciu atveju Kosi uzdavinio

sprendinys apibréZiamas formule
z(t) = et g,

Pasirodo, kad n-maciu atveju yra teisinga analogiska formulé. Reikia tik apibréZti
eksponentés e, A € R™" savoka.
Akivaizdu, kad R™" yra tiesiné aibé. Norma joje galima apibréZti taip:

[Al = max al;
i, n

=1,...,

¢ia a;; yra matricos A elementai. Su taip apibréZta norma aibé R™" yra tiesiné erdve.
Priminsime, kad matricy suma ir daugyba i§ realaus skaiCiaus apibréziamos paele-
menciui, t.y. sudedant dvi matricas, yra sudedami atitinkami matricy elementai, o
dauginant matrica i§ realaus skaiCiaus, visi jos elementai dauginami i§ to paties skaici-
aus. Todél erdve R™" galima sutapatinti su R™ . I§ matricos normos apibréZzimo bei
dviejuy matricy sandaugos apibréZimo iSplaukia, kad

IAB| < nl[Al[|B]l, VA,BeR™™.

Irodysime, kad erdvée R™" yra pilna. I§ tikruju, tegu {4,,} C R™" — Kosi seka,
ty. Ve > 0, egzistuoja toks skaiéius N (¢), kad

|4, — Akl <e, kaim,k > N(e).
Pagal normos apibréZima tai reiskia, kad
|aiy —afj| <e, kaim,k> N(e), Vi,j=1,2,...,n.

Realiyjy skaiciy erdvé R yra pilna. Todél egzistuoja tokie realus skaiCiai a;;, kad
afj — ajj, kai k — oco. Tegu A = {a;;}. Tada

|Am — Al <&, kaim > N(e).

Taigi A = lim A, ir erdvé R™" yra pilna.
. Mmoo . . . . . o o1
Remiantis Sia savybe galima jrodyti, kad i§ matricy sudarytoms eilutéms islieka
teisingi funkciniy eiluciy teorijos teiginiai. Atskiru atveju i§lieka teisingas Vejerstraso
poZymis ir teorema apie eiluciy diferencijavimg panariui:

2.2 teorema. (Vejerstraso pozymis) Jeigu matricy eiluté

> At), Akt (a,b) > R™" (2.5)
k=1
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turi skaitine maZorante
A (D] < ax, Vte{(a,b),k=1,2,...

ir

(o)

Z ap < 00,

k=1
tai matricy eiluté intervale (a,b) konverguoja absoliuciai ir tolygiai.
2.3 teorema. (apie eiluciy, diferencijavima panariui) Jeigu (2.5) eiluté konverguoja

ir eiluté, sudaryta is iSvestiniy
oo
DAL,

k=1

konverguoja tolygiai, tai (2.5) eilut¢ galima diferencijuoti panariui ir yra teisinga for-

mulé . .
L A =3 AL,
k=1 k=1

Pastaba. Pagal apibrézima A'(t) = {aj;(t)}. Be to, jeigu matricos A, B €
R™™ yra diferencijuojamos, tai

(AB) = A'B + AB'.
Tegu A € R™"™. Tada matricos A k-gji laipsni galima apibréZti rekurentine formule

AR = AF1A k=23,

Kartu Vm = 1,2,. .., galime apibréZti baigtine suma
- Ak A2 Am /
Sm(A): —  =FE4+ A+ —+. -4+ — € R™".
k=0 ! 2! m!

Matricos A eksponente vadinsime eilute

A ) A2 Am
e = lim Sp(A)=E+A+—+-+—+--
m—co 2! m!
Parodysime, kad i eiluté konverguoja.
Tegu || A| < a. Tada skaitiné eiluté
a? a™
lta+ o4+ — -+
2! m!

konverguoja ir yra maZoranta eilutei e”. Pagal Vejeritraso pozymi eiluté et konver-
guoja.
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Irodysime paprasiausiais eksponentés e savybes. Tegu () nei§sigimusi matrica
tokia, kad A = QJQ !, J — Zordano matrica. Tada

(QJIQ™)? =QJIQ™'QIQ =QJ*Q".
Taikant matematinés indukcijos metoda, galima jrodyti, kad

(QIQ M =QJ*Q™', k=1,2,...

Todel
A =eRM0T = B4 QIQT + 7@'];2,71)2 +ot L']gil)k to =
J? Jk
=QE+J+ 5+t +)Q7 =QeQ! 2.:6)
ir yra teisinga formulé
dete? = det Qdete’ det Q71 = dete”. 2.7

Tarkime matricos A, B € R™" komutuoja, t.y. AB = BA. Kadangi eilutés e ir
e? konverguoja absoliudiai, tai jas galima dauginti panariui:
2 m 2 m

A
AB— — .« .. — “ e — ... — ... -
AP = (Bt At Gp ot (BB bk ) =

:E+(A+B)+%(A2+2AB+B2)+---
Eilute
AT :E+(A+B)+%(A+B)2+--«:
:E+(A+B)+%(A2+2AB+B2)+~-~,
nes AB = BA. Todél tokioms matricoms yra teisinga formulé
eATB = efeb. (2.8)
Jeigu Sioje formuléje A pakeisime | tA, o B i sB, tai gausime formulg

eltto)A — gtAgsA (2.9)

Matrica e'# atitinka operatorius4 et R™ — R™. 1§ (2.9) formulés iSplaukia, kad
{et4} yra erdvées R” tiesiniy transformaciju vienparametriné grupe.
Panariui diferencijuodami eilute e** gausime formalig eilutg

d tF

4k
k k tA tA
—dﬁ—k!A 7A§ —k!A = Ae*? =" A.
k=0 k=0

4Ji Zymésime tuo paciu simboliu et4.
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Kai ||A|| < a, |t| < T, pastaroji eiluté konverguoja absoliuciai ir tolygiai. Pagal (2.3)
teorema eilute ' galima diferencijuoti panariui ir yra teisinga formulé

%e““ = At = et A. (2.10)

Nustatysime ry3j tarp eksponentés et determinanto ir matricos A pédsako Tr A. I§

pradZiy irodysime tokia teorema.

2.4 teorema. Tegu A € R™" ire € R. Tada
det(E +cA) =1+eTr A+ O(?).

aTegu A\;, i = 1,2,...,n yra matricos A tikrinés reik§Smés. Tada 1 + ¢\, yra
matricos E + €A tikrinés reik§meés ir

det(E+cA) = H(l +en) =1 +5—:Z)\i +0(E*) =1+eTrA+O0O(?) >

i=1 i=1
Matematinéje analizéje eksponenté apibréziama formule

ark
e = lim (1—}—7) , a€eR.
k—o0 k

Si formulé islieka teisinga, jeigu skailiy a € R pakeisime matrica A € R™". Tiksliau

eA = lim (E+ %)k, AR,

k— o0
Irodysime, kad abu eksponentés apibrézimai yra ekvivalentiis. Skirtumas

A (B+ ) = (L -, ok —o vk s m

m k! mk
k=0

Eiluté Sios lygybés deSinéje konverguoja, nes konverguoja abi eilutés kairéje lygybés
puséje (antroji yra polinomas). Be to,

l>m(m—1)...(m—kz+1)l
k'~ m-m----m k!

Todél eilutés desingje visi koeficientai yra neneigiami ir yra teisingas i vertis

o= (5 )" < 2= et = (1 ) 0

kai m — oo; éiaa = ||A]|.
2.5 teorema. Tegu A € R™"™. Tada

dete? = ™4,
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< Remiantis antruoju eksponentés apibréZimu ir 2.4 teorema

det e :det< lim (E+ é)k) - klirgodet(E+ é)k -

k—o0 k k
- i fan(+ )] = 1+ e o] =

I§vada.Matricae” yra neissigimusi, t.y. det e > 0.
Jeigu matrica A yra pakankamai paprasta, tai jos eksponente galima suskaiciuoti
remiantis tik apibréZimu. PavyzdZiui, tegu

Tada

N
(V]
I
7N
O =
— DN
N—
S
w
Il
7N
O =
_ W
~_
S
>
I
N
O =
_
N~

ir

(o)
N
Il
x>
o It
z-
ol
iNg!
Eal
|
N
[esiNey
N———
|
o)
N
O =
==
N———

Jeigu matrica A yra diagonali, pavyzdZziui

A= diag{)‘lv )\23 tey )\n}a

tai
et = diag{e?, e, ... et}
Tegu A € R™" yra Zordano langelis, t.y.
A1 ... 0 0
0O X ... 00
A=J= e =\E+T;
0 0 ... A1
00 ... 0 A

¢ia E — vienetiné matrica, o T' — matrica, kurios pirmoje istriZainéje vir§ pagrindinés
yra vienetukai, o visi kiti elementai nuliai. Pastebésime, kad matricos 7 laipsniai T*,
k < n turi panasia struktiira. Tiksliau matricos 7%, lyginant su matrica 7%, istriZainé
i§ vienetuky yra pasislinkusi | deSing per vieng elementa. Kai & = n — 1, gauname
matrica, kurios virSutinis elementas deSinéje lygus vienetui, o visi kiti elementai lygiis
nuliui. Jeigu k& > n, tai matrica 7% yra nuliné. Todél

t t‘nyf‘Z tn,—l
0 (n=2)! (n—=1)!
01 ... A

M3 (-2}
tA _ MEUT _ AT _ A

(& e

o O
~
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Bendruoju atveju eksponente e galima ieskoti (2.6) formulés pagalba. Pavyz-

dZiui, tegu
1 1
a=(11)

Tada charakteristinis polinomas p4(A) = (1 — A\)? — 1. Jo Saknys \; = 0, Ay = 2 yra
skirtingos ir realios. Todél Zordano matrica

00
J= ( 00 ) _
Matricos A tikrines reik§mes A\; = 0, Ay = 2 atitinka tikriniai vektoriai

x = colon(1,—1), y = colon(1,1).

Tegu @ yra matrica, sudaryta i$ $iy vektoriu, t.y.

11
-1 1
L1111
Q12(1 1>

Q

Jos atvirksStiné matrica

Todél

Taigi

AL/ 11 10 I -1\ _1/e+1 -1
c 73 -1 1 0 e 1 1 ) 2\ e2-1 e+1 )

Logaritminé funkcija yra atvirkstiné rodiklinei. Todél funkcija y = Inz, x >
0, galima apibréZti formulés z = eY pagalba. Logaritminé funkcija kompleksinéje
plokStumoje yra daugiareikSme. Ji apibréZiama taip:

Lnz=1In|z|+iargz+2nki, k€Z, z#0.

Tegu B € R™". Matrica A € R™" vadinsime matricos B € R™" logaritmu ir
7ymésime Ln B, jeigu e = B. Akivaizdu, kad ne kiekviena matrica turi logaritma.
Pagal 2.5 teorema matrica e”* yra nei$sigimusi. Todél lygybé e = B yra teisinga tik
tuo atveju, kai matrica B yra neiSsigimusi. Pasirodo, kad $i salyga yra ir pakankama.
Tiksliau yra teisinga tokia teorema.

2.6 teorema. Tegu B € R™" yra nei$sigimusi matrica. Tada Ln B egzistuoja, t.y
egzistuoja tokia matrica A € R™", kad

e = B.
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< I8 pradziy i$nagrinésime du atvejus, kai matrica B turi paprasCiausia struktiira.
1. Tegu B yra diagonali matrica, t.y.

B = diag{A1,..., \}.

Pagal teoremos salyga A; # 0, Vj = 1,...,n. Tod¢l Ln \; egzistuoja. Apibrézkime
matrica A formule
A =diag{LnA,...,LnA,};

¢ia galima imti bet kokia Ln A; Saka. Patikrinsime, kad taip apibréZta matrica A yra
matricos B logaritmas. IS tikryju

eA — ediag{Ln Alyeens LnX,} — diag{eLn )\1’ s eLn )\n} —
= diag{\1,..., A} = B.
2. Tegu B yra Zordano langelis. Tiksliau tegu
A1 ... 00
0O X ... 00
B=J=| i i i [ =ABAT
0 0 Al
0 0 0 A

Apibrézkime matrica A formule

- k+11 1k,
A=LnX-E+> (-D)M'1(3T)5
k=1
¢ia galime imti bet kokia Ln )\ $aka. Kai k > n, matrica T* yra nuliné. Todél pas-

taroji eiluté konverguoja. Patikrinsime, kad taip apibréZta matrica A yra matricos B
logaritmas. Remiantis (2.8) formule

oo k
_pktii(Lp }
eA — el ME | e|:k§1( ) k ('\ ) .

Matrica
el M = \E.

Pagal eksponentés apibréZzima

eLZl( L (LT k]:E+§:l,[§: JHL (AT )k}

Tegu z yra kompleksinis skaiius, |z| < 1. Tada funkcijg In(1 + z) galima skleisti

Teiloro eilute ir
oo

1+Z Z k+11k

k=1
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Pasinaudoj¢ Sia formule, randame

1+z/>\:eln(1+z//\):1+z%{z 1)F+11(2) }l.
=1

Surinke koeficientus prie vienody z laipsniy gausime, kad koeficientas prie pirmojo
laipsnio lygus 1/, o koeficientai prie k-ojo laipsnio, kai k > 1, lygas nuliui. Eilutéje

PSS ()]

koeficientai prie vienody matricos 7" laipsniy skaiciuojami pagal tas pacias formules.
Todeél
S (-nFL (L7 k}
eLzl H3) =E+iT
ir
=AE-(E+1T)=AE+T = B.

ISnagrinésime bendraji atveji. Tegu B yra kokia nors nei$sigimusi matrica ir
J =diag{Js; (M), s Js,,(Am)}, sS1+- -+ sm=n
yra ja atitinkanti Zordano matrica, t.y.

B=QJQ '

Kiekvieno Zordano langelio J. s; (Ai) logaritmas egzistuoja. Todél visos Zordano ma-
tricos logaritma galima apibréZti taip:

LnJ = diag{Ln Js, (A1),...,LnJ,_(Am)}.

IS tikruju
el J — pdiag{Ln Joy (A1),..Ln Ty, (Am) } —

= diag{eM ) et T O} = diag{ e, (A1), - s, ()} =

Tegu
A=QLnJQ !

Tada o
eA:eQLnJQ :QeLnJQfleJQflz
irA=LnB.>
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2.4. TIESINES SISTEMOS SU PASTOVIAIS KOEFICIENTAIS

IS pradZiy nagrinésime tiesing homogening sistema
z=Ar, xe€R" (2.11)
Jos sprendinio, tenkinancio prading salyga
x(tg) = xo, (2.12)

ieskosime pavidalu
z(t) = et C;

¢ia C' € R™ — pastovus vektorius. Rasime Sios funkcijos i§vestine. Remiantis (2.10)
formule,
i(t) = AetAC = Ax(t).

Todél funkcija x(t) = e!AC yra (2.11) sistemos sprendinys. Jis vadinamas bendruoju
(2.11) sistemos sprendiniu. Pareikalave, kad taske ¢ = ¢ jis tenkinty (2.12) prading
salyga, gausime

A0 =gy = C=e A%,

IS Cia iSplaukia, kad funkcija
x(t) = elt=to)A g (2.13)

yra (2.11) sistemos sprendinys, tenkinantis (2.12) prading salyga. Pagal vienaties teo-
rema bet kuris kitas sprendinys savo apibréZimo srityje sutampa su §iuo sprendiniu.

Norint rasti (2.11) sistemos fundamentaliaja sprendiniy matrica, reikia rasti matri-
cos e'4 arba kokios nors kitos fundamentalios matricos stulpelius. Tegu @) yra tokia
neissigimusi matrica, kad A = QJQ~", J — Zordano matrica. Tada

etA — Qe”Qil

yra (2.11) sistemos fundamentalioji matrica. Matrica !4 Q = Qe'* taip pat yra (2.11)
sistemos fundamentalioji matrica. Todél pakanka rasti fundamentaliosios matricos
Qe stulpelius.

Zordano matrica

J = diag{‘]& (/\1)7 EEEE} Jsm()\m)}a S1+- -+ 8Sm=n.
Ja atitinkanti eksponenté

6tJ _ diag{etklsl()\l) s etJSm()‘m)};

&ia J,, (\;) yra Zordano langeliai. Be to,

152 151
tsi—’a) tsi—g
(Si73)! (Si72)!

1 ¢

0 1
ethi' ()\L) — et)\i

o O
~
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Tegu ©1,...,¢nirqi,...,q, yra matricy Qe'” ir @ stulpeliai. Tada

et)q

Y1 = q1,
s1—1
Psy — et>\1 (ﬁQ1 +...+tqsl_1—|—q51)
Pn—sm+1 = et)\mqn—sm+1;
A [ Tt L
SDn - € (Sm_l)!qnfsmﬁ»l +...+ dn—1 + dn |-
Jeigu matrica A neturi kartotiniy tikriniy reikSmiy, ty. s; = --- = s, = 1, tai

vektoriai
_ Lt P
0, =eNg, Yi=1,2,...,n.

Vektoriai p; turi toki patj pavidalg ir tuo atveju, kai matrica A turi kartotines tikrines
reik§mes, taciau kiekviena kartoting tikring reikSme atitinkantis Zordano langelis yra
diagonalus. Vektorius q1, ..., q, galima rasti i$ salygos

AQ = QJ.

Tegu ®(t) yra (2.11) sistemos fundamentalioji matrica ir matricos A tikriniy reiks-
miy \; realiosios dalys yra neigiamos. Tada galima rasti tokius teigiamus skai¢ius A ir
K, kad

()| < Ke™™, Vit >to. (2.14)
I$ (2.13) formulés iSplaukia, kad (2.11) sistemos evoliucijos operatorius
o = etA

Remiantis 2.5 teorema,
det 0 = det etA _ 6TrtA _ etTrA'

Todeél (2.11) sistemos fazinis srautas {;} per laika t keiCia bet kokios figliros tiiri
e! ™4 kartu. PavyzdZiui, jeigu Tr A > 0, tai fazinis srautas bet kokj gretasienj
transformuoja i didesnio tiirio gretasieni, o jeigu Tr A < 0, tai | maZesnio tiirio gre-
tasienj. Tuo atveju, kai Tr A = 0, fazinis srautas bet kokj gretasienj transformuoja i to
paties tiirio gretasieni. IS (2.9) formulés iSplaukia, kad evoliucijos operatoriy visuma
{p1} yra erdvés R tiesiniy transformaciju vienparametriné grupé. Galima jrodyti ir
atvirkscCia teigini. Tiksliau yra teisinga tokia teorema.

2.7 teorema. Tegu {y;} yraerdvésR" tiesiniy transformacijy vienparametriné grupe.
Tada egzistuoja toks tiesinis operatorius A : R™ — R", kad ¢; = e*4, Vt € R.

Pavyzdy s. Rasime sistemos

T = 1z + @2,
To = —x1+ 3T9
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1 1
=(4s)
tikrinés reik§més A\; = Ay = 2. Tikrinis vektorius = colon(1, 1) randamas i lygties

Az = 2z. Prijungtinis vektorius y = colon(1, 2) randamas i lygties Ay = x + 2y.
Tegu @ yra matrica, sudaryta i§ vektoriy  ir y, t.y. Q = (z,y). Tada Zordano matrica

J—QMQ—(% ;)

2t 0 0t
tJ(O 2t)+<0 O>2tE+tT.

Matricos E ir T' komutuoja. Todél

2t
tJ _ 2tE _tT _ [ € 0 1 ¢\ o1 ¢
© = e_<0 e2t><01 o1 )

Nagrinéjamos sistemos evoliucijos operatorius

(pt:etA:QetJQ—lzth< 1:tt t )

evoliucijos operatoriy. Matricos

Matrica

1+t
Toliau nagrinésime tiesing nehomogening sistema
z=Ax+q(t), z=e€R" (2.15)

I8 pradZiy tarkime, kad ¢(¢) = 0. Tada pastaroji sistema yra homogeniné ir jos bendra-
sis sprendinys
xp(t) = A0,

gia C € R™ — pastovus vektorius. Atskirojo nehomogeninés sistemos sprendinio
ieSkosime pavidalu

z4(t) = e C(t);

Cia C(t) € R™ — ieSkomas vektorius. Istate taip apibrézZta funkcija i (2.15) sistema,
gausime )
At O(t) + A O(t) = A C(t) + q(1).

Suprasting panasSius narius, gausime

Suintegrave Sia lygti nuo t, iki ¢, randame

c(t) = /eiTAq(T) dr.
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Taigi nehomogeninés sistemos atskirasis sprendinys

t t

za(t) = e / e " Aq(r)dr = / e 4g(r) dr.

to tO
Bendrasis nehomogeninés sistemos sprendinys
t
x(t) = zp(t) + 24(t) = 4C + / et A (1) dr. (2.16)
to
Sis sprendinys tenkins (2.12) prading salyga, jeigu
C = e toAg,.
Istate pastargja vektoriaus C iSraiska i (2.16), gausime (2.15) sistemos sprendinj

t
z(t) = et Az 4 /e(t_T)Aq(T) dr, (2.17)

to

tenkinanti (2.12) prading salyga.
Pavyzdy s. Rasime sistemos

&= Ax + q(t)

sprendini, tenkinantj prading salyga =(0) = 0. Cia

A:(—Oz —12)’ q“):<g;8>'

Matricos A tikrinés reik§meés \; = —1 + 4, Ay = —1 — 4. Sias tikrines reik§mes
atitinka kompleksiniai tikriniai vektoriai v + iv ir u — v, v = colon(1,—2), v =
colon(1,0). Jie randami i§ lygéiy:

A(u+ ) = (-1 +1i)(u+iv), Alu—iv)=(—-1—1)(u—1v).

IS vektoriy w ir v sudarome matrica

Ayvirkstiné matrica
170 -1
-1 _ *
Q= 2 < 2 1 >

Matrica A atitinka Zordano matrica

J:Q—lAQz(j _11):—((1) ‘i>+<_01 é)z—EJrT.
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Matricos —F ir T komutuoja. Todél
otd — o—tEtT

Matricos —tE eksponenté

Matricos 7' laipsniai

T2:<_01 Ol>7T3:((1) _01)3T4:((1) ?)7T5:T

ir t.t. Todél matricos t1" eksponenté

o 12k L 2R+
tT Zo(_l) k) kz;o(_l) k1)1 ( cost sint >
e — = —_— =
) 2k41 o0 2k —sint cost
—I;O(—l)’“m ,;O(_l)kék)!

—tF i§ matricos e!”, gausime

_ cost sint
et = et . .
—sint cost

Padauging matrica e

Taigi matrica

tA A tiA—1 _ —t [ sint+ cost sint
e’ =QerQ T =e ( —2sint cost —sint /)’

Pagal prielaida 2(0) = 0. Todél nagrinéjamos sistemos sprendinys

z(t) = e(t_T)Aq(T) dr =
/

—2sin(t — 7) cos(t —7) —sin(t — 7

_ /te_(t_T) ( sin(t — 7) + cos(t — 7) sin(t — 1) | ) o(r) dr.
0
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2.5. TIESINIU SISTEMU FAZINIU SRAUTU KLASIFIKACIJA

Kiekviena klasifikacija yra pagrista kokiu nors ekvivalentiSkumo sarySiu. Sakysime,
tiesiniy sistemuy

z=Az, y=By, =z,yeR" A BeR"" (2.18)

faziniai srautai {e*4}, {e*P} yra ekvivalentiis, jeigu jie yra panasis, t.y. egzistuoja
tokia abipusiskai vienareik§mé transformacija @ : R™ — R", kad

Qoe =ePoQ, VteR.
Taigi tiesiniy sistemy faziniai srautai yra ekvivalentis, jeigu transformacija y = Qx

perveda vienos sistemos trajektorijas i kitos sistemos trajektorijas ir i§laiko trajektoriju
apéjimo kryptis (Zr. 2.17 pav.).

In etAz Yn
GtBy — QetAI
—
y=CQx
* Yy
T1yeeeyTn—1 Yiy-- 5 Yn—1
2.17 pav.

ISskirsime tris tiesiniy sistemy faziniy srauty ekvivalentiSskumo sarySius.

1. Tegu Q : R® — R" yra tiesinis izomorfizmas. Tada sakysime, kad faziniai
srautai yra tiesiSkai ekvivalentis.

2. Tegu Q : R" — R" yra difeomorfizmas. Tada sakysime, kad faziniai srautai yra
difeomorfiskai ekvivalentiis.

3. Tegu @Q : R" — R" yra homeomorfizmas. Tada sakysime, kad faziniai srautai
yra topologiskai ekvivalentiis.

U zdaviny s. Patikrinkite, kad tiesinis, difeomorfinis ir topologinis ekvivalen-
tiSkumo sarysiai i8 tikryju yra ekvivalentiSkumo sarysiai.

Pastaba. Erdvés R" tiesinis izomorfizmas yra Sios erdves difeomorfizmas, o
erdves R™ difeomorfizmas yra homeomorfizmas. Todél tiesiSkai ekvivalentiis faziniai
srautai yra difeomorfiskai ekvivalentis, o difeomorfiskai ekvivalenttis faziniai srautai
yra topologiskai ekvivalentis.

Tiesinés sitemos fazinis srautas yra apibréZiamas vienareik§miSkai. Todél toliau
kalbédami apie tiesini, difeomorfinj arba topologinj ekvivalentuma, trumpai sakysime,
kad pacios sistemos yra tiesiskai, difeomorfiskai arba topologiSkai ekvivalencios.
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Tegu n = 2 ir Ay, Ay yra matricos A € R*? tikrinés reikimes. Priklausomai nuo
Siy reikSmiy iSsidéstymo kompleksingje plokStumoje yra galimi tokie atvejai:

XN w0 N0 0 N
VIR VR 0 M=
T Ph P
l Ao 0 0 l Ao 0 l A2
N0y M =22 =0 N A0
2.18 pav.

Tarkime, rikriniy reik§miy A;, Ao realiosios dalys nelygios nuliui. Tada turime astuo-
nis skirtingus atvejus (7r. pirmasias tris 2.18 paveikslélio eilutes). Juos atitinka desimt’
skirtingy pusiausvyros tasky (zr. 2.1-2.10 paveikslélius), t.y. turime deSimt skirtingy
kanoniniy sistemy. Bet kuri tiesiné sistema & = Ax su nei$sigimusia matrica A yra
tiesiSkai ekvivalenti vienai i §iy sistemy. Jeigu bent viena tikriné reik§meé lygi nuliui,
tai turime tris i$sigimusius atvejus (Zr. paskuting 2.18 paveikslélio eilutg). Juos atitinka
tris skirtingi faziniai portretai, pavaizduoti 2.11-2.13 paveiksléliuose.

Tegu n = 3ir Ay, A2, A3 yra matricos A € R*? tikrinés reikimes. Jos yra tre¢iojo
laipsnio polinomo Saknys. Todél arba jos visos yra realios, arba viena i§ jy yra reali, o
kitos dvi — kompleksiSkai jungtinés. Priklausomai nuo iy reik§miy i§sidéstymo kom-
pleksinéje ploks$tumoje gali biiti daug skirtingy atvejy. Tarkime, tikrinés reik§meés Ay,
A2, Az yra skirtingos. Be to, tegu ju realiosios dalys nelygios nuliui ir kompleksiskai
jungtiniy tikriniy reikSmiy realioji dalis nelygi realiajai tikrinei reikSmei. Tada turime
deSimt skirtingy tikriniy reik§miy iSsidéstymo kompleksinéje plokStumoje atvejus (Zr.
2.19 pav.).

1. A1 A2 A3 0 6). 0 A A2 Mg
— o o o — — oo —
2). A1 A2 0 A 7 A1 0 A2 A
P P
3). o 8). o
) l N M0 ) 0 A ! A2
4 . 9). .
) Lo, l 0 ) 0 Ao l 1
5). . P 10). P .
1 0 l Ao l Ao 0 A
2.19 pav.

Kai kurie kiti tikriniy reikSmiy A, A2, A3 i§sidéstymo kompleksingje plokStumoje
atvejai pavaizduoti 2.20 paveikslélyje.

3 Atkreipsime démesj j tai, kad kartoting tikrine reik§me atitinka du skirtingi pusiausvyros taskai.
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4_%3 4&%33 40_{& 9,
1
0o L N, N, AN he g

2.20 pav.

Pavyzdziai:

1. Tegu matrica A = diag(A1, A2, A3) ir Ay < Ao < A3 < 0. Tada bendrasis
sistemos

T = Ax

sprendinys

At Aot Ast.
)

x(t) = cre1e™ + coeqe”? 4 czeze

¢ia ey, eq, e3 yra koordinatiniy aSiy x1, 2, T3 vienetiniai vektoriai, o ¢, ca, c3 —
laisvosios konstantos. Kai t — oo, |z(t)| — 0. Todél visos trajektorijos sueina i
koordinaciy pradZia. Fazinis sistemos portretas pavaizduotas 2.21 paveikslélyje.

2. Tegu matrica A = diag(A1, A2, A3) ir Ay < A3 < 0 < A3. Tada bendrasis
sistemos

T = Ax

sprendinys

A A Azt

2(t) = cre*ler + cpe?ley + czedles.

Jeigu c3 = 0, tai |z(¢)| — 0, kai ¢ — oo. Jeigu ¢z # 0, tai |z(t)| — oo, kai t —
o0. Todél x1, x5 plokStumoje visos trajektorijos sueina i koordinaciy pradzia, o
likusios trajektorijos artéja i begalybe. Fazinis sistemos portretas pavaizduotas
2.22 paveikslélyje.

Tegu matrica

o
A= -p , a,B,AeR
0

SR ™
> o o
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Sios matricos tikrinés reik§meés \; = A\, A12 = a £ if. Matrica A atitinkanti
tiesiné sistema

T = Az

iSsiskaido i dvi pirmosios ir antrosios eilés tiesines sistemas:

T a pf T .
(2)=(5 2)(2) mem

Sudéje Siy sistemuy bendruosius sprendinius, gausime nagrinéjamos sistemos
bendraji sprendini

z(t) = roe™ cos(By — Bt)er + roe® sin(fy — ft)es + csetes;

Ciarg = \/c} +c5, tghy = —ca/c1, c1,ca, c3 — laisvosios konstantos. Taigi
nagrinéjamos sistemos trajektorijos yra spiralés. Ju apéjimo krypti apie x3 asi
nusako koeficiento /3 Zenklas.

. Tegu a < A < 0. Tada visos trajektorijos sueina i koordinaciy pradZia. Be to,

artéjimas 1, < adiy kryptimis yra greitesnis uZ artéjima asies x5 kryptimi. Siuo
atveju fazinis sistemos portretas pavaizduotas 2.23 paveikslélyje.

. Tegu A < a < 0. Tada sistemos trajektorijos taip pat sueina i koordinaciy

pradZia. Taciau artéjimas x1, xo aSiy kryptimis yra létesnis uz artéjima aSies 3
kryptimi. Siuo atveju fazinis sistemos portretas pavaizduotas 2.24 paveikslélyje.

. Tegu @ < 0 < Ag. Tada sistemos trajektorijos sukasi apie x3 asi artédamos

prie jos adiy x1, 2o kryptimis ir artéja { begalybe aies 3 kryptimi. Siuo atveju
fazinis sistemos portretas pavaizduotas 2.25 paveikslélyje.
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Siuose pavyzdziuose pavaizduoty tiesiniy sistemy faziniai portretai atitinka 1) —
5) numeriais paZymétus atvejus, pavaizduotus 2.19 paveikslélyje. Atvejai, paZyméti
numeriais 6) — 10), gaunami i§ atveju, paZyméty numeriais 1) — 5), pakeitus ¢ aSies
krypti i prieSinga. Todél juos atitinkantys faziniai portretai gaunami i§ 2.21 - 2.25
paveiksléliuose pavaizduoty faziniy portrety, pakeitus rodikliy kryptis i prieSingas.

Uzdavinys. Nubrézkite tiesinés sitemos & = Ax fazinj portreta nurodytais
2.20 paveikslélyje atvejais.

2.8 teorema. Tarkime, matricy A, B € R™" tikriniy reikSmiy aibéje néra kartotiniy
tikriniy reikSmiy. Tada (2.18) sistemos yra tiesiSkai ekvivalencios tada ir tik tada, kai
matricy A ir B tikrinés reikSmés sutampa.

< Tarkime, (2.18) sistemos yra tiesiSkai ekvivalencios. Pagal apibréZima egzistuoja
tokia neiSsigimusi matrica ), kad

Qe = etBQ, VteR.

Remiantis eksponentés apibréZimu

QetA:Q(E+tA+ (t;)z +.. 4+ (tf')n +)
2 n
eBQ = <E+tB+L§) +...+%+~~)Q.

Sulyging Siuos reiskinius gausime, kad matricos A ir B yra panasios, t.y.
QA = BQ.
Taciau pana$iy matricy charakteristiniai polinomai sutampa
pa(A) =det(A — AE) = det(B — AE) = pp(A).

Todeél sutampa ir jy tikrinés reik§meés®.

Tarkime, matricy A ir B tikrinés reikSmés sutampa. Kadangi jos néra kartotinés,
tai matricas A ir B atitinka ta pati Zordano matrica. Vadinasi, jos yra panagios, t.y.
egzistuoja tokia neiSsigimusi matrica Q € R™", kad

QA = BQ.
Remiantis eksponentés apibréZimu
tA)? tA)"
QetA:Q(E—HA—f— (t4) +..t (t4) +) =
2! n!
tB)? tB)"
:(E+tB+(2,) +...+( |) +~-~)Q:etBQ.
! n!

Sulyging kaire ir deSing Siy lygybiu puses gausime, kad (2.18) sistemy faziniai srautai
yra panas$is. Taigi (2.18) sistemos yra tiesiskai ekvivalencios. >

6Trodant pirmajj teoremos teigini, nesinaudojome tikriniy reik§miy paprastumu.
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Uzdaviny s. Irodykite, kad sistemos
T = I, 1 = x1+ @2,
T2 = T2, T2 = x2
néra tiesiSkai ekvivalencios, nors tikrinés reikSmés sutampa.

Pasirodo, kad tiesiniy sistemy difeomorfiné klasifikacija nieko naujo neduoda. Tik-
sliau yra teisinga tokia teorema.

2.9 teorema. Tegu A, B € R™". Tada (2.18) tiesinés sistemos yra difeomorfiskai ek-
vivalencCios tada ir tik tada, kai jos yra tiesiSkai ekvivalencios.

< Tegu (2.18) tiesinés sistemos yra difeomorfiskai ekvivalenéios. Tada egzistuoja
toks difeomorfizmas ) : R — R", kad

QoetA:t?tBOQ.

Taskas 2 = 0 yra fazinio srauto {e*4} nejudamas taskas. Todél Q(0) yra fazinio srauto
{e!B} vienas i§ nejudamy tasky. Pazymékime ji raide c. I§ formulés

e c==¢c¢

iSplaukia, kad Bec = 0.
Tegu h : R™ — R" yra poslinkio operatorius vektoriumi c, t.y.

h(z)=x —c.

Operatorius h yra erdvés R™ difeomorfizmas. Be to, jis transformuoja tiesinés sistemos
& = Bux fazinj srauta i save. IS tikryju

(x —¢) =4 =Bx=B(z—c¢).
Difeomorfizmy h ir () superpozicija
g=hoQ:R"—R"

yra difeomorfizmas, transformuojantis fazinj srauta {e?} i fazinj srauta {¢Z}. Be to,
taSkas 2 = 0 yra §io difeomorfizmo nejudamas taskas, t.y. ¢(0) = 0.

Tegu Q* yra difeomorfizmo ¢ iSvestiné taske = = 0. Pagal apibréZima Q* : R —
R"™ yra tiesinis izomorfizmas. Kadangi

goet =etBoyq, VteR,
tai sutampa ir $iy difeomorfizmy iSvestinés taske x = 0, t.y.
tA tB
Qe =e"PQ*, VteR

Taigi (2.18) tiesinés sistemos yra tiesiskai ekvivalencios. >
Pastaba. Atkreipsime démesi i tai, kad ne kiekvienas difeomorfizmas, nus-
tatantis faziniy srauty ekvivalentiSkuma, yra tiesinis.
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2.10 teorema. Tegu matricy A, B € R™" tikriniy reik§miy aibéje néra grynai mena-
my tikriniy reikSmiy. Tada (2.18) sistemos yra topologiskai ekvivalencios tada ir tik
tada, kai matricos A ir B turi vienoda skaiCiy tikriniy reik§miy su teigiama ir neigiama
realigja dalimi, t.y. kai

m_(A)=m_(B), m.(A)=m(B);

¢ia m_ yra skaiCius tikriniy reikSmiy su neigiama, o m4 — su teigiama realigja dalimi
(taigim_ +m4 =n).

Sios teoremos irodyma galima rasti [3], [1] knygose.
I8 vada. Tegu matricos A tikriniy reik§miy aibéje néra grynai menamy tikriniy
reik§miy. Tada tiesiné sistema & = Az topologiskai ekvivalenti standartinei sistemai

T = —x1, o = o, $1€Rm7, To € R™+,

Sios sistemos fazinis portretas pavaizduotas 2.26 paveikslélyje, o pusiausvyros tagkas
vadinamas daugiamaciu balno tasku.

R™+

R’VVL,

2.26 pav.

Taigi topologiskai ekvivalencios sistemos turi vienoda skaiCiy tikriniy reikSmiy su
neigiama realiaja dalimi. Be to, jeigu () yra homeomorfizmas, transformuojantis dau-
giamacio balno fazinj srautg j kito daugiamacio balno fazinj srauta, tai Q : R™~ —
R™-.

P astab a. Analogiskas teiginys yra teisingas ir netiesinéms sistemoms, jeigu ju
tiesiné dalis neturi grynai menamy tikriniy reikSmiy. Atskiru atveju tokios sistemos
nejudamo tasko aplinkoje topologiskai ekvivalencios linearizuotai sistemai.

Pavyzdys. Tegun = 2. Tada turime keturis skirtingus neiSsigimusius atvejus.

1. m_ = 2, m4 = 0 — mazgai ir Zidiniai, kuriy trajektorijos sueina j koordinaciy
pradzig (atvejis, kai tikriniy reikSmiy realiosios dalys yra neigiamos).

2. m_ = 1, m4y = 1 - balno taskai (atvejis, kai tikrinés reik§més yra skirtingy
zenklu).
3. m_ =0, m4 = 2 —mazgai ir Zidiniai, kuriy trajektorijos iSeina i§ koordinaciy

pradZios (atvejis, kai tikriniy reikSmiy realiosios dalys yra teigiamos).
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4. m_ = 0, my = 0 — centro taskai (atvejis, kai tikrinés reikSmés yra grynai
menamos).

Taigi tiesines sistemas galima suskirstyti | keturias skirtingas topologines klases.

Tiesiniy sistemy su grynai menamomis tikrinémis reikSmémis faziniai portretai yra
Zymiai sudétingesni. ISskirsime atveji, kai tiesinés sistemos visos tikrinés reikSmeés yra
grynai menamos.

2.11 teorema. Tegu n = 2 ir matricy A, B tikrinés reikSmés yra grynai menamos.
Tada (2.18) sistemos yra topologiskai ekvivalencios tada ir tik tada, kai jos yra tiesiSkai
ekvivalencios.

< Pagal 2.8 teorema (2.18) sistemos yra tiesiskai ekvivalencios tada ir tik tada, kai
ju tikrinés reikSmés sutampa.

Tegu matricos A tikrinés reik§meés yra +ic, 0o matricos B — +i/3. Jeigu o = 3, tai
(2.18) sistemos yra tiesisSkai ekvivalencios. Kartu jos yra ir topologiskai ekvivalencios.

Tarkime, kad (2.18) sistemos yra topologiskai ekvivalencios, t.y. egzistuoja toks
homeomorfizmas () : R" — R", kad

Qoett =etBPoQ, Wt
Tegu @ 4 ir @ g tokios neis$sigimusios matricos, kad
A=QaJaQy', B=QpJpQ%"
Cia Jy ir Jp yra matricy A ir B Zordano matricos. Tada
QoQaec”*Qy! = Qpe’PQp' 0 Q, V.

Grynai menamoms tikrinéms reikSméms Zordano matricos

n=( o) = (5 0):

Jas atitinkancios eksponentés

ola _ < costa  sinta > olT5 < costf  sintf >

—sinta  costa —sintf costf

Taip apibréZtos transformacijos taska 2 € R? pasuka atitinkamai kampu tc ir ¢ pagal
laikrodZio rodykle. Todél

QAetJAQzl _ etJA, QBetJBQE’l _ etJB

ir yra teisinga formulé
QetJA _ etJBQ.

Sia formule galima perrasyti taip:

Qet’AQ 7t =B vt
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Eksponenciy e!’4 ir !/ igvestinés taske t = 0 yra J, ir Jg. Todél yra teisinga
formulé
QJIAQ™" = Jp.

IS jos gauname, kad
—2a=det Jy =det QJoQ = det Jg = —27.

Taigi o = (3 ir galime tvirtinti, kad (2.18) sistemos yra tiesiskai ekvivalencios. .
Pastab a. [3] knygoje tvitinama, kad teorema yra teisinga ir kai n > 2. Taciau
néra jokios nuorodos. [1] knygoje raSoma, kad grynai realiy Sakny atveju tai yra
neiSspresta problema. Kuris iS Siy teiginiy yra teisingas, neZinau.
Pavyzdys. Tegun = 4. Tiesiné homogeniné sistema

i’l = QX2 .
j;‘ o —a:; )\172 = :|:’LOL,
; B2 b (2.19)
3 = 4 .
. _ ’ )\374 = :tlﬂ.
Ty = —51'3,
iSsiskaido i dvi nepriklausomas sistemas
T = ax I3 = ax
! 1 2, - 3 3 (220)
T2 = —Qxy, Ty = —Qy4,

(z1,22), (x3,24) € R?, o erdve R* — dviejy invariantiniy plokstumy R? tiesioging
sandauga. Kiekvienoje i$ plokStumy fazinis kreivés yra arba apskritimai

2, .2 _ 2 2., ,2 2
ity =c", x23+z;=0C"

arba taSkai su koordinatémis 1 = x5 = 0, xr3 = x4 = 0. Fazinis srautas tai
posiikio operatoriai kampais t« ir ¢3 atitinkamai. Bet kurig (2.19) sistemos fazing
kreive erdvéje R* galima iSreiksti (2.20) sistemos faziniy kreiviy plokStumoje R?
tiesiogine sandauga. Jeigu fazinés kreivés plokStumoje R? yra apskritimai, tai faziné
kreivé erdvéje R? yra dvimatis toras

T?=8'xS'={exeR*:2? +a2=¢% ai+a2=C%.

Taska sferoje S! apibréZia viena poliné koordinaté ¢ mod 2. Todél taska tore T2
apibrézia dvi polinés koordinatés , 1) mod 2.

Tora T2 erdvéje R* galima sutapatinti su "barankos” erdvéje R® pavir§iumi. I3
tikryju, barankos pavir§ius erdvéje R® gaunamas sukant apskritima apie asi, esan¢ia
apskritimo plokS§tumoje, ir jo nekertancia. TaSka Siame pavir§iuje taip pat galima
apibrézti dviem poliném koordinatém ¢, ¥ mod 27r. Taip apibréZtos polinés koordi-
natés nusako "barankos” erdvéje R? ir toro T2 ¢ R* difeomorfizma. Toro T2 Zemé-
lapis plokstumoje (¢, 1) yra kvadratas [0, 27| x [0, 27]. Suklijave taskus, esanéius §io
kvadrato priesingose krastinése, gausime "baranka" erdvéje R.

Fazinis (2.19) sistemos srautas tora T2 atvaizduoja i T2. Sios sistemos fazinés
kreivés guli toro T2 pavirSiuje. Tegu ¢ ir v poliniai kampai plokStumose R? skai&iuo-
jami atitinkamai nuo aSies xo aSies 1 kryptimi ir nuo aSies x4 aSies x3 kryptimi. Tada
(2.19) sistemos trajektorijos toro 7' pavirsiuje tenkina sistema

p=a, =040 (2.21)
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Toro T? zemelapyije $ios trajektorijos yra tiesés, o "barankos" paviriuje apvijos.
Skaiciai « ir 5 vadinami racionaliai nepriklausomais, jeigu lygybé

ka+18=0, klcZ

yra galima tik tada, kai k = [ = 0. PavyzdZiui, skai¢iai /3 ir v/12 yra racionaliai
priklausomi, o skaiciai V5 ir v/12 — ne.

2.12 teorema. 1. Tegu « ir 3 yra racionaliai priklausomi skaiCiai. Tada bet kokia
(2.19) sistemos faziné kreivé tore T? yra uZdara.

2. Tegu « ir B yra racionaliai nepriklausomi skaiCiai. Tada bet kokia (2.19) siste-
mos faziné kreivé yra tirsta aibé tore T2,

< Suintegrave (2.21) sistema, gausime

p(t) = @(0) +ta,  h(t) =¥ (0) +16. (2.22)

Tegu « ir 8 yra racionaliai priklausomi skaiciai, t.y. egzistuoja tokie skaiciai k, ! € Z,
kad
ka+18=0, Kk*+I12#0.

Tada lygtys
wa =27k, wpf = —27l

yra suderintos. Siy lygéiy bendras sprendinys w ir yra (2.19) sistemos fazinés kreivés
tore T2 periodas.

Irodysime antraji teoremos teigini. Tegu skaifiai «, 8 yra racionaliai nepriklauso-
mi. Pagal apibréZima jie yra nelygis nuliui ir ju santykis 3/« yra iracionalus skaiCius.
Kartu galime tvirtinti, kad skai¢iai 273/« ir 27 yra racionaliai nepriklausomi. Todél
seka

B

v = (0) + 27Tak(mod 2r),k=1,2,...
yra tir§ta’ apskritime S*. Toro 72 Zemélapyje trajektorija, apibréZta lygtimi
o(t) =ta, ¥(t) =(0)+1t5,

yra tiesés, iSeinancios i§ tasko (0,y) su krypties koeficientu §5/a. Akivaizdu, kad
tokios tiesés yra tir§ta aibé kvadrate [0,27] x [0, 27]. Todél (2.19) sistemos faziné
kreive yra tirSta aibé tore 72. >

TPastaraji teiginj galima jrodyti remiantis Dirichlé principu: Jeigu k déZutése yra k -+ 1 rutuliukas, tai
bent vienoje déZutéje yra du rutuliukai.
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2.6. NEHOMOGENINES SISTEMOS PERIODINIAI
SPRENNIAI

Tegu A € R™™ — pastovioji matrica, ¢ = colon(qy, ..., g,) — Zinoma vektoriné funk-
cija, ¢; — tolydZios w-periodinés funkcijos, w > 0. Nagrinésime tiesing nehomogening
sistema

&= Az + q(t). (2.23)

2.13 teorema. Tegu \q,...,\, yra matricos A tikrinés reik§més ir
A #2nkijw, Yji=1,...,n, keZ.

Tada (2.23) sistema turi vienintelj w-periodinj sprendinj ir jj galima iSreik$ti formule

t
z(t) = (E — (i“’A)_1 / e(t_S)Aq(s) ds. (2.24)
t—w

< Pagal (2.16) formule bendrasis (2.23) sistemos sprendinys

¢
z(t) = 0 + /e(t_s)Aq(s) ds;
0

¢ia C — pastovus vektorius. Pasinaudoje Sia formule ir funkcijos ¢ periodiskumo sa-
lyga, gausime

t+w t
x(t +w) — e(t+w)AC + / e(t+w—s)Aq(3) ds = e(t+w)AC + /e(t—s)Aq(S) ds =
0 —w

¢ 0
= e A0 + /e(t*S)Aq(s) ds + / et=3)4¢(s) ds.
0 —w

Funkcija « tenkins periodiskumo salyga (¢t + w) = x(t), jeigu

0
et A + / et=3)4g(s) ds = etAC.

IS Sios lygybés iSplaukia, kad

0
A0 + / e *Aq(s)ds = C.

—w
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I gauta lygybe galima zidiréti kaip i tiesing nehomogening algebriniy lygc¢iy sistema

(E - e“’A)C’ = /e_SAq(s) ds

vektoriaus C' atzvilgiu. Ji turi netrivialy sprendinj tada ir tik tada, kai matrica F — ewA

yra neissigimusi, t.y. kai det(E — e“4) # 0. Matricos E — 4 tikrinés reik§més yra
1—eM@ ... 1— e %, Todél jos determinantas

det(E —e“4) = (1 —eM¥) ... (1 — M),
Kadangi \jw # 27ki,Vj =1,...,n, k € Z, tai
det(E — e*4) #0.

Kartu galime tvirtinti, kad matrica E — e““ turi atvirksting ir
w
C=(E—eM) ! /e(‘”*S)Aq(s) ds.
0

Todél (2.23) sistemos w periodinj sprendini galima uzZraSyti taip:

w t

z(t) = etHE — ev )t /e(“’fs)Aq(s) ds + /e(tfs)Aq(s) ds.
0 0
Padaugine pastaraja formule i§ kairés i§ matricos E — e“4, gausime

t

(E — e*Ma(t) = et we(“’_s)A (s)ds e q(s) ds—
[ O/ a(s) ds + 0/ g

¢
—/e(”_s)Aq(s) ds} = el / e *q(s) ds,
0 t—w

arba

2(t) = (B — o))

t

e=9)4(s) ds.

¢ -

Taigi, jeigu matricos A tikriniy reik§miy aibéje néra skaiCiy 27ki/w, k€Z, tai (2.23)
sistema turi vienintelj w periodinj sprendinj ir ji galima apibréZzti (2.24) formule. >

Pastaba. Konstanty varijavimo metoda galima taikyti ir netiesiniy lygciy
sprendimui. Tegu A : (a,b) — R™™ irq : (a,b) x @ — R",Q C R". Tada gal-
ima jrodyti, kad funkcija x = ¢(t) yra Kosi uzdavinio

z=Alt)x +q(t,z), te(ab),x e,
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z(to) = z0, to €E<a,b>, x9 €N
sprendinys tada ir tik tada, kai ji yra integralinés lygties

t

z(t) = ®(t)xo +/<I>(t)<I>*1(s)q(s,az(s)) ds (2.25)

to

sprendinys; ¢ia ®(¢) yra normuota taske ¢ = ¢ tiesinés lygties £ = A(t)x fundamen-
talioji matrica.
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2.7. TIESINES HOMOGENINES SISTEMOS
SU PERIODINIAIS KOEFICIENTAIS

Tarkime, matricos P(t) = {p;;(t)}€R™" elementai p;; yra tolydZios w-periodines
funkcijos, w > 0. Tokias matricas vadinsime w-periodinémis. Nagrinésime tiesing
homogening sistema

&= P(t)x. (2.26)

2.14 teorema. Tegu P yra w-periodiné matrica. Tada kiekvieng (2.26) sistemos fun-
damentaligjg matrica ® galima iSreiksti sandauga

®(t) = B(t)e!; (2.27)
Cia B — neiSsigimusi w periodiné matrica, o A — matrica su pastoviais koeficientais.

< Laisvai pasirenkame kokig nors (2.26) sistemos fundamentaliaja matrica ®. Tada

Ot +w) =Pt +w)P(t+w).

Pagal teoremos salyga P(t + w) = P(t). Todél

Ot +w) =P)P(t + w).

I§ &ia iSplaukia, kad matrica ¥ (¢) = ®(¢ + w) taip pat yra fundamentalioji. Remiantis
bendraja diferencialiniy lyg€iy teorija, galime tvirtinti, kad egzistuoja tokia neiSsigi-
musi pastovioji matrica C, kad

U(t) = d(t)C. (2.28)
Matrica C vadinama monodromijos matrica. Tegu A € R™" yra tokia matrica, kad
e =C.
Pagal 2.6 teorema tokia matrica egzistuoja. ApibrézZkime matrica B taip:
B(t) = ®(t)e 4.
Tada
ir
B(t +w) = ®(t + w)e” A = @ (1) CetH)4 =
= O(t)e“ e e = d(t)e M = B(t).

Taigi matrica B yra w-perioding. > B
Tegu @ yra kita (2.26) sistemos fundamentalioji matrica ir C' yra ja atitinkanti mon-
odromijos matrica, t.y.

D(t +w) = o(t)C.
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Remiantis bendraja diferencialiniy lygciy teorija, egzistuoja tokia nei$sigimusi matrica
Q, kad

Taciau tada
Dt+w)=0(t+w)Q 1 =dt)CQ =d(t)QCQ™L.

Sulyging Sig ir (2.28) formules, gausime

C=QCQ™
Taigi visos monodromijos matricos yra panasios. Kartu galime tvirtinti, kad visy mon-
odromijos matricy tikrinés reikSmés yra vienodos. Tegu pi1, ..., t, yra kokios nors

monodromojos matricos tikrinés reik§més. Jos yra vadinamos (2.26) sistemos multip-
likatoriais.

IS fundamentaliyjy matricy aibés iSskirkime normuota taske ¢ = 0 fundamenta-
liaja matricg ®. Priminsime, kad fundamentalioji matrica ¢ vadinama normuota taske
t = 0, jeigu (0) = E, E — vienetiné matrica. Normuotg fundamentaliaja matrica
atitinka monodromijos matrica C'. Ja galima rasti i§ formulés

B(w) = B(0)C = C.

IS Sios formulés taip pat iSplaukia, kad

det ®(w) =det C = g - ... fin.
Pagal Liuvilio formule
t n t n
det @(t) = det ®(0) exp / Zpii(t) dt = exp / an‘(t) dt.

o =1 o =1

Todel
det P(w) = exp/Zpii(t) dt =y« ... iy (2.29)
o i=1

Pavyzdys. Tegu ¢ = ¢(t) yra tolydi w-periodiné skaliariné funkcija. Na-
grinésime tiesing homogening antrosios eilés lygti

&+ q(t)x = 0. (2.30)
Sios lygties multiplikatoriais vadinsime ja atitinkancios tiesinés sitemos
i1 =1x2, d2=—q(t)r

multiplikatorius. PaZzymékime juos p ir po. Matricos

Pl = ( i) 0 )
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pédsakas Tr P(t) = 0. Todél pagal (2.29) formulg p1 e = 1.
Tegu @1, 2 yra (2.30) lygties sprendiniai, tenkinantys salygas:

©1(0) =1, $1(0) =0, 2(0) =0, P2(0) = 1.

Multiplikatoriai f¢1, o yra matricos

tikrinés reik§més ir randami i$ lygties
det(®(w) — pE) = 0.
Pastaraja lygti galima uZrasyti taip:
p? —2ap+b=0;

gia 2a = 1 (w) + P2(w), b= pue = 1. Todel
H1,2 =a+ \/a2—1.

2.15 teorema. Tegu P yra tolydi w-periodiné matrica. Tada yra teisingi tokie teiginiai:

1. Jeigu p yra (2.26) sistemos multiplikatorius, tai egzistuoja toks netrivialus Sios
sistemos sprendinys , kad

Pt +w) = pep(t). (2.31)

2. Jeigu egzistuoja (2.26) sistemos netrivialus sprendinys ¢ toks, kad yra teisinga
(2.31) formulé, tai p yra (2.26) sistemos multiplikatorius.

< Tegu p yra (2.26) sistemos multiplikatorius, & — normuota taske ¢ = 0 funda-
mentalioji matrica. Pagal (2.29) formule

det(®(w) — pE) = 0.
Todél ;1 yra matricos ®(w) tikriné reik§meé. Sia tikring reik§me atitinka tikrinis vekto-
rius zq. Pagal apibréZima zy # 0.

Tegu ¢ yra (2.26) sistemos sprendinys, tenkinantis prading salyga

©(0) = xo.

Tada ji galima iSreiksti formule

Priminsime, kad monodromijos matrica C' = ®(w). Todél

ot +w) =Pt +w)xg = P(t)Cxo = P()P(w)xg = P(t)uxo = peo(t).
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Irodysime antraji teoremos teigini. Tegu ¢ yra (2.26) sistemos netrivialus sprendi-
nys, tenkinantis (2.31) salyga. Papildykime §i sprendinj iki fundamentaliosios spren-
diniy sistemos, t.y. tegu ¢, s, ..., ¢, — fundamentalioji sprendiniy sistema. Sia
sprendiniy sistema atitinka monodromijos matrica C'. Pagal apibréZima

(Pt +w), ot +w), s nlt +w)) = (@(1), p2(t), -, on())C, C = {ei}-
Sulyging Siy matricy pirmuosius stulpelius, gausime
p(t+w) = cnp(t) +carpa(t) + - + cnrpn(t) = pep(t)-
Perrasykime $ia lygybe taip:

(e11 — p)p(t) + carpa(t) + -+ + cnrn(t) = 0.

Kadangi funkcijos ¢, o2, ..., ¢, yra tiesiSkai nepriklausomos, tai pastaroji formulé
yra teisinga tada ir tik tada, kai c11 = p, co1 = -+ = ¢,1 = 0. Taigi monodromijos
matrica
Mmoo C12 ... Cin
0 Co2 ... C2p
C =
0 Cn2 ... Cpn

Todeél 1 yra jos tikriné reikSmeé. Kartu p yra (2.26) sistemos multiplikatorius. Teorema
irodyta. >

Isvada. Jeigu bent vienas (2.26) sistemos multiplikatorius lygus vienetui, tai
§i sistema turi netrivialy w-periodinj sprendini. Ir atvirksc¢iai, jeigu (2.26) sistema turi
netrivialy w-periodini sprendini, tai bent vienas Sios sistemos multiplikatorius lygus
vienetui.

Tegu ® yra (2.26) sistemos fundamentalioji matrica. Pagal 2.14 teorema

d(t) = B(t)et;

¢ia B yra neissigimusi w-periodiné matrica, o A — matrica su pastoviais koeficientais.
Pagal 2.1 teoremg egzistuoja tokia nei$sigimusi matrica ), kad

A=QJQ™
&ia J — Zordano matrica. Matricos tA eksponenté
etA — Qe”Q_l.

Todel fundamentalioji matrica
d(t) = B(t)Qe' Q1.
Sia formule galima perrasyti taip:

®(t) = B(t)e!’;
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&ia ®(t) = ®(t)Q taip pat yra fundamentalioji matrica, o matrica B(t) = B(t)Q yra
w-periodiné. IStirsime fundamentaliosios matricos ® struktiira.

Tegu Ay, ..., A\, — matricos A tikrinés reik§més. Skaiciai A1, ..., A\, yra vadinami
(2.26) sistemos charakteristiniais rodikliais. Priminsime, kad matrica A yra susijusi su
monodromijos matrica C'. Tiksliau yra teisinga formulé

A = (.

AnalogiSka formulé yra teisinga ir iy matricy tikrinéms reikSméms, t.y.

e@i =pu;, Vi=1,...,n.
Be to, matricy A ir C' tikrinés reik§més yra to paties kartotinumo ir kiekviena kartoting
tikring reikSme atitinka tokie patys elementariis dalikliai.

Pastaba. Atkreipsime démesi, kad realios charakteristiniy rodikliy dalys yra
apibréZiamos vienareik§miskai, o menamos dalys yra apibréZziamos 27wki/w, k€Z tik-
slumu.

Tegu

J =diag{Js; (M), .-, s, (Am) };

m
Cia s; yra tikrinés reik§més \; kartotinumas, ) s; = n. Tada
Jj=1

et = diag{e!1 M) et em Am)y

9

Kiekvienas Sios kvazidiagonalinés matricos langelis turi tokia struktiira:

it et 971 At
(st
Ajt t°5 7> At
1155 (A5) — 0 e R ORI
0 0 . etit

Tegu p1,..., P, Ir 51, e by, yra matricy ®ir B stulpeliai. Tada

p1 = Ble“‘l7

Bor = (b1 e by e,
sl = bn_s, 416,

Sén = (i)n (zzn__l)! 4ot Bn) otAm

I8 Siy formuliy matome, kad tiesinés sistemos su periodiniais koeficientais fun-
damentaliosios matricos struktiira yra analogiska tiesinés sistemos su pastoviais ko-
eficientais fundamentaliosios matricos struktiirai. Todél nattralu tikeétis, kad tiesing
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sistema su periodiniais koeficientais galima suvesti | tiesing sistema su pastoviais koe-
ficientais.
Apibrézkime nauja ieSkoma funkcija y formule

z=B(t)y, B(t)=(t)e 4.

Pagal apibréZima matrica B yra diferencijuojama. Todél

Bty + B@)j = POBWY (& = P()).
Kadangi matrica B yra neiSsigimusi, tai pastargja formule galima perraSyti taip:
j= BN WIPM)B() - By,
Irodysime, kad matrica B~ (t)[P(t)B(t) — B(t)] = A. Visu pirma pastebésime, kad
B(t) = ®(t)e 4 — d(t) Ae 14 = P(t)D(t)e 4 — () Ae 4,
B7l(t) = o 1(1t).
Todel
BT P(t)B(t) — B(t)] = e1® 1 (t)P(t)D(t)e 4 — tAd 71 (1) P(1)D(t)e T+
+e 4D (1) Ae A = et AeA = e A = A,

Taigi (2.26) sistema su periodiniais koeficientais keitiniu + = B(t)y galima suvesti |
tiesine sistema
y= Ay (2.32)

su pastoviais koeficientais.
P astab a. Bendru atveju matrica A, apibréZta formule

yra kompleksiné (netgi tuo atveju, kai matricos C, ® ir P yra realios).

Tarkime, P yra w-periodiné reali matrica. Tada (2.26) sistema galima suvesti {
tiesing sistema su pastoviais realiais koeficientais netgi ir tuo atveju, kai matrica A yra
kompleksiné. IS tikryju i matrica P galime Zitréti kaip i 2w-perioding matrica. Tegu
C yra monodromijos matrica atitinkanti perioda w. Tada

Ot + 2w) = O(t +w)C = d(t)C2.

I$ ¢ia iSplaukia, kad C? yra monodromijos matrica, atitinkanti perioda 2w. Galima
irodyti (2r.[9]), kad matrica C? turi realy logaritma, t.y. matrica A, apibréZta formule

eAw _ 02,
yra reali. Todél visada egzistuoja tokia 2w periodiné neiSsigimusi matrica B, kad kei-
tiniu

z = B(t)y

(2.26) sistema susiveda i (2.32) sistema su pastoviais realiais koeficientais.
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2.8. TIESINES NEHOMOGENINES SISTEMOS
SU PERIODINIAIS KOEFICIENTAIS

Tarkime, matrica P = {p;; }€R™", vektorius ¢ = colon(qu, ..., ¢,), pi;, ¢; yra toly-
dZios w-periodinés funkcijos, w > 0. Nagrinésime tiesing nehomogening sistema

& = P(t)x + q(t). (2.33)
Tegu = = p(t) yra Sios sistemos sprendinys, tenkinantis salyga
z(0) = z(w). (2.34)

Kadangi funkcijos p;; ir g; yra w-periodinés, tai funkcija ¢(t) = ¢(t + w) taip pat yra
(2.33) sistemos sprendinys. Be to,

$(0) = ¢(w) = ¢(0).
Taigi sprendiniai ¢ ir 1) tenkina ta pacia tiesing sistema ir taSke ¢ = 0 sutampa. Todél
o(t) =p(t+w), VteR.

I§ $ia i$plaukia, kad (2.33) sistemos sprendinys = ¢(t) yra w-periodinis tada ir tik
tada, kai jis tenkina (2.34) salyga.
2.16 teorema. Tarkime, visi (2.26) sistemos multiplikatoriai (i1, . . ., jt, nelygis vie-

netui. Tada (2.33) sistema turi vienintelj w-periodinj sprendinj.

< Bendrasis (2.33) sistemos sprendinys

t

x(t) = ®(t)C + / d(t)® 1 (s)q(s) ds;

to

Cia ®(t) yra (2.26) sistemos fundamentalioji matrica. Imkime ¢, = O ir tarkime, kad
taSke ¢ = 0 fundamentalioji matrica ®(¢) yra normuota. Tada C' = x(0) ir pastaraja
formule galima perraSyti taip:

z(t) = @(t)z(0) + /@(t)qu(s)q(s) ds. (2.35)
Sis sprendinys yra w periodinis tada ir tik tada, kai jis tenkina (2.34) salyga, t.y.
2(0) = ®(w)z(0) + / O (w)P 1 (5)q(s) ds. (2.36)
0
Vektoriaus x(0) atzvilgiu tai yra tiesiné algebriné n lyg¢iy sistema. Ji turi vienintelj

sprendini tada ir tik tada, kai jos determinantas

det(E — ®(w)) # 0.
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Taciau

det(E—Pw)) =1 —p1) - (1 — pn)-
Todél (2.26) sistema turi vienintelj sprendini tada ir tik tada, kai visi multiplikatoriai
U1,y - -, by yra nelygls vienetui. >
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2.9. UZDAVINIAI

1. Suveskite sistema © = Ax | kanoninj pavidalg Siais atvejais:
(1) (B ) ()
2. Nubrézkite tiesinés sistemos & = Ax fazinj portreta Siais atvejais:
o2)  A=(08) a=(4s)
AZ(S%) A:<(1)132> A:<_03 —03>
(53) a3 4) 4 )

3. Raskite tiesing sistema atitinkantj taska Tr—det plok§tumoje ir priklausomai nuo
jo iSsidéstymo nustatykite pusiausvyros tasko charakterj.

1 = 2x1 + T2, T1 = 221 + T2, T, = 2x9,
To = X1 + 2T9; To = x1 — 3T9; To = —3x1 — Ta.

4. Raskite eksponente e*, kai matrica

S
I
N
]
[N ORIV )
—
N
I
N
[
[N V)
I o
O]
N— —
S
Il
N

W N W N

b
I
A~

2 =70
A=13 -8 0
0 0 1

6. Irodykite, kad aibé
{klg2 — N(mod1): k,N € N}
yra tirta intervale (0, 1).

7. Trodykite, kad skai¢iai 2¥,k € N gali prasidéti bet kuriuo skaitmeniu. Ar
skai¢ius 2* gali prasidéti bet kokia skaitmeny kombinacija?

8. Tegu skaiiai « ir 27 néra racionaliai priklausomi. [rodykite, kad seka

{ar = ag + ka /27 : k € N}
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10.

yra tolygiai® pasiskirs¢iusi spindulio 1/27 apskritime.

Trodykite, kad skai¢iai 2¥, k € N daZniau prasideda skaitmeniu 7 negu skaitme-
niu 8, t.y. riba

~

lim No(k
k— o0 Ng(k

~

egzistuoja ir didesné uZ vieneta; ¢ia N;(k) yra sekos 1,2,22, ... 2"

sidedanciy skaitmeniu 7, skaiCius.

nariy, pra-

Nurodymas. Skai¢ius 2% prasideda skaitmeniu a, jeigu skaitius
klg2 — N € [lga,lg(a+1)).
Intervalo [lga,lg(a 4+ 1)) ilgis I, = 1g(1 + 1/a). Be to, jeigu a > b, tai l, < l.

Tarkime, plok3tumos R? taskuose (k,[) yra pasodinti daigai. Irodykite, kad
arklys, Sokinédamas Suoliais (\/§, \/3), bitinai sumindys bent viena daiga.

8Taskai o, yra tolygiai pasiskirste spindulio 1/27 apskritime, jeigu kiekvienam $io apskritimo lankui /
taSky a1, . . ., o, priklausanéiy I, skai¢ius N (I, k) yra asimptotiSkai proporcingas lanko ilgiui |I|, t.y.

o M) _ 11
k—oo k 1



3 SKYRIUS

Netiesinés sistemos

3.1. SPRENDINIU GLODUMAS PRADINIU SALYGU
IR PARAMETRU ATZVILGIU

Nagrinéjant ivairius uzdavinius, apraSomus diferencialinémis lygtimis, pradinés saly-
gos daZniausiai yra Zinomos tik apytiksliai. Netgi tuo atveju, kai sprendinys yra ieSko-
mas su konkreCiomis pradinémis salygomis, praktiSkai pradinés salygos yra imamos
i$ tam tikros duoto tasko aplinkos. Todél svarbu Zinoti kokia bus sprendinio paklaida,
jeigu pradiniy salygu paklaida yra maZa. PavyzdZiui, jeigu yra nagriné¢jama normalioji
diferencialiniy lygc€iy sistema

&= f(tvx)a (3.1

f:D—R" (t,x) € D C R" D vienaties sritis, tai kiekviena tadka (¢, zo) € D
atitinka maksimalusis $ios sistemos sprendinys

T = m(t7t07xo)7

apibréZtas maksimaliame intervale I(to, xg). Sprendinio = x(¢, to, z¢) apibréZzimo
sritis
G = {(t,to,ﬁCo) it e I(to,l‘o), (to,Io) S D}

Siuo atveju problema susiveda j tai, ar sprendinys = = x(t, to, o) ir maksimalus inter-
valas I(tg, o) yra tolydZios tasko (g, o) aplinkoje funkcijos. Bendru atveju (3.1)
sitemos desinioji pusé gali priklausyti nuo tam tikry parametry p. Kai kurie i§ ju
taip pat gali biiti Zinomi tik apytiksliai. Jeigu parametry skaicius yra baigtinis, t.y.
= (p1,---,m), tai (3.1) sistema galima perraSyti taip:

i = f(t,x,p), (t,z,p) € D, C RMF™™, (3.2)
Tarkime, funkcija f srityje D,, lokaliai tenkina LipSico salyga kintamuju x atZvil-
giu. Tada kiekvienam fiksuotam g sritis Q@ = {(t,z) : (¢t,z,p) € D,} yra vienaties

sritis (3.2) sistemai, t.y. V(to, zo) € @ egzistuoja vienintelis (3.2) sistemos sprendinys
x = x(t, to, xo, i), apibréZtas aibéje

G,u = {(ta th Zo, :u) : (t07 Zo, NJ) € D,uv t e I(t07 Zo, N)}a
¢ia I(to, xo, ;) — maksimalus sprendinio egzistavimo intervalas.
3.1 teorema. Tarkime, srityje D,, funkcija f lokaliai tenkina LipSico salyga kintamu juy

x atzvilgiu. Tada aibé G, yra sritis ir kiekvienas (3.2) sistemos sprendinys x =
x(t, to, xo, 1) yra tolydi funkcija srityje G,,.
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Sios teoremos jrodyma galima rasti [6] knygoje.

I§vada. Jeigu D, = (a,b) x Uy, (a,b) — laiko intervalas, o U, — sritis
kintamuju x, p erdvéje ir visi sprendiniai yra pratesti i intervala (a,b), tai funkcija
x = z(t, to, xo, i) yratolydi srityje (a, b) X (a, b) x U,,. Atskiru atveju, kai f (¢, z, u) =
A(t, )z, A(t,p) @ (a,b) x M — R™™ — tolydi funkcija, M — parametro u reik§miy
sritis, tiesinés sistemos

= A(t, p)x

fundamentalioji matrica ®(¢, ¢, 1), normuota taske t = ¢, yra tolydi srityje (a, b) x
(a,b) x M. Jeigu funkcija A yra tolydi kokioje nors kintamujuy ¢, 44 srityje, tai normuota
taske ¢ = ¢y fundamentalioji matrica ® yra tolydi toje pacioje srityje.

3.2 teorema. Tarkime, yra patenkintos 3.1 teoremos salygos ir funkcijos
fe=0f/0x: D, —-R"", f,:=0f/0u:D, —R""

yra tolydZios. Tada (3.2) sistemos sprendinys x = x(t,to, xo, pt) stityje G,, turi toly-
dZias dalines iSvestines Ox /0t, Oxz/Oty, Ox/0x¢ ir Ox/Ou. Be to, yra teisingi tokie
teiginiai:

1. Daliné iSvestiné Ox/Ox yra tiesinés homogeninés sistemos
y:fw(tamvu)ya m:x(t7t0ax07/’(‘) (33)
fundamentalioji matrica, normuota taske t = tg.

2. Daliné iSvestiné Ox /O yra tieinés nehomogeninés sistemos

y:fm(taxvﬂ)y—’_fﬂ(taxa/j')v l'zl'(t,to,x(),ﬂ,) (34)
sprendiniy, tenkinanciy prading salyga y|;—:, = 0, matrica.
3. Daliné iSvestiné

ox ox

87t0 = _ail‘of(toﬂr()vﬂ)’ T = m(t?to"rOHM)' (35)

P astab a. Tiesinés sistemos (3.3), (3.4) vadinamos variacinémis sistemomis pa-
gal parametrus z ir p atitinkamai. Jas galima gauti formaliai diferencijuojant tapatybe

:'c:f(t,z,u), I:I(t,to,xo,ﬂ)-

a4 Tegu z = x(t,to, To, o) yra (3.2) sistemos sprendinys, apibréZtas uZdarame
intervale [7,7']. Remiantis 3.1 teorema, galime tvirtinti, kad egzistuoja toks skaiius
6 > 0, kad kiekvienam taskui

(to, zo, po) € Vs = {(t,x, ) : t € [, T, |To — x| <, |0 — p| < 6}

sprendinys x(t, to, o, fto) taip pat yra apibréztas intervale [7, T ir aibéje [7,T] x V;
yra tolydus.
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Fiksuokime taska (to,xo, to). Tarkime, sprendinys z = x(t, to, zo, tto) yra api-
bréztas intervale 7, T|. Tada kiekvienam h : |h| < &, € — pakankamai maZas teigiamas
skaicius, sprendinys = = x(t, to, o + he;, po), ¢ = 1,2, ..., n taip pat yra apibréZtas
intervale [r, T. Be to, kai h — 0,

z(t, to, w0 + he;, po) — (t, to, o, po)
tolygiai ¢t € [r, T] atzvilgiu.
Fiksuokime kokia nors indekso ¢ reik§me ir pazymékime

Ax(t,h) = x(t,h) — 2(t,0), y(t,h) = w, h % 0;
&a x(t, h) = x(t, to, xo + he;, o). Tada

d

an(fﬂ h) = f(t’x(ta h)vMO) - f(tvx(t’o)a:UO) =

1
- /fm(t,x(t,o) + sAw(t, ), o) ds - Ax(t, h).
0

Padaling kaire ir deSing Siy lygybiy puses i§ h, gausime, kad funkcija y(¢,h) yra
tiesinés sistemos
y=A(t,h)y (3.6)

sprendinys. Cia
1
At ) = [ F2(0,0(6,0) + s ). ) d.

0
Be to,
_ x(to, h) — x(to,0) _ x(to, to, xo + he;, po) — x(to, to, To, o)
y(to, h) = = =
h h
71’0+h6i—1'07€4
= =

Kadangi funkcija f, yra tolydi, tai
A(ta h) - A(t70) = fm(ﬂl'(t,to,xo,ﬂo),ﬂo), (37)

kai h — 0.
Funkcija A(t, h) yra tolydi, kai t € [r,T] ir |h| < e. Pagal 3.1 teoremos i§vada
(3.6) sistemos sprendinys ¢(t, h), tenkinantis prading salyga

gt h),_,, = e (3.8)

yra tolydus tuose plok§tumos ¢, h taSkuose kaip ir funkcija A(t, k). Todél egzistuoja
riba
lim §(t, h) = g(t,0). (3.9)

h—0
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Kai h # 0 funkcijos y(t, h), (t, h) yra tos pacios sistemos sprendiniai, tenkinantys ta
pacia prading salyga. Todél jie sutampa ir

Lim y(t, h) = §(¢, 0).

IS Cia iSplaukia, kad egzistuoja sprendinio x daliné i§vestiné pagal vektoriaus x i-
aja koordinate. Kartu egzistuoja i§vestiné 0z /Jxq. I8 (3.7), (3.8), (3.9) iSplaukia, kad
Ox/0xq yra (3.3) sistemos fundamentalioji matrica, normuota taske ¢ = ¢,. Kadangi
x(t, to, xo, p) yra tolydi aibéje [r, T] x Vj funkcija, tai $ioje aibéje (3.3) sistemos koe-
ficienty matrica taip pat yra tolydi kintamojo ¢ ir parametry %o, zo, p atzvilgiu. Pagal
3.1 teoremos i§vada fundamentalioji matrica 9z /dz( kintamojo ¢, pradinio momento
to ir parametry to, xo, p atzvilgiu yra tolydi aibéje [, T'| x [1, T'] x Vi. Todél kintamojo
t ir parametry to, zo, 1 atZvilgiu ji yra tolydi aibéje [r, T] x Vs, t.y. tolydi kiekvieno
tasko (t, %o, o, ) € G, aplinkoje.

AnalogiSkai jrodomas teoremos teiginys apie i§vesting 0x/Ou. Irodysime iSves-
tinés Ox /0t egzistavima ir tolyduma. Tegu x(t, to, zo, 1) yra (3.2) sistemos spren-
dinys, apibréZtas maksimaliame sprendinio egzistavimo intervale I(tg, xo, 1t). Pagal
apibréZima

z(to, to, o, ) = To.

Be to, pakankamai mazoms || reik§méms
x(to + h,to + h, z(to + h, to, To, 1), p) = x(to + h, to, zo, 1).
Todél tokioms |h| reikSméms
x(t,to, xo, p) = x(t, to + h, x(to + h, to, To, i), 1)
Kadangi funkcija z ir jos i§vestinés 0x/dxq, Ox/Op yra tolydZzios, tai

oz o1
%(tat0,$07ﬂ) = }111—)H10 E x(t’to + h7x07/1‘) - x(t7t07$0>ﬂ)} =

1
= lim — [:c(t, to+ h,xo, u) — —x(t, to + h,x(to + h, to, xo, 1), N)} =
h—0 h

= lim 3 [a(t,to, 2(to, o, 30, ), 1) — 2t to, a(to + hi to, w0, 1), )| =
h—0 h

ox . ox
= —Txo(t,fo,io,u) - &(to, to, o, 1) = —aTjo(t’tOJo,M) - f(to, zo, ).

Taigi i§vestiné dx /Oty egzistuoja, yra tolydi, ir teisinga (3.5) formulé.

ISvestinés dx/0t egzistavimas ir tolydumas i$plaukia i§ sprendinio apibréZimo,
funkcijos f tolydumo ir 3.1 teoremos. >

Pavyzdziai:

1. Rasime lygties
&= ax? 4+ 2u/t
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sprendinio * = x(t, ), tenkinancio prading salyga xz(1, ) = —1, iSvesting
parametro p atZvilgiu taske p = 0.

Pagal 3.2 teoremg i$vestiné dx(t, ) /O == y(t, u) yra variacinés lygties

y=2x(t,p)y +2/t

sprendinys, tenkinantis pradine salyga y(1, ) = 0. Todél ieSkoma iSvestiné
y(t,0) yra lygties
y=2x(t,0)y + 2/t

sprendinys, tenkinantis pradine salyga y(1,0) = 0. Funkcija = xz(¢,0) yra
lygties

i =a?
sprendinys, tenkinantis prading salyga x(1,0) = —1. Todél z(¢,0) = —1/t.
Taigi funkcija y(t,0) yra lygties
y=201-y)/t

sprendinys, tenkinantis prading salyga y(1,0) = 0. Atskyre kintamuosius ir
suintegrave pastaraja lygti, gausime

y(t,0) =1— C/t%
I8 pradinés salygos randame C' = 1. Todél ieSkoma iSvestiné

y(t,0) =1—1/t2.

. Kosi uzdavinio

.. . .9 .
&4 3x =2sint 4+ pi,  xlmt, = To, Elimt, = X1

sprendinys « = (¢, to, o, 1, 1). Tegu tg = 0, o = 0, ;1 = 1. Rasime $io
sprendinio i§vesting! parametro y atZvilgiu taske p = 0.
Tegu 0z(¢,0,0,1, 1) /O = y(t, u). Tada ieSkoma i§vestine y(t,0) yra variaci-
nés lygties

i+ 3y = (£(,0,0,1,0))*

ILygties

i:f(t7x7x.7/'l/)

sprendinio z = z(t, to, zo, z1, it), tenkinancio pradines salygas a:’ = o, x‘ = x1, iSvestiné
t=tg

Ox /O yra variacinés lygties

§ = fo(t,z, &, n)y + fult, =, &, 1)

sprendinys taske x = z(t, to, o, T1, i), tenkinantis pradines salygas

-0, y) —o.

t=tq t=tg

AnalogiSkas teiginys yra teisingas ir n-osios eilés lygciai. [rodyma galima rasti [6] knygoje.
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sprendinys, tenkinantis pradines salygas

Yoo =0, 9 =0
Kai p = 0, turime Ko$i uzdavinj

T+ 3x = 2sint, a:| 0, x| =1.

t=0 t=0

Jo sprendinys z = sin ¢. Taigi ieSkoma i§vestiné yra Kosi uzdavinio
i+ 3y = cos? t, y’t:O =0, y\tzo =0
sprendinys. Pastarosios lygties deSinioji pusé
cos?t = (1 + cos 2t) /2.

Todél jos sprendini galima rasti neapibréZtiniy koeficienty metodu. Pareikalave,
kad jis tenkinty pradines salygas, gausime

y(t,0) = 1/6 — 1/2cos 2t + 1/3 cos /3t.
Irodyta teorema galima apibendrinti. Tiksliau yra teisinga tokia teorema.

3.3 teorema. Tarkime, funkcija f srityje D,, turi tolydZias isvestines iki k-osios eilés
imtinai pagal « ir p. Tada (3.2) sistemos sprendinys x = x(t, to, xo, ) turi srityje D,
tolydZias isvestines iki k-osios eilés imtinai pagal x ir j.

< Teorema jrodysime matematinés indukcijos metodu. Kai k = 1, pastarosios teo-
remos teiginys iSplaukia i§ 3.2 teoremos. Tarkime teorema yra teisinga kokiai nors [
reik§mei, [ < k. Pagal 3.2 teorema matricos Ox/Ox¢ ir Ox /O yra sudarytos atitinka-
mai i§ (3.3) ir (3.4) tiesiniy sistemy sprendiniy su fiksuotomis pradinémis salygomis.
Pagal indukcing prielaida sprendinys (¢, to, 2o, pt) ir i§vestinés 0 f /0x ir 0 f /Oy turi
tolydZias iSvestines iki [-osios eilés imtinai pagal x ir s srityje D,,. Todél iy tiesiniy
sistemy koeficientai turi [-osios eilés tolydZias i§vestines pagal x¢ ir p srityje D,,.
Kartu galime tvirtinti, kad ju sprendiniai turi [-osios eilés tolydZias dalines iSvestines
pagal xg ir p srityje D,,. Taciau tada (3.2) sistemos sprendiniai turi tolydZias i§vestines
iki [ 4+ 1 eilés imtinai, VI : | < k. Imdami [ = k — 1 gausime, kad (3.2) sistemos
sprendiniai turi tolydZias dalines i§vestines pagal xq ir p srityje D,, iki k-osios eilés
imtinai. >

I§vada. Matrica 9x/Jx¢ yra (3.3) sitemos fundamentalioji matrica, normuota
taske ¢t = t(. Todél Liuvilio formule galima perrasyti taip:

t
det{ﬁ(t,to,xo,u)} = exp /Tr fu(s,2(s,to, xo, p), 1) ds (3.10)
ail,'()

to

Tegu x(t,to, xo, ) yra (3.2) sistemos sprendinys fiksuotoms parametry ¢ ir p reiks-
meéms. Tada formulé

@t(xo) = $(t,t0,$0,//6)
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apibréZia faziniy taSku xo transformacija o i fazine erdve R™. Jeigu yra patenkintos
3.1 teoremos salygos, tai transformacija ¢, yra homeomorfizmas, o jeigu 3.2 teoremos
tai — difeomorfizmas. Veikiant transformacijai ¢; tiirio elementas lygus

{2050 s

Jeigu matricos f, pédsakas Tr{f,} = 0, tai

det{LDt (o) } =1

al‘o

ir transformacija ; iSlaiko tirj.
Pavyzdys.TeguD C R**' g,y € R" t € Rirfunkcija E = E(t, x,y) yra
dukart diferencijuojama srityje D pagal kintamuosius z ir y. Tada Hamiltono lygciy

sistema
OF OF

— h=——, k=1,2,...,
Yk Dzn n
atitinkanCios matricos pédsakas

i( 0’FE 0’F ) 0

1 8yka$k &rkayk -

Todél Sig sistema atitinkanti transformacija ¢, ilaiko tirj.
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3.2.  SPRENDINIU LOKALUSIS STABILUMAS

Tegu funkcija f : D,, ¢ R™*™! 5 R™ lokaliai tenkina Lipico salyga kintamyjy
atzvilgiu srityje D,,. Nagrinésime sistema

= f(t,z,u), zeR", peR™ teR. (3.11)

Tarkime, kai ;1 = 1, pastaroji lygtis turi sprendini © = ¢(t), t € [to,00). Fik-
suokime pradinj laiko momentg to. Tegu x = @(t, zo, ) yra (3.11) sistemos spren-
diniai, tenkinantys prading salyga

QD(t[), ‘T07IJ’) = Xg-

Spindulys (¢, ¢(to), po), t € [to,00) priklauso sprendinio z = @(t, zo, i) apibrézi-
mo sri¢iai G,,. Pagal 3.1 teoremaq kiekvienam ¢; > ¢ egzistuoja § > 0 toks, kad
sprendinys © = ¢(t, zo, 1) yra tolygiai tolydus cilindre [to, 1] X V5,

Vs = {(z0, 1) : lzo — (to)l| <6, I — poll < 6}

Kartu jis yra tolydus taske (¢(to), o) pagal xo ir p tolygiai ¢ € [to, 1] atzvilgiu.
Pastarasis teiginys yra teisingas Vt; > to. Taciau paimti t; = oo negalima. IS tikruju
aibe

{(t’xmu) ite [to,OO), (x07ﬂ) € Vg}

gali nepriklausyti sri¢iai G,. PavyzdZiui, lygtis
T=x

turi trivialy sprendinj z = ¢(t) = 0, ¢ € (—o0,00) (Siuo atveju parametras y yra
fiksuotas). Pastarosios lygties sprendinys = (c — t)~! yra apibréZtas arba intervale
(=00, ¢), arba intervale (¢, 00) (Zr. 3.1 pav.).

X

3.1 pav.
Pareikalave, kad taSke ¢ jis jgyty reikSme x¢, gausime ¢ = x, by to. Taigi

1

x(t,rg) = ——m.
(t,0) ayt o —t
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Tegu z¢p > 0. Tada kad ir kokia maza x( reik§me paimsime, sprendinio z(¢, zo) ne-
galésime pratesti | intervalo (—oo, ¢) iSore. Todél aibé tasky

{(t,20) : t € [to,00), [0l < &}

nepriklauso sprendinio x(t, z:9) apibréZimo sri¢iai G. Be to, sprendinys x = (¢, xo, pt)
taske (p(to), po) gali nebiti tolygiai tolydus kintamojo ¢ € [tg, 00) atZvilgiu (netgi tuo
atveju, kai aibé

{(tvx(h/f“) ite [tOvOO)v (x07u) € VE} - GM

). Pavyzdziui, funkcija

x(t, xo, p) = zoelt~toIH

yra lygties
T=px, x,ueR

sprendinys, i gyjantis taske ¢, reikSme xq. Funkcija ¢(t) = 0 yra Sios lygties trivialusis
sprendinys, kai ;1 = po. Tegu pg > 01ir ¢y > to. Tada Ve > 0 egzistuoja toks skaicius
0 > 0, kad Vit € [tg, t1] yra teisinga nelygybé

.’L'Qeﬂ(t_t()) <&,

jeigu tik
lzoll <6, [l —poll <6

Taciau jeigu ¢ € [tg, 00), tai tokio i verio nebus ir sprendinys x (¢, zo, 1) nebus tolygiai
tolydus taske (xq, 1o), kai t € [tg, 00). Tuo atveju kai pg < 0, pastarasis jvertis yra
teisingas Vi € [tg, 00).

Apibrézimas. Tegux = p(t),t € [tg,00) yra (3.11) sistemos sprendinys
fiksuotai . = g reikSmei. Sakysime, jis yra lokaliai stabilus, jeigu egzistuoja tokia
tasko (¢ (to), po) aplinka V- C R™™ kad

1. Aibe [tg,00) X V C G,..

2. Funkcija x = z(t, xo, i) yra tolydi taske (¢(to), o) pagal xg ir u tolygiai t €
[to, 00) atZzvilgiu.

Jeigu bent viena i§ iy salygy yra nepatenkinta, tai sakysime, kad sprendinys © = ¢(t)
néra lokaliai stabilus.

Pavyzdys. Lygties £ = px trivialusis sprendinys * = 0, kai u = po, yra
stabilus, jeigu o < 0 ir néra lokaliai stabilus, jeigu po > 0.

Teguy = x — ¢(t) ir v = p — po. Tada (3.11) sistema galima perraSyti taip:

y=F(tyv); (3.12)

Cia F(t,y,v) = f(t,y + @), v + po) — f(t,¢(t), o). Sprendin z = ¢(t), t €
[to, 00), kai p = pg atitinka (3.12) sistemos sprendinys y = 0, t € [tg, 00), kai v = 0.
Taigi (3.11) sistemos sprendinio x = ¢(t) duoto tasko (p(to), po) aplinkoje tyrimas
susivedé { (3.12) sistemos trivialiojo sprendinio tasko (0,0) aplinkoje tyrima. Siuo
atveju ka tik suformuluota apibréZima galima performuluoti taip:
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Apibrézimas. Teguy(t) = 0,t € [to,00) yra (3.12) sistemos trivialusis
sprendinys, kai v = 0iry = y(¢,yo, V), t € [to, 00) yra Sios sistemos sprendinys, tenk-
inantis prading salyga y(to, yo, V) = yo. Sakysime, trivialusis sprendinys yra lokaliai
stabilus, jeigu Ve > 0 egzistuoja 6; > 0, d2 > 0 tokie, kad

||y(t7y07l/)|| <g, (313)

kai [|yol| < 01, [[v]| < 02.

Pastab a. Jeigu yra patenkinta (3.13) salyga ir funkcija F' yra apibrézta kokioje
nors trivialiojo sprendinio aplinkoje, tai kiekvieng sprendinj y(¢, yo, v) galima pratesti
i visa intervala [to, 00).

Tarkime toliau, kad funkcija f srityje D, turi tolydZias dalines iSvestines f, ir f,,.
Pagal Teiloro formule

F(t,y,v) = fo(t,o(t), mo)y + fu(t, o(t), po)v + 0(t, y, v);
¢ia funkcija 6 ir jos dalinés iSvestinés 0,,, 0, yra tolydZios srityje
U= {(tay7y) e [to,OO), ||y|| < 57 ||V|| < 6}7
jeigu tik 0 yra pakankamai mazas teigiamas skaiCius ir
10Ct, y, )]l = olllyll + lI¥ID),
kai ||ly|| — 0, ||v|| = 0. Todél (3.12) lygti galima perraSyti taip:

Y= A(t)y+g(t’y) +h(t,y,V), A(t) = fﬁc(ta(p(t)a:uO); (3.14)

Cia funkcijos g, h bei ju dalinés iSvestinés gy, by, h,, yra tolydZios srityje U funkcijos
tokios, kad

1hty, )| < M@)vl, gt vl = o(lyl)), V€ [to,00),

kai ||y|| — O.
Atmete (3.14) sistemoje netiesinius narius, gausime tiesing sistema

g =A(t)y. (3.15)

Ji vadinama (3.14) sistemos pirmuoju artiniu ir sutampa su (3.11) sistemos variacijy
sistema kintamojo x( atZvilgiu. Norint atsakyti i klausima, ar (3.14) sistemos trivialu-
sis sprendinys yra lokaliai stabilus, kartais pakanka istirti tiesing (3.15) sistema.

3.4 teorema. Tarkime, matrica A(t) = A yra pastovioji ir jos tikriniy reikS§miy realio-
sios dalys yra neigiamos. Be to, tegu

lg@ )l < llyllwlyll), Iaty, V)| < Mllvll, Vi€ [to, 00).

dia w(6) — 0, kai 6 — 0, M — teigiama konstanta. Tada (3.14) sistemos trivialusis
sprendinys yra lokaliai stabilus.
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< Tegu y(t) := y(t,yo,v) yra (3.14) sistemos sprendinys, tenkinantis prading sa-
lyga y(to) = yo. Pritaike konstanty varijavimo metoda, galime jrodyti, kad jis yra
integralinés lyg€iy sistemos

t

y(t) = et Ay, +/6(H)A [9(s,y(s)) + h(s,y(s),v)] ds

to

sprendinys. Kadangi matricos A tikriniy reik§miy realiosios dalys yra neigiamos, tai
egzistuoja tokios teigiamos konstantos K ir A, kad

et] < Ke ™, t>t.

Pasinaudoj¢ Sia nelygybe, gausime

t
ly()]| < nKe™ N yo|| + nK /6_(t_s)k[||g(87y(5))|| + [11(s,y(s), )] ds.
to

Pagal teoremos salyga
1n(t, y(0), V)| < M|, V€ [to, 00).

Laisvai pasirenkame teigiama skaiciu p < A. Tada egzistuoja toks teigiamas skaiCius
0, kad
lg(t;y@I < ply@)/nkK, Vi € [to, o),

jeigu tik [ly(¢)|| < o. Fiksuokime tokj 8. Tegu ||yo|| < 4. Tada ||y(¢)|| < & kokiame
nors intervale [to,t1], t1 > to. Kai t € [tg, t1], yra teisingas jvertis

t
ly(@®) < nEKe 710 [[lyo|| + AT M|w ]| (X —1)] + p/e”(tfs)lly(S)ll ds.

to

Pastaraja nelygybe galima perraSyti taip:
t
00 alt)+p [Us)ds, Ve lto.ta
to

ia (1) = A0y, q(t) = a+ b0 a = nK(|lyol| — AT M|v|),
= A" 1nK M]||v|. Pagal Gronuolo lema

t

W(t) < q(t) +p/6p(t75)q(s) ds, Yt € [to,t1].

to

Kartu yra teisinga nelygybé

Ab b ) (t—
ly®ll < 5=+ (a_ﬁyw V) vt e [to, 1] (3.16)
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IS jos iSplaukia, kad

Ab
ly(®)]| < max{a+b, A_p}, (3.17)
Ciaa+b=nK|yol,b=nKMX1||.

Tarkime, ||yo|| < 0/nK, |v| < 6(A — p)/nK M. Irodysime, kad (3.16), (3.17)
nelygybés yra teisingos V¢ > t,. Pakanka jrodyti, kad ||y(¢)|| < 9, Vt > to. Kai t > ¢
ir ¢ yra arti tasko ¢y, $i nelygybé yra akivaizdi, nes visada galime tarti, kad nK > 1.
Jeigu §is teiginys yra neteisingas, tai egzistuoja toks taskas t*, kad ||y(¢*)|| = ¢ ir
lly(t)|| < 0, Vt € [to,t*). Intervale [to, t*] yra teisinga (3.16) nelygybé. I§ pastarosios
nelygybés ir salygu ||yl < 6/nK, ||v|| < 6(A—p)/nK M isplaukia, kad ||y(t*)|| < 9.
Taciau tai prieStarauja tasko ¢* apibrézimui. Taigi padaryta prielaida yra neteisinga ir
ly(@)|l < 6, Vt > to. Kartu V¢t > ¢ yra teisingi (3.16), (3.17) i verdiai.

Laisvai pasirenkame skaiciy £ > 0. Paimkime §; = §/nK, d2 = 6(A — p)/nkK,
0 = ¢. Tada

@)l = gt go, Il <=, VE> to,

jeigu tik ||yo|| < 41, ||v|| < 02. Teorema jrodyta. >
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3.3.  SPRENDINIU STABILUMAS PAGAL LIAPUNOVA
Tarkime, (3.11) sistemoje parametras p yra fiksuotas. Tada ja galima perraSyti taip:
i=f(t,z), (t,x)eD c R (3.18)

Be to, tegu funkcija f ir jos daliné iSvestiné f, yra tolydZios srityje D. Pagal apibrézima
(3.18) sistemos sprendinys bus lokaliai stabilus, jeigu jis bus tolygiai tolydus pradiniy
salygu atzvilgiu. Siuo atveju lokalusis stabilumas vadinamas stabilumu pagal Lia-
punova.. Tiksliau sakysime, kad (3.18) sistemos sprendinys x = ¢(t), apibréZtas in-
tervale [0, 00), yra stabilus pagal Liapunova, jeigu Ve > 0 galima nurodyti tokj § > 0,
kad bet kuris (3.18) sistemos sprendinys z(t, ), tenkinantis salyga

lz(to, z0) — (to)|| < 0,
taip pat yra apibréZtas intervale [{o, 00) ir yra teisinga nelygybé
Hx(ta xO) - SO(t)H <eg, \V/tzto

Jeigu bent viena if iy salygyu yra nepatenkinta, tai sakysime, kad sprendinys « = ¢(t)
yra nestabilus pagal Liapunova.

Kitais ZodZiais tariant sprendinys = = (t) yra stabilus pagal Liapunova, jeigu bet
kuris kitas sprendinys (¢, z) pakankamai artimas sprendiniui = ¢(t) pradiniu laiko
momentu ¢, iSlieka jam artimas bet kurio laiko momentu ¢t > ¢¢ (Zr. 3.2 paveiksléli).
Be to, skaiCiy ¢ visada galima imti maZesni uz €.

3.2 pav. 3.3 pav.

Pastaba. I§ pateikto apibréZimo i$plaukia, kad sprendinys * = (t) bus
nestabilus pagal Liapunova, jeigu jo negalima pratesti { visa intervala [to, c0), arba
kiekvienoje tasko o(to) aplinkoje atsiras toks taskas x, kad sprendinio z(¢, () negal-
ima pratgsti i visg intervalg [tg, 00).

Atkreipsime démesi dar i tai, kad i§ sprendinio stabilumo neseka jo apréZtumas ir
atvirkSciai — i§ sprendinio apréZtumo neseka stabilumas.

Pavyzdziai:

1. Netiesinés lygties
i =sin?z
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sprendinys
| arcctg(ctgzo +to —t) + 7k, o # Tk,
IZ?(LIO) - { 7Tk, To = rk
yra apréZztas. Taciau trivialus sprendinys néra stabilus, kai ¢ — oo, nes Vay €
(0, 7) riba

li =T.
ti)nolox(t,ajo) v

2. Tiesiné nehomogeniné lygtis
T=—-c+t+1

turi neaprézta sprendinj « = t. Bet kurj Sios lygties sprendinj = = x(t, x¢),
tenkinantj salyga (0, xo) = xo, galima i8reiksti formule

x(t,x) =t + x0e "
IS jos iSplaukia, kad neapréZtas sprendinys x = ¢ yra stabilus (netgi asimp-
totisSkai), kai t — +o0.

Sakysime, kad sprendinys x = @(t),t > to yra asimptotiskai stabilus pagal Lia-
punova, jeigu jis yra stabilus pagal Liapunova ir egzistuoja toks skaicius p > 0, kad
t — oo norma

[ (t, o) — ()| =0,

jeigu tik ||zo — @(to)|| < p-

Taigi sprendinys = (¢) yra asimptotiSkai stabilus pagal Liapunova, jeigu pa-
kankamai artimas jam pradiniu laiko momentu sprendinys x = x(¢, x¢) ne tik i§lieka
artimas bet kuriuo laiko momentu ¢ > %, taciau tolygiai artéja prie jo, kai ¢ — oo (Zr.
3.3 pav.).

Tegu y = x — . Tada (3.18) sistema galima perrasyti taip:

y:f<t7y+@)_f<t7¢)'

Panaudoje Teiloro formule, gausime

y=A(t)y +qlt,y); (3.19)

Cia A(t) = fo(t, (1)), q(t,y) - tolydi juostoje {(¢,y) : t>to, ||y < d} funkcija,
tenkinanti salyga
la(t o)l = olllylD), Nyl — 0. (3.20)

Taigi (3.18) sistemos sprendinio x = (t) stabilumo tyrimas susiveda i (3.19) sistemos
trivialaus sprendinio y = 0 stabilumo tyrima.

Tarkime, matrica A(t)€R™" yra tolydi intervale [to, c0) matrica. Atmetg (3.19)
sistemoje netiesinius narius, gausime tiesing homogening sistema

y=A(t)y.
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Ji vadinama (3.19) sistemos pirmuoju artiniu. Pakeit¢ y i x, perraSysime pastaraja
sistema taip:
T = A(t)x. (3.21)

Tegu = = (t), t>to yra (3.21) sistemos sprendinys ir y = = — . Tada

g =At)(y+p) — At)p = A(t)y.

Funkcijos y atZvilgiu gavome tokia padia sistema. Be to, sprendini z = (t) atitinka
trivialus sprendinys y = 0. Taigi (3.21) sistemos sprendinio x = (t) stabilumo
tyrima suvedéme i tos pacios sistemos trivialaus sprendinio ¥y = 0 stabilumo tyrima.
Kartu irodéme, kad (3.21) sistemos visi sprendiniai (kartu su trivialiuoju sprendiniu)
yra stabiliis, asimptotiskai stabilis arba nestabiliis vienu metu. Analogiska situacija
yra teisinga ir tiesinei nehomogeninei sistemai. Tiksliau galima jrodyti, kad funkcija
x = @(t), t > to yra tiesinés nehomogeninés sistemos

&= Atz + f(t)

stabilus, asimptotiskai stabilus arba nestabilus sprendinys, jeigu toks yra ja atitin-
kancios tiesinés homogeninés sistemos trivialusis sprendinys. Todél galime kalbéti
apie tiesiniy sistemy stabiluma, asimptotini stabiluma arba nestabiluma. Atkreipsime
démesi i tai, kad tokia situacija yra galima tik tiesinéms sistemoms. Jeigu sistema yra
netiesiné, tai vieni jos sprendiniai gali biti stabilus, o kiti — ne.

3.5 teorema. Tiesiné homogeniné sistema yra stabili (pagal Liapunova) tada ir tik
tada, kai kuri nors Sios sistemos fundamentalioji matrica yra apréZta

< Padauging (3.21) sistemos fundamentaligja matrica i$ atitinkamos neiSsigimusios
pastoviosios matricos, gausime bet kurig kita (3.21) sistemos fundamentaliaja matrica.
Todél, jeigu viena (3.21) sistemos fundamentalioji matrica yra apréZta, tai yra apréztos
ir visos Sios sistemos fundamentaliosios matricos.

Tegu kokia nors (3.21) sistemos fundamentalioji matrica yra aprézta. Tada nor-
muota taske ¢ = t; fundamentalioji matrica (paZymékime ja ®(¢)) taip pat yra aprézta,
t.y. egzistuoja toks teigiamas skaicius K, kad

le()|<K, Vit
Tegu x(t, x¢) yra toks (3.21) sistemos sprendinys, kad (o, 2g) = 2. Tada
(E(t,l’o) = (I)(t)l'().

Sio sprendinio norma
[ (t, mo) [ <nK|[zo|| <&,

jeigu tik ||zo|| < § = e/nK. Todél (3.21) sistema yra stabili.
Trodysime atvirkstini teigini. Tegu

D(t) = (1), -+, en(t))
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yra (3.21) sistemos fundamentalioji matrica, normuota taske t = ¢y. Tada kiekviena
Sios sistemos sprendinj (¢, zg), tenkinantj prading salyga

x(to, xo) = o,

galima iSreiksti formule
z(t,xog) = ®(t)xo.

Tarkime, (3.21) sistema yra stabili (pagal Liapunova). Tada yra stabilus jos trivialus
sprendinys, t.y. kievieng € > 0 atitinka toks skaicius § > 0, kad

[z (t, zo)l| <,
jeigu tik
|lzol| < 0.
Fiksuokime kokij nors ¢ > 0. Jj atitinka skai¢ius 6 > 0. Tegu (¢, z1), . .., (¢, )

yra (3.21) sistemos sprendiniai tokie, kad x(tg,zx) = xp; Cla xp = dep/2, e —
koordinatiniy asiu vienetiniai vektoriai. Tada

x(t,xg) = 6P (t)ex /2 = dpi(t)/2
ir yra teisingas jvertis
lz(t, zp)|| = ller ()] /2<e, Vit>to,k=1,...,n.

I§ 8iy nelygybiy iSplaukia, kad fundamentaliosios matricos ® () stulpeliai yra apréZti.
Taliau tada matrica ®(t) taip pat yra apréZta.

1§ vad a. Tegu tiesiné nehomogeniné sistema yra stabili. Tada arba visi jos spren-
diniai yra apréZzti, arba visi sprendiniai yra neapréZti.

3.6 teorema. Tiesiné homogeniné sistema yra asimptotiSkai stabili (pagal Liapunova)
tada ir tik tada, kai kuri nors $ios sistemos fundamentalioji matrica ®(t) tenkina salyga

[®(8)]| — 0, (3.22)
kait — oo.

< Tarkime, kuri nors (3.21) sistemos fundamentalioji matrica tenkina (3.22) salyga.
Tada Sia salyga tenkina ir normuota taske ¢ = to fundamentalioji matrica. PaZymékime
ja®(t).
Tegu © = x(t,xo) yra toks (3.21) sistemos sprendinys, kad x(tp, z9) = xo. Tada
ji galima iSreiksti formule
x(t,xg) = O(t)xo.

Sio sprendinio norma
[t zo)|<nl @) - llzoll = 0, Vo : [lzoll < p,

kai t — oo. Taigi (3.21) sistema yra asimptotiSkai stabili.
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Tarkime, Vo : ||zo]| < p sprendinio (¢, xo) norma ||z (¢, zo)|| — 0, kai ¢t — oo.
Be to, tegu (¢, x1), . . ., 2(t, x, ) yratokie (3.21) sistemos sprendiniai, kad x(to, x) =
T, T = pey/2. Tada

lz(t, zr)ll = pllex@)l/2 =0, VE=1,...,n,
kai t — oo. I§ Cia iSplaukia, kad ||k (t)|| — O, kai t — oo, VE = 1,...,n. Kartu
[@@@)[] — 0,

kait — oco. >
Tarkime dabar, kad matrica A yra pastoviojiir A1, ..., A, yra jos tikrinés reik§més.
I$skirsime tris galimus atvejus.

1. Tikriniy reikSmiy Aq,..., A, realios dalys Re A\, < 0,Vk =1,... n.

2. Tikriniy reik§miy Aq,..., A, realios dalys Re A\, <0, Vk = 1,...,n ir egzis-
tuoja bent viena tikriné reik§mé )y, tokia, kad Re Ay, = 0.

3. Bent vienos tikrinés reikSmeés Aq, ..., A\, realioji dalis yra teigiama.
Pirmuoju atveju egzistuoja toks teigiamas skaicius A, kad
Redp + A <0, VE=1,...,n.
Tegu ®(t) yra tiesinés homogeninés sistemos
= Ax (3.23)

fundamentalioji matrica. Tada (Zr. (2.14) formulg) egzistuoja toks teigiamas skaicius
K, kad
[@(t)[|[<Ke (TrA >t

Kadangi A > 0, tai
[e()|I<K, Vt>to

ir
@) — 0,
kai t — oo. IS ¢ia iSplaukia, kad (3.23) sistema yra asimptotiskai stabili.

Nagrinéjant antraji atvejj tikrines reikSmes A1, ..., A, patogu i$skaidyti i dvi kla-
ses. Tegu tikriniy reik§miy Ay, ..., \,, realiosios dalys yra neigiamos, o tikriniy
reik§miy Ap,41, ..., A, realiosios dalys lygios nuliui. Be to, tegu () yra tokia neis-
sigimusi matrica, kad

A=Q1JQ;
gia J — Zordano matrica. Tada
etA — QetJQ—l

yra fundamentalioji matrica. Kartu matrica

(I)(t) — etAQ _ QetJ
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yra fundamentalioji. Prisiming Zordano matricos struktiira gausime, kad fundamental-
iosios matricos ®(¢) stulpeliai

wr(t) = qk(t)e/\kt, k=1,2,...,n;

Cia g (t) yra vektoriai, kuriy komponentés yra sy — 1 laipsnio polinomai, sj, — tikrinés
reik§més )\ kartotinumas. Taigi

lee (I =0, VE=1,...,m,

kait — oco. Kai &k = m + 1,...,n tikrinés reikSmés \j yra grynai menamos. Tegu
Ax = 10k Tada
ok (t) = qi(t)(cos Bit + isin Bit)

Jeigu tikring reik§me )\, atitinkantis Zordano langelis yra diagonalus, t.y. visi elemen-
tarts dalikliai yra paprasti, tai vektorius gy (t) yra pastovus ir

llor@®)I<M,  Vitx>to.

Tuo atveju, kai tikring reik§me ), atitinkantis Zordano langelis néra diagonalus, t.y.
tikring reikSmeg Ay atitinkantys elementarts dalikliai yra kartotiniai, vektoriaus g (t)
komponentés yra s, — 1 eilés polinomai. Taigi jeigu menamas tikrines reik§mes

)\m+1a XN )\n
atitinkantys elementarts dalikliai yra paprasti, tai
[@(W)I<M, Vit=to

ir pagal 3.5 teoremg (3.23) sistema yra stabili (taciau néra asimptotiskai stabili). Tuo
atveju, kai bent viena tikring reik§me )\j atinkantys elementariis dalikliai yra karto-
tiniai, tai fundamentalioji matrica ® yra neapréZta ir pagal 3.5 teorema (3.23) sistema
yra nestabili.

ISnagrinésime treCig atveji. Tarkime, egzistuoja tikriné reikSmeé Ay, tokia, kad

ReAx > 0.
Siuo atveju fundamentaliaja matrica ®(t) galima apibréti taip, kad jos k-asis stulpelis
wr(t) = ar(t)e™";

&ia g (t) arba pastovus vektorius, arba vektorius, kurio komponentés yra polinomai.
Todél

lx ()] = oo,

kai t — oo. I§ &ia iSplaukia, kad fundamentalioji matrica ®(¢) yra neapréZta ir pagal 3.5
teorema (3.23) sistema yra nestabili. Kartu galime tvirtinti, kad irodyta tokia teorema.

3.7 teorema. Tarkime, matrica A yra pastovi ir A1, ..., A, yra jos tikrinés reikSmés.
Tada:
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1. JeiguRe A\, < 0, Vk =1,... n, tai (3.23) sistema yra asimptotiskai stabili.

2. Jeigu Re A\ <0, Vk = 1,...,n, o grynai menamos ir nulinés tikrinés reikSmés
yra paprastos arba turi paprastus elementarius daliklius, tai (3.23) sistema yra
stabili.

3. Jeigu bent viena tikriné reikSmé Ay, turi teigiamg realigja dalj arba bent viena
tikriné reik§mé yra grynai menama ir jos elementaris dalikliai yra kartotiniai, tai
(3.23) sistema yra nestabili.

Sakysime, matrica A(t) yra beveik pastovioji, jeigu
A(t) = A+ B(t)+ C(t);

¢ia A yra pastovioji matrica, o matricos B(t), C(t) yra tolydZios intervale [to, 00) ir
tenkina salygas:

/ 1Bl dt < M < o0, [CE)] =0, ¢ oc.
to

Atkreipsime démesi, kad Sios salygos yra nepriklausomos. Tiksliau (Zr. [7]) galima
sukonstruoti tokia tolydZia neneigiama funkcija f, kad

/f(t)dt< M < oo,
to

taiau f(t) 4 0, kai ¢ — oo. Ir atvirk§Ciai — galima sukonstruoti tokia tolydZia
neneigiamg funkcija g, kad g(t) — 0, kai t — oo, tafiau

/g(t) dt = 0.

to

Irodant tiesiniy sistemy su beveik pastovia matrica stabiluma bei asimptotinj sta-
biluma, naudosime vieng Gronuolo lemos variantg.

3.1 lema. (Gronuolo-Belmano) Tegu funkcijos f ir g yra neneigiamos, kai t > tg,
g € Cltg, 00) ir yra teisinga nelygybé

() <a+ / a()£(t) d;

¢ia a — teigiama konstanta. Tada

7(1) < aexp / o(t) dt }.
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Sios lemos jrodyma galima rasti [8] knygoje.
3.8 teorema. Tarkime, tiesiné homogeniné sistema
T = Ax (3.24)
yra stabili, kai t — oco. Tada tiesiné homogeniné sistema
&= A(t)z, (3.25)
su beveik pastovia matrica A(t) = A + B(t), taip pat yra stabili, kai t — oo.

A Tegux = z(t), z(tg) = xo,t > to yra (3.25) sistemos sprendinys. Tada (Zr. 2.25
formule) yra teisinga tapatybé

¢
z(t) = et Az, 4 / e =)AB(s)x(s) ds.

to

Pagal teoremos salyga (3.24) sistema yra stabili. Todél jos fundamentalioji matrica
e(t=t0)A yra apré7ta, t.y. egzistuoja tokia teigiama konstanta K, kad

et < K, Vit >tg.
Todeél

Hx@WSnKW$MM+nﬁz/HB@HMIGNd&

Pagal Gronuolo-Belmano lema

Je®l<nK ol exp{n [ [B(s)]ds} <

< nK|zo| exp{nK/ | B(s)|| ds} < nK|zole™ ™ < 0.
to

IS Sio jvercio iSplaukia, kad (3.25) sistema yra stabili. >
Pavyzdys. Tiesing antrosios eilés lygti

i+ (a+b/t)r=0, a>0, t>ty>0,
atitinka tiesiné homogeniné sistema
=y, y=—(a+b/t").

Pagal 3.8 teorema ji yra stabili. Todél visi nagrinéjamos lygties sprendiniai z(t), kartu
su jy iSvestinémis z(¢), yra aprézti intervale [¢g, 00).
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3.9 teorema. Tarkime, (3.24) sistema yra asimptotiskai stabili, kai t — oo. Tada
tiesiné homogeniné sistema
z = A(t)z, (3.26)

su beveik pastovia matrica A(t) = A+ B(t) + C(t), taip pat yra asimptotiSkai stabili,
kait — oo.

ATeguz = x(t), x(ty) = xg,t > to yra (3.26) sistemos sprendinys. Tada (Zr. 2.25
formule) yra teisinga tapatybé

t
z(t) = et A, 4 /e(f’_s)A (B(s) + C(s))x(s) ds. (3.27)

to

Pagal teoremos salyga (3.24) sistema yra asimptotiskai stabili. Tai reiskia, kad matricos
A tikriniy reikSmiy realiosios dalys yra neigiamos. Todél egzistuoja tokie teigiami
skaiCiai A ir K, kad

[elt—t)A|| < Kem (X vt > 4.

Kartu galime tvirtinti, kad
t
Je(t)|<nEKe Tt || + nk / e (B(s)| + [1C(s)) ()l ds.
to
Tegu 1(t) = ||z (t)||e(*~*0)*. Taip apibréztai funkcijai v yra teisinga nelygybe

() <nK||zol| + nK/(IIB(S)II +C(s)I) v (s) ds.

Pagal Gronuolo-Belmano lema

v)<nK | espnk [ (1B()] +C(3)]) ds.

Todel

t
()] < nK ||zo|le™ TR KM eXan/IIC(S)IIdS-
to

Pagal Lopitalio taisykle

1
t—1tpt

t
tim [ ()] ds = Jim [C(0)] =0,
to
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Laisvai pasirenkame skaiCiy € > 0. Tada egzistuoja toks ¢; > to, kad
t
/||C(s)||ds§s(t—t0), > 1.
to

Pasinaudojg Sia nelygybe, gauname
lz()]] < nE [l Me TIOEO Ty > ¢y,
Imkime skaiCiy ¢ toki, kad A — enK > p > 0. Tada
T < nKl||zgl|le e — U,
t <nK nKM (t—to)p 0

kai t — oo. IS Sios jvercio iSplaukia, kad (3.26) sistema yra asimptotiSkai stabili. >
Pastab a. 3.8bei3.9 teoremose pastoviaja matrica A pakeisti kintamaja matrica
negalima. Pavyzdziui, tiesiniy lygc¢iy

T=—-zxft, T=uzft, t>0

koeficienty —1/¢ ir 1/t skirtumas —2/¢ yra nykstanti, kai ¢ — oo, funkcija. Taliau
pirmoji lygtis yra asimptotiskai stabili, kai t — co. Jos bendrasis sprendinys = = ¢/t.
Antroji lygtis yra nestabili, kai £ — oco. Jos bendrasis sprendinys z = ct.

Tarkime dabar, kad (3.21) sistemoje matrica A(¢) yra w-perioding, w > 0. Siame
skyrelyje ja toliau Zymeésime P(t), o palia sistema perraSysime taip:

&= P(t)x. (3.28)
Pagal 2.14 teorema (3.28) sistemos fundamentaliaja matrica galima iSreiksti formule
®(t) = B(t)e!; (3.29)

Cia B(t) yra w-periodiné, o A — pastovioji matricos. Tegu Aq,..., A, yra matricos
A tikrinés reik§més. Priminsime, kad jos vadinamos (3.28) sistemos charakteristini-
ais rodikliais. Matrica A atitinka Zordano matrica J, t.y. egzistuoja tokia pastovioji
neissigimusi matrica @, kad A = QJQ~'; I§ &a ir (3.29) formulés isplaukia, kad
matrica

d(t) = ®(1)Q = B(t)Qe!’ = B(t)e!’!

taip pat yra (3.28) sistemos fundamentalioji matrica. Todél visi 3.7 teoremos teiginiai
iSlieka teisingi, jeigu joje pastoviaja matrica A pakeisime w-periodine matrica P(t), o
tikrines reikSmes A1, ..., A, charakteristiniais rodikliais A1, ..., A,. Priminsime, kad
charakteristiniai rodikliai

1
A =—Lnpg, k=1,...,n;
w

¢ia uy yra (3.28) sistemos multiplikatoriai, t.y. monodromijos matricos tikrinés reiks-
mes. Taigi yra teisinga tokia teorema.
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3.10 teorema. Tegu P(t) yra w-periodiné matrica ir piy, . . ., p, yra (3.28) sistemos
multiplikatoriai. Tada:

1. Jeigu |ug| < 1, Vk =1,...,n, tai (3.28) sistema yra asimptotiskai stabili.

2. Jeigu |ux|<1,Vk = 1,...,n irVk : |ui| = 1 monodromijos matricos tikrinés
reikSmés yiy, yra paprastos arba jas atitinkantys elementariis dalikliai yra paprasti,
tai (3.28) sistema yra stabili (taciau ne asimptotiSkai stabili).

3. Jeigu bent viena monodromijos matricos tikriné reik§mé p, moduliu didesné uz
vienetg arba tikriné reikSmé py moduliu lygi vienetui ir jg atitinkantys elemen-
tariis dalikliai yra kartotiniai, tai (3.28) sistema yra nestabili.

Pavyzdys. Tegu p(t) yra w-periodiné tolydi funkcija. Antrosios eilés tiesing
homogening lygti
E+pt)r=0
atitinka tiesiné sistema
=y, y=-pQz.

Sakysime, kad lygtis yra stabili, asiptotiSkai stabili arba nestabili (pagal Liapunova),
jeigu tokia yra ja atitinkanti sistema. Nagriné¢jamu atveju matrica

Pt = ( ) 0 ) |

Tegu ®(¢) — normuota taske ¢ = 0 fundamentalioji matrica (Zr. 2.7 skyrelj), t.y.

so - (240 20 -(5 7).

Tada monodromijos matricos

tikrinés reikSmés
1 .
12 =a+t Vai =1, a= 5(%01(01) + pa(w))

(zr. 78 puslapi). Jeigu a? > 1, tai vienas i§ multiplikatoriy 1, p2 moduliu didesnis uz
vieneta. Siuo atveju sistema yra nestabili. Jeigu a® < 1, tai multiplikatoriai y11, jip yra
kompleksiskai jungtiniai ir |p1| = |ua| = 1. Siuo atveju sistema yra stabili (tatiau ne
asimptotiskai stabili). Jeigu a® = 1, tai multiplikatoriai j ir j5 sutampa ir reikia istirti
elementarius daliklius, t.y. i§siaidkinti ar matricos ®(w) Zordano matrica yra diagonali
ar ne.
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3.4. NORMALIOSIOS SISTEMOS SPRENDINIU STABILUMAS
PIRMOJO ARTINIO ATZVILGIU

Tarkime, funkcija f tenkina 3.3 skyrelio salygas ir z = (t) yra (3.18) sistemos
sprendinys. Tada y = 0 yra trivialus (3.19) sistemos sprendinys. Be to, tegu (3.19)
sistemoje matrica A(t) yra pastovioji, t.y. A(t) = A. Tada pastarajg sistema galima
perraSyti taip:

v = Ay +q(t,y); (3.30)

¢ia g — tolydi funkcija, tenkinanti (3.20) salyga. Atmete (3.30) sistemoje netiesinius
narius, gausime jos pirmaji artinj
= Ay. (3.31)

Tai yra tiesiné homogeniné sistema su pastoviais koeficientais. Siame skyrelyje jro-
dysime, kad (3.30) sistemos trivialusis sprendinys yra stabilus, asimptotiSkai stabilus
arba nestabilus tada ir tik tada, kai toks yra (3.31) sistemos trivialusis sprendinys.

3.11 teorema. (Liapunovo) Tarkime, matricos A tikriniy reik§miy realiosios dalys
yra neigiamos ir tolygiai tE[ty, 0o) atZvilgiu yra patenkinta (3.20) salyga. Tada (3.30)
sistemos trivialusis sprendinys yra asimptotiskai stabilus.

aTeguy = y(t), y(to) = yo yra (3.30) sistemos sprendinys. Tada (Zr. (2.25)
formulg) yra teisinga tapatybé

t

y(t) = elt=t0) Ay, | / (s, y(s)) ds.

to

IS jos gauname

t
ly@)l<nlle"= %) - |yol| + n/ e - [la(s, y(s)) ds.
t

0

Kadangi matrcos A tikriniy reikSmiy realiosios dalys yra neigiamos, tai egzistuoja
tokie teigiami skaiciai K ir A, kad

e <Ke ™, vt>0.

(Zr. 2.14 formulg). IS pastaruju dvieju nelygybiy iSplaukia, kad

t
@) |<nke P yol + nk [ €M g(s,y(s)) | d.

to

Pagal teoremos salyga Vh > 0 egzistuoja toks p > 0, kad

h
lat < lll,  Veelto, o),
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jeigu tik [|y[|<p.
Tegu |lyo]| < p. Kadangi funkcija y(t) yra tolydi, tai egzistuoja toks intervalas
[to, t1], kad ||y (t)]|<p, VtE€[to, t1). Kartu tokiems ¢ yra teisinga nelygybeé.

t
Iyl <nKe A ly]l + h / =y (s) | ds.

to

Pastaraja nelygybe galima perrasyti taip:
¢
0<p(t)<a+ h/<p(8) ds;
to
gia (t) = |ly(t)]|e*t)* @ = nK|yo|. Pagal Gronuolo lema?
¢
o(t)<a + h/eh(tfs)ads = qel(t=t0),
to

Todel
ly(t)[|<ae M) <K ||yo||,  VtE[to, ta], (3.32)

jeigu tik h < .
Laisvai pasirenkame skai¢iy ¢ > 0. Tegu yo : ||yo]| < § = ¢/nkK. Jeigu reikia,
skai¢iy K padidinkime tiek, kad n/K>1. Tada ||yo|| < . Irodysime, kad

ly(@) <e, Vi€lto,00).

Kai tG[tQ,tﬂ
ly@)lI<nKllyoll <.

Todel pakanka Sig nelygybe jrodyti, kai ¢ > ¢;. Tarkime prieSingai, kad ji yra neteisin-
ga. Tada egzistuoja toks laiko momentas t*, kad

ly@)l =e ir [y@)] <e, Vito,t").

3.2 lema. Tegu f, g yra tolydZios neneigiamos funkcijos intervale {a, b), A > 0 ir yra teisinga nelygybé
t
10 < a3 [ 1035

to

. Vto,t € (a,b).

Tada

t
£0) < 9(t) + A] [t ge)as), vee @,
to

Sios lemos jrodyma galima rasti [6] knygoje.
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Norma ||y (t)||<e, VtE[to, t*]. Todél segmente [tg, t*] yra teisinga nelygybé
ly@<nK|yoll <e, Vt€to,t"].

(Zr. (3.32) nelygybés iSvedima). Kartu yra teisinga nelygybé

ly(E)I <e.

Gauta prieStara jrodo, kad padaryta prielaida yra neteisinga ir
ly@®l <& Vi=to,
jeigu tik ||yo|| < . Taigi (3.30) sistemos trivialusis sprendinys yra stabilus. Be to,

ly(t)| <nKée= A==t

3

kai ||yo|| < ¢ ir ¢ — oo. Vadinasi, trivialusis sprendinys yra asimptotiskai stabilus. >

3.12 teorema. Tarkime, matricos A tikriniy reikSmiy aibéje yra tikrinés reik§més su
teigiama realigja dalimi ir yra patenkinta (3.20) salyga. Tada (3.30) sistemos trivialusis
sprendinys yra nestabilus.

Sios teoremos jrodyma galima rasti [6] knygoje.
Pastaba. Jeigu matricos A kurios nors tikrinés reik§més realioji dalis lygi
nuliui, tai (3.30) sistemos trivialiojo sprendinio stabilumo klausimas lieka atviras.
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3.5. PERIODINES SISTEMOS SPRENDINIU STABILUMAS
PIRMOJO ARTINIO ATZVILGIU

Tarkime, f yra w-periodiné funkcija, tenkinanti 3.3 skyrelio salygas ir z = ¢(t) yra
(3.18) sistemos w-periodinis sprendinys. Be to, tegu y = = — ¢. Tada (3.18) sistema
galima perrasyti taip:

y=P(t)y+q(t,y); (3.33)

&ia matrica P(t) = f.(t, »(t)), bei funkcija g yra w-periodings, t.y.
Plt+w)=P(t), qt+wy)=qty).

Be to, funkcija q tenkina (3.20) salyga. Irodysime, kad pastaroji salyga yra patenkinta
tolygiai t€[tg, 0o) atzvilgiu. Kadangi funkcija ¢ yra tolydi, tai Ve > 0 galima nurodyti
toki & > 0, kad pakankamai mazoje tasko ¢ aplinkoje

la(t o)l <ellyll;

jeigu tik |ly|| < d. Tegu {1} } yra atviry intervaly sistema, dengianti segmenta [to, ¢ +
w]. Pagal Borelio lema i$ $io denginio galima iSrinkti baigtini denginj Iy,..., .
Kiekvieng intervala Iy atitinka savas oy, t.y. ||q(¢,v)| < elly|l, jeigu tik ||y|| < Ok,
t € I. Tegu 6 = min{dq,...,dn}. Tada

lla(t, )|l <ellyll, Vtelto,to + wl,

kai ||ly|| < d. Kadangi funkcija ¢ yra w-perioding, tai pastaroji nelygybé yra teisinga
Vte [to7 OO)
Atmete (3.33) sistemoje netiesinius narius, gausime pirmaji §ios sistemos artini

y = P(t)y. (3.34)
Kadangi matrica P(t) yra w-periodiné, tai keitiniu
y = B(t)v
(3.34) sistemg galima suvesti i tiesing homogening sistema
0 = Av, (3.35)

su pastoviaja matrica A. Cia B(t) - nei$sigimusi diferencijuojama matrica (w arba
2w-perioding). Tiesiogiai galima jsitikinti, kad (3.33) sistema susiveda i 3.4 skyrelyje
iSnagrinéta sistema

0= Av + g(t,v); (3.36)
Gia A = B-Y(t)P(t)B(t) + B~ (t)B(t), g(t,v) = B~1(t)q(t, B(t)v). Akivaizdu,
kad ||v|| — O tada ir tik tada, kai || B(¢)v|| — 0. Todél

g, o)l _ nlIB= (O] - la(t, BE)v)| _
loll -~ [o]]
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n?| B @) - 1 B@)Il - lla(t, Bt)v)]|
B 1B(t)]]

kai ||v|]] — 0. Kartu galime tvirtinti, kad (3.33) sistemos trivialiojo sprendinio sta-
bilumo tyrimas susiveda i (3.36) sistemos trivialiojo sprendinio stabilumo tyrima. Pas-
tarosios sistemos trivialus sprendinys bus stabilus arba nestabilus, jeigu bus patenkintos
3.11, 3.12 teoremy salygos. Kadangi matricos A tikrinés reik§més

=0,

1
Ak = — Ln g
w
(w periodo atveju), tai yra teisinga tokia teorema.

3.13 teorema. Jeigu visi multiplikatoriai i, moduliu maZesni uZ vieneta, tai (3.33)
sistemos trivialusis sprendinys y = 0 yra asimptotiskai stabilus. Jeigu bent vienas i§
multiplikatoriy (v, moduliu didesnis uZ vieneta, tai (3.33) sistemos trivialusis sprendi-
nys y = 0 yra nestabilus.

Pastaba. Jeigu bent vienas i§ multiplikatoriy p; moduliu lygus vienetui, tai
(3.33) sistemos trivialiojo sprendinio y = 0 stabilumo klausimas lieka atviras.
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3.6. AUTONOMINES SISTEMOS PUSIAUSVYROS TASKU
IR PERIODINIU SPRENDINIU STABILUMAS
PIRMOJO ARTINIO ATZVILGIU

Tarkime, funkcija f : D C R™ — R" yra tolydi srityje D ir taSko z* € D aplinkoje
turi tolydZig i§vesting f,. Be to, tegu f(x*) = 0. Tada funkcija x = 2* yra au-
tonomingés sistemos

i = f(x). (3.37)

sprendinys. Priminsime, kad toks autonominés sistemos sprendinys vadinamas pusiau-
svyros tasku.
Tegu y = x — x*. Tada (3.37) sistema galima perraSyti taip:

i =Ay+aqly); (3.38)
gia A = f,(z*), ¢ — tolydi tasko y = 0 aplinkoje funkcija, tenkinanti salyga
@)l = o(llyl),  llyll — 0.

Taigi (3.37) sistemos pusiausvyros tasko x = z* stabilumo tyrimas susivedé i (3.38)
sistemos trivialiojo sprendinio y = 0 stabilumo tyrima. Pastarosios sistemos trivialus
sprendinys bus stabilus arba nestabilus, jeigu bus patenkintos 3.11 arba 3.12 teoremy
salygos. Performulave Sias teoremas (3.38) sistemos atvejui, gausime tokj teigini.

3.14 teorema. Teguz* yra(3.37) sistemos pusiausvyros taskas ir matrica A = f,(x*).
Tada

1. Jeigu matricos A tikriniy reikSmiy realiosios dalys yra neigiamos, tai pusiausvy-
ros taskas x* yra asimptotiskai stabilus.

2. Jeigu matricos A bent vienos tikrinés reikSmés realioji dalis yra teigiama, tai
pusiausvyros taskas x* yra nestabilus.

Pastaba. Jeigu matricos A bent vienos tikrinés reik§més realioji dalis lygi
nuliui, tai pusiausvyros tasko z* stabilumo klausimas lieka atviras.
Pavyzdys. IStirsime sistemos

1 =x9, Zo=cos(z1+ z2)

stabiluma pusiausvyros tasky aplinkoje. Pagal apibréZima taskas z* = (z7,x3) yra
Sios sistemos pusiausvyros taskas, jeigu jis yra lygciy sistemos

To = 0, COS(I’l + 1’2) =0
sprendinys. ISsprendg §ig sistema, gausime

x* = (7/2+ 7k,0), EkeZ.



3.6. AUTONOMINES SIST. SPR. STAB. PIRMOJO ARTINIO ATZVILGIU 115

Nagrinéjamu atveju matrica

A= fu(a") = ( (_8k+1 (_1§k+1 ) :

Jos tikrinés reik§més randamos i§ lygties

- 1
‘ (~1)FH (= -y

Kai k lyginis, A\; o = —1/241/3/2. Kai k nelyginis, \; o = 1/24+/5/2. Todél ly-
ginéms k reikSméms pusiausvyros taskai yra asimptotiskai stabildis, o nelyginéms k
reik§méms — nestabilis.

Tarkime, © = ¢(t) yra (3.37) sistemos w-periodinis sprendinys. Tada yra teisinga
tapatybé

-0

Diferencijuodami ja, gausime
$(t) = fale(t)p(t).
Taigi /(t) yra w-periodinis tiesinés homogeninés sistemos
&= P(t)z, P(t)= fa(e(t)) (3.39)

sprendinys. Pagal 2.15 teorema vienas i$ Sios sistemos multiplikatoriy lygus vienetui.
Remiantis 3.10 teoremos antruoju teiginiu, galime tvirtinti, kad sprendinys = ¢(t)
yra nestabilus, jeigu bent vienas i$ likusiy multiplikatoriy moduliu didesnis uz vieneta.
Pirmuoju 3.10 teoremos teiginiu tiesiogiai pasinaudoti negalima. Taciau yra teisinga
tokia teorema (irodyma Zr. [12] knygoje).

3.15 teorema. Jeigu like n — 1 multiplikatoriai moduliu maZesni uZ vieneta, tai spren-
dinys x = ¢(t) yra stabilus.

I§vada. Tegun = 2 ir x = (t) yra (3.37) sistemos periodinis sprendinys.
Pagal (2.29) formule (3.39) sistemos multiplikatoriy sandauga

Hipe = eXP{/wiPii(t) dt}'
b =

Vienas i§ multiplikatoriy yra lygus vienetui. Tarkime, ;1; = 1. Tada

w

2
2 = exp{ / > palt)dt}. (3.40)
=1

0

I(p(t) = / _
0

?

Jeigu integralas

2
=1

yra teigiamas, tai po > 1 ir sprendinys © = @(t) yra nestabilus. Jeigu integralas
I(p(t)) yra neigiamas, tai puo < 1 ir sprendinys = = o(t) yra stabilus.
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3.7. AUTONOMINIU SISTEMU PLOKSTUMOJE
PUSIAUSVYROS TASKAI

Tegu 2 yra sritis plokstumoje R?, f — diferencijuojama srityje €2 vektoriné funkcija su
komponentémis f7, fo. Nagrinésime autonoming sistema

&= f(z), z=eq. (3.41)

IS teoremos apie trajektoriju iStiesinimg iSplaukia, kad visos sistemos pakankamai
mazoje paprastojo tasko aplinkoje yra difeomorfiskai ekvivalencios. Tarkime, xg €
yra (3.41) sistemos pusiausvyros taskas, t.y. f(xzo) = 0. Be to, tegu ¢ = 0. PrieSingu
atveju koordinaciy pradzia perkeliame | taska (. ISskleide funkcija f Teiloro formule
tasko x = 0 aplinkoje, (3.41) sistema perraSysime taip:

i=Ax+q(z), zeQ; (3.42)

¢a A = f,(0) € R*? — pastovioji matrica su koeficientais a;; = 9f;(0)/0x;, ¢ —
vektoring, tolydi taSko x = 0 aplinkoje funkcija, tenkinanti salyga

q(z) = 0, kai|z| — 0. (3.43)
Atmete (3.42) sistemoje narj ¢(z), gausime (3.42) sistemos pirmaji artini
i = Ax. (3.44)

Jeigu matricos A determinantas det A # 0 ir funkcija f tenkina auks¢iau suformu-
luotas salygas, tai koordinaciy pradzios taskas z = 0 yra izuoliotas (3.42) sistemos
pusiausvyros taskas.

Tiesiné sistema © = Az su det A = 0 yra tiesiSkai ekvivalenti vienai i§ deSimties
kanoniniy sistemy (Zr. 2.2 skyreli). Ju faziniai portretai pavaizduoti 2.14 paveikslélyje.
Tiesines sistemas galima suskirstyti | keturias kokybiSkai ekvivalenciy sistemy klases.
I pirmaja klasg patenka tokios sistemos, kuriy pusiausvyros taskas yra stabilus Zidinys
arba stabilus mazgas>. | antraja — visos sistemos, kuriy pusiausvyros tagkas yra balno
taskas. | treCiaja — visos sistemos, kuriy pusiausvyros taskas yra nestabilus Zidinys,
arba nestabilus mazgas. Ir i ketvirtaja — visos sistemos, kuriy pusiausvyros taskas
yra centro taskas. Netiesiniy sistemy pusiausvyros taSkus taip pat patogu suskirstyti i
klases pagal tai, kaip elgiasi sistemos trajektorijos $io taSko aplinkoje.

Apibrézimas. Sakysime, pusiausvyros taskas z = 0 yra (3.42) sistemos
traukos taskas, jeigu egzistuoja toks skaiCius > 0, kad visi (3.42) sistemos sprendiniai
x = (t) yra apibrézti Vt > 0 arba Vt < 0ir p(t) — 0, kai t — oo arba t — —o0,
jeigu tik |¢(0)] < 4. Traukos taska vadinsime Zidinio tasku, jeigu visos trajektorijos
x = @(t) # 0 yra spiralés. Zidinio taska vadinsime taisyklingu Zidinio tasku*, jeigu

3Sakydami mazgo taskas Cia turime omenyje arba taisyklinga mazga, arba paprasta mazga, arba
i§sigimusj mazga.
4Tiesine sistema
1 = axy + fre, d2=-—Px1+are, aF0, B#0

polinése koordinatése x1 = rcos g, x2 = rsin¢ galima perradyti taip: ¥ = ar, ¢ = —[. ISsprendg
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kiekvienai trajektorijai, arté¢janciai prie koordinaciy pradzios, kai ¢ — +oo (arba t —
—00), reiskinys t~1|x(t)| artéja prie tam tikros konstantos c ir atvirk3¢iai, bet kuriai
konstantai ¢ egzistuoja toks netiesinés sistemos sprendinys = = z(t), kad ¢t |z (t)| —
¢, kait — +oo (arbat — —o0). Traukos taska vadinsime mazgo tasku, jeigu visos
trajektorijos x = (t) Z 0 turi liestine taske x = 0, t.y. egzistuoja riba

t
lim arctg 210) = Bp;

arba t — —o0
t—o0 p1 (t) ( )

dia 6y € (—o0,00). Mazgo taska vadinsime taisyklingu mazgu, jeigu kiekvienam
Oo(mod 27) egzistuoja toks vienintelis sprendinys © = ¢(¢), kad

pa(1) — 0o,

lim arctg (arba t — —o0)
t—o0
PrieSingu atveju mazgo taSka vadinsime netaisyklingu mazgu.

Apibrézimas. Pusiausvyros taskag x = 0 vadinsime (3.42) sistemos suki-
mosi tasku, jeigu kiekvienoje jo aplinkoje yra uZdara trajektorija, supanti §j taska.
Sukimosi taska vadinsime centro tasku, jeigu kiekviena tokia trajektorija, iSskyrus
x = 0, yra uZdara.

Egzistuoja pusiausvyros taskai, kurie néra nei traukos taskai, nei sukimosi taskai ir
traukos taskai, kurie néra nei Zidiniai, nei mazgai. Pavyzdziui, balno taskas néra nei
traukos taSkas, nei sukimosi taskas. Ji galima apibrézti kaip pusiausvyros taska i kurj
artéja tik baigtinis skaicius trajektoriju, kai ¢t — oo arbat — —oo.

Tiesinei sistemai & = Az, det A # 0, pusiausvyros taSkas z = 0 yra traukos taskas
tada ir tik tada, kai matricos A tikriniy reik§miy realiosios dalys yra abi teigiamos arba
abi neigiamos. Pusiausvyros taskas x = 0 yra sukimosi taSkas (centras) tada ir tik
tada, kai matricos A tikriniy reik§miy realiosios dalys lygios nuliui. I§ 3.11 teoremos
iSplaukia toks teiginys.

3.16 teorema. Jeigu koordinac¢iy pradZios taskas x = 0 yra (3.44) tiesinés sistemos
traukos taskas, tai jis ir (3.42) netiesinés sistemos traukos taskas.

Pasirodo, kad analogiskas teiginys yra teisingas ir tuo atveju, kai traukos taskas yra
Zidinys. Tiksliau yra teisinga tokia teorema.

3.17 teorema. Jeigu koordinaciy pradZios taskas x = 0 yra (3.44) tiesinés sistemos
Zidinio taskas, tai jis ir (3.42) netiesinés sistemos Zidinio taskas.

< Taskas © = 0 yra (3.44) tiesinés sistemos Zidinio taskas, kai matricos A tikrinés
reik§meés \j o = a £ i3 yra kompleksinés ir o # 0. Tarkime, matrica A turi kanoninj

pavidala, t.y.
_( a B
=50

ja gausime, 7(t) = c1e®t, p(t) = —Bt + c2. Jeigua < 0ir B < 0, tai (t) — 0, p(t) — +oo, kai
t — 4o00. Be to, gln r(t) + ¢(t) = ¢, su tam tikra konstanta c. Ir atvirk§Ciai, bet kokiai konstantai ¢

egzistuoja toks nagrinéjamos tiesinés sistemos sprendinys, kad g Inr(t) + o(t) =c.
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(priesingu atveju, neiSsigimusios tiesinés transformacijos pagalba, suvedame ja i ka-
noninj pavidala). Tada (3.42) sistema galima uZraSyti taip:

i1 = x4 B+ fi(w),
{ Ty = _Bxl + axrs + f2(.’L‘) (3.45)

arba polinése koordinatése x1 = 7 cos ¢, T = rsinp,

{ :: _ Cj%:j(g();).

Jeigu o < 0, tai i$ pirmosios lygties gauname, kad » — 0, ¢ — +o00. Todél

kai t — 4-o0. Kartu galime tvirtinti, kad kiekviena (3.45) netiesinés sistemos trajek-
torijai, prasidedanciai pakankamai arti koordinaciy pradZios,

p(t) = =Bt +o(t),

kai t — 4-o00. I§ ia i¥plaukia, kad ¢(t) — 400, kai t — +o00. Cia imame viena i§
Zenklu =+, priklausomai nuo to, koks yra  Zenklas. Taciau tai reiskia, kad bet kuri
trajektorija, esanti pakankamai arti koordinaciy pradzios ir nesanti pusiausvyros tasku
r = 0, yra spiralé. >

Sioje teoremoje Zidinio taika pakeisti | mazgo taika negalima. PavyzdZiui, netiesi-
né sistema

L2 . L1
— i T2 = T2 b
In |z| In |z|

tenkina visas skyrelio pradZioje suformuluotas salygas. Polinése koordinatése r; =
T COS , T9 = T sin ¢ ja galima uZrasSyti taip:

.’ifl = -

r=-r, ¢=1/Inr, r#0.
ISsprendg pirmaja lygti, gausime
r(t) =cre”t, ¢ > 0.
Taigi, kai ¢ — +o0o0, r — 0ir
¢ =1/(Inc; — t).
Sios lygties sprendinys
o(t)=—In(t —Inecy) + cg = —o0,

kai t — +o00. Todél koordinaciy pradzios taskas » = 0 yra netiesinés sistemos Zidinio
taskas. Taciau ja atitinkanciai tiesinei sistemai

T1 = —x1, T3 = —Ta,
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koordinaciy pradZzios taskas yra taisyklingas mazgo taskas.
Tiesinés sistemos Zidinio taskas (kartu jis yra ir taisyklingas Zidinio taskas) nebiiti-
nai yra netiesinés sistemos taisyklingas Zidinio taskas. PavyzdZiui, netiesiné sistema

. Z1 . To
T1=-T1+ 57—, T2=—-T1———
In |z| In |x|

tenkina skyrelio pradzioje suformuluotas salygas. Polinése koordinatése x1 = r cos ¢,
o = rsin ¢ ja galima uZrasyti taip:

F=—r b —— =1
ISsprende pirmaja lygti, gausime
r(t)(1 —Inr(t)) = ce™".

Kadangi r(t) — 0, kai t — +oo, tai 7(t)e! — 0, kai ¢ — +o0 ir nagrinéjamos
netiesinés sistemos pusiausvyros taskas yra netaisyklingas Zidinio taskas.

IS pateikty pavyzdziy matome, kad nurodyty skyrelio pradzioje glodumo salygu
funkcijai ¢ nepakanka, kad tiesinés sistemos taisyklingas Zidinio (mazgo) taskas biity
ja atitinkancios netiesinés sistemos taisyklingu Zidinio (mazgo) taSku. Tarkime, ¢ yra
tolydi funkcija intervale [0, a], tenkinanti salygas:

@) < vlel)s vl = olr), tair > 0; [ D<o G
0

Tada yra teisinga tokia teorema.

3.18 teorema. Jeigu funkcija q tenkina (3.46) salygas ir koordinaciy pradZios taskas
yra (3.44) tiesinés sistemos Zidinio taskas (taisyklingas mazgo taskas), tai jis yra ir
netiesinés sistemos taisyklingas Zidinio taskas (taisyklingas mazgo taskas).

P astab a. Jeigu funkcija ¢ tenkina salyga
g(x) = O(|a]'*),

kai |z| — 0, tai ji tenkina ir (3.46) salygas. Kartu tokiai funkcijai yra teisinga pastaroji
teorema.

Tarkime toliau, kad koordinaciy pradZios taskas yra (3.42) tiesinés sistemos centro
taskas. IS pradZiy iSnagrinésime kelis pavyzdZius.

1. Netiesiné sistema

$1:—$2—$1‘$|, $2:$1—$2|(E|

tenkina skyrelio pradzioje suformuluotas salygas. Polinése koordinatése x1 = r cos ¢,
o = rsin ¢ ja galima uZrasyti taip:
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ISsprendeg Sig sistema, gausime, kad trajektorija, laiko momentu ¢ = 0 einanti per taska
(ro,to), 7o # 0, apibréZiama formule

r(t)=(t+rg )7l e(t) =t+ 0.

Todeél r(t) — 0, kai t — +o0. Taigi koordina¢iy pradZios taskas yra netiesinés siste-
mos Zidinio taskas. Taciau ja atitinkanciai tiesinei sistemai

Ty = —T2, X2=17T1

koordinaciy pradZios taskas yra centro taskas.
2. Netiesiné sistema

i1 = —xo + x1|xPsina/|z|, 2o = x1 + zo|z)? sinT/|z|

tenkina skyrelio pradZioje suformuluotas salygas. Be to, Sios sistemos deSinés pusés
turi tolydzias dalines iSvestines. Todél tokia sistema tenkina vienaties teoremos sa-
lygas, t.y. Vo € R? o # 0, egzistuoja vienintelis sprendinys, tenkinantis salyga
x(0) = xo.

Polinése koordinatése x1 = 7 cos ¢, xo = 7sin @ ja galima uzraSyti taip:

F=risint/r, ¢=1.

I§ pirmos lygties gauname, kad apskritimai r(t) = 1/k, k = 1,2, ... yra uzdaros Sios
sistemos trajektorijos. Be to,

1
>0, kai 1,arba —— —
r >0, alrr > 73ura2k_~_1<7"<2k,

1
7 <0, ka1%<r<ﬁ,
Vk = 1,2,... Taigi visos trajektorijos, i§skyrus apskritimus r(¢t) = 1/k, néra uZdaros
ir nekerta §iy apskritimy. Funkcijos r ir (, apibréZiancios neuzdaras trajektorijas, yra
monotoninés. Todél jos vyniojasi apie apskritimus r(t) = 1/k, kai t — +oo (arba
t — —o0)ir r(t) — 400, kai t — +oo, jeigu r > 1. Todél koordinaiy pradZios
taskas yra sukimosi taskas.
Taigi, jeigu koordinaCiy pradZios taskas tiesinei sistemai yra sukimosi (centro)
taskas, tai netiesinei sistemai jis yra Zidinys arba sukimosi taskas. Pasirodo, kad ki-
tokiy atveju buti negali. Tiksliau yra teisinga tokia teorema.

3.19 teorema. Tarkime, koordinaciy pradZios taskas yra (3.44) tiesinés sistemos suki-
mosi (centro) taskas. Tada jis yra netiesinés sistemos sukimosi taskas arba Zidinys.

Tarkime, koordinaiy pradZios taskas yra (3.44) tiesinés sistemos netaisyklingas
mazgo taSkas. Be to, tegu §i sistema turi kanoninj pavidala, t.y. matrica

(A0
A—(o >\2>

ir Ay < A1 < 0. Tada yra teisinga tokia teorema.
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3.20 teorema. 1. Kiekviena (3.42) netiesinés sistemos trajektorija, einanti pakan-
kamai arti koordinaCiy pradZios, artéja prie koordinaciy pradZios kampu ¢ =
0, w/2, 7, arba 37 /2. Be to, egzistuoja be galo daug trajektorijy, artéjanciy j
koordinaciy pradZig kampu ¢ = 0 ir 7.

2. Egzistuoja bent viena trajektorija, artéjanti j koordinaciy pradZia kampu ¢ =
/2 ir kampu ¢ = 37 /2.

3. Jeigu dalinés iSvestinés qi., I ga2, €gzistuoja ir yra tolydZios kokioje nors ko-
ordinaciy pradZios tasko aplinkoje, tai egzistuoja lygiai po vieng trajektorija,
artéjancia j koordinaciy pradZig kampu o = 7 /2 ir p = 37/2.

Tarkime, koordinaciy pradZios taSkas yra (3.44) tiesinés sistemos balno taskas. Be
to, tegu §i sistema turi kanoninj pavidala, t.y. matrica

(M0
()
ir \; <) < Aq. Tada yra teisinga tokia teorema.

3.21 teorema. Egzistuoja bent po vieng (3.42) netiesinés sistemos trajektorija, artéjan-
Cig | koordinaciy pradZia kampu ¢ = 0 ir kampu ¢ = 7. Be to, jeigu dalinés iSvestinés
Q12 II G24, €gzistuoja ir yra tolydZios kokioje nors koordinaciy pradZios tasko aplin-
koje, tai egzistuoja lygiai po vieng trajektorija, artéjancia | koordinaciy pradZia kampu
¢ = 0ir ¢ = 7. Visos kitos pakankamai artimos joms trajektorijos tolsta nuo jy, kai
t — +o0.

éiq teoremy irodyma galima rasti [12] knygoje.
Pastaba. Jeigu (3.42) sistemoje matricos A determinantas lygus nuliui, tai
irodytais teiginiais pasinaudoti negalima. PavyzdZiui, netiesiné sistema

. . 2
r1 = T2, To = I

turi vienintelj pusiausvyros taSka x; = 0, z2 = 0, 0 jos pirmasis artinys
T1=w3, Z2=0

turi visg tiesg pusiausvyros tasky xo = 0.

Remiantis §iais teiginiais ir teorema apie trajektorijy iStiesinima, galima galima
nubrézti (3.41) sistemos lokaly fazini portreta visuose paprastuose ir izoliuotuose pu-
siausvyros taSkuose. Taciau tokios informacijos ne visada pakanka, jeigu norime nu-
bréZti globaly fazini portreta. PavyzdZiui,

3.77 pav.

3.77 paveikslélyje parodyti du globaliis faziniai portretai néra kokybiskai ekviva-
lentis, nors kiekvieno tasko aplinkoje ju lokaliis faziniai portretai yra kokybiskai ekvi-
valentts. Tai susije su tuo, kad tokiy sistemy trajektorijy ribiniy tasky aibés struktiira
gali buti skirtinga.
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3.8. AUTONOMINIU SISTEMU RIBINIAI TASKAI

Tarkime, funkcija f : D C R"™ — R" yra tolydi srityje D ir Sioje srityje lokaliai
tenkina LipSico salyga kintamuju x atzvilgiu. Tada per kiekvieng taska zo € D eina
lygiai viena autonominés sistemos

i = f(x) (3.47)

trajektorija. Kiekvieno jos tasko padéti fazinéje erdvéje nusako pradinis taskas xg ir
laiko atkarpa ¢ — to (Zr. 1.5 skyreli), t.y. (3.47) sistemos sprendini x = x(¢, to, zo)
galima uZraSyti tokiu pavidalu

x = z(t — tg,0,z0) := @(t — tg, x0).
Tegu tg = 0. Tada pastaraji sprendini galima perrasyti taip:
x=p(t,zg), t=>0.

Apibrézimas. Teguy : ¢ = @(t,x9), t > 0 yra (3.47) sistemos trajek-
torija. Taska ¢ € D vadinsime Sios trajektorijos ribiniu taSku, jeigu egzistuoja tokia
artéjantiy i oo seka {t; }, kad o(tx, z0) — ¢, kai k — oo. AnalogiSkai apibréZiamas
ribinis taskas, kai ¢ < 0. Trajektorijos -y ribiniai taSkai yra vadinami w-ribiniais taskais,
jeigu trajektorija «y yra apibrézta V¢ > 0 ir a-ribiniais taskais, jeigu trajektorija v yra
apibrézta Vt < 0. Trajektorijos « visy ribiniy tasky aibg Zymeésime Q(7).

Apibrézimas. Sakysime, trajektorija v : © = @(t,x0), t > 0(t < 0)
yra teigiamai (neigiamai) stabili pagal LagranZa ir raSysime v € LT (y € L7),
jeigu egzistuoja toks kompaktas K C D, kad ¢(t,z9) € K, visoms neneigiamoms
(neteigiamoms) ¢ reik§méms, kurioms tik sprendinys (¢, xo) gali bati apibréZtas.

Apibrézimas. Uzdarg trajektorija v vadinsime ribiniu ciklu, jeigu kiekvie-
nas jos taskas yra ribinis bet kuriai trjektorijai einanciai per pakankamai artima trajek-
torijai ~y taska.

Atkreipsime démes;j | tai, kad ne bet kokia uZdara trajektorija yra ribinis ciklas ir
ne visi ribiniai ciklai elgiasi vienodai. I§skirsime tris skirtingas ribiniy cikly klases:

1. Ribinj cikla y vadinsime stabiliu jeigu kiekvienas jo taskas yra bet kurios pakan-
kamai artimos trajektorijos w-ribinis taskas. Kitais ZodZiais tarint, kai ¢ — +o00
visos pakankamai artimos trajektorijos apsivynioja apie -y i§ abiejy pusiy.

2. Ribinj cikla v vadinsime nestabiliu, jeigu kiekvienas jo taskas yra bet kurios
pakankamai artimos trajektorijos a-ribinis taskas, t.y. kai ¢ — +o0 visos pakan-
kamai artimos trajektorijos nusivynioja nuo -y i$ abiejy pusiy.

3. Ribinj ciklg v vadinsime pusiaustabiliu, jeigu kiekvienas jo taSkas yra bet kurios
pakankamai artimos trajektorijos, esancios vienoje y puséje, w-ribinis taskas, o
esancios kitoje v puséje — a-ribinis taskas. Tai reiskia, kad ¢ — +oc0 visos
pakankamai artimos trajektorijos i§ vienos pusés vy nusivynioja nuo jo, o is kitos
puseés ji apsivynioja.



3.8. AUTONOMINIU SISTEMU RIBINIAI TASKAI 123

P avyzdy s. Nagrinésime netiesing autonoming sistema

T pry — xy — xy - |z,
. € (—00,00).
{:172 IE1+,U,$27I2~‘£C2, H ( ’ )

Polinése koordinatése
T1 =T7Cosp, To=rsine

Sig sistema galima perrasyti taip:

iz

Kiekvienai parametro p € (—o0, 00) reikSmei pastaroji sistema turi sprendinj
r=0, p=t+ec

Kai p = 0, turime sprendini

L
—r “=t+ec
5 T +c
Kai p # 0, Sios sistemos sprendinys apibréZiamas formule
1 r
— ln —_— = + c.
peo /2 = pl

Be to, kai ;1 > 0, sistema turi dar vieng sprendinj

=/l

Bet kuriai parametro p reik§mei koordinaciy pradZios taskas yra nagrinéjamos sis-
temos pusiausvyros taskas.

Tegu i < 0. Tada 7+ < 0, kai 7 # 0ir7 = 0, kai 7 = 0. Siuo atveju visos trajektori-
jos, iSskyrus koordinaCiy pradZios taska, yra spiralés ir kiekviena i§ ju vyniojasi apie
koordinaciy pradZzia, kai t — +o0.

Tegu pv > 0. Tada 7 > 0, kai € (0, /p) ir 7 < 0, kai r > p. Todél koordinaciy
pradZios taSkas yra nestabilus Zidinys ir a-ribinis taskas bet kuriai kitai trajektorijai,
esanCiai skritulyje r < /ui. Be to, visos Sios trajektorijos vyniojasi apie apskritimg
r = /|, kai t — +o00. Tode¢l Sis apskritimas yra stabilus ribinis ciklas ir w- ribiné
aibé, bet kuriai trajektorijai iSskyrus pusiausvyros taska r = 0.

Pastaba. Taskas p = 0 yra nagrinéjamos sistemos bifurkacijos taskas. At-
kreipsime démesj i tai, kad Sios sistemos pirmojo artinio tikrinés reikSmes A\; o = p=£1
tampa grynai menamomis, kai p = 0.

3.22 teorema. Trajektorija vy € Lt (y € L™) galima pratesti j visa pustiese t > 0
(t < 0) ir pratestos trajektorijos ribiniy tasky aibé yra netuscia.

< Tegu [0,b) yra maksimalus i§ deSines intervalas, kuriame trajektorija v : = =
o(t, zo) gali buti apibréZta. Pagal 1.5 teorema yra galimi du atvejai: 1) b < oo; 2)
b = oo. Pirmuoju atveju (¢, z9) — 9D, kai t — b — 0. Tadiau ¢(t,x0) € K C D,
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Vt € [0,b). Kadangi dist(K,0D) > 0, tai pastarasis atvejis yra negalimas. Taigi
b = oo ir trajektorija ~y galima pratesti | visa pustiese¢ ¢ > 0. Kartu galime tvirtinti,
kad p(t,z9) C K, Vt > 0. Kadangi K yra kompaktas, tai i§ sekos {¢(tx, zo)} galima
i§skirti konverguojanti poseki. Tai reiskia, kad ribiniy tasky aibé 2(v) yra netuséia.
Analogiskai nagrinéjamas atvejis, kai trajektorijay € L™. >

3.23 teorema. Tarkime, trajektorijay € L™ (y € L™). Tada jos ribiniy tasky aibé
Q(y) yra:

1. Kompaktiné.
2. Jungioji.
3. Invariantiné atvaizdZio py atzvilgiu (Zr. 1.5 skyrelj).

< ISnagrinésime atveji, kai v € L™. Atvejis, kai v € L™ nagrinéjamas analogiskai.
I8 pradziy irodysime, kad aibé Q(-y) yra uzdara.

Laisvai pasirenkame tokia seka {qr}, gx € Q(7), k = 1,2,..., kad ¢ — ¢, kai
k — oo. Kadangi g, yra trajektorijos -y ribinis taskas, tai egzistuoja tokia artéjanciy i
+o0 laiko momenty seka {t; }, kad

rj = (tes, o) = qr,

kai j — oo.
Laisvai pasirenkame skaiCiy € > 0. Kiekvienam k galima nurodyti tokia indekso
reik8mg j = j(k) ir skaiCiy ko, kad

lax —aql <&, lgp — oriml <e,

jeigu tik k& > ko. Be to, j(k) galima parinkti taip, kad j(k) — oo, kai k — oo. I§
pastaryjy nelygybiuy iSplaukia, kad

rjk) = P(trjk)s To) = 4,

kai k — oo. Taigi ¢ € Q(v).

Pagal teoremos salyga egzistuoja toks kompaktas K, kad v C K C D. IS ¢ia
i§plaukia, kad trajektorijos ~y ribiniy tasky aibé €2(y) yra apréZta. Kartu galime tvirtinti,
kad () yra kompaktas.

Irodysime antraji teoremos teigini. Tarkime prieSingai — aibé 2(7) néra jungi.
Tada ja galima iSreiksti dviejuy uzdary, netu$éiy ir nesikertanciy aibiy Q4 (7y) ir Qa(7)
sajunga. Tegu d yra atstumas tarp §iy aibiy. Kadangi () yra kompaktas, tai d > 0.
Pagal aibés () apibréZima egzistuoja tokios artéjancios | +oo sekos {7x }, {0y }, kad

dist(p(mi 20), (7)) < d/2,  dist(p(on, z0), %a(7)) < d/2,

Vk = 1,2, ... Nenusizengiant bendrumui galime tarti, kad 7 < 01 < 70 < 09 < ...
Kadangi funkcija ¢ yra tolydi kintamojo ¢ atzvilgiu, tai Vk = 1,2, ... egzistuoja toks
laiko momentas t;, € (7, o), kad

dist(p(tr, 20), 2 (7)) = d/2, dist(p(ty, 20), (7)) > d/2.
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I8 sekos {p(tx, zo)} galima i8skirti konverguojantj poseki. Tegu g yra $io posekio rib-
inis elementas. Pagal apibréZima g € Q(~) iSlieka teisingos pastarosios dvi nelygybeés:

dist(p(q,70), (7)) > d/2,  dist(q20), (7)) > d/2.

Tadiau g € Q) = Q1(7) U Qa2(y). Todél ¢ € Q;(7y) arba g € Q3(7y). Gauta prieStara
irodo, kad aibé Q(y) yra jungioji.

Irodysime tre¢iaji teoremos teigini. Tegu g € €(7y). Reikia irodyti, kad (¢, q) €
Q(7) visoms ¢ reik§méms, kurioms ¢(t,q) yra apibrézta. Kiekvienam fiksuotam ¢
funkcija (¢, zo) yra tolydi xg atzvilgiu. Todél Ve > 0 egzistuoja toks § > 0, kad

lo(t,p) — p(t, q)| <e,

jeigu tik |p — ¢| < 4. Imkime artéjanciy i nulj teigiamy skaiiy seka {ey }. Ja atitinka
teigiamy skaiCiy seka {dy }. Taskas ¢ € Q(). Todél egzistuoja tokia artéjanciy | +o0o
skaiCiy seka {¢x}, kad

@(tr, x0) = q,

kai £ — oo. Imkime artéjanciy i oo teigiamy skaiCiy seka Ny. Kiekvienam & galima
nurodyti tokj skaiciy Ny, kad

lo(tr, o) — q| < O,

jeigu tik ¢t > Nj. Tokiems ¢y,

|50(tk, w(tkva)) - @(tka q)' < Eg.
Taciau
o(t, o(tks o)) = @(t + ti, zo).
Todel

Kadangi ¢ + ¢, > t + N — oo, kai k — o0, tai taSkas ¢(¢,q) € Q(v). Teorema
jrodyta. >

Tegu n = 1. Tada (3.47) sistema yra to paties pavidalo paprastoji diferencialiné
lygtis. Jos faziné erdvé yra intervalas. Pusiausvyros taskai randami i§ lygties f(x) = 0.
Kitos trajektorijos yra intervalai, kuriy ribiniai taskai yra arba pusiausvyros taskai, arba
fazinés erdvés ribiniai taskai. Ribiniy aibiy, nesutampanciy su pusiausvyros taskais,
néra.

Kai n = 2 ribinés aibés gali turéti sudétingesng struktiira. Taciau jas apraSo
Puankare-Bendiksono teorija (Zr. [11]). Kai n > 2 pilnos teorijos, aprasancios ribinés
aibés struktiira, Siuo metu néra.

Pavyzdys. Tegun = 2. Nagrinésime autonoming sistema

T = —9 +9:1(:1:% Jrz% - 1),

iy = 1 +aa(a]+a3—1).
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Polinése koordinatése x1 = r cos ¢, xo = rsin ¢ ja galima perrasyti taip:

o= r(r?—1),

¢ = 1

Sioje sistemoje kintamieji atsiskiria ir gautos lygtis lengvai integruojamos. Pirmoji
lygtis turi du atskirus sprendinius » = 0 ir » = 1. Kai 79 € (0, 1) sprendinys r =
r(t,70),t € R monotoniskai mazéja nuo 1 iki 0, o kai o > 1 monotoniskai auga nuo
1 iki co. Antrosios lygties sprendinys ¢ = t + ¢g. Todél visos trajektorijos, iSskyrus
uzdaras trajektorijas » = 0 ir r = 1, yra spiralés. Jos nusivynioja nuo apskritimo
r = 1. Jeigu ro > 1, tai trajektorijos artéja i begalybe, kai kampas ¢ — oo. Jeigu
ro < 1, tai trajektorijos artéja i nuli, kai kampas ¢ — oo. Koordinaciy pradzios
taskas yra pusiausvyros ir kartu w-ribinis taSkas visoms trajektorijoms, kai 79 < 1.
Atkreipsime démesi i tai, kad koordinaciy pradzios taskas yra asimptotiskai stabilus,
nors nagrinéjamos sistemos tiesinés dalies matrica

0 -1
A=
turi grynai menamas tikrines reik§mes \; o = 4. Kai 79 > 1, w-ribiniy tasky aibé yra
tuscia. Apskritimas r = 1 yra uzZdara trajektorija ir kartu c-ribiné aibé visoms kitoms

trajektorijoms, i§skyrus pusiausvyros taskus.
Tarkime toliau, kad n = 2. Nagrinésime autonoming sistema

&= Az + g(x); (3.48)

¢ia A € R*? — pastovioji matrica su kompleksinémis tikrinémis reik¥memis A2 =
a £1i8, B > 0; vektoriné funkcija g, kartu su savo iSvestine g, yra tolydzios tasko =
aplinkoje B.(0) = {z € R? : |z| < £.} Be to, tegu

g(z) = 0, (3.49)

kai |z| — 0. I3tirsime (3.48) sistemos trajektorijas pakankamai maZoje tasko = 0
aplinkoje.

Tegu q1, g2 yra matricos A tikriniai vektoriai, atitinkantys tikrines reik§mes A1, Ao
ir Q@ = (¢1, g2)- Tada keitinys = Qy suveda (3.48) sistema | paprastesnj pavidala

y = Jy+ h(y);

gia J = diag{\1, A2}, h(y) = Q tg(Qy). Kadangi tikrinés reik§més yra komplek-
siSkai jungtinés, o matricos A elementai yra realds, tai tikriniai vektoriai taip pat yra
kompleksiskai jungtiniai. Kartu galime tvirtinti, kad vektoriaus y koordinatés, o taip
pat funkcijos h koordinatés yra kompleksiskai jungtinés. Todél, jeigu norime pereiti
prie realiy sprendiniy, turime padaryti dar vieng keitinj y = Bu; ¢ia
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RyS8ys tarp kintamuju = =: (z1, x2) ir u =: (u1, uz) apibréZiamas formule

x=Qy=QBu=(q+ q2,i(q1 — q2))u,

kurioje matrica QB yra realioji.
Polinése koordinatése

up =rcosp, us=rsing (y1 =re'?, yo =re %)
gausime sistema

r=ar+ R(r,p), ¢o=0+ r_1<I>(T, ©); (3.50)

dia
R(r,p) = Re{e “hy(re?,re” )},  ®(r,¢) = Im{e " "hy(re’?, re="*)}.
I8 (3.49) salygos iSplaukia, kad
L hy (re'?, re” )| — 0,

kai r — 0. Todél
rTIR(r ) = 0, r7I®(r,p) — 0,

kai 7 — 0. Be to, funkcijos R ir ® yra tolydZzios ir turi tolydZias dalines i§vestines,
kai r € [0,¢), p € (—00,00) ir 2m-periodinés kintamojo ¢ atzvilgiu. Pakankamai
maziems € reiSkinys

e (r, )| < B/2.

Todél (3.50) sistemoje galima eliminuoti kintamaji ¢. Rezultate gausime paprastaja
diferencialing lygtj

dr _ ar+R(r,¢)

dp — B+r710(rp)
Sia lygti galima perrayti taip:

j—; = %7’ + U (r, 0); (3.51)
¢ia funkcija ¥ tenkina tokias pacias salygas kaip ir R.

Kai ¢ kinta nuo —oo iki 00, ¢ kinta nuo —oo iki +oco grieztai didédamas. Todél
(3.50) sistemos trajektorijos sutampa su (3.51) lygties integralinémis kreivémis. Taigi,
peréjimas nuo (3.50) sistemos prie (3.51) lygties reiSkia tik peréjima nuo vienos para-
metrizacijos prie Kitos.

Istirsime (3.51) lygties integralines kreives pakankami maZoje koordinaciy pra-
dzios tasko aplinkoje. Tegu r = r(¢, 70) yra (3.51) lygties sprendinys, tenkinantys sa-
lyga 7(0,79) = ro. Kadangi (3.51) lygtis turi trivialy sprendinj r = 0, ¢ € (—00, 00),
tai (Zr. 3.2 teorema) egzistuoja toks § > 0, kad sprendinys r = (i, ) yra tolydus ir
turi tolydZias dalines i§vestines, kai ro € [0,9), ¢ € [0, 2. Tokiems r( funkcija’

p(ro) = r(2m,70)

STaip apibrézta funkcija vadinama peréjimo funkcija.
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yra tolydi ir turi tolydZig i$vesting. Be to, p(0) = 0. Kintamuyjy u1, us plok§tumoje
nubrézkime integraling kreive iSeinancia i§ tasko r = rg, ¢ = 0 (Zr. 3.4 pav.)

U2

d

P

3.4 pav.

Sis paveikslélis iliustruoja funkcijos p geometring prasme.
Fiksuokime kokia nors reik§me rg < 6. Jeigu

p(ro) = 7o, (3.52)

tai per taska r = rg, ¢ = 0 eina uzdara (3.50) sistemos trajektorija. Jeigu (3.52) salyga
nepatenkinta, tai trajektorija yra neuzdara. Pagal (3.10) formule

27

dr(2m,r «
o) = TE) e [+ 0,00 10).0)] ).
0
Kadangi r~1W(r, ¢) — 0, kai 7 — 0, tai
p'(0) = e2/B, (3.53)

I3 Sios formulés iSplaukia, kad neigiamiems « ir 79 < § i8vestiné p/(rg) < a < 1.
Pagal Lagranzo formule

p(ro) = p'(Oro)ro < arg, 0 € [0,1].

Tegu 1 = p(ro). Kadangi r < 79, tai galime apibréZti ro = p(r1). Be to, 7y <
ary . Taip tgsdami toliau gausime rekurenting formule

re =p(rg—1), Vk=1,2,...
Be to, 1, < arp—1. Kartu yra teisinga nelygybé
T < afrg. (3.54)

Irodysime, kad
rr =r(27k,ro), Vk=1,2,... (3.55)
Kai k£ = 1 $i formulé iSplaukia i§ r; apibrézimo. Tarkime, kad ji yra teisinga, kai
k =1ty r; = r(2nl,ro). Irodysime, kad ji yra teisinga, kai k¥ = [ + 1. Kadangi
(3.51) lygties deSinioji pusé yra w-periodiné kintamojo ¢ atzvilgiu, tai funkcijos

7":7”(9077"1)7 T:T'(QO—FQ?TZ,T()), SDZOa
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yra Sios lygties sprendiniai. Pagal indukcing prielaida taske ¢ = 0 ju reikSmeés su-
tampa:
r(0,7) =1 = (2w, 7).

Todél §ie sprendiniai sutampa Vo > 0. Imdami ¢ = 27, gausime
rip1 =r(2m,r) =r2n(l+1),70).

Taigi (3.55) formulé yra teisinga.

IS (3.54) nelygybés isplaukia, kad r, — 0, kai k — oo. Todél trajektorijos yra spi-
ralés, artéjancios | koordinaciy pradzia, kai ¢ — oo (t — o). Siuo atveju koordinaciy
pradzios taskas yra stabilus Zidinys (Zr. 3.5 pav.).

U2

TN
\Jroulpj/'ul

3.5 pav. 3.6 pav.

Jeigu a > 0, tai (3.51) lygtyje pakeite ¢ i —¢, gausime tokia pacia lygti su a < 0.
Todél teigiamoms « reik§méms trajektorijos yra spiralés nusivyniojancios nuo koordi-
na¢iy pradzios, kai ¢ — co. Siuo atveju koordinaéiy pradZios taskas yra nestabilus
Zidinys (Zr. 3.6 pav.)

Jeigu o = 0, t.y. p/(0) = 1, tai reikalingas papildomas funkcijos p tyrimas. Atskiru
atveju funkcija p gali biiti pastovi, pakankamai maZiems 7, t.y.

p(?"o) =70, V’I"() S [0,5)

Tada pakankamai maZoje koordinaciy pradzios tasko aplinkoje visos trajektorijos yra
uzdaros, o visi sprendiniai periodiniai. Siuo atveju koordinaciy pradzios taskas yra

centras (Zr. 3.7 pav.).
=

3.7 pav.

U2

Bendru atveju tyrimas yra sudétingesnis (Zr., pavyzdziui [6]). Taciau atlikg baig-
tinj skaiCiy operacijy, su funkcijos ¢ skleidinio koeficientais, galima irodyti, kad pusi-
ausvyros taskas yra arba centras, arba Zidinys. Siy dvieju atvejy i§skyrimo uZdavinys
vadinamas centro ir Zidinio problema.
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P avyzdys. Nagrinésime autonoming sistema

jjl =T + T2,
To9 = —2x1 — To — x%zg — a:“;'

A<_12 _11>

Matricos A tikrinés reikSmeés A\; o = =i. Jas atitinkantys tikriniai vektoriai

Jos tiesinés dalies matrica

q1 = colon(—(i+1)/2,1), @2 = colon((i —1)/2,1).
Rysis tarp kintamuyjy z ir v yra apibréZiamas formulémis:
T1 = —uy + ug, To = 2ui.
Peréje nuo kintamyju z prie kintamujy u, gausime sistema

{?:Ll = —Ug — (Ul — UQ)2(U1 + ’LL2)/2,
ﬂg = Uu; — (u1 — u2)2(U1 + UQ)/Q

Polinése koordinatése u; = r cos ¢, ug = 7 sin ¢ §ia sistema galima perraSyti taip:

7= —%r3 cos? 2,
¢ =1—1r%(1 - sin2¢p) cos 2.

Eliminave kintamaji ¢, gausime lygti

d 1
é = —57"3 cos? 2p + o(r®).

(3.56)
Tegu r = r(p, ro) yra Sios lygties sprendinys, tenkinantis pradine salyga

r(0,79) = 70.
Pakankamai maZiems rg yra teisinga Teiloro formulé

o0

r(p,70) = ) ar(e)rs;

k=0

Cia ag yra 2m-periodinés funkcijos. Tiksliau tai yra polinomai nuo cos ¢ ir sin ¢. Be
to, (i, 0) = 0. Todel ag(¢) = 0. I§ pradinés salygos

Z ar(0)rk =g,
k=1

gauname
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Istate taip apibrézta funkcija i (3.56) lygti ir sulyging koeficientus prie vienody 7

laipsniy, gausime
!/

a5(p) = 0= as(p) =0,

2
1 1
as(p) = —3 cos? 20 = az(p) = —3 /cos2 20 dep.
0

Pagal apibréZzima
p(ro) = r(2m,10) = 1o + az(27)ry + o(ry).
Kadangi as(27) < 0, tai pakankamai maziems 7, yra teisinga nelygybé
p(ro) <o+ %ag(Qﬁ)rg < ro.
IS jos iSplaukia, kad integraliniy kreiviy ir pusaSeés ¢ = 0,7 > 0 sankirtos taskai artéja

prie koordinaciy pradzios, kai ¢ — oo. Taigi nagrinéjamos sistemos pusiausvyros
taskas yra stabilus Zidinys (Zr. 3.5 pav.).
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3.9. RIBINIAI CIKLAI PLOKSTUMOJE
Tarkime, n = 2. Nagrinésime autonoming sistema
i=f(z), x=€DCcCR? (3.57)

f € CY(D). Tegu v yra (3.57) sistemos uZdara trajektorija ir w > 0 yra jos maZi-
ausias periodas. Laisvai pasirenkame taSka xo € 7. Tegu n yra trajektorijos -y iSori-
nis normalés vektorius taske xy. NenusiZengiant bendrumai galime tarti, kad g = 0
(priesingu atveju koordinaciy pradZia perkeliame i taska x(). NubréZkime atkarpa
lygiagrecCia vektoriui n ir einancia per koordinaciy pradzia. Pakankamai maZoje ko-
ordinaciy pradZios tasko aplinkoje kiekviena Sios atkarpos taska = vienareikSmiskai
apibréZia parametras p. Jis lygus |z|, jeigu taSkas x yra trajektorijos v iSoréje ir —|z,
jeigu — viduje. Taska z = 0 atitinka reik§meé p = 0 (Zr. 3.8 pav.).

3.8 pav.

Per kiekvieng taska pn € D eina lygiai viena (3.57) sistemos trajektorija v,. Ja
apibréZia sprendinys x = ¢(t, pn) (uZdara trajektorija ~ apibréZia sprendinys x =
©(t,0)). Fiksuokime parametra p ir kintamuyjy ¢ bei p atZvilgiu sudarykime lygciy
sistema

O(t,p, p) := p(t, pn) — pn = 0. (3.58)

Irodysime pagalbing lema.

3.3 lema. Kiekvienai moduliu pakankamai maZai p reikSmei egzistuoja vienintelis to-
lydZiai diferencijuojamas (3.58) sistemos sprendinys

t=tp), p=pp),
tenkinantis saglyga t(0) = w, p(0) = 0. Be to,
p(0) = e ¢ 0); (3.59)

ve

Cila

I(p(t,0)) = / T £ (p(t,0)) dt.
0

< Funkcija © = ¢(¢,0) yra w-periodinis (3.57) sistemos sprendinys. Pagal 3.2
teorema pakankamai maZoje tasko t = w, p = 0 aplinkoje funkcija © = ¢(t, pn) yra
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tolydziai diferencijuojama. Todél pakankamai maZoje tasko ¢t = w, p = 0, p = 0
aplinkoje funkcija ® taip pat yra tolydziai diferencijuojama. Be to,

®(w,0,0) = ¢(w,0) = 0.
Jakobianas
J = det{®y, (I)p} = det{p, —n} = det{f(¢(t, pn)), —n}.

Jo reik§me taske (w, 0, 0) lygi
det{f(0), ~n} #0,

nes vektoriai f(0) ir n yra ortogonaliis. Pagal neiSreikstinés funkcijos teorema pakan-
kamai maZzoms moduliu p reik§méms (3.58) sistema turi vienintelj tolydZiai diferenci-
juojama sprendini

t=t(p), p=pp),
tenkinantj salyga t(0) = w, p(0) = 0.

[rodysime (3.59) formulg. Pakankamai maZoms moduliu p reikSméms yra teisinga

tapatybé

O(t(p),p(p), p) = 0.
Diferencijuodami ja, gausime dviejy tiesiniy lygciu su dviejomis neZinomomis funkci-
jom p' ir ¢’ sistema

D4t (p) + pp'(p) = =)

Ciaidvestinés @, @, ir ¢, skaicivojamos taske (¢(p), p(p), p). Pagal Kramerio formule

L det{®;,—D,}
PO = Getfan, )

Remiantis (3.5) formule
(pt(ta 330) = Pzo (t’ .Z’o)f(l‘o)
Todél

Pip) = det{wz, (t(p), m)f(pn), —pz, (t(p), pn)n} _
det{f(¢(t(p), pn)), —n}

_ det{gpfﬂo (t(p)v ,Dl’l)} ) det{f(pn), 711}
det{f(¢(t(p), pn)), —n} '

Kai p = 0, reiskinys ¢(¢(0),0) = ¢(w, 0) = 0. Todél i§vestiné

P'(0) = det{pa,(w, 0)}.

Pagal (3.10) formule

w

det{pz,(w,0)} = exp{/Tr f=((t,0)) dt}.

0
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IS ¢ia gauname, kad funkcijos p iSvestiné taske p = 0 skaiCiuojama pagal (3.59) for-
mule. >

P astab a. Lemoje irodoma, kad kiekviena trajektorija, kertanti normalg n taske
pn laiko momentu ¢ = 0, vél ja kerta taSke p(p)n laiko momentu t = t(p), jeigu tik
skaiCius p moduliu yra pakankamai mazas. Be to, tokiems p funkcija z = ¢(¢, pn) yra
tolydi p atzvilgiu. Kadangi taskas ¢(¢,0) daro pilna apvija iSilgai trajektorijos -y, kai
t kinta nuo 0 iki w, tai ta§kas ¢(t, pn) daro pilna apvija iSilgai trajektorijos =, kai ¢
kinta nuo 0 iki ¢(p), i§likdamas pakankamai mazoje trajektorijos -y aplinkoje.

Siame skyrelyje apibréZta funkcija p vadinama peréjimo funkcija (sulyginkite su
funkcija p apibrézta 3.8 skyrelyje). Periodini (3.57) sistemos sprendinj = = (¢, 0)
atitinka multiplikatorius py = 1. Pagal (3.40) formulg, antrasis Sio sprendinio multip-
likatorius

Lo = p’(g) = I (e(8,0))

3.24 teorema. Trajektorija vy yra stabilus ribinis ciklas, jeigu I((t,0)) < 0, ir nesta-
bilus ribinis ciklas, jeigu I(p(t,0)) > 0.

< Tarkime i3 pradziu, kad I(p(t,0)) < 0. Tada p/(0) = e!(»(t0) < 1. Kadangi
i§vesting p’ yra tolydi, tai egzistuoja toks skaiius 6 > 0, kad p'(p) < a < 1, jeigu tik
|p| < 4. Be to, p(0) = 0. Pagal Lagranzo formulg yra teisinga nelygybé

p(p)| = [P'(Bp)pl < ap, Vp:lp| <35,0<6<1.

Fiksuokime pq : |po| < 0. Dél apibréZtumo tarkime, kad pg > 0 (kai pg < 0 irodymas
yra analogiSkas). Kadangi trajektorijos nesikerta, tai p1 = p(po) > 0 ir p; < 0. Todél
galime apibrézti po = p(p;1). Dél tos pacios priezasties po > 0. Be to, pa < ap; < 4.
Taip tgsdami toliau gausime seka pr, = p(pr—1), pr > 0, pr < app—1, Yk =1,2,...
IS ¢ia gauname, kad py — 0, kai & — oo. [rodysime, kad

pr0 = ©(tr, pon); (3.60)

. k—1
Glaty = > t(ps).
i=0
Kai k£ = 1, turime

pin = p(po)n = ¢(t(po), pon) = ¢(t1, pon).

Tarkime, (3.60) formulé yra teisinga, kai £ = [. [rodysime, kad ji yra teisinga, kai
k =1+ 1. Pagal apibrézima

premn = p(t(pr), p).

Pagal indukcing prielaida
pim = o(t;, pon).
Todel

prin = o(t(pr), o(t, pon)) = o(t; + t(p1), pon) + o(ti41, pon).
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Kadangi ¢(0) = w ir funkcija ¢ = t(p) yra tolydi, tai ¢, — oo, kai k — oo. Taigi koor-
dinaciy pradZios taskas yra w-ribinis taSkas trajektorijai 7,,. Remiantis 3.23 teoremos
3 punktu galime tvirtinti, kad visa trajektorija « yra trajektorijos -y,, w-ribiné aibé, t.y.
Y C Q(’Ypo)

Parodysime, kad v = €(v,, ). Tarkime prieSingai, kad v # €(v,,). Tada aibéje
Q(v,,) egzistuoja toks taskas ¢, kad dist{g, v} = d > 0. Kadangi py < 4, tai trajek-
torijos ,, lankas, esantis tarp dvieju gretimy susikirtimy su normale, yra kiek norima
mazoje trajektorijos «y aplinkoje, jeigu tik § yra pakankamai mazas skaicius. Kadangi
pr < 6, Yk, tai galime tvirtinti, kad pakankamai maZam § visa trajektorija -y, yra kiek
norima maZzoje trajektorijos y aplinkoje. Todél taSkas ¢ néra trajektorijos -, w-ribinis
tagkas. Gauta priestara jrodo, kad d = 0, t.y. ¢ € viry = Q(v,,). Kartu jrodéme,
kad ~ yra w-ribiné aibé bet kokiai trajektorijai, kertanciai normale¢ n pakankamai arti
koordinaciy pradZios tasko. [rodysime, kad  yra w-ribiné aibé bet kokiai trajektorijai,
einanciai per pakankamai artima trajektorijai v taska.

Laisvai pasirenkame taska z, pakankamai artima trajektorijai . Tegu vg : * =
o(t, o) yra trajektorija, einanti per taska x. Funkcija © = ¢(t, z¢) yra tolydi pagal
Zo, tolygiai kintamojo ¢ € [0, w] atZvilgiu. Be to, trajektorija v eina per koordinaciy
pradzia. Todél trajektorija o kirs normal¢ n pakankamai arti koordinaciy pradZzios.
Taciau tada, kaip jau irodyta, trajektorija y yra trajektorijos vy w-ribiné aibé .

ISnagrinésime atveji, kai I(p(t,0)) > 0. Tegu t = —7. Tada (3.57) sistema galima
perrasyti taip:

de/dr = —f(z).

Trajektorija ~ atitiks w-periodinis sprendinys x = ¢(—7,0). Integralas

I(p(—7,0) = - / Tr f,(p(~7,0)) dr = / Tr £, (o (1, 0)) dt =

0

- / Tr £, (p(1,0)) dt = —I(ip(,0)) < 0.

w
Todél galime tvirtinti, kad ~ yra w-ribiné aibé bet kokiai trajektorijai -y, jeigu tik ji
eina per taska, pakankamai artima trajektorijai . GriZg prie kintamojo ¢ gausime, kad
v yra a-ribiné aibé bet kokiai trajektorijai vy, jeigu tik ji eina per taska, pakankamai
artimg trajektorijai . >
Pavyzdys. Sistema (Zr. 3.8 skyrelj)

i1 = —x9 + 1 (22 + 23 - 1),

dg = 21 + 20(2? + 23 - 1).
turi uzdara trajektorija v : 2 + 22 = 1. Ja atitinka 27-periodinis sprendinys. Na-
grinéjamu atveju funkcijos f, pédsakas

Tr f,(2) = 4(a3 +a3) - 2.
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Trajektorijos y taSkuose integralas

I(y) = /(4@% +3) —2) dt =47 > 0.
0

Todél trajektorija v yra nestabilus ribinis ciklas.

Atkreipsime démes;j i tai, kad (3.8) skyrelyje §i rezultatg gavome integruodami sis-
tema. [rodytoji teorema leidZia neintegruojant sistemos nustatyti kokia yra jos uzdara
trajektorija.

P astab a. Teorema iSlieka teisinga ir tuo atveju, jeigu normale n pakeisime bet
kokiu vienetiniu vektoriumi, kuris nagrinéjamame taske neliecia trajektorijos .

Praeitame skyrelyje iSskyréme tris ribiniy cikly klases: stabilius, nestabilius ir pu-
siaustabilius ribinius ciklus. Pasirodo, kad plokStumoje kitokiy ribiniy cikly néra.
Tiksliau yra teisinga tokia teorema.

3.25 teorema. Tegu ~y yra (3.57) autonominés sistemos ribinis ciklas. Tada visos tra-
jektorijos, prasidedancios pakankamai arti -y, viniojasi apie vy arba, kai t — 400, arba,
kait — —oo.

Sios teoremos jrodymas i$plaukia i§ 3.24 teoremos jrodymo.
Bendru autonominés sistemos ribiniy cikly radimo metodu néra. Suformuluosime
viena kriterijy, leidZianti nustatyti autonominés sistemos ribinio ciklo egzistavima.

3.26 teorema. Teguy : x = (t), t > to yra teigiamai stabili pagal LagranZg tra-
Jjektorija ir Q(y) yra jos w-ribiné aibé. Be to, tegu aibéje Q(~y) néra (3.57) sistemos
pusiausvyros tasky. Tada aibé () yra uZdara trajektorija ir yra galimi du atvejai:

1. Jeigu trajektorija ~y yra uZdara, tai v = Q(~).
2. Jeigu «y néra uZdara trajektorija, tai ji vyniojasi apie 2(v), kai t — +oo.

< Jeigu trajektorija vy yra uzdara, tai jos w-ribiniy taSky aibé sutampa su « ir teo-
rema jrodyta.

Tarkime, trajektorija  néra uzdara. Tada jos w-ribiniy tasky aibé Q(+) yra ne-
tus¢ia. Tegu a € (7). Per taska a bréZiame kokia nors atkarpa [, kuri yra nelygiagreti
vektoriui f(a) (pagal teoremos salyga f(a) # 0). Atkarpa [ parinkime tiek maZa, kad
visos trajektorijos, kertancios ja, turéty ta pacia krypti kaip ir trajektorija, einanti per
taska a (Zr. 3.9 pav.).

g fti—e)

3.9 pav. 3.10 pav.



3.9. RIBINIAI CIKLAI PLOKSTUMOJE 137

Kadangi a € Q(7) ir trajektorija v néra uZdara, tai yra be galo gaug atkarpos [ ir
trajektorijos 7 sankirtos tasky. Tegu a; = ¢(t1) ir ag = ¢(t2), t1 < to yra du gretimi
taSkai, kuriose trajektorija v kerta atkarpg . Tada dalis trajektorijos v : = (¢),
t € [t1,ts] Kartu su atkarpa @1, az yra uzdara kreivé (zr. 3.10 pav.). Si kreivée dalina
plokStuma i dvi dalis: iSoring ir viding. Pazymékime raide @); viding, o raide Q.
iSoring sritj. Pakankamai mazam ¢ > 0 ta$kai p(t; — €) ir p(t2 + €) yra skirtingose
Sios kreivés pusése. Per atkarpos ag, as taskus visos trajektorijos jeina i§ srities Q. i
sriti ;. Todél nei viena trajektorija negali per atkarpa ag, as palikti sriti @;. Be to,
ji negali kirsti ir trajektorijos -y dalies, jungiancios taskus a; ir as (nes trajektorijos
nesikerta). Kadangi Si trajektorijos dalis kerta atkarpa [ tik savo galuose, tai vienas
atkarpos [ galas yra srityje @, o kitas srityje Q.. PaZzymékime raide b tg atkarpos [
gala, kuris yra srityje @;. Kai t > t5 + ¢ trajektorijos +y taskai o(t) yra srityje Q; ir
negali kirsti atkarpos a7, as. Todél taskas a nepriklauso atkarpai @1, as. Taciau tada jis
priklauso atkarpai as, b.

Tegu t = t3 yra tokia kintamojo ¢ reik§mé, kuriai trajektorija x = ¢(t), ¢t > to
kerta pirma karta atkarpa [ ir ag = ¢(t3) yra ju sankirtos taskas. AnalogiSkai galima
irodyti, kad a3 € ag, b. Tesdami tokius samprotavimus, gausime seka tasky

[ (p(tl), ag = g@(tg), ceey, A = go(tk), .

Irodysime, kad seka t;, — +00, kai k — oo. Tarkime prieSingai, seka {t } yra aprézta,
t.y. egzistuoja toks teigiamas skaicius T, kad {;, < T, Vk =1,2,...1ir

lim tk =T.

k—o0

Tada

. o(T) = p(tr)
7)) =¢(T) = lim —F———~.
Flp(D)) = ¢'(T) = lim ——F—
Taliau pastaroji lygybé yra negalima, nes vektorius o(T) — o(tx) yra lygiagretus
atkarpai /. Gauta priestara irodo, kad

lim tr = +oo.
k—o0

Kartu galime tvirtinti, kad trajektorija -y kerta atkarpa [ tik taskuose a1 = (t1), az =
o(ta), ..., ag = ©(tg), ... Be to, seka aj yra monotoniné ir aprézta. Todél trajek-
torija -y turi vieninteli w-ribinj taska. PaZymékime ji raide a*. Taciau taSkas a taip pat
yra trajektorija y w-ribinis taSkas. Vadinas a = a*.

Irodysime, kad taskas a néra w-ribinis taskas kurios nors kitos trajektorijos v*.
Tarkime prieSingai, taskas a yra w ribinis taskas trajektorijos v*. Tada kiekvienas tra-
jektorijos y taskas yra w-ribinis trajektorijos v* taskas. Atskiru atveju taskas a; taip
pat yra w-ribinis trajektorijos v* taskas. Kadangi a1 néra (3.57) sistemos pusiausvyros
taskas, tai trajektorijos v* ir atkarpos [ sankirtos taskai

* * *
al, Ay, oy Qpy oo

sudaro monotoning seka, konverguojancia i taska a; ir kity w-ribiniy tasky trajektorija
~* atkarpoje [ neturi. Tadiau tai prieStarauja tam, kad visi taskai a; € +y ir yra w-ribiniai
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trajektorijos ~* taskai. Taigi neuzdara trajektorija, kurios w-ribiniy tasky aibéje néra
pusiausvyros tasku, pati negali baiti w-ribiné aibé. Kartu galime tvirtinti, kad aibé Q(~y)
yra uZzdara trajektorija ir trajektorija v vyniojasi aplink ja kaip spiralé. >

I§ vada. Jeigu kokiai nors trajektorijai priklauso bent vienas jos w arba a-ribinis
taskas, tai §i trajektorija yra uZdara arba yra pusiausvyros taskas.

Nagrinéjant realius uzdavinius svarbiausios yra tos ribinés aibés, kurios pritraukia
trajektorijas, t.y. tokios ribinés aibés, kai bet kuri trajektorija, esanti tam tikroje traukos
srityje, didéjant ¢ artéja prie ribinés aibés. Tokios ribinés aibés vadinamos atraktoriais.
Atraktoriais gali buti pusiausvyros taskai arba ribiniai ciklai.

Jeigu sritis D € R? yra uZdara ir joje yra tik baigtinis skai¢ius (3.57) sistemos
pusiausvyros tasky, tai galima gauti bet kurios trajektorijos ribinés aibés pilna charak-
teristika (Zr. [5]) ir nubrézti (3.57) sistemos globaly fazini portreta uzdaroje srityje
D. Paprastai autonominés sistemos fazinis portretas bréZiamas izokliniy metodu arba
Zinant sitemos tiksly sprendini, arba skaitiniais metodais.

Pastaba. Kain > 3 autonominiy sistemy ribiniy aibiy strukttra iki galo dar
néra iStirta. Netgi néra iStirti visi galimi atraktoriai. Yra Zinoma, kad be iprasty atrak-
toriy, tokiy kaip pusiausvyros taskai, ribiniai ciklai arba k-maciai torai, egzistuoja
dar taip vadinami keisti atraktoriai. Tai yra apréZztos, pritraukiancios ribinés aibés,
sudétingos struktiiros. Fazinés trajektorijos Cia yra begalinés, niekur nesikertancios,
trajektorijos. Be to, kai ¢ — 400 Sios trajektorijos nepalieka tam tikros uZdaros srities
ir neartéja prie iprasty atraktoriy. Keisti atraktoriai i§ esmés skiriasi nuo iprasty. Kai
n < 2, keisti atraktoriai neegzistuoja. [prasty atraktoriy fazinés trajektorijos yra stabil-
ios pagal Liapunova. Keisty atraktoriy fazinés trajektorijos yra eksponentiskai nesta-
bilios pagal Liapunova. Netiesiniy svyravimy teorijoje toki iprasta atraktoriy kaip
ribinj ciklg atitinka periodinis svyravimas, o keista atraktoriy atitinka chaotiniai auto
svyravimai. Juy apraSymui naudojami terminai "determinuotas chaosas," "stochastiné
dinamika" ir t.t.
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3.10. UZDAVINIAI

1. Izokliniu metodu nubrézkite netiesinés sistemos
. _ . _ 2 2
Tl = X129, Tog = T7 — X3y
fazini portreta.
2. Raskite netiesiniy sistemy pirmuosius artinius.
. . 3/2
a) iy = a1 + 22 + 1122, do = 20 + 25/ %
b) iy = a3, 9= 29+ wysinzy;
€) iy = x2e®2,  dp = ma(e®7l);
d) 3.5'1 = €I1+x2, i’Q = —I1 +x1Z2.
3. Parodykite, kad netiesinés sistemos
L 2 2 L3
1 = —x2 + z1(x] + 23) I = xy,
dg = 21 + 22(2? + 23); T9 = Xy + xosinxy
turi ta patj pirmajj artini, taciau ju faziniai portretai kokybiskai neekvivalentis.

4. NubréZkite netiesiniy sistemy ir juy pirmyjy artiniy fazinius portretus.
a) iy =i, iy = x;
b) &1 = x1 (21 + 222), @2 = x2(2w1 + 22);
c) @1 = x1(x1 — 2wa), o = x2(2x1 — x2).
5. Trodykite, kad netiesinei sistemai
T] = X9, Xo = fxi{’
koordinaciy pradzios taskas yra stabilus, taciau néra asimptotiskai stabilus. Nu-
brézkite fazinj portreta.
6. Nubrézkite netiesinés sistemos
T =221 — m%, Tog = —To + T1T2
fazinj portreta.
7. Raskite sistemos
r=r(r—1(r-2), ¢=1
ribinius ciklus.
8. Raskite sistemos
F=r(r—12 ¢=1
ribinius ciklus.
9. Parodykite, kad netiesiné sistema
iy =af — a3, @ =af(a] —a3)

turi visa kreive pusiausvyros tasky.
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10.

11.

12.

13.

[rodykyte, kad netiesiné sistema

T =1—x129, Zo=1a1
neturi ribiniy cikly.
Raskite sistemy pusiausvyros taSkus. NubréZzkite ju aplinkoje lokalius fazinius
portretus.

a) &1 = x3, Lo = —axs — bsinxy;

b) iy =29, d9=—a(l —22)zy — by;
¢iaa>0,b>0.
Raskite sistemos

Ty =xy do=—x1+ (1 —2?—22)
periodinius sprendinius.

Nurodymas. [rodykite, kad kiekvienoje uzdaroje trajektorijoje

/(l—x%—xg)dt:().

Todél, jeigu 1 — 23 — 23 # 0, tai reikinys 1 — 2?7 — 23 trajektorijoje keitia
zenkla.

Tegu f — lyginé dalimis tolydi funkcija, o g nelyginé C! klasés funkcija tokia,
kad g(x) > 0, kai z > 0. Be to, tegu

Flz) = / fs)ds, Glo) = [ gl

F' — monotoniskai didéjanti funkcija ir egzizstuoja toks teigiamas skaicius a,
kad F'(z) < 0, kai € (0,a) ir F'(z) > 0, kai # > a. Tarkime toliau, kad
F(z) = oo ir G(x) — oo, kai  — oo. [rodykite, kad paprastoji diferencialiné
lygtis

4+ f(z)t+g(x) =0

turi vieninteli netrivialy periodini sprendinj ir jis yra stabilus.



4 SKYRIUS

Matematiniai modeliai

4.1. HAMILTONO PRINCIPAS. PAVYZDZIAI

Ivairiy fizikos ir mechanikos uZdaviniy matematinius modelius galima sudaryti remi-
antis tuo paciu variaciniu principu. Jo esmé yra tokia. Tegu 7T yra kinétiné, o P —
potenciné nagrinéjamos sistemos energija. Be to, tegu laiko momentu ¢; sistema yra
padétyje, o laiko momentu t5 — I'] padétyje. Peréjimas iS I padéties i I yra galimas
skirtingais keliais (Zr. 4.1 pav.).

II t

t
|

4.1 pav.

Taciau realiame procese, veikiant potencinéms jégoms, integralas

I:]?(T—P)dt

ty

igyja stacionarig (Zr. [2]) reikSme. Sis variacinis principas vadinamas Hamiltono prin-
cipu. Kartais stacionari reikSmé yra maZiausia integralo reik§mé. Todeél Hamiltono
principas dar yra vadinamas maZiausio veiksmo principu.

ISnagrinésime kelis pavyzdzius.

1. Materialus taSkas metamas kampu « (Zr. 4.2 pav.) pradiniu grei¢iu c. Rasti §io
tasko trajektorija.

y C

4.2 pav.

Tarkime, tasko trajektorija galima apibrézti lygtimis
y=uy(t), z==x(t).
Tada tasko kinetiné energija

T= %(g;«? +2),
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0 potenciné energija
P = mgh = mgy.

Remdamiesi Hamiltono principu, sudarome funkcionala

to

I(z,y) = /(m(i2 +9?) — mgy) dt.

2
t1
Si funkcionalg atitinka Oilerio lygtys:

d, . .
%(mx) =0, —(my) +mg = 0.

Perrasysime jas taip:

Bendrieji iy lygciy integralai:
x = Cit + Cy, yz—gt2+03t+(]4.

Pagal prielaida x(0) = 0, y(0) = 0. Todél Cy = Cy = 0. Be to,
#(0) =ccosa, g(0)=csine, c=|c|.
Todel
Ci| =ccosa, Cy = csina.
Taigi nagrinéjamojo tasko trajektorija galima apraSyti lygtimis:

T = ctcosa, y:f%t2+ctsina.
2. ISvesti planety judéjimo désnius. Tegu M yra Saulés masé, m — planetos masé.

Pagal visuotinj traukos désni abi masés veikia viena kita jéga

Mm
F=—-—y—7.
r
Veikiant $iai jégai, potenciné energija
M dP
p=—2 p= O
r dr

k
PazZymékime yM = k. Tada P = ~ " Planetos kinetiné energija
r

T = %VQ = %(jﬂ +92).

Nagrinéjant §i uzdavini, patogu jvesti polines koordinates:

T = T1COS P, Yy =rsine.
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Polinése koordinatése m
T =S +r%%),.
Remdamiesi Hamiltono principu, sudarome funkcionala

ta
km

I(r,¢) = /[%(7%2 +179%) + = dt.

t1

Si funkcionalg atitinka Oilerio lygtys:
d k d
%(mf) + Tgn —mrg* =0, a(mr Q) =
Antrosios lygties bendrasis integralas
r2p=C.
Rasime pirmosios lygties bendraji integrala. Padauging pirmaja lygti i$ 7, o antraja i
(o, perrasSysime jas taip:
k
rit — rig® + —i = 0.
r
2ri? + r’p@ = 0.
Sudéje Sias lygtys gausime,
. .9 2 . k.
T rreT 41 gagDJr—QT:O.
r
Pastebésime, kad kairioji pastarosios lygties pusé yra pilnasis diferencialas. Todél ja
galima perraSyti taip:
Lo, 2.2 k
—|= ——| =0.
ailat 7
Suintegrave Sig lygti, gausime antraji Oilerio lygciy integrala

Lo 2.0 kK
- ~ 2 =0
5 (17 +1797) — = =1

Suintegrave pirmaji integralg nuo ¢ iki to, gausime

i 7 1

2 - 2
— dt = = dp = =C(ty — t1).
2/7”80 Q/T ® 20(2 1)
tl tl

Tai yra antrasis Keplerio désnis. Jis teigia, kad planetos skrieja aplink Saule taip, kad
spindulys, jungiantis planeta su Saule, per vienoda laiko tarpa apibréZia vienoda plota.
I8reiske iS pirmojo integralo ¢ ir istatg i antraji, gausime

e 5)-E-e



144 4. MATEMATINIAI MODELIAI

Perrasysime Sia lygti taip:

d 2
L —dt = —dyp.
20, + 2 - & ¢
Sios lygties bendrasis integralas
{ C? — kr } o
arccosy ——————=, = p — (.
oozl A

PerraSysime ji taip:

02
k2 +2C,C2%cos(p — Cs)’

Tai yra elipsés lygtis polinése koordinatése. Kai Co = 0, gausime, kad elipsés asis yra
tieséje ¢ = 0. PaZymékime

2 ;
p= e=y\ 1425

Tada elipsés lygti galima uZraSyti taip:

_ p
r=—.
14+ ecose

Tai yra pirmasis Keplerio désnis. Jis teigia, kad planeta skrieja aplink Saule elipse,
kurios viename i$ Zidiniy yra Saulé.
Elipsés pusasés

P k C
=——— (01 <0, b= /pa= .
1 p ETen

“= 1-— 62 201 ’
Tegu T yra laikas, per kuri planeta apskrieja aplink Saule. Tada elipsés plotas

1
b= -CT.
Ta 20

I8 Siy formuliy lengvai galima iSvesti, kad

Tai yra treCiasis Keplerio désnis. Jis teigia, kad laiko kvadratas, per kuri planeta ap-
skrieja aplink Saule, yra proporcingas didZiosios pusasés kubui.
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4.2.  EKOLOGINIAI MODELIAI

Ka tik gime gyvi organizmai (gyviinai, daugialgsciai augalai ar mikroorganizmai) i§
karto patenka i gana sudétinga saveika su juos supancia aplinka ir kity rasiy gyvais
organizmais. Be to, jie patys veikia juos supancia aplinka bei kitus gyvus organizmus,
keisdami ir vieng ir kita tam tikra linkme. Ekologija nagrinéja visus Siuos veiksnius
visumoje.

Visuma gyvy organizmy, kartu su juos supancia aplinka bei saveika tarp ju, vadin-
sime ekosistema, o pacius organizmus — individais. Grupe vienos rusies individy,
uzimanciy konkrecia teritorija ir dauginimosi procese perduodanciy geneting infor-
macija savo palikuonims, vadinsime populiacija. Modeliuojant kokia nors ekosis-
tema individai populiacijose paprastai skirstomi i grupes pagal tam tikras savybes,
apibréziancias ju islikima, dauginimasi ir t.t. Kiekvienoje tokioje grupéje individai
privalo turéti panaSias savybes, lemiancias ju vystymasi populiacijoje ir ekosistemoje.
Jeigu grupiy skaiius yra baigtinis, tai populiacija (populiacijas) kiekvienu laiko mo-
mentu ¢ galima apibréZti n-maciu vektoriumi

x(t) = (21(t), ...,z (¢));

Cia n — grupiy skaiius, o x;(t) yra i-tos grupés dydis (individy skaifius uZimamos
teritorijos vienete) laiko momentu ¢, arba kokia nors kita kiekybiné charakteristika.
Visos populiacijos dydis

plt) = > ailt).

PoZymiai pagal kuriuos individai populiacijose gali buti skirstomi i grupes gali turéti
tolydzia struktiira. PavyzdZiui amZius, svoris ir t.t. Siuo atveju populiacija yra api-
bréZiama tam tikra tankio funkcija. Tarkime, populiacijos individy amZiy a laiko
momentu ¢ apibréZia tankio funkcija p(a,t). Tai reiskia, kad bet kokioms parametry
a; < ag reik§méms individy amZiaus a € [a1, as] skaiius populiacijoje laiko mo-

mentu ¢ lygus
as

plar,az,t) = /p(a,t) da.

ai

Visy individy skaicius populiacijoje laiko momentu ¢ lygus

p(6) = [ pla.t)da
0

Gimstamuma populiacijoje nusako nauju palikuoniy atsiradimas per laiko vieneta.
DaZnai naudojama santykinio gimstamumo savoka. Ja nusako naujai gimusiy per laiko
vienetg ir visy populiacijos individy santykis. Mirtinguma populiacijoje nusako Zu-
vusiy individy skaicius per laiko vieneta. DaZnai naudojama santykinio mirtingumo
savoka. Ja nusako mirusiy individy per laiko vieneta ir visy populiacijos individy
santyKkis.

Populiacijos individy augimo dinamikos modeliai sudaromi i§ balanso lygties
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p(t+ At) = p(t) + g(t, At) — q(t, At) + h(t, At); 4.1)

ia p(t) — populiacijos individy skaicius laiko momentu ¢, g(¢, At) — gimusiy indi-
vidy laiko intervale [t,¢ + At] skaiius, g(¢, At) — mirusiy individy laiko intervale
[t,t + At] skaiius, h(t, At,) — atvykusiy ar i§vykusiy (dél migracijos) individy laiko
intervale [t,t + At] skaiius. Bendru atveju reiskiniai g, ¢ ir h priklauso nuo siste-
mos resursy 7, fiziniy gyvenimo salygu, vidiniy populiacijos charakteristiky (amZiaus
ir genetinés sudéties) ir nuo saveikos su kitomis jeinan¢iomis i ekosistema populiaci-
jomis. Atkreipsime démesi i tai, kad gyvenimo salygu, resursy ir vidiniai populiacijos
charakteristiky pasikeitimai veikia gimstamuma, mirtinguma bei migracijq tik po tam
tikro laiko. Todél biitina atsiZvelgti | ekosistemos priesistorija.

Sudarant ekologinius modelius neimanoma i§ karto atsizvelgti i visus faktorius,
veikian€ius populiacija. Todél esminiais paprastai laikomi vienas arba keli faktoriai.
PavyzdZiui, tegu neesminiais yra laikomi vidiniai populiacijos charakteristiky pasikei-
timai bei prieSistorija. Be to, tegu individy gyvenimo salygos yra stacionarios (gimimo,
mirimo ir individy migracijos greiciai nepriklauso nuo laiko t). Tada

g(t, At,p, T) = g(p,T) ' Ata

q(t7 Atvpv T) = Q(p7 7‘) : At7
h(t, At.p,r) = h(p,r) - At.

Siuo atveju ekosisitemos su n populiacijomis ir m resursais dinamikos lygtis galima
uZrasyti taip:

{pi(t + At) = pi(t) + [gi(p,7) — @:(p,7) + hi(p, )] At, 42)
ri(t 4+ At) = r;(t) + d;j(p, ) At; '

Cia p;(t) yra i-os populiacijos individy skaiCius laiko momentu ¢, r;(t) yra j-ojo
resurso kiekis laiko momentu ¢, d; yra j-ojo resurso kitimo greitis, p = (p1,...,Pn);
r = (r1,...,rm). Jeigu populiacijy kitimas yra tolydus, tai (4.2) sistema galima per-
raSyti taip:

pi(t) = gi(p,r) — ai(p,7) + hi(p,7),

. 4.3)

75(t) = d;(p, 7).

Nagrinéjant (4.3) sistema kartais patogu pereiti prie santykiniy koeficienty:
9i = 9i/pi, @ — 4i/Pi;  hi = hi/pi.
Tada turime sistema

{p,(t) =Di [gi(p7 T) 7q1?(pvr) +h1;(p,7’)}, (4.4)

Jeigu ekosistemoje resursy yra neribotas skaicius, tai (4.2) — (4.4) sistemose antraja
grupe lygéiy galima atmesti. Siuo atveju kiekvienai individy populiacijai yra {vedami
tam tikri parametrai, nusakantys didZiausia individy skaiciy duotoje aplinkoje ir jais,
pirmoje lygciy grupéje yra pakei¢iamas vektorius 7.
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Pastaba. Sudarant ekosistemy dinamikos modelius kartais norima iStirti ne
pa¢iy populiaciju dinamika, o ju tankiy dinamika. Siuo atveju lygéiy i§vedimas yra
analogiSkas. Reikia tik vietoje populiacijos balanso lygties sudaryti populiacijos tankio
balanso lygti

p(t + At) = p(t) + g(t, At) — q(t, At) + h(t, At); (4.5)

Cia p(t) — populiacijos tankis laiko momentu ¢, g(t, At) — gimusiy individy laiko in-
tervale [t,t + At] tankis, ¢(t, At) — mirusiy individy laiko intervale [t, ¢ + At] tankis,
h(t, At,) — atvykusiy ar i§vykusiy (dél migracijos) individy laiko intervale [¢, t + At]
tankis.

Pavyzdziai:

1. Tegu p(t) yra kokios nors proceso populiacijos dydis laiko momentu ¢ (pvz.
Zemés gyventoju, lydeky eZere, atomy radioaktyvioje medZiagoje ir t.t.). Tada p(t)
yra §ios populiacijos kitimo greitis laiko momentu ¢, o p(t)/p(t) — santykinis kitimo
greitis. Pastarasis yra laiko ¢ ir populiacijos p funkcija, t.y.

— = f(t’p)' (4.6)

UZdaroje sistemoje
ft,p) = g(t,p) — a(t,p);

ia g(t,p) — santykinis gimimo, o ¢(t, p) — santykinis mirimo grei¢iai. Jeigu funkci-
jos g ir ¢ yra Zinomos, tai nagrinéjamos populiacijos dinamika apraso (4.6) lygties
sprendinys p = p(t). Tarkime, laiko momentu ¢ = ¢ populiacija yra Zinoma, t.y.

p(to) = po- (4.7)

Tada nagrinéjamas populiacijos uzZdavinys susiveda i toki KoSi uZdavini: rasti diferen-
cijuojamg intervale [tg, 0o) funkcija p = p(t), kuri tenkinty (4.6) lygti ir (4.7) prading
salyga.

PaprascCiausiu atveju, kai populiacijos santykinis kitimo greitis yra pastovus, t.y.
f(t,p) = k = const, V(t.p) € R?,
(4.6) lygti galima perraSyti taip:

igg:k = %ln\p(tﬂ =k.

Suintegrave §ia lygti, gausime
In|p(t)| = kt +In|C] <= p(t) = Ce*.
Konstanta C' randama i§ (4.7) salygos, t.y.

p(to) = po = CeF'o.
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Todél nagrinéjamos populiacijos evoliucija apraSoma lygtimi
p(t) = poe™ 710, 4.8)
Pastaba. IS (4.8) formulés iSvedimo iSplaukia, kad Vpy € R Kosi uzdavinys
p(t) = kp(t), p(to) =po

turi vienintelj sprendinj. Be to, sprendinys p(t) — oo (neapréZtai auga), kai t — oo,
jeigu k > 0 ir p(t) — 0 (nyksta), kai t — oo, jeigu & < 0. S{ modelj atitinkantis
fazinis portretas pavaizduotas 4.15 paveikslélyje.

k<O k>0

0 0
4.15 pav.

Atvejis, kai funkcija f yra pastovi apraso dvi skirtingas situacijas: populiacija p
neapréZtai didéja arba nyksta. DaZniausiai abu Sie modeliai yra nerealdis. PavyzdZiui,
neapréZtai didéjanti populiacija yra galima tik tokioje aplinkoje, kurios resursai yra
neaprézti. Norint sustabdyti neapréZta augima, galima jvesti atraktoriy p* > 0, t.y.
tarti, kad egzistuoja tokia ribiné populiacija p*, kad

f(t,p) <0, kai p>p".

Funkciju, tenkinanciy Sia salyga, yra be galo daug. Paprasciausia i§ ju yra tiesiné
funkcija
ft,p) =a—kp=k(p" —p), pek;

Cia k — teigiama konstanta, « = kp*. Istate taip apibrézta funkcija f i (4.6) lygti,

perraSysime ja taip _
p *
= =k(p* —p). (4.9)
p

Pastaroji lygtis yra vadinama apréZto augimo lygtimi. Atskyre joje kintamuosius,

gausime

dp
——————=dt, p#0,p#p".
k(p* —p)p
Reiskinys
1 _ (1 n 1 ) 1
(p*=p)p \p p*—p/p*
Todeél
1/;@ " (1nfp| ~In| *|)1yp”p*’“
- = nlp| —Infp—p*[) =In
kJ (p*—pp Fkp* p—p*
ir yra teisinga formulé
1/p"k
‘ P _ Cet. (4.10)
p—p
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Kai t = to, populiacija p(tg) = po. Tarkime, py # 0 ir pg # p*. Tada

1/p*k

‘ Po _ C’eto
po —p*
ir pastaraja formule galima perrasyti taip
(t)‘ _ (PO =P e—toykp?
Po Po — p*

I§ (4.10) formules iSplaukia, kad p(t) # 0 ir p(t) # p*,V& > to. Todel reiskiniai
p(t)/po ir (p(t) — p*)/(po — p*) yra teigiami ir modulio Zenkly galime neraSyti

Do po — p*

Iﬂ _ p(t) —p* elt—to)kp*

ISsprendg Sig lygti p atzvilgiu, gausime

_ P po
Po+ (p* — po)e=hrr(t=to)”

p(t) Vt € R, 4.11)

Taigi, jeigu po # 0 ir pg # p*, tai funkcija p, apibrézta (4.11) formule, yra vienintelis
Kosi uzdavinio

p=kp* —p), plto) =po
sprendinys. Kai py € (0, p*), taip apibréZta funkcija p yra didéjanti, o kai py > p* —

mazéjanti. Be to, kai t — oo, p(t) — p*. Funkcijos p antroji i§vestiné
. d ® o * 2 * *
B(t) = = (kp(p™ = p)) = kp(p" = 2p) = Kp(p" = p)(p" = 2p).
IS ¢ia gauname, kad
p>0, kai pe(0,p"/2)U(p*,+00)
ir
p<0, kai pe(p*/2,p").

ApréZto augimo lygties integraliniy kreiviy kokybinis vaizdas, priklausomai nuo pra-
dinés reikSmes py, ir fazinis portretas pavaizduoti 4.16, 4.17 paveiksléliuose.

to t 0 p*
4.16 pav. 4.17 pav.

2. Analogiskai nagrinéjamas sudétingesnis dvieju populiaciju saveikos modelis.
Tegu p1 (t) yra kokios nors riiSies auky, o po(t) — grobuoniy populiacijos (pvz. kiskiai
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— lapés). Tada kiekviena populiacija turi tenkinti "augimo lygti," kurios de§inioji pusé
turi priklausyti ir nuo prieSingos populiacijos, t.y.

P1/p1 = fi(t,p1,p2),  D2/p2 = f2(t,p1,p2), (4.12)

Taigi gavome dviejuy susijusiy pirmosios eilés diferencialiniy lygéiy sistema. Tarkime,
kad grobuonis maitinasi tik aukomis, o auky maistas yra neribotas. Toks dvieju pop-
uliacijy modelis vadinasi Riduber—Beute modeliu. I$skirsime du galimus $io modelio
atvejus.

Tarkime, kai grobuoniy néra, auky populiacijos santykinis augimo greitis pastovus,
o kai grobuonys yra, §is greitis maZéja proporcingai grobuoniy skaiciui, t.y.

Ji(t,p1,p2) = a1 — vaps = vo(p3 — p2), Vo,p5 > 0;

¢ia vy, p5 — teigiamos konstantos, oy = vap5. Be to, tegu grobuoniy populiacijos
santykinis nykimo greitis yra pastovus, kai néra auky, o, kai aukos yra, grobuoniy
populiacijos santykinis augimo greitis yra proporcingas auky skaiciui, t.y.

fa(t,p1,p2) = vap1 — a2 = v1(p1 — pY);

Cia v, p] — teigiamos konstantos, ae = v1p7. Tada (4.12) lyg€iy sistema galima per-
raSyti taip
p1 = v2(py — p2)p1, P2 =vi(p1 — pi)pe2. (4.13)

Pastaroji sistema vadinama Voltera—Lotka lyg€iy sistema. Ji turi du pusiausvyros
taSkus: (0,0) ir (p},p}). Linearizave sistema §iy tasky aplinkose, gausime dvi ma-
tricas

oo = (" 0 ) netem = (0 )

—11pi ViP5

Pirmosios matricos tikrinés reik§Smés A\; = vop5 > 0, Ay = —v1p] < 0 yra nelygios
nuliui ir skirtingy Zenkly. Pagal 3.14 teorema ja atitinkantis pusiausvyros taskas (0, 0)
yra nestabilus (balno taskas). ASys p; ir py yra jo separatrisés. Be to, aSis p, yra sta-
bili. Antrosios matricos tikrinés reikSmeés A1 o = +i./vov1pip5 yra grynai menamos.
Todél ¢ia reikalingas papildomas tyrimas.

Padauging pirmaja (4.13) sistemos lygti i§ v, o antraja i v ir gautus reiskinius
sudéje, gausime lygti

v1P1 + VoPa = Val1PaP1 — VaV1PiP2.
Kai p1 # 0 ir p2 # 0 (4.13) sistemos lygtis galima perrasyti taip:
* pl * p2
Vop2 = V2py — —, V1p1 =V1p; + —.
P b2
Todél reiSkinys

. . . « , D2 y . D
V1P1 + VaP2 = V2D, (V1P1 + *) — P (V2p2 - *)~
D2 P1
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Suprasting vienodus narius, gausime lygti

. ) «D1 « D2
V1p1 + Vopo = V1p;— + VaPo—.
b1 D2

Jos bendraji integrala

v1p1 + vape = vipl Inpy + vops Inps —Inc

galima perrasyti taip:
hi(pr) - ha(p2) = ¢

&ia hy(p1) = py™ e 1P hy(p2) = py "2 e2P2 ¢ — laisva konstanta. Funkcijos Ay,
ho yra to paties pavidalo. Intervale (0, c0) jos yra teigiamos ir turi vienintelj maksi-
muma taskuose p7, p5 (Zr. 4.18 pav.).

h‘lah‘Q

[ P1 D3 P1,P2
4.18 pav.
Todél §iy funkcijy sandauga

H(p) = hi(p1) - ha(p2), p1>0,p2>0

taip pat yra teigiama ir turi vieninteli maksimuma taske p* = (p},p3). Be to, jeigu
bent vienas i$ kintamyjy p1, p2 artéjai 0 arba i oo, tai H(p) — 0. I§ ia iSplaukia, kad
funkcijos H lygio kreivés, apibréztos lygtimi H (p) = ¢, yra uzdaros kreivés, supancios
taska p*. Taciau Sios kreivés yra (4.13) sistemos trajektorijos. Taigi taskas p* yra Sios
sistemos centro taskas.

Voltera—Lotka lyg€iy sistemos krypciy laukas pavaizduotas 4.19, o fazinis portre-
tas — 4.20 paveiksléliuose.

|
D2 51<0 . D2

I)2<0/ | \ p2>0

-t

p1>0 | p1>0
p2<0 > — 7 p2>0
P P P
4.19 pav. 4.20 pav.

IS bendros teorijos Zinoma, kad uZdaras trajektorijas atitinkancius sprendinius galima
pratesti i visa realiy skaiCiy asj ir gauti sprendiniai yra periodinés funkcijos, t.y. egzis-
tuoja toks teigiamas skaicius w, kad

p(t +w) =p(t), VteR.
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Tai reiskia, kad kiekviena i§ populiaciju p;, pe periodiskai svyruoja. Tiksliau, jeigu
plésriny yra pakankamai mazai (p; < p3), tai auky skaiius didéja, nepriklauso-
mai nuo to ar pléSriny daugéja ar mazéja. Taciau kai pléSruny skaiCius yra pakan-
kamai didelis (p2 > p3), tai auky skaiius mazéja. Analogiska situacija yra ir su
aukomis. Jeigu auky skaiCius yra pakankamai mazas (p; < p7), tai plésriiny skaicius
mazeéja, nepriklausomai nuo to ar auky daugéja ar mazéja. Taciau kai auky skaiCius
yra pakankamai didelis (p; > p7), tai plésriny skaiCius auga.

Voltera—Lotka sistema galima modifikuoti taip, kad auky populiacijos augimas
nebiity pastovus tuo atveju, kai grobuoniy néra. Pagal analogija su apréZto augimo
lygtimi sudarome sistema

P1 = (a1 —vip2 — Mp1)p1, P2 = (Vap1 — a2 — Y2p2)p2; (4.14)
¢ia o, i, V1, V2,1, Y2 — teigiamos konstantos. Pastarosios sistemos pusiausvyros
taskai (0,0), (0, —az/7v2), (a1/71,0), (p},ps) yra algebginiy lygciy sistemos

(a1 —vipa —11p1)p1 = 0,
(vop1 — ag — y2p2)p2 =0

sprendiniai. Treciasis taskas neturi biologinés prasmes ir ¢ia jo nenagrinésime. Ketvir-
tasis taSkas su koordinatémis

Q12 +aol « V2 — a7
1 — ’ P2 =
Y1Y2 + V12 Y1Y2 + V12

yra tiesiy

liiog —vipa —yp1 =0, la:vepr —ag —yep2 =0

sankirtos taskas. Jis turi biologing prasme tik tuo atveju, kai g9 —aey; > 0. Atkreip-

sime démes;j i tai, kad tiesés [; taskuose p; = 0, t.y. krypties vektoriai yra lygiagretis

po asiai, o tiesés lo taSkuose po = 0, t.y. krypties vektoriai yra lygiagretlis p; aSiai.
Linearizave (4.14) sistema tasko p = (p1, p2) aplinkoje, gausime matrica

Alp) = a1 — v1p2 — 271p1 —V1p1 .
Vap2 Vop1 — Qg — 27Y2p2

Imdami p pusiausvyros taSkus, gausime matricas

rvia

a1 + 0
A(0,0) = ( O(é)l _(; ) ’ A<O7_%) = I/QOZQ’Y2 )
2 V2 — (0%
Y2
V101
oy a7 " -mp;  —np;
A(—,O): , A*,*:( )
" 0o 2N _g, (viv2) vapls  —72p}
g4l

Matricos A(0,0) viena i§ tikriniy reik§miy yra teigiama, o kita neigiama. Matricos
A(0, —aa/y2) abi tikrinés reik§més yra teigiamos. Todél pusiausvyros taskai (0, 0)
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ir (0, —ag/72) yra nestabiliis. Matricos A(ay/71,0) tikrinés reik§meés \; = —ay,
Ao = a1 /71 — ag. Todél pusiausvyros taskas (aq /71, 0) yra asimptotiSkai stabilis,
kai A2 < 0 ir nestabilus, kai Ay > 0. Matricos A(p3, p3) tikrinés reik§meés

— (7P} + 72p5) £ /(15 + 72p3)? — 4pipi (1172 + vave)
: .

Ao = (4.15)

Tiesiy [y, 1o padéti p1,p2 plokStumoje nusako keturi parametrai: juy sankirtos tasky
koordinatés pf, p3 ir krypties koeficientai k; = —v; /11 < 0, ko = vo/v2 > 0. Taigi
du parametrai ~y; ir v, yra laisvi. Tegu

p’{:icosap, pZZLSiHQD, r>0, ¢e(0,7/2).
71 Y2

Tada reiSkinys
D = (mp} + 72p5)? — 4pips(mve + vave) = 12 (1 — (1 — 2ka/k1) sin 2¢).

Jis yra teigiamas, kai ¢ € (0, ¢*) U (7/2 — ¢*, 7/2) ir neigiamas, kai ¢ € (¢*,7/2 —
©*), o* = %arcsin(l/(l — 2k2/k1)). Tegu &1 = piv1, &2 = piye. Tiesés

S=81tgp", & =Eitg(m/2—¢")

dalina pirmaji plokStumos &1, &5 ketvirti i tris sektorius (Zr. 4.20 pav.).
§2p L2 =&itg(m/2 —¢")

S =C&itgp”

II1

&

4.20 pav.

Jeigu taskas (£1,&2) patenka i I arba i IIT sektoriy, tai D > 0 ir tikrinés reik§més
A1,2 yrarealios. Be to, i§ (4.15) formulés iSplaukia, kad abi jos yra neigiamos. Todél
tokioms &1, £ reikSméms pusiausvyros taskas p}, p5 yra asimptotiskai stabilus (mazgo
taskas). Jeigu taskas (&1,&2) patenka i II sektoriy, tai D < 0 ir tikrinés reik§més
A1,2 yra kompleksiSkai jungtinés. Be to, i§ (4.15) formulés iSplaukia, kad ju realio-
sios dalys yra neigiamos. Todél tokioms &7, &5 reikSmeéms pusiausvyros taskas pj, ps
yra asimptotiSkai stabilus (Zidinys). Jeigu tiesés [1, I kertasi pirmame ketvirtyje, t.y.
oo —apyr > 0, tai tikriniy reikSmiy A; > realiosios dalys yra neigiamos. Siuo atveju
pusiausvyros taskas (£, &2) yra asimptotiSkai stabilus.

Jeigu tiesés [; ir lo pirmame ketvirtyje nesikerta, tai (4.14) sistemos fazinis portretas
pavaizduotas 4.21 paveikslélyje.
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l

al/)\l pT p1

4.21 pav.

Jeigu tiesés Iq, [ kertasi pirmame ketvirtyje ir tikrinés reik§més A, o yra komplek-
siSkai jungtinés, tai (4.14) sistemos fazinis portretas pavaizduotas 4.22 paveikslélyje

l2
b2 p1<0
l1 p2<0

\p1

1.22 pav.

IS atlikto tyrimo iSplaukia, kad net neZymus Voltera—Lotka lygciy sistemos mod-
ifikavimas gali iSSaukti esminj §ios sistemos fazinio portreto pokyti. IS tikruju (4.14)
sistema jau neturi centro tasko ir jos trajektorijos néra uzdaros. Tai yra charakteringa
centry savybé. Sakoma, kad centrai yra struktiiriSkai nestabilts (Zr. [4]). Kita gal-
imybé atsirasti uzdaroms trajektorijoms (periodiniams svyravimams), yra "ribinis cik-
las." Ribiniai ciklai yra struktiiriSkai stabil@is. Jie neturi tendencijos iSnykti, neZymiai
deformuojant sistema. Pateiksime pavyzdj sistemos kurioje, tinkamai parinkus para-
metry reik§mes, egzistuoja ribinis ciklas.

3. Cholingo—Tenerio modelis. Tarkime, kai grobuoniy néra auky santikynis
augimo greitis p1/p1 lygus aq — 71p1, 0 kai grobuonys yra, $is greitis maZéja pro-
porcingai ju skaiCiui, t.y. dydziu v;p,. Bendru atveju proporcingumo koeficientas
néra pastovus ir priklauso nuo auky skaiCiaus. IS tikruyju, realiame gyvenime sotls
grobuonys auky nezudo. Todél kuo daugiau yra auky, tuo santykinai maZiau jy reikia
nuZudyti vienam grobuoniui, kad pasisotinty. Taigi galime tarti, kad proporcingumo
koeficientas 17 yra maZéjanti kintamojo p; funkcija. Be to, pagal biologing prasme, ji
yra teigiama. Apibrézkime jq taip:

k‘ .
d+pi’

vi(p1) =

¢ia k ir d — teigiamos konstantos.
Vienam grobuoniui i§gyventi reikalingas tam tikras auky skaicius. Tarkime, §is
skaiCius lygus a. Tada auky populiacija p; gali iSmaitinti p;/a grobuoniy. Taigi
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grobuoniy populiacija ps neturi virSyti $io kritinio skaiciaus. Tarkime toliau, kad
grobuoniy populiacijos santykinis augimo greitis po/po didéja, kai po < pi/a ir
mazéja, kai pa > p1/a. Tiksliau tegu §is greitis lygus as(1 — apa/p1), ao — teigiama
konstanta. Tada populiaciju p1, p2 kitimo dinamika apibréZia lygtys:

p1 = (o1 —np1 — vi(p)p2)p1, P2 = az(1 — apz/p1)pe. (4.16)
Tegu
liiar —mpr —vi(p)p2 =0, l2:p1—ap2=0.
Kreivé [y yra parabolé, kurios Sakos nukreiptos Zemyn, o vir§iinés koordinatés

mn

1k (041/’}’1 +d)2 > 0.

1
p1 = 5(041/’)’1 —d), pa=

Jikerta asj p; taskuose (—d, 0), (1 /71, 0). Kreivé l5 yra tiesé, einanti per koordinadiy
pradZia, su krypties koeficientu 1/a. Pirmame ketvirtyje

p1>0,p2>0

yra vienintelis §iy kreiviy sankirtos taskas (pf, p3). Jo koordinatés

1
pi =5 (a/m1 —d—kfay)p: + Q\/(O‘l/% —d—= k’/‘Wl)Q +ddas /7,

| —

1 1
Py = %(al/'ﬁ —d- k/‘Wl)Pl + %\/(al/% —d— k/a’Yl)2 + 4don /7.

Atvejai, kai p] > p; ir p] < Py pavaizduoti 4.23 ir 4.24 paveiksléliuose.

b2 b2
l2 l2

—d ar/y1 D1 —d ar/y1 D1

4.23 pav. 4.24 pav.

Atkreipsime démesi, kad parabolés [; taSkuose p; = 0, o tiesés 5 taskuose py = 0.
Vietoje kintamuju p1, p2 apibréZkime naujus kintamuosius

Ty =p1/pi, @2 =p2/p3.
Tada (4.16) sistema galima perrasyti taip:

k/a

o r)T g = as(l-aa/m)as; .17)

. *
1 = (041 —MT1 =
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&ia vy = ypi, d* = d/p7. Po tokios transformacijos kreives [y, [5 pereis i kreives

k/a
d* —+ I

*

x9=0, [5:22=u1;.

* . *
a1 —yjz —

Parabolé /7 kerta koordinadiy a$i z; taSkuose (—d*,0) ir (a1/v*,0). Jos virSanés
koordinatés

= 1 * * = ary * *) 2
T, = f(oq/'yl —d ), To = it (041/’71 +d ) > 0.
2 4k
Parabolés (7 ir tieses I3 sankirtos taskas * = (1, 1) yra vienintelis (4.17) sistemos
pusiausvyros taskas su teigiamomis koordinatémis.
Linearizave (4.17) sistema tasko « = (x1, x2) aplinkoje, gausime matrica

* k/a k/a k/a
Ar)= [ Q200 T FE T T @ T D
2 2
0121’2/561 g — 20[2932/:61

Pusiausvyros taske x* matrica

* k/a k/a
Q2 —Qg
Sios matricos determinantas
k/a k/a k/a

det{A(x*)}:al(vf - S+ d*+1) :a1<'ﬁ+m~d*) > 0.

Todél pusiausvyros tasSkas z* néra balno taskas (zr. 2.2?? skyrelj ir 3.11?? ir 3.12??
teoremas). Matricos A(x*) pédsakas

(d*+1)

k/a

(@ +1)32

TrA(z*) = =7 +
gali {gyti kaip teigiamas, taip ir neigiamas reikSmes. Todél pusiausvyros taskas z*
gali biti arba mazgas, arba centras, arba Zidinys. Jeigu matricos A(z*) pédsakas yra
teigiamas, tai pusiausvyros taskas z* yra nestabilus, o jeigu neigiamas, tai — stabilus.
Matricos A(z*) tikrinés reik§meés

Mg = f%(q +az) £ %\/(q +an)” — dasgr;
giag=n~; —k/a(d* + 1), r = k/a(d* + 1). Matricos A(z*) pédsakas
TrA(z*) =M + X2 = —(¢+ az) >0,
jeigu ap < —gq. Kadangi parametras aip yra teigiamas, tai pastaroji nelygybé turi

prasme tik tuo atveju, kai ¢ < 0. Tadiau $ig nelygybe galima perraSyti taip: (o /75 —
d*)/2 > 1. Kartu galime tvirtinti, kad nelygybé ¢ < 0 yra teisinga tada ir tik tada, kai
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pusiausvyros taskas =* yra kairiau parabolés [5 virSanés. Taigi nelygybé Tr A(z*) > 0
yra teisinga tik tuo atveju, kai pusiausvyros taskas x* yra kairiau parabolés /] vir§iinés
tasko (%1, To) (Zr. 4.23 pav.) ir as < —q.

Reiskinys

(Tr A(gv*))2 —4det A(x*) = (g + a2)? — dagqr < 0,

jeigu
a2 € (q+2r —\/(qg+2r)2 — g%, q+2r++/(qg+2r)> — ¢).

Kadangi g+2r — /(g + 2r)? — ¢% < —q, tai pastarasis intervalas yra netuiCias. Kartu
galime tvirtinti, kad egzistuoja tokios o, reikSmeés, kurioms tikrinés reikSmeés A o yra
kompleksinés ir kuriy realiosios dalys yra teigiamos. Prie tokiy parametro as reikSmiy
pusiausvyros taSkas x* yra nestabilus Zidinys.

Tegu ¢, yra (4.17) sistemos evoliucijos operatorius. Tada trajektorija

x=pi(a1/77,0), t>0

apeina pusiausvyros taSka x* ir kerta parabolg [} taske P (Zr. 4.25 pav.).

Z2 ZQ
D
*
v P
—d* on’yf T1
4.25 pav.

Aibe D, esanti tarp Sios trajektorijos ir parabolés [} lanko, jungiancio taSkus P ir
(a1/77,0) yra teigiamas invariantas. Tai reiSkia, kad taskas ¢.(xg) € D,Vt > 0,
jeigu tik taskas x¢ € D. Tarkime toliau, kad pusiausvyros taskas z* yra nestabilus
Zidinys. Tada egzistuoja tokia §io tasko aplinka U C D, kad aibé D \ U yra teigiamas
invariantas. Taciau Sioje aibéje pusiausvyros tasky néra. Todeél, pagal 3.26 teorema,
aibéje D /U egzistuoja ribinis ciklas (Zr. 4.26 pav.).

X2 l2

—d* a1 /vF 1

4.26 pav.
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4. Konkuruojan&ios populiacijos. Tarkime, dviejuy konkuruojanciy' populiaciju
dinamikos lygtis galima uZraSyti taip:

pi/pi = filp), =12 (4.18)

Cia p; yra i-oji populiacija, o f; = g; — m; — jos santykinis augimo greitis. Konkuruo-
janciy populiaciju saveika nusako tam tikros salygos, kurias turi tenkinti funkcijos f;.
Siy salygu pasirinkima apsprendZia keliami uZdaviniai. Norint atlikti teorinj tyrima ir
iSanalizuoti visus galimus ekosistemos dinamikos variantus reikalaujama, kad funkci-
jos f; tenkinty tam tikras bendras, turinCias biologing prasme, salygas (Zr. pavyzdZiui
[16]). Nagringjant realia ekosistema funkcijos f; yra konkretizuojamos. Tiksliau api-
bréZiamos parametriniu pavidalu (i jas jeinantys parametrai daZniausiai turi tam tikra
biologing prasmeg). Yra Zinoma gana daug tokiy konkreciy konkuruojanciy popu-
liaciju modeliy (Zr.[16]). Viena i$ tokiy modeliy i$nagrinésime Cia.

Tegu dvi panaSios gyvinuy populiacijas p;, pe konkuruoja tarpusavyje ir uzima
tam tikra teritorija, kurios resursai baigtiniai. Tada yra galimos keturios skirtingos
ju konkurencijos baigtys:

1. Pirmoji populiacija iSgyvena, o antroji iSnyksta.
2. Antroji populiacija i§gyvena, o pirmoji iSnyksta.
3. Abi populiacijos iSgyvena.
4. Abi populiacijos iSnyksta.

Kiekviena tokig baigti atitinka pusiausvyros taskas. Todél populiacijas p1, p2 mod-
elivojancios dinamikos lygtys turi turéti keturis izoliuotus pusiausvyros taskus. Taigi
jos turi biiti netiesinés. ISnagrinésime viena i§ paprascCiausiy dviejuy konkuruojanciy
tarpusavyje populiacijy modelj.

Tarkime, kai néra vidinés bei iSorinés konkurencijos populiaciju p;, p2 santykiniai
augimo greiéiai p1 /p1, p2/p2 yra pastovis, o kai konkurencija yra, §ie greiCiai mazéja
proporcingai populiacijy individy skaiciui. Tada populiaciju p;,p2 kitima galima
apraSyti netiesine sistema

P1 = (a1 —p1 — vip2)p1, P2 = (a2 — vap1 — Yap2)p2; (4.19)

¢ia oy, a9, V1, Vo, 1,72 — teigiami parametrai. Parametras «; apibréZia populiacijos
p; santykinj augimo greiti, kai néra konkurencijos. Parametrai v; ir v; apibréZia Sio
grei¢io mazéjima, kai yra vidiné bei iSoriné konkurencija.

Pastarosios sistemos pusiausvyros taskai (0,0), (0,a2/v2), (a1/71,0), (p},03)
yra algebginiy lygc€iy sistemos

(0 —y1p1 — vap2)p1 =0,
(ag — vap1 — y2p2)p2 =0

Terminas "konkurencija" gali turéti daug skirtingy aspekty. Juy &ia nenagrinésime. Sakydami, kad
dvi populiacijos konkuruoja tarpusavyje, turésime omenyje tai, kad kurios nors vienos populiacijos kitimas
i8Saukia prieSinga kitos populiacijos kitima.
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sprendiniai. Ketvirtasis taskas su koordinatémis

* 172 — Qol1 « Q271 — Q12

= Py = 4.20)
Y1772 — Vil2

b
Y17v2 — V12

yra tiesiy
Ii rar —yipr —vipa =0, la:as —vopr — yop2 =0

sankirtos taskas. Tarkime, kad toks taskas yra vienintelis. Atkreipsime démesi i tai,
kad tiesés [ taskuose p; = 0, t.y. krypties vektoriai yra lygiagrettis po aSiai, o tiesés o
taskuose po = 0, t.y. krypties vektoriai yra lygiagretiis p; aSiai.

Konkurentinéje kovoje abi populiacijos gali iSgyventi tik tuo atveju, jeigu (4.19)
sistema turi pusiausvyros taska su abiem teigiamom koordinatém. Pirmojo pusiausvy-
ros tasko abi koordinatés lygios nuliui. Antrojo ir treiojo pusiausvyros tasky viena
koordinaté lygi nuliui. Todél abi populiacijos gali iSgyventi tik tuo atveju, kai ketvir-
tojo tasko koordinatés yra teigiamos, t.y. kai tiesés /1, o kertasi pirmame ketvirtyje (Zr.
4.27,4.28 pav.).

D2 D2
042/’72‘
0&1/V1
041/V1 042/’72‘
as/ve 0417’71 b1 0417’71 as/ve  P1
1.27 pav. 1.28 pav.

I8 (4.20) formuliy matome, kad p7 > 0 ir p5 > 0, jeigu

a1y2 < agly, QoY < aqls iry;ys < Vivo
arba

Q172 > Qal, Q71 > Qile iry1ys > Vils.

Sios salygos apibréZia tiesiy I1, lo tarpusavio padétj plokitumoje. Todél pakanka is-
nagrinéti atveji, kai yra patenkinta kuri nors viena iS$ 8iy salygu. Tarkime, patenkinta
pirmoji salyga (Zr. 4.27 pav.).

Linearizave (4.14) sistema tasko p = (p1, p2) aplinkoje, gausime matrica

Alp) = o1 — Vip2 — 271p1 —v1p1 .
—VP2 Qg — Vop1 — 2792p2

Imdami p pusiausvyros taskus, gausime matricas

(o 0 @2) _ gp)
A(0,0)— ( 0 Qo )7 A(Oa 72) - _1/2042 )
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riag
T

a1 -mpi  —vipi
A<750) = N B} A *a 5) = ( i >|1< >
" 0 g — Vo0i] (p1,p3) —vaph =Pl

Al

Matricos A(0,0) tikrinés reik§meés A\ = a1, Ay = o yra teigiamos. Todél pusiau-
svyros taskas (0, 0) yra nestabilus. Matricos A(0, vy /72) tikrinés reik§més \; = —ao,
A2 = (o172 — v1a) /72 yra neigiamos. Matricos A(aq/71,0) tikrinés reik§més
A1 = —aq, A2 = (aay1 — vaaq)/7 taip pat yra neigiamos. Todél pusiausvyros
taskas (0, aa/v2) ir (1 /71, 0) yra asimptotiskai stabilus. Matricos A(p7, p3) tikrinés
reikSmeés

~ —(wps +pt) £/ (205 +1ip1)? — pips (12 — nive)
)\1 2 —
) 2 °

Kadangi v1v2 — v1v2 < 0, tai reisSkinys

(P + 710})? — 4pips (1172 — vive) > (yaph + ip})?.

IS ¢ia iSplaukia, kad tikrinés reikSmés A; o yra skirtingy Zenkly. Todél pusiausvyros
taskas (p7, p5) yra nestabilus (balno taskas).

IS atlikto tyrimo matome, kad abieju populiaciju iSnykimas yra negalimas, nes
t — oo néra nei vienos trajektorijos, kuri ieity | koordinaciy pradzia. Abieju pop-
uliacijy iSgyvenimas yra labai retas reiSkinys, nes ¢ — oo i balno taska jeina tik
dvi trajektorijos (separatrisés). Visos likusios trajektorijos jeina i pusiausvyros taska
(0, g /7y2) arba i pusiausvyros taska («y/71,0). Jeigu trajektorija jeina | pirmaji i$
Siy taSky, tai iSnyksta populiacija p1, o jeigu i antraji, tai populiacija po. Todél gal-
ima tvirtinti, kad konkuruojant dviem populiacijom viena i§ ju iSnyksta. Fazinis (4.19)
sistemos portretas pavaizduotas 4.29 paveikslélyje.

D2
Q2 / 724

0 041771 p1
4.29 pav.



161

LITERATURA

[1] H. Amann Paprastosios diferencialinés lygtys. Berlin; New York : de Gruyter,
1983 —497p. vok.

[2] A. Ambrazevic¢ius Matematinés fizikos lygtys. Vilnius: Aldorija 1996 —380p.
[3] V. Arnoldas Paprastosios diferencialinés lygtys. M.: Nauka, 1975 —240p.

[4] V. Arnoldas Matematiniai klasikinés mechanikos metodai. M.: Nauka, 1979 —
297
177p.

[5] N. Bautinas, E. Leontevicius Sistemy plokStumoje kokybiniai tyrimo metodai ir
budai. M.: Nauka, 1976 —777p.

[6] J. Bibikovas Bendras paprastujy diferencialiniy lyg¢iy kursas. L.: LVU, 1981
—232p.

[7] B.Gelbaum, J. Olmsted Kontrpavyzdziai analizéje. M.: Mir, 1967 —252p. rus.

[8] B. Demidovicius Matematinés stabilumo teorijos paskaitos. M.: Nauka, 1967 —
472p.

[9] FR. Gantmacheris Matricy teorija M., 1967 —?77p.

[10] P. Golokvoscius Bendras paprastuju diferencialiniy lyg¢iy kursas. V.. VVU,
1999 — 700p.

[11] P. Hartmanas, Paprastosios diferencialinés lygtys. - M.: Mir, 1970. - 720p. rus.

[12] A. Kodingtonas, N. Levinsonas Paprastyju diferencialiniy lygciy teorija. - M.:
I*L 1958. - 476p. rus.

[13] L. A. Liusternikas, V. I. Sobolevas Funkcinés analizés elementai. - M.: Nauka,
1968. - 520p. rus.

[14] PI. Lizorkinas Diferencialiniy ir integraliniy lyg€iuy kursas su papildomais
analizés skyriais. - M.: Nauka, 1981, 384 p. rus.

[15] I.G.Petrovskis Paprastyju diferencialiniy lyg€iy paskaitos. - M.: MGU, 1984,
296 p. rus.



162

[16] R.A. Poluektovas, J.A Pichas, . A. Svitovas Dinaminiai ekologiniy sistemy mod-
eliai. - L.: Gidrometeoizdat, 1980, 288 p. rus.

[17] L.S. Pontriaginas Paprastosios diferencialinés lygtys. - M.: Nauka, 1982, 332 p.
rus.

[18] V.K. Romanko Diferencialiniy lygciy ir variacinio skaic¢iavimo kursas. - M-P.:
Fizmatlit, 2000, 344 p. rus.



	BENDROS SAVOKOS
	Sprendiniuegzistavimas, vienatis, pratesimas
	Krypciulaukas
	Autonomines lygtys tieseje
	Autonomines lygtys plokštumoje
	Fazinis srautas
	Autonominiusistemutrajektorijos
	Uždaviniai

	TIESINES SISTEMOS
	Tiesiniusistemukanoninis pavidalas
	Kanoniniusistemuplokštumoje faziniai portretai
	Eksponente. Jos savybes
	Tiesines sistemos su pastoviais koeficientais
	Tiesiniusistemufaziniusrautuklasifikacija
	Nehomogenines sistemos periodiniai sprendiniai
	Tiesines homogenines sistemos su periodiniais koeficientais
	Tiesines nehomogenines sistemos su periodiniais koeficientais
	Uždaviniai

	NETIESINES SISTEMOS
	Sprendiniuglodumas pradiniusalyguir parametruatžvilgiu
	Sprendiniulokalusis stabilumas
	Sprendiniustabilumas pagal Liapunova
	Normaliosios sistemos sprendiniustabilumas pirmojo artinio atžvilgiu
	Periodines sistemos sprendiniustabilumas pirmojo artinio atžvilgiu
	Autonomines sistemos pusiausvyros taškuir periodiniusprendiniustabilumas pirmojo artinio atžvilgiu
	Autonominiusistemuplokštumoje pusiausvyros taškai
	Autonominiusistemuribiniai taškai
	Ribiniai ciklai plokštumoje
	Uždaviniai

	MATEMATINIAI MODELIAI
	Hamiltono principas. Pavyzdžiai
	Ekologiniai modeliai

	Literatura

