I skyrius. TIKIMYBES SAVOKA

1. ATSITIKTINIAI IVYKIAI

Mus supanciame pasaulyje kiekvienas reiskinys yra susijes su daugybe kitu
reiskiniu. Rysiai tarp vienu reigkiniu yra stipresni, tarp kitu — silpnesni. Kiek-
viena mokslo Saka paprastai nagrinéja tik nedideli tu rySiu skai¢iu, nustato
nagrinéjamuy reiskiniu pagrindinius désningumus, kurie atspindi ju esminius
rySius. Daugelis rysiu lieka neistirti. Stebimi reiskiniai daznai priklauso nuo
tiek daug rysiu, kad praktiskai neimanoma (o kartais ir néra prasmeés) ju
visu iSanalizuoti, norint nusakyti, kaip vyks tiriamasis reiskinys. Tenka tir-
ti idealizuotus reiskinius, atsisakant daugelio (tam tikra prasme) antraeiliy
priezasciu. Todél nustatytieji désniai veikia ne absoliuciai tiksliai, reiskiniai
Siek tiek nuo ju nukrypsta. Nukrypimai, atsirade todél, kad neatsizvelgiama
i daugeli rysiu, yra atsitiktiniai reiskiniai.

Neapibréztumo principas fizikoje teigia, kad kai kuriuos fizinius dydzius
sieja toks rysSys, jog, pasiekus didesni vieno dydzio matavimo tiksluma, kito
dydzio matavimo tikslumas sumazéja. Galima kiek norint tobulinti tu dydziu
tyrimo metodika, bet jei pasiseks tiksliau iSmatuoti viena is ju, tai kito dydzio
matavimo tikslumas biitinai sumazés. Cia atsitiktinumas — ne Zziniu stokos is-
dava, o principinis dalykas, atspindis reiskinio esme.

Tikimybiu teorija tiria matematikos metodais atsitiktinius reiskinius. Vie-
na i§ pagrindiniu tos teorijos savoku yra atsitiktinio ivykio savoka. Ivykiu va-
dinsime kiekviena fakta, kuris gali ivykti arba neivykti, atlikus eksperimenta.
Eksperimentu (bandymu, potyriu) suprasime kokiu nors salygu realizavima.

Ivykius skirstysime i buitinus, negalimus ir atsitiktinius. Panagrinésime
Sias savokas.

Imkime logine schema: realizavus sqlygu kompleksa K, jvyksta jvykis A.
Pailiustruosime ta schema pavyzdziais.

1 pavyzdys. Imetame natrio gabaléli i inda su vandeniu (salygu komplekso
K realizavimas). Ivyksta cheminé reakcija 2Na + 2H,O = 2NaOH + Hs 7, gauname
natrio $arma ir vandenilj (ivykis A).

2 pavyzdys. Sujungiame pakrauto akumuliatoriaus gnybtus laidininku
(salygu komplekso K realizavimas). Laidininku teka elektros srové (jvykis A).

Tokie ivykiai vadinami batinais (salygu komplekso K atzvilgiu). Kalbant
apie kokio nors ivykio biitinuma, visada reikia turéti galvoje tu salygu komp-
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leksa, kurio atzvilgiu ivykis nagrinéjamas. Pakeitus salygu kompleksa, ivykis
gali ta savybe prarasti.

Galima ir Sitokia schema: realizavus salygy kompleksa K, jvykis A ne-
twyksta. Tada ivykis A vadinamas negalimu (salygu komplekso K atzvilgiu).
Teiginys, kad koks nors ivykis yra negalimas duoto salygu komplekso atzvilgiu,
logiskai yra tolygus teiginiui, kad jam priesingas ivykis yra butinas to komp-
lekso atzvilgiu.

Taciau ne visi jvykiai yra buitini arba negalimi. Yra ir kitokiu ivykiu, kuriu
loginé schema sitokia: realizavus salygu kompleksq K, jvykis A gali jvykti, gali
ir nejvykti.

3 pavyzdys. ISmetus moneta (salygu komplekso K realizavimas), herbas
gali atsiversti (ivykis A), gali ir neatsiversti.

4 pavyzdys. Pirkome loterijos bilieta. Tiraze jis gali laiméti, bet (daz-
niausiai) gali ir nieko nelaiméti.

5 pavyzdys. Stebime radzio gabaléli, sakykime, viena sekunde. Per ta laiko
tarpa bent vienas radzio atomu gali suskilti, gali ir né vienas atomas nesuskilti.

6 pavyzdys. Automatinés staklés gamina detale sudétingiems mechaniz-
mams. Tarkime, kad ji bus tinkama, jei jos ilgis bus tam tikrose leistinose ribose.
Taciau stakles veikia daugybé faktoriu: virpesiai, kuriuos sukelia kitos staklés, esan-
cios gamykloje, temperatiiros svyravimai, oro sroves ir t. t. Todél pagaminty detaliu
ilgis nebus vienodas — Siek tiek svyruos. Pirmosios paimtos detalés ilgis gali buti
leistinose ribose (jei staklés gerai sureguliuotos ir laikomasi technologinio rezimo,
taip dazniausiai ir bus), gali ir nebati.

Tokius jvykius, kurie, realizavus duota salygu kompleksa, gali ivykti, bet
gali ir nejvykti, vadiname atsitiktiniais (to salygu komplekso atzvilgiu). Masu
pavyzdziuose herbo atsivertimas, loterijos bilieto isloSimas, radzio atomu ski-
limas, detalés ilgio nukrypimas uz leistiny ribu yra atsitiktiniai ivykiai. Ir cia,
kalbant apie ivykio atsitiktinuma, visada reikia turéti galvoje eksperimento
salygas K. Papildzius ju kompleksa naujomis salygomis, atsitiktiniai jvykiai
gali virsti biitinais arba negalimais.

Sakykime, metéme moneta ir atvirto herbas. Tai atsitiko dél daugelio
konkreciu priezas¢iu: monetos pradinés padéties, pradinio greicio ir pagreicio,
oro trinties, klampumo, monetos formos, oro mikrosroviu, grindu pavirsiaus,
virpesiu ir t. t. Jei zinotume visas tas priezastis ir jas turétume galvoje, tai
(bent i§ principo) galétume tiksliai pasakyti, ar herbas atvirs, ar neatvirs. Tai
bty gana sudétingas uzdavinys. Antra vertus, praktiskai neimanoma abso-
liuciai tiksliai fiksuoti visu salygu, nuo kuriu priklauso herbo atsivertimas. O
dél nedidelio salygu pasikeitimo gali pasikeisti rezultatas.

Nagrinésime tik tokius ivykius, kuriems tinka ”negalimo tre¢iojo” désnis
(tertium non datur), t. y. kurie arba ivyksta, arba neivyksta. Negali biiti at-
vejo, kai apie ivyki vienu metu buty galima teigti, kad jis ir ivyko, ir neivyko.
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2. TIKIMYBE

Jau sakéme, kad tikimybiu teorija tiria matematiniais metodais atsitiktinius
reiskinius. Kiekvienas mokslas, taigi ir Sis iesko ir nustato tiriamu reiskiniu
désningumus. Tiksliau tikimybiu teorija galétume nusakyti kaip matematikos
Saka, nagrinéjanc¢ia masiniu atsitiktiniu reiskiniu désnius.

I8 karto atrodytu keista kalbéti apie atsitiktiniu reiSkiniu désningumus.
Ka galima pasakyti apie ivykius, kurie tai ivyksta, tai neivyksta? I tikruju,
kai susiduriame su atskirais atsitiktiniais ivykiais, apie kokius nors désningu-
mus kalbéti sunku. Bet visiskai kitaip yra tada, kai reiskinys kartojasi daug
karty.

Taciau leiskime kalbéti pavyzdziams. 3

Jauna Seima laukia pirmojo kudikio. Nerimauja. Spélioja. Zinoma, vyras
nori stinaus, zmona — dukters. Ir ka dabar zmogus gali zinoti, kas gims: dukté
ar sunus? Grynas atsitiktinumas.

Bet imkime visas Seimas, kurios ta pati ménesj susilauké naujagimio, ir
pamatysime, kad gimé mazdaug pusé berniuku ir pusé mergai¢iu. Vadinasi,
kas buvo vienoje Seimoje tik atsitiktinis reiskinys, dideliam Seimu skai¢iui
yra désningumas. Ir idomumo délei galétume pasakyti, kad Seimos galva —
vyras — turéjo daugiau galimybiu sulaukti stinaus, negu zmona — dukters.
Mat, kaip rodo pasauliné statistika, bendrame naujagimiu skaic¢iuje berniuku
btuna truputi daugiau kaip 51 nuoSimtis.

1 lenteléje pateikiami duomenys apie naujagimius Lietuvoje 1965-1974
metais. Nors gimimu skaicius kiekvienais metais vis kitoks, bet kasmet gims-
ta mazdaug 51% berniuku. Ta pati matytume, nagrinédami visus gimusius
kituose krastuose: berniuku dalis tarp visu naujagimiu svyruoja nedidelése
ribose.

1 lentelé

Metai 1965 1966 1967 1968 1969 1970 1971 1972 1973 1974 1965-1974

Berniuku
skaicius i8
1000 nau-
jagimiu 515 512 507 511 514 514 513 512 510 508 512

Panasiai yra ir su kitais atsitiktiniais ivykiais.

Ant musu delno guli moneta. Metame ja. Atvirto herbas. Atsitiktinumas,
ar ne tiesa? Juk galéjo atvirsti ir skaiCius, rodas monetos verte. Metame
moneta desimt kartu: penkis kartus atvirto herbas ir penkis — skaic¢ius. O
juk galéjo atvirsti, pavyzdziui, du kartus herbas ir aStuonis kartus skaicius
(atskirais atvejais taip ir buna). Aigku, i§ tokio mazo bandymu skaic¢iaus
dar negalima spresti apie koki nors désninguma ir tvirtinti, jog, metus mo-
neta deSimt kartu, penkis kartus atvirs skai¢ius ir penkis kartus — herbas.
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Taciau bandykime toliau. Sakykim, metéme moneta tukstanti kartu, antra,
trecia, ketvirta, ... Pastebésime, jog kiekvienos eksperimentu serijos rezultatai
nedaug skirsis. Tiesa, bus nedideliu nukrypimu, bet, susumave visu eksperi-
menty rezultatus, matysime, kad mazdaug 50 nuoSiméiu visu metimu atvirto
herbas, o penkiasdesimt — skai¢ius.

Tarkime, kad turime salygu kompleksa K, kuri galime realizuoti daug
kartu. Kiekviena karta, ji realizavus, gali ivykti arba neivykti atsitiktinis ivy-
kis A. Pazymeékime N,,(A) ivykiu A skaiciu, atlikus n eksperimentu. Santykis

Nn(A)

=v,(A)

yra vadinamas jvykio A statistiniu dazZniu.
Grizkime prie monetos métymo.
Dar XVIII a. Biufonas! meté moneta 4040 kartu. Herbas atsiverté 2048
kartus. Jo gautas herbo atvirtimu statistinis daznis
2048

i ..~ 0,51
Toig = 0-5069.. % 0,5

Panasius eksperimentus su moneta atliko sio amziaus pradzioje K. Pirsonas?.

Metus moneta 12 000 kartu, herbas atvirto 6019 kartu. Statistinis daznis lygus

6019
——— =0,50158... = 0, 50.
12000 ’ ’
Véliau jis meté moneta dar 12 000 kartu; is visu 24 000 metimu herbas
atvirto 12 012 kartu. Statistinis daznis
12012 0, 5005 =~ 0,50
24000 ~ D
Matematikas Dz. Kerichas (J.E. Kerich [25]) Antrojo pasaulinio karo me-
tu buvo internuotas. Turédamas laiko, jis eksperimentavo, métydamas mone-
ta. Per 10 seriju po 1000 metimu kiekviena herbas atvirto atitinkamai 502,
511, 497, 529, 504, 476, 507, 528, 504, 529 kartus. Statistiniai herbo atvirtimo
dazniai buvo lygus

1/2+40,002 1/2+0,011 1/2—0,003 1/240,029 1/2+ 0,004
1/2-0,024 1/240,007 1/2+0,028 1/2+0,004 1/2+ 0,029

Pateikéme pavyzdzius, apraSytus literatroje. Suprantama, turédami pa-
kankamai laiko ir kantrybés, galétume ir patys atlikti tokiu eksperimentu.
Reikia manyti, kad gautume panasius rezultatus.

1 George Louis Leclerc de Buffon (1707-1788) — pranciizu gamtininkas ir radyto-
jas.
2 Karl Pearson (1857-1936) — anglu matematikas ir statistikas.
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1§ pavyzdziu matome, kad herbo atvirtimo statistinis daznis, kai bandymu
skai¢ius yra didelis, svyruoja nedideliame intervale. Sakome, kad statistinis
daznis yra stabilus. Panasaus stabilumo yra ir berniuku gimimo statistinis
daznis. Ta pati pastebésime ir tirdami kitus atsitiktinius reiskinius.

Kai eksperimentu skaicius yra nedidelis, statistinis daznis gali svyruoti
gana didelése ribose intervale [0, 1]. Taciau kai eksperimentu skai¢ius didelis,
jis paprastai svyruoja labai nedaug ir turi tendencija artéti prie kokio nors
pastovaus skai¢iaus. Tai vaizdziai matyti 1 paveiksle (jis paimtas is H. Krame-
ro knygos [6]). Cia atvaizduotas, naudojant logaritmine skale, herbo atvirtimo
daznio kitimas, metus moneta 400 kartu.

1.0
0.9

0.8
0.7
0.6
05 AAA__A AN
0.4 VoW

0.3

0.2
0.1
0.0

12 5 10 20 50 100 400

1 pav.

Pateiktieji pavyzdziai ir kasdieniné praktika leidzia mums teigti, kad at-
sitiktinio ivykio A statistinis daznis svyruoja apie tam tikra konstanta. Ta
konstanta vadiname jvykio tikimybe ir paprastai zymime P(A), p(A4), PA,
pA ir pan. Cia raidé P primena lotynu kalbos zodi ”probabilitas” — ”tiki-
mybe”. Taigi herbo atvirtimo tikimybe galime laikyti 1/2, berniuko gimimo
tikimybe — 0,51.

Toks ivykio tikimybés nusakymas apibudina Sios savokos naturaliaja
moksline prasme, tac¢iau néra formalus jos apibrézimas, kuri pateiksime
véliau.

Tikimybiu teorija nagrinéja tik atsitiktiniu jvykiu su stabiliais statis-
tiniais dazniais désnius. Klausimas, kokiomis salygomis atsitiktiniu ivykiu
statistinis daznis yra stabilus, — labai sudétingas. Reikia, kad eksperimento
salygos (salygu kompleksas K) visa laika butu tos pacios, o tai daznai buna
nelengva patikrinti.

Ne tik statistinis daznis, bet ir kitos atsitiktiniu reiskiniu charakteristikos
daznai biina labai stabilios.
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Pailiustruosime tai Sitokiu pavyzdziu. Kaip Zinome i$ fizikos, dujos yra
sudarytos i$ be galo daug visa laika judanc¢iu mazyciu daleliu — molekuliy. Ju
judéjimas yra chaotiskas. Molekulés susiduirinéja vienos su kitomis, atSoka,
kinta ju judéjimo kryptis, greitis ir t. t. Tarkime, kad dujos yra uzdarame in-
de. Duju slégis i indo sieneles yra molekuliu smugiu rezultatas. Regis, slégis,
bidamas atsitiktinis reiskinys, turétu svyruoti. Taciau ir tiksliausi matavimai
tokio svyravimo — fliuktuaciju — neparodo. Praeityje kinetinés duju teorijos
priesininkai §i fakta net mégino panaudoti kaip savo argumenta. I$ tikruju
dél milzinisko molekuliu skai¢iaus smugiu i indo sieneles rezultatas issilygina,
ir slégis btina gana pastovus. Tiktai iStobuléjus eksperimento technikai, kai
tapo galima izoliuoti nedideli molekuliu skai¢iu, buvo pastebéti tokiu ”labai
skystu” duju slégio svyravimai.

Tikimybiu teorijos metodai palyginti nesunkiai paaiskina tokio tipo atsi-
tiktiniu reiskiniu charakteristiku stabiluma. Zinoma, kartais galima taikyti ir
klasikinius matematikos metodus. Antai, duju molekuliu judéjima galétume
apraSyti diferencialinémis lygtimis, traktuodami kiekviena molekule kaip la-
bai maza ktuina. Jei molekuliu skaicius yra n, reikétu sudaryti 3n antrosios eilés
diferencialiniu lygé¢iu. Kadangi n paprastai labai didelis (kai temperatira 0°C
ir slégis 1 atm, 1 cm? yra 2,6873- 101Y idealiuju duju molekuliu), tai gautume
milziniska diferencialiniu lygciu sistema. I$ jos, zinoma, galétume padaryti
kai kurias iSvadas apie molekuliu judéjima. Taciau tokios sistemos praktiskai
neimanoma iSspresti. Yra ir principiniuy matematiniu sunkumu. Tikimybiu
teorija, nagrinéjant atsitiktinius reiskinius, yra pranasesné uz klasikinius ma-
tematikos metodus.

Tikimybiu teorijos savokos pradéjo formuotis X VI amziuje, méginant ma-
tematiskai analizuoti azartiniu losimu klausimus (L. Pacolis', N. Tartalja2,
Dz. Kardanas®). XVII §imtmecio pradzioje Galiléjus* mégino nagrinéti ma-
tavimo paklaidas, traktuodamas jas kaip atsitiktines ir jvertindamas ju ti-
kimybes. Tuo laiku méginta kurti draudimo teorija, pagrista mirtingumo,
nelaimingu atsitikimu, ligu ir panasiu masiniu reiskiniu matematine analize.
Tagiau tikimybiu teorijos pradzia laikomi Ch. Hioigenso®, B. Paskalio® ir
P. Ferma” darbai, atlikti XVII a. viduryje, susije su azartiniais losimais. Tuose
darbuose isryskéjo svarbios tikimybiu teorijos savokos, tarp ju — tikimybeés
savoka. Didelis zingsnis i prieki buvo J. Bernulio® darbai, taip pat susije su
losimais. Jis pirmasis irodé viena i§ svarbiausiu tikimybiu teorijos désniu —

Luca Pacioli (14457-1514) — italy matematikas.
Niccolo Tartaglia (15007-1557) — italy matematikas.
Geronimo Cardano (1501-1576) — italu matematikas.
Galileo Galilei (1564-1642) — italy mokslininkas.
Christiann Huygens (1629-1695) — olandu matematikas ir fizikas.
Blaise Pascal (1623-1662) — pranciizuy matematikas ir fizikas.
Pierre de Fermat (1601-1665) — pranciizy matematikas.
Jakob Bernoulli (1654-1705) — §veicaru matematikas.
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vadinamaji didziuju skaic¢iu désni. Sis désnis ivertina tikimybe, kad, atlikus
dideli skaic¢iu eksperimentu, stebimo ivykio statistinis daznis mazai skirsis
nuo to ivykio tikimybés.

Tikimybiu teorijos gimimas susijes su azartiniu losimu teorija. Cia atsitik-
tiniu reiskiniy désningumai yra gana paprasti. Vystantis mokslams, paaiskéjo,
kad tikimybiu teorija gali buiti taikoma daug svarbesnése srityse, negu losimai.
Tai — matavimo paklaidu teorija, balistikos, statistikos (pirmiausia demogra-
fijos) klausimai. Tai skatino tikimybiu teorijos vystymasi. Tikimybiu teorijoje
imta taikyti sudétingesni matematini aparata. Ypa¢ svarbu vaidmeni, kur-
dami tikimybiu teorijos matematini aparata, suvaidino A. Muavras', P. Lap-
lasas?, K. F. Gausas®, S. Puasonas®. XVIII ir XIX a. tikimybiu teorija sparéiai
vystési, pradéta ja taikyti ivairiausiose srityse, kartais nepakankamai pagris-
tai.

XIX a. antroje puséje ir XX a. pradzioje daug nusipelné tikimybiu teorijai
P. Cebysovas®, A. Markovas®, A. Liapunovas’.

XX a. tikimybiu teorija virto griezta matematine disciplina. Buvo sukurta
jos aksiomatika. Pirmasias aksiomu sistemas pasiiilé L. Bolmanas 1901 m. ir
S. Bernsteinas® 1917 m. Siandien labiausiai paplitusi kita aksiomu sistema,
pagrista mato ir integralo teorija, kuria sukuré daugiausia pranctizu mate-
matikai. Ta sistema suformulavo A. Kolmogorovas® 1933 m.

Siais laikais jvairfis mokslai spar¢iai matematizuojami. Matematikos me-
todai braunasi vis i naujas mokslo bei technikos sritis. Ypac platus yra tikimy-
biu teorijos taikymu diapazonas. Antra vertus, ivairus mokslai kelia tikimybiu
teorijai nauju svarbiu problemu. Praktiniai poreikiai ir vidiné raidos logika
spartina §ios svarbios matematikos Sakos tolesni vystymasi.

Tikimybiy teorija Lietuvoje turi senas tradicijas. Jau XVIII a. Vilniaus
universitete buvo déstomi tikimybiu teorijos elementai. 1830 m. jame buvo
isteigta tikimybiu teorijos katedra. Tuo metu Vilniaus universitetas buvo vie-
nas i§ svarbiausiu Rytu Europos universitetu. Taciau tikimybiu teorijos ka-
tedros veikla greitai nutriitko, nes 1832 m. caro valdzios, vykdziusios imperia-
listine rusinimo politika, universitetas buvo uzdarytas. Per pastaruosius kelis

Abraham de Moivre (1667-1754) — pranctzu kilmés anglu matematikas.
Pierre Simon Laplace (1749-1827) — pranciizy matematikas.
Carl Friedrich Gauss (1777-1855) — vokie¢iu matematikas.
Simeon Denis Poisson (1781-1840) — pranctizuy matematikas.
Pafnutijus CebySovas (1821-1894) — rusu matematikas.
Andriejus Markovas (1856-1922) — rusy matematikas.
Aleksandras Liapunovas (1857-1918) — rusy matematikas.
Sergiejus Bernsteinas (1880-1968) — rusy matematikas.
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Andriejus Kolmogorovas (1903-1987) — rusu matematikas.
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desimtmecius Lietuvoje tikimybiu teorija plétojosi labai sparciai. Lietuvos
matematikai nemazai nusipelné tikimybiu teorijos mokslui.

3. ELEMENTARIEJI IVYKIAI

Pasirinkime koki nors atsitiktini eksperimenta (arba stebéjima) ir nagrinékime
visu su juo susijusiu galimu jvykiu aibe. Kai kuriuos i$ tu ivykiu galésime lai-
kyti sudarytais i§ kitu — atskiru atveju. Tarp ivykiu bus ir tokiu, kurie toliau
neskaidytini ir negali ivykti kartu. Juos vadinsime elementariaisiais jvykiais
(arba eksperimento baigtimis). Si savoka yra pirmine, todél jos neapibrésime,
bet tik paaiskinsime pavyzdziais. Aibé visu elementariuju ivykiu, susijusiu
su kuriuo nors atsitiktiniu eksperimentu, vadinama elementariyjy jvykiy erd-
ve. Elementariuosius jvykius zymésime raide w su indeksais arba be ju, o
elementariuju ivykiy erdve — raide Q.
I8nagrinésime keleta pavyzdziu.

1 pavyzdys. Atsitiktinai metame moneta. Ji nukris ant stalo arba
ant grindu. Manysime, kad ji negali sustoti, atsirémusi briauna i pavirsiu, ant ku-
rio nukrinta, — nebent atsiremty i stalo koja ar siena arba patektu i plysi. Taciau
tokie atvejai praktiskai neimanomi, todél laikysime galimais tik du atvejus: atsi-
vers herbas arba skaic¢ius, rodas monetos verte. Elementariyju ivykiu erdvé Q bus
sudaryta i$ dvieju ivykiu: a) herbo atsivertimo, b) skai¢iaus atsivertimo.

2 pavyzdys. Losimo kauliukas yra kubas. Seniau jis buvo gamina-
mas i§ kaulo, dabar — i§ plastmasés, medzio arba metalo. Jo sienelés pazymeétos
”akutémis” — mazomis duobutémis. Vienoje sieneléje yra viena akute, kitoje —
dvi, treCioje — trys ir t. t. iki SeSiu akuciu. Meskime kauliuka. Kaip ir mesda-
mi moneta, manysime, kad jis negali atsistoti, briauna arba vir§ine atsirémes i
pavirsiu, ant kurio nukrito. Taigi gali atsiversti tik viena i§ SeSiu sieneliu, pazyméta
atitinkamu akuéiu skai¢iumi. Elementariuju ivykiu erdve €2 sudaryta i$ Sesiu ivykiu
{w1, w2, ws,ws, ws,we }; ¢ia wy reiskia k akuciu atsivertima. Kitus jvykius galésime
sudaryti i§ tu Sesiu ivykiu. Sakysime, ivykis ”atsiverté lyginis akuciu skai¢ius”
bus sudarytas i§ triju elementariuju jvykiu {we,was,ws}. Ivykis ”atsiverté sveikas
akuciu skaiCius” yra bitinas — jis sudarytas i§ visy SeSiu elementariyju ivykiu
{wi,...,ws} = Q. Tvykis "atsiverté septynios akutés” yra negalimas — ji atitinka
tuscia elementariyju ivykiu aibé &.

3 pavyzdys. Atsitiktinai metame du kauliukus: balta ir juoda.
Elementariyju ivykiu erdvé Q bus sudaryta i§ 36 ivykiu (wij,wer) (j = 1,...,6;
k=1,..6). Cia w1, reiskia jvyki "baltojo kauliuko j akuciu atsivertimas”, woy
— ”7juodojo kauliuko k£ akuciu atsivertimas”. Ivykis ”abieju kauliuku atsivertusiu
akuiu suma yra 8" sudarytas i§ 5 elementariyju ivykiu {(wi2,w2s), (w13, w2s),
(w14, wa4), (w15, w23), (W16, wa2)}.

4 pavyzdys. Kuriuo nors budu matuojame atstuma X tarp dvieju zemeés
pavirsiaus tasku. Dél ivairiy atsitiktiniy priezasciu, veikian¢iu matavimo prietaisus,
gausime matavimo paklaidas. Aibe 2 galime sudaryti i§ ivykiu ” X matavimo re-
zultatas yra x”; ¢ia x prabéga tam tikra reikSmiu aibe.
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Imdamiesi matematiskai nagrinéti kuri nors atsitiktini eksperimenta, tu-
rime sudaryti jo matematini modeli. Tam pirmiausia reikia sudaryti jo ele-
mentariuju ivykiu erdve €. Atsitiktiniai ivykiai, susije su tuo eksperimentu,
bus sudaryti i§ erdvés 2 elementariuju ivykiu, t. y. bus aibés 2 poaibiai. Koks
nors ivykis A ivyksta tada ir tik tada, kai ivyksta kuris nors i$ elementariuju
ivykiu, i8 kuriu sudaryta aibé A. Ivykis, kuris visada ivyksta, kai ivyksta bet
kuris i§ erdvés €2 elementariuju ivykiu, yra butinas. Todél butinas ivykis zy-
mimas 2. Negalima ivyki atitinka tuscia elementariuju ivykiu aibé, todél jis
zymimas &.

Pabrésime, kad ne kiekviena aibés €2 poaibi laikysime jvykiu, nes prieSingu
atveju susidurtume su esminiais matematiniais sunkumais. Taciau prie to
klausimo dar grisime 9 skyrelyje. Visu galimu ivykiu aibe zymésime A.

Erdvés (2 elementus kartais vadinsime taskais.

4. VEIKSMAI SU IVYKIAIS

Sakykime, duota fiksuota elementariuju ivykiu erdvé € ir sistema A jos po-
aibiu, laikytinu ivykiais. Panagrinésime kai kuriuos rysius tarp ivykiu.

Sakysime, kad ivykis A yra ivykio B dalis, arba atskiras atvejis, jei, ivykus
ivykiui A, kartu ivyksta ir ivykis B. Tai reiskia, kad kiekvienas elementarusis
ivykis, ieinantis i ivyki A, jeina ir i ivyki B, t. y. elementariuju ivykiu aibé
A yra elementariuju ivykiu aibés B poaibis (dalis). Rasysime A C B arba
BDA.

1 pavyzdys. Metame lo§imo kauliuka. A — dvieju akuciu atsivertimas, B
— lyginio akuciy skaiciaus atsivertimas. Aisku, kad A C B.

Si rysi tarp dvieju jvykiu, o véliau ir aibiu veiksmus, pailiustruosime geo-
metriskai vadinamosiomis Veno diagramomis (7zr. 2 pav.). Tarkime, kad at-
sitiktinai parenkame bet kuri kvadrato taska. Elementariuju ivykiu aibe 2
atitiks visu kvadrato tasku aibé. Toliau tarkime, jog ivykis A yra tasko pa-
rinkimas i$ srities, pazymétos taip pat raide A, o ivykis B — i$ srities B. Jei
ivykis A yra ivykio B dalis, tai sritis A telpa srityje B (2 pav., a).

Atkreipsime démesi, kad teisingos formulés: & C A C Q, A C A, kai A
yra bet kuris jvykis. Jei A, B,C —jvykiaiir A C B,B C C, tai A C C (zenklo
C tranzityvumo savybeé).

Ivykiu lygybe zymésime zenklu =. Du jvykiai yra lygus, jei juos suda-
rancios elementariuju ivykiu aibés yra lygios. Teisingas teiginys: jei, ivykus
ivykiui A, ivyksta ir ivykis B, o ivykus ivykiui B, ivyksta ir ivykis A, tai tie
ivykiai yra lygus. Simboliais: jei A C B ir B C A, tai A = B. lvykiu lygybé
turi savybes: A = A (refleksyvumas); jei A = B, tai B = A (simetriskumas);
jei A= B ir B=C, tai A= C (tranzityvumas).
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Dvieju ivykiu A ir B sqjunga (arba suma) vadinsime ivyki, kai ivyksta
bent vienas i§ ivykiu A ir B. Kitaip sakant, ivykiu A ir B sajunga yra ivykis,
sudarytas i§ visu elementariuju ivykiu, priklausanciu bent vienam i§ ivykiu
A ir B, t. y. elementariyju jvykiu aibiu A ir B sajunga (suma). Zymésime
AU B. Analogiskai apibréziama ir didesnio ivykiu skai¢iaus sajunga. Bet ku-
rios baigtinés arba skai¢ios ivykiu sistemos {Ax, A € A} sajunga (suma)
vadinsime ivyki, kai ivyksta bent vienas i$ tos sistemos ivykiu. Tai vel yra
atitinkamu elementariuju ivykiu aibiu sajunga. Zymeésime

U Ay.

AEA

AcB AUB

AL

b

ns A\ B

2 pav.



20 Tikimybés savoka

Sistemos {Ayq, ..., A, } sajunga Zymeésime

AU ... UA,, arba UAk'
k=1

Skaicios jvykiu sistemos {A;, Az, ...} sajunga Zymeésime

AiUAsU ..., arba UAk'
k=1

Pats veiksmas yra vadinamas ivykiu jungimu (arba sudétimi).
Geometriné iliustracija 2 pav., b.

2 pavyzdys. Darbininkas gamina detales tekinimo staklémis. IS pagamintuy
detaliy krtivos imame viena detale. Ji gali buti arba gera — atitikti techninius
reikalavimus, arba niekalas. Bloga ji gali buti dél triju priezas¢iu: a) darbininko
kaltés, b) stakliu gedimo, ¢) netinkamo ruosinio, i§ kurio buvo gaminama detalé.
Pazymékime raide A jvyki, kad paimta detalé yra bloga, raide A; — ivyki, kad
ji bloga dél pirmosios, A2 — dél antrosios, A3 — dél treciosios priezasties. Tada
A= A1 U A2 U A3.

Jungimo savybés: AU B = B U A (komutatyvumas), (AU B)UC =
= AU (BUQC) (asociatyvumas). Jeigu A C B, tai AU B = B; specialiais
atvejais JUA=A, AUQ=Q, AUA = A.

Dvieju ivykiu A ir B sankirta (pjuviu) vadinsime jvyki, kai kartu ivyksta
abu jvykiai A ir B. Kitaip sakant, ivykiu A4 ir B sankirta yra jvykis, sudarytas
is visu elementariuju ivykiu, priklausanciu ir A, ir B, t. y. elementariuju ivy-
kiy aibiu A ir B sankirta (pjuvis). Zymésime A N B. Bet kurios baigtinés
arba skaicios jvykiu sistemos {4y, A € A} sankirta vadinsime jvyki, kai kartu
ivyksta visi tos sistemos jvykiai. Ji yra atitinkamu elementariuju ivykiu aibiu
sistemos sankirta. Zymésime

ﬂ Ay.

AEA

Baigtinés jvykiu sistemos {4, ..., 4,,} sankirta zZymésime

AiN..NA,, arba ﬂAk’
k=1

o skaicios ivykiu sistemos {A;, A, ...} sankirta —

A1 NAyN..., arba ﬂAk.
k=1

Geometriné iliustracija 2 pav., c.
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3 pavyzdys. Metame losimo kauliuka. A — jvykis, kai atsivercia lyginis
akuciu skaicius, B — atsivercia akuciu skaic¢ius, kartotinis 3. Sankirta AN B — jvykis,
kai atsivercia 6 akutés.

Kirtimosi savybés: AN B = BN A (komutatyvumas), (AN B)NC =
= AN (BNC) (asociatyvumas). Jei A C B, tai AN B = A; specialiais
atvejais 9NA=0, ANQ=A, AnA=A.

Jungimo ir kirtimosi veiksmai susieti lygybémis (AUB)NC = (ANC)U
U(BNC) ir (ANB)UC = (AUC)N(BUC) (distributyvumas). Tos lygybeés yra
teisingos ir bendresniais atvejais. Jei {Ax, A € A} yra kokia nors (baigtiné
arba skaiti) ivykiu sistema, B — bet kuris jvykis, tai teisingos lygybeés

(U A\)NB= U(AAmB), (ﬂ A\ UB= ﬂ(AAuB).

AEA AEA AEA AEA

Ivykiai A ir B vadinami nesutaikomais, jeigu jie negali ivykti kartu, t. y.
ju sankirta yra negalimas ivykis AN B = @.

Dvieju ivykiu A ir B skirtumu vadiname ivyki, kai ivykis A ivyksta, o
ivykis B nejvyksta. Kitaip sakant, A ir B skirtumas yra ivykis, sudarytas i§
visu elementariuju ivykiu, priklausanc¢iu A, bet nepriklausané¢iu B. Vadinasi,
ivykiu A ir B skirtumas yra elementariuju ivykiu aibiu A ir B skirtumas. Ji
zymésime A\B. Pati §i veiksma vadinsime atimtimi.

Geometriné iliustracija 2 pav., d.

4 pavyzdys. Metame du losimo kauliukus. Tarkime, kad A yra ivykis
”abieju kauliuky atsivertusiu akuc¢iy suma yra lygine”, B — ivykis ”abieju kauliuku
atsivertusiu akuciu skaiciai yra lyginiai”. Tada A\B reik$ ivyki ”abieju kauliuky
atsivertusiuy akuciy skaiciai yra nelyginiai”.

5 pavyzdys. ISstudentu grupés reikéjo iSrinkti atstova i delegacija. I8
pradziu buvo manyta ji rinkti i$ studentu, iSlaikiusiu visus sesijos egzaminus. Tar-
kime, kad A yra ivykis, kai atstovas buvo isrinktas is tokiu studentu. Véliau buvo
nutarta, kad netinka siusti delegato, gavusio bent viena trejeta. Pazymékime raide
B ivyki, kai atstovas renkamas i§ studentu, iSlaikiusiu bent viena egzamina trejetui.
Tada A\B reiskia jvyki, kai delegatas renkamas i§ studentu, gavusiu per egzaminus
tik ketvertus arba penketus.

Atimties savybés: A\B = A\(A N B); jeigu A C B, tai A\B = J; spe-
cialiu atveju @\A = @, A\Q = &, A\A = J; jeigu AN B = & (ivykiai
nesutaikomi), tai A\B = A4; (A\B)UB = AU B; (A\B)U B = A tada ir
tik tada, kai B C A; distributyvumo savybé: (A\B)NC = (ANC)\(BNCOC).
Dvieju jvykiu sankirta galima isreiksti atimtimi: AN B = A\(A\B).

Tvykis Q\ A yra vadinamas ivykiu, priesingu ivykiui A. Jis Zymimas A°€.
Ivykis A yra elementariuju ivykiu aibés A papildinys iki 2.

Zr. 2 pav., e.

Aisku, kad (A°)¢ = A, t. y. ivykis, priesingas A°, yra pats ivykis A. Ivy-
kiams A ir A¢ tinka lygybés AUA® = Q, ANA° = & (A ir A° — nesutaikomi).



22 Tikimybés savoka

Teisingos ir §ios lygybés: (AU B)¢ = A°N B¢, (AN B)¢ = A°U B°. Jas gali-
ma apibendrinti: jei {Ax, A € A} yra bet kokia (baigtiné arba skaiti) ivykiu

sistema, tai
(U =45 (Na)=U 4

AEA AEA AEA AEA

Pastarieji rysiai vadinami Morgano! lygybémis. Dvieju ivykiu skirtuma gali-
ma isreiksti ir sitaip: A\B = AN B°.

Matome, kad ¢ia galime vartoti dvejopus terminus — tikimybiu teorijos ir
aibiu teorijos. Galima sudaryti ”Zzodyna”, nustatanti atitikti tarp abieju tipu
terminy. Dalis jo atrodo Sitaip:

Ivykis Aibé Zymuo
Tvykis Visu elementariuju ivykiu aibés

poaibis A, B, ...
Batinas Visu elementariuju ivykiu aibé Q
Negalimas Tuscia elementariuju ivykiu aibeée %)
A yra atskiras ivykio
B atvejis A yra B poaibis ACB
A arba B (bent vienas i§ ju) A ir B sajunga AUB
A ir B (abu kartu) A ir B sankirta ANB
Nesutaikomi jvykiai A ir B neturi bendru elementuy ANB =&
A jvyksta, o B neivyksta A ir B skirtumas A\B
Priesingas ivykiui A A papildinys iki 2 A¢

5. KLASIKINIS TIKIMYBES APIBREZIMAS

Remiantis kasdienine patirtimi, nesunku suvokti, jog ivairius ivykius galima
palyginti pagal ju galimumo laipsnj. Jei, sakysime, tarp loterijos laiméjimu
yra 5 automobiliai ir 200 radijo aparatu, tai islosti radijo aparata yra daugiau
galimybiu (labiau tikétinas jvykis), negu islosti automobili. Pataikyti i taikini
i§ mazesnio atstumo yra daugiau Sansu negu i$ didesnio. Kiekvienam ivykiui
galime priskirti skaiciu, kuris apibudintu jo galimybeés laipsni, btitu jo atsitik-
tinumo matas. Tai ir bus tikimybeé, apie kuria jau kalbéjome 2 skyrelyje. Ten
jos savoka ivedéme, remdamiesi statistiniais samprotavimais, eksperimentu.
Taciau kai kuriais nesudétingais atvejais tikimybe galime nusakyti gana pa-
prastai. Taip yra, kai tinka vadinamasis klasikinis tikimybeés apibrézimas,

1 Augustus de Morgan (1806-1871) — angly matematikas.
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buves tikimybiu teorijos pagrindu nuo pat jos atsiradimo iki §io amziaus pra-
dzios.

Klasikinis tikimybés apibrézimas yra pagristas ivykiu vienodo galimumo,
arba vienodo tikétinumo, savoka. Si savoka taip pat laikoma pirmine. Paais-
kinsime ja pavyzdziais.

1 pavyzdys. Tarkime, kad dézéje yra ivairiuy spalvu rutuliai. Jie visiskai vie-
nodi, skiriasi tik spalva. Rutuliai sumaiSyti. Neziurédami traukiame viena rutuli.
Neturime jokio pagrindo manyti, kad yra daugiau galimybiu iStraukti kurj nors
rutuli. Vadinasi, galime tvirtinti, kad kiekvieno rutulio istraukimas yra vienodai
galimas.

2 pavyzdys. Tarkime, kad loSimo kauliukas yra tiksliai simetriskas geo-
metrinis kinas, padarytas is vienalytés medziagos, be to, akutés jame pazymeétos
taip, kad negadintu simetriskumo (pavyzdziui, pazymétos nesvariais dazais, o ju
sluoksnis yra nulinio storio). Atsitiktinai metant kauliuka, kiekvienos sienelés atsi-
vertimo galimybés visiSkai vienodos. Vadinasi, galime manyti, kad 1, 2, 3, 4, 5, 6
akuciu atsivertimai yra vienodai galimi ivykiai.

3 pavyzdys. Metame idealia moneta. Ji simetriska, pagaminta i$ vienalytés
medziagos, tik vienoje puséje yra herbas, kitoje — skai¢ius. Taciau jie pazyméti taip,
kad moneta vistiek butu simetriska. Tada herbo ir skaiCiaus atsivertimas yra vie-
nodai galimi jvykiai.

Realios monetos ir realiis losimo kauliukai yra tik apytiksliai simetriski. Todél
ir atitinkami jvykiai yra tik apytiksliai vienodai galimi.

Tarkime, kad kokio nors eksperimento elementariyju ivykiu aibé Q yra
sudaryta i§ s vienodai galimu elementariuju ivykiu. Naturalu laukti, kad,
atlikus dideli skai¢iu n bandymu, kiekvienas konkretus elementarusis jvykis
ivyks mazdaug n/s kartu. Jo statistinis daznis svyruos apie 1/s. Tai rodo ir
praktiné patirtis. Todél kiekvieno konkretaus elementariojo ivykio tikimybe
galime laikyti skai¢iu 1/s. Vadinasi, jei, atliekant eksperimenta, gali jvykti
s elementariuju jvykiu, tai ekvivalentiis yra teiginiai: a) tie ivykiai vienodai
galimi; b) kiekvieno ju tikimybé yra 1/s.

Metant moneta, herbo ir skai¢iaus atsivertimo tikimybeés lygios 1/2. Me-
tant losimo kauliuka, akuciu 1, 2, 3, 4, 5, 6 atsivertimo tikimybeés lygios 1/6.
Jei dézéje yra 10 vienodu rutuliu, kurie skiriasi tik spalva, tai, atsitiktinai
traukiant i§ dézés rutuli, kiekvieno konkretaus rutulio istraukimo tikimybé
yra 1/10.

Vél tarkime, kad, atliekant eksperimenta, gali ivykti s vienodai galimu
elementariuju ivykiu. Imkime ivyki A, sudaryta i§ r elementariuju ivykiu.
Pastarieji daznai vadinami palankiais ivykiui A. Aisku, Sio ivykio statistinis
daznis svyruos apie skai¢iuy r/s. Jo tikimybe galésime laikyti P(A) = r/s.
Taigi ivykio A tikimybé yra lygi palankiu ivykiui A ivykiu skai¢iaus ir visu
vienodai galimu elementariuju ivykiu skai¢iaus santykiui.

4 pavyzdys. Dézéje yra 4 balti ir 6 juodi rutuliai, kurie skiriasi tik spalva.

Traukiame atsitiktinai viena rutuli. Sie Zodziai reiskia, kad galimybés istraukti kiek-
viena rutuli yra vienodos. Rasime tikimybe, kad istrauktas rutulys bus baltas. Ele-
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mentariuju ivykiu aibé yra sudaryta is 10 vienodai galimu ivykiu, o tiriamasis ivykis
— i§ 4. Teskomoji tikimybé lygi 4/10 = 2/5.

5 pavyzdys. Metame losimo kauliuka. Apskaic¢iuosime lyginio akuéiu
skaiGiaus atsivertimo tikimybe. Kaip matéme, visi Se$i elementarieji ivykiai yra vie-
nodai galimi. Palankiu ivykiu yra trys: kai atsivercia 2, 4 arba 6 akutés. Ieskomoji
tikimybe lygi 3/6 = 1/2.

6 pavyzdys. Metame du lo§imo kauliukus. Rasime tikimybe, kad abieju
kauliuky atsivertusiu akuc¢iu suma lygi 8. Kaip matéme i§ 3 skyrelio 3 pavyzdzio,
elementariuju ivykiu aibé sudaryta i§ 36 ivykiu. Jie yra vienodai galimi. Tarp ju
palankiis yra 5 jvykiai. Taigi ieSkomoji tikimybe lygi 5/36.

7Tpavyzdys Meré uzdavinys. Sis uzdavinys iskilo tuo metu, kai
tik kiirési tikimybiu teorija, ir pasitarnavo jos raidai. Meré! XVII a. vidury nag-
rinéjo losimo su kauliukais uzdavinius. Tarp ju buvo ir Sitoks: kokia dazniau buna
akuCiu suma, metant kartu tris losimo kauliukus: 11 ar 127 Jam atrodé, kad abi
kombinacijos turétu buti vienodai daznos, nors ”praktika” rodé kitaip. Samprotavo
jis Sitaip. 11 akuc¢iu suma galima gauti SeSiais skirtingais budais: 6+4+1, 64342,
5+45+1, 5+4+42, 54+343, 4+4+3. Taip pat Sesiais skirtingais budais galima gauti 12
akuciu suma: 64-5+1, 64+4+2, 6+3+3, 5+5+42, 5+4+43, 4+4+4. Apie tai jis parase
Paskaliui. Sis laiskas pateko i istorija.

Paskalis pastebéjo, kad Meré nurodyti ivykiai néra vienodai galimi (net jeigu
kauliukai idealis). Reikia skai¢iuoti ne tik atsivertusiu akuciy suma, bet ir zitiréti,
ant kuriu kauliuku jos pasirodé. Jei sunumeruotume kauliukus ir imtume akutes
atitinkama tvarka, tai matytume, kad kombinacija 6+4+1 pasirodo, kai turime re-
zultatus (6, 4, 1), (6, 1, 4), (4, 6, 1), (4, 1, 6), (1, 6, 4), (1, 4, 6), o kombinacija
4+4-4+4 pasirodo tik viena karta.

Vartodami Siuolaikine terminologija, turime sudaryti elementariuju ivykiu erd-
ve. Tai bus visi galimi trejetal (w1, ws,ws), kur wy yra pirmojo, ws — antrojo, ws —
treciojo kauliuko atsivertusiu akuciu skaicius. Natturalu manyti, kad elementarieji
ivykiai vienodai galimi. Ju i§ viso yra 6% = 216. Tarp ju palankiis pirmajam jvykiui
yra §ie: (6, 4, 1), (6, 3, 2), (6, 2, 3), (6, 1, 4), (5, 5, 1), (5, 4, 2), (5, 3, 3), (5, 2, 4),

(5 1, 5) (4 6, 1), (4, 5, 2), (47 4, 3), (47 3, 4) (4 2, 5)7 (4 1, 6), (3 ), (3 5, 3),
(37 4, 4), (3,3 5) (3 2, 6) (2 6, 3) (2 5, 4) (2 4, 5), (2 3, 6), (17 6, 4), (1, 5, 5),
(1, 4, 6), is viso 27 jvykiai. Palanktis antrajam jvykiui: (6, 5, 1), (6, 4, 2), (6, 3, 3),
(6,2, 4), (6,1, 5), (5,6, 1), (5,5, 2), (5, 4, 3), (5, 3 4), (5,2, 5), (5, 1, 6), (4, 6, 2),
(4, 5, 3), (4,4, 4), (4, 3,5), (4, 2, 6), (3,6, 3), (3,5,4), (3,4, 5), (3, 3, 6), (2, 6, 4),
(2, 5,5), (2, 4, 6), (1, 6, 5), (1, 5, 6), i§ viso 25 1vyk1a1 Atitinkamos tikimybés yra
27/216, 25/216.

Tiesiog i$ apibrézimo iSplaukia sitokios tikimybés savybeés.

1. Kiekvieno ivykio A tikimybé tenkina nelygybes 0 < P(A) < 1.

2. Bitino jvykio tikimybée P(2) = 1.

3. Negalimo ivykio tikimybe P(&) = 0.

4. Jei ivykis A yra ivykio B atskiras atvejis: A C B, tai P(A) < P(B).
Kad jrodytume nelygybe, pakanka pastebéti, jog skaicius elementariuju

! Chevalier de Méray (1607-1648) — pranciizu filosofas ir literatas.



Kelios kombinatorikos formulés 25

ivykiu, palankiu ivykiui A, yra ne didesnis uz skaic¢iu ivykiu, palankiu
ivykiui B.

5. Jei ivykis A yra dvieju nesutaikomu ivykiu A; ir As sajunga: A =
= A; U As, tai P(A) = P(A;1) + P(As) (tikimybiu sudéties teorema). Tai
taip pat lengvai irodoma, nes skaicius elementariuju ivykiu, palankiu A, yra
elementariuju jvykiu, palankiu Ay ir Aj, skaiciy suma.

Sis teiginys yra teisingas ir keliems kas du nesutaikomiems ivykiams. Iro-
doma taip pat. Be to, ji galima irodyti, remiantis ka tik irodyta lygybe ir
matematinés indukcijos metodu.

6. Teisinga lygybé P(A°) =1 — P(A).

Ivykiai A ir A° yra nesutaikomi, be to, AUA® = Q. Todél P(A)+P(A°) =
=P(Q)=1.

6. KELIOS KOMBINATORIKOS FORMULES

Elementariojoje tikimybiu teorijoje, kai tinka klasikinis tikimybés apibrézi-
mas, tenka skai¢iuoti visus vienodai galimus ir palankius atvejus. Jei tokiu
atveju nedaug, juos suskaic¢iuoti nesunku. Pakanka iSvardyti visus galimus
atvejus ir i§ ju iSrinkti palankiuosius. Kai elementariyju ivykiu daug, tenka
ieskoti ivairiu taisykliu, palengvinanciu ta darba. Tada labai pravercia kom-
binatorika.

Tarkime, kad turime keleta elementu a1, as, ..., a,. Bet kuris duotuju ele-
menty rinkinys ag,, ag,, ..., ax, yra vadinamas junginiu (kombinacija). Tarp
parinktuju elementu gali buti ir pasikartojanciu; ju tvarka gali buti svarbi,
gali ir neturéti reikSmés.

Daznai tenka skaiciuoti, kiek junginiu galima sudaryti i§ duotuju elementu
pagal kokia nors taisykle. Tokius uzdavinius paprastai vadiname kombinato-
riniais, o juos nagrinéjanti matematikos skyriu — kombinatorika (nuo lotynu
kalbos zodzio ”combinare” — jungti, risti (po du)).

Pagrindinés junginiu rusys yra gretiniai, kéliniai ir deriniai. Jie gali buti
su pasikartojimais (kai kurie elementai junginiuose pasikartoja) ir be ju (visi
junginio elementai yra skirtingi).

Isspresime keleta paprasciausiu kombinatorikos uzdaviniu.

1. Elementu junginiai i§ ivairiu aibiu. Tarkime, kad
turime r baigtiniu aibiu: pirmojoje aibéje yra n; elementu a1, a12, ..., @1n,,
antrojoje — ng elementu as1, as, ..., Gon, ir t. t., paskutingje r-ojoje aibéje — n,
elementy a,1, aro, ..., Gry,.. Priminsime, kad aibés elementai visada yra laikomi
skirtingais. Visi junginiai po r elementu a;, , a2;,, .., @y, taip sudaromi, kad i
kiekviena jungini jeitu po viena elementa is kiekvienos aibés: pirmasis junginio
elementas turi biiti i§ pirmosios, antrasis — i§ antrosios ir t. t., r-asis — i§
r-osios aibeés.

Nesunku suskaic¢iuoti, kiek bus tokiu junginiu. Pirmaji junginio elementa
a1;, galime parinkti i§ pirmosios aibés n; budu, antraji ag;, galime parinkti
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iS antrosios aibés my budu ir t. t., paskutini a,;, galime parinkti n, budu.
Todél visu junginiy skai¢ius yra ninso...n,.

Pazymeékime duotasias elementu aibes Aq, Ag, ..., A,. Imkime tu aibiu
(Dekarto!) sandauga A; x Ay x ... x A,. Sandaugos elementai sudaryti is
visuy galimu ka tik nagrinétu junginiu, taigi ju skaic¢ius yra ning...n,.

Panagrinékime specialu atveji, kai aibés A; = ... = A, = A ir aibé A
turi n elementu ay,asg, ..., a,. I8 aibés A iSrenkame kuri nors elementa a;, .
Ji graziname atgal. Po to renkame kita elementa a;,. Vél graziname atgal.
Taip tesdami, po r operaciju gausime jungini a;,, a,, ..., a;.. Tokie junginiai
vadinami gretiniais su pastkartojimais iS n elementu po r elementu. Ju skai-
Cius yra n”. Gretiniy su pasikartojimais skaic¢ius yra lygus aibiu sandaugos
Ax Ax...x A= A" elementy skaic¢iui.

2. Gretiniai be pasikartojimu. Duota aibé i§ n elementu
ai,as, ..., an. Gretiniu be pasikartojimy is n elementu po r elementu vadina-
mas bet kuris sutvarkytas duotosios aibés poaibis i§ r elementu a;, , a;,, ..., @i,;
du gretiniai skiriasi arba paciais elementais, arba ju tvarka; elementai ne-
gali pasikartoti tame paciame gretinyje. Gretinius be pasikartojimu galime
gauti ir Sitokiu buidu. IS pradziu bet kaip parenkame a;, i§ n aibés elementu
ir jo nebegraziname. Po to renkame antraji gretinio elementa a;, is likusiu
n — 1 aibés elementu, jo taip pat negraziname, ir t. t. Pagaliau renkame
r-aji gretinio elementa a,  i§ likusiu n — r + 1 duotosios aibés elementuy.
Taigi visu gretiniu be pasikartojimu i$ n elementu po 7 elementu skaicius yra
Al =n(n —1)...(n —r 4+ 1). Sis zymeéjimas kiles i$ pranctizu kalbos zodzio
7arrangement”. Jei susitartume sandauga 1-2-...-m Zymeéti m! (skaiciaus
m faktorialas), tai gautaja formule galétume uzrasyti Sitaip:

n!
Al = ————.
" (n—r)!

Kair = n, pastaroji formulé taip pat turés prasme, jei susitarsime, kad 0! = 1.

3. Kéliniai be pasikartojimu. Duota aibé is n elementy.
Kiekviena tu elementu seka, sudaryta i§ visu n elementu be pasikartojimu,
vadinama kéliniu be pasikartojimy i n elementu. Kiek ju yra? Ju skai¢ius
yra lygus skai¢iui budu, kuriais galima sutvarkyti duotosios aibés elementus.
Tai bus gretiniai i§ n elementu po n elementy be pasikartojimu. Ju skaicius
P, = Al = nl. Cia P primena lotyny kalbos zodi ”permutatio”.

4. Deriniai be pasikartojimu. Duotan elementy aibé.
Deriniu is n elementu po r elementu be pasikartojimy vadinamas bet kuris tos
aibés poaibis, sudarytas i§ r elementu. Pabrésime, kad ¢ia elementu tvarka
néra svarbi. Rasime deriniu be pasikartojimu i8 n elementu po r elementu
skaiciy C7 . Cia C i§ pranciizy kalbos zodzio ” combinaison”.

! René Descartes (1596-1650) — pranciizy matematikas, fizikas ir filosofas. Jo
vardu daznai vadinama aibiu sandauga, kad ja butu galima atskirti nuo aibiy sankir-
tos, kuri kartais taip pat vadinama sandauga.
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Imkime kuri nors derini be pasikartojimu i§ r elementu. Perstatinédami
jo elementus, galime gauti r! gretiniu be pasikartojimu. Padare ta pati su
visais deriniais, gausime visus gretinius i§ n elementu po r elementu be pasi-
kartojimu. Vadinasi, 4] = C}, - rl. I§ ¢ia

rl 7! Corl(n—1)!

CT:Ag_n(n—l)...(n—r—l—l)_ n! (n)
I8 pastarosios formulés iSplaukia lygybé C), = C'~". Papildomai apibrésime

CY, laikydami ji lygiu 1. Sie skaiciai yra koeficientai vadinamojoje binomo

formuléje
n
n n kin—k
(a+0) —Z(k)ab .
k=1
5 Kéliniai su pasikartojimais. Duota aibé
i§ k elementu aq, as, ..., ax. Tarkime, kad 71,73, ..., 7% yra naturalieji skaiciai,
n=ry+re+ ..+ 1. Kéliniais su pasikartojimais i8 n elementu, kuriuose
a1 pasikartoja 1 kartu, as pasikartoja ro kartu ir t. t., ap pasikartoja rg
kartu, vadinami gretiniai su pasikartojimais, kuriuose tie elementai pasikar-
toja nurodyta skai¢iu kartu. Koks ju skaicius P(r1,7a,...,7%)7
Imkime k elementuy grupiu, kuriu pirmoji sudaryta i§ r; elementu biq,
bi2, ..., b1y, , antroji —is ro elementu bay, bag, ..., by, ir t. t., k-0ji —i8 r, elemen-
tu b1, bz, ..., brr, - Kadangi skaicius buduy, kuriais elementus b11, b2, ..., bir,
galima iSdéstyti n vietose, yra (Z), skai¢ius budu, kuriais elementus boq,

ba2, ..., bay, galima iddéstyti n — ry vietose, yra (”;2”) ir t. t., tai

P(ri,ro, .y m) = (n)(n_rl) (n—h — . —rk,l) _

1 T2 Tk
B n! (n—m)! B n!
Corlln—r)! rl(n—ry — 1)) ol

Sie skaiGiai yra koeficientai formuléje, kuri apibendrina binomo formule,

n n!
(a1 +as+...+ap)" = E
r1>0,r9>0,...,r, >0
ri4rot.4rg=n

T1!’/‘2!...7‘k!

Nagrinéjamasis uzdavinys yra ekvivalentus tokiam uzdaviniui: turime n
skirtingu objektu ir k dézuciy; reikia taip sudélioti objektus i dézutes, kad i
j-aja dézute (j = 1,..., k) patektuy r; objektu, n = rq + ... + ry. Tai galima
padaryti P(ry,...,7x) budu.

6. Deriniai su pasikartojimais. Duota n skirtingu
elementu. I3 ju sudarome junginius po r elementu, leisdami elementams karto-
tis. Elementu tvarka junginiuose neturi reikdmés. Tokius junginius vadiname
deriniais su pasikartojimais iS n elementu po r elementu. Rasime ju skaiciu.
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Tarkime, kad elementai, i§ kuriu sudaromi deriniai su pasikartojimais, yra
ai,asg, ..., a,. Sudarykime lentele

ay, a2, ..., GQn,
ay, G2, ..., OQn,
ay, a2, ..., GQn,

kurioje yra r eilu¢iu. IS pirmosios eilutés imsime kuri nors elementa; i§ ant-
rosios imsime elementa, arba esanti po pirmuoju, arba i deSine nuo jo; i tre-
Ciosios imsime elementa, esanti arba po elementu, paimtu iS antrosios eiluteés,
arba i deSine nuo jo, ir t. t. Taip galime gauti bet kuri derini su pasikartojimais
i§ n elementu po r. Ju skai¢ius bus lygus skai¢iui deriniu be pasikartojimu,
sudarytu is lentelés

b17 627 ) bny
b27 b37 ey bn+17
br7 br-‘rla ceey bn+r—1

elementu, imant po viena i§ kiekvienos eilutés. Taigi ieSkomasis skaicius yra

. n+r—1
"+T_1:( r )

Naudodamiesi Sia formule, galime iSspresti ir Sitoki uzdavini. Tarkime,
kad turime n vienodu objektu, kuriuos reikia isdélioti i r dézuciu. Kiekvienas
isdéstymas yra apibudinamas skai¢iumi objektu, patekusiu i atitinkama deé-
Zute, ir aprasomas kombinacija (n1,na, ..., n,); ¢ia ny — objektu skaicius k-oje
dézutéje. Visu tokiu isdéstymu skaicius yra

(n+r—1>
r—1 /°

Jei papildomai reikalautume, kad né viena dézuté nebutu tuséia (t. y.
ng >0, k=1,...,r; tada butinai n > r), tai isdéstymu skaicius bty

(7-1)
r—1
(irodykite!).

Ka tik jrodytos formulés labai pravercia, skai¢iuojant tikimybes. Kai ele-
mentu skai¢ius yra nedidelis, nesunku rasti ivairiy skaic¢iu junginiu skaitines
reikSmes. Uzdavinys pasunkéja, kai elementu skaicius yra didelis. Tada skaic¢iu
faktorialams apskai¢iuoti tinka apytikslé vadinamoji Stirlingo! formule. Ga-
lima jrodyti, kad

1 James Stirling (1692-1770) — skotu matematikas.
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_ n . ,—n+o
nl=+vV2mn-n"-e "

kai n yra bet kuris naturalusis skaicius. Cia

< on <

12n+1 12n°

arba, dar tiksliau,
1 1

— < < —r.
12n + %6 on 12 + 232

Sie jverciai yra gana geri: pavyzdziui, naudodamiesi pirmosiomis nelygybémis
ir keturzenklémis logaritmu lentelémis, gauname 9,332 - 10157 < 100! <
< 9,334 -10%7. Yra ir dar tikslesniy Stirlingo formuliu.

7. KELETAS PAVYZDZIU

I8spresime keleta Siek tiek sudétingesniu uzdaviniu.

1. Berniukas zaidzia su sudedamo raidyno 5 raidémis E, I, N, R, S, atsitiktinai
déstydamas jas i eile (atitinkamai atverstas). Kokia tikimybe, kad jis sudés zodi
NERIS?

Elementariaisiais ivykiais laikysime kiekviena kélini i§ tu raidziu. Ju yra 5!, visi
laikytini vienodai galimais. Palankiu atveju yra 1. Todél ieskomoji tikimybeé lygi
1/5!=1/120.

2. Spynoje yra 5 diskai, ant kiekvieno ju uzraSyti skaitmenys 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8, 9. Kiekvienas diskas gali uzimti po 10 padéciu, atitinkanc¢iu duotuosius skait-
menis. Spyna atsirakina tik tada, kai kiekvienas diskas uzima tam tikra konkrecia
padéti spynos korpuso atzvilgiu. Kokia yra tikimybé, kad, atsitiktinai parinkus disku
padétis, spyna atsirakins?

Elementariaisiais ivykiais laikysime kiekviena gretini i§ 5 skaitmenu su pasi-
kartojimais. Jie yra vienodai galimi, o ju skaiGius lygus 10°. Palankiy atvejuy yra 1.
Teskomoji tikimybe 1/10° = 0,00001.

3. Gaminiy partijoje yra n vienetu, tarp ju m blogu. I tos partijos atsitiktinai
parenkama r(r < n) gaminiu. Kokia tikimybeé, kad tarp ju bus s(s < r) blogu?
Elementariaisiais ivykiais laikysime kiekviena derini i n gaminiu po 7. Ju bus

(f) Visi jie laikytini vienodai galimais. Suskai¢iuosime palankiu elementariuju

ivykiu skai¢iu. s blogu gaminiu i§ m turimu galime parinkti (’:) budu, o r —

n—m

—s geru i§ n — m geru galime parinkti ( ) budu. Todél palankiu atveju bus

T—5

(m) ("77”). Vadinasi, ieSkomoji tikimybé yra

@
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4. Loterijoje yra 100 bilietu ir 25 laiméjimai. Pirkau tris bilietus. Kokia tikimy-
bé, kad bent vienas pirktas bilietas islos?
Apskaiciuosime priesingo ivykio tikimybe, — kad né vienas pirktuju bilietu nelai-

100

més. Elementariuju ivykiu aibé sudaryta is§ ( 3

) vienodai galimu ivykiu; kadangi

neislosia 75 bilietai, tai palankiu prieSingajam jvykiui atveju bus (735>. Teskomoji

1- (735> / (13()) =0,5824...

5. Piniginéje yra 4 banknotai po 10 Lt, 3 banknotai po 20 Lt, 3 banknotai
po 50 Lt ir 2 banknotai po 100 Lt. Atsitiktinai i§ piniginés iStraukiame keturis
banknotus. Rasime tikimybe, kad istrauktu banknotu bendra verté bus 130 Lt.

Elementariuju ivykiu aibé sudaryta is (142) ivykiu. Laikysime juos vienodai
galimais. Apskai¢iuosime palankiu atveju skaic¢iu. 130 Lt galime gauti, paéme du 50
Lt, viena 20 Lt ir viena 10 Lt banknotus arba viena 100 Lt ir tris 10 Lt banknotus.
Is 3 penkiasdesimtliciy banknoty 2 galime parinkti (g) buduy, i§ 3 dvidesimtli¢iu

tikimybe

1 galime parinkti (?) bidu ir i§ 4 desimtli¢iu 1 galime parinkti (;1) budu; i§ 2
Simtalic¢iu banknotu 1 galime parinkti (f) budu ir i§ 4 desimtli¢iu 3 galime parinkti
(g) buduy. Palankiu atveju yra i§ viso (3) (‘:’) (‘11) + (f) (é) . Ieskomoji tikimybé

OO +HE) _ 4

() o

Spresdami §i uzdavini, galéjome remtis ir 5.5 savybe.

6. Statistin¢je fizikoje dalelés momentiné biisena (vieta, impulsas ir t. t.) nusa-
koma jos koordinatémis daugiamatéje fazinéje erdvéje. Sakykime, turime n daleliy.
Padalijame fazine erdve i mazas sritis — lasteles. Tarkime, kad ju bus k. Kiekviena
dalelé pateks i viena lastele. Visos sistemos blisena aprasoma tikimybémis p(ri, 72,
..,Tk), kad j-oje lasteléje bus r; daleliu.

Tarkime, kad daleles galime vienas nuo kity atskirti. Kiekviena is ju gali patekti
i bet kuria lastele. Gauname i$ viso k™ galimu pasiskirstymu, kurie vienas nuo kito
skiriasi arba paciomis dalelémis, arba ju skai¢iumi lastelése. Laikykime tuos pasi-
skirstymus vienodai galimais elementariaisiais jvykiais. Tada

( ) n! 1
T1,T2, ey Th) = —————— —.
PRS2 oo TR = el gl e

Siuo atveju fizikai kalba apie Maksvelo! -Bolcmano? statistika®. Ji gerai apraso duju
molekuliu pasiskirstyma, bet netinka elementariuju daleliu sistemoms. Todél buvo
sukurtos kitos statistikos. Tarkime, kad daleliu negalime atskirti vienu nuo kitu.

! James Clark Maxwell (1831-1879) — angly fizikas.
2 Ludwig Boltzmann (1844-1906) — austru fizikas.
3 Matematikoje statistika suprantama kas kita (zr. IV skyr.).
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Todél dabar teigiame, kad atvejai, kai dalelés pasikeicia savo vietomis lastelése, yra
tapatus: svarbu tik, kiek daleliu pateko i lasteles, bet nesvarbu kurios. Manome,
kad kiekvienas toks pasiskirstymas yra vienodai galimas elementarusis jvykis. Ju

n+k—1
n

skaicius yra ( ) (deriniai su pasikartojimais). Tada

p(ri, 72, .y Tk) = 1/<n+7lz - 1).

Turime Bozés'-Einsteino? statistika. Ji gerai aprago fotony, atomu branduoliy ir
atomu, turin¢iu lygini elementariuju daleliu skaiciu, sistemas.

Kitoms sistemoms aprasyti reikalinga dar viena statistika. Pareikalausime, kad
vienoje lasteléje nebuituy daugiau kaip viena dalelé (todeél turi buti n < k). Pasiskirs-
tymas apraSomas, nurodant, kuriose lastelése yra dalelés. Kadangi yra k lasteliu ir n

daleliu, tai galimi (Z) pasiskirstymu. Laikysime juos vienodai galimais. Gauname

k . .
0 kitais atvejais.
Turime vadinamaja Fermio®-Dirako? statistika. Ji tinka elektronu, protonu, neut-
rony sistemoms aprasyti.

8. "GEOMETRINES” TIKIMYBES

Iki Siol kalbéjome apie baigtines elementariuju ivykiu erdves ir ivedéme tiki-
mybeés savoka, kai tiko vienodo galimumo principas. Apibendrindami §j prin-
cipa, lengvai galime jvesti tikimybés savoka ir kai kurioms begalinéms elemen-
tariuju ivykiu erdvéms. Tarp ju bus vadinamosios ”geometrinés” tikimybeés.
I8 pradziu panagrinékime pora pavyzdziu.

1 pavyzdys. Turime atkarpa AB (3 pav.), kurios ilgis 2a. Tarkime, kad
C yra tos atkarpos vidurio taskas. Atsitiktinai parenkame atkarpos taska xz. Kokia
tikimybeé, kad tasko x atstumas nuo tasko C' bus ne didesnis uz d (d < a)?

! Jagadis Chunder Bose (1858-1937) — indy fizikas.

2 Albert Einstein (1879-1955) — zymus pastaruju laiky fizikas, vienas i3 reliaty-
vumo teorijos pradininku.

3 Enrico Fermi (1901-1954) — italu kilmés fizikas, dirbes Italijoje ir JAV, bran-
duolio fizikos specialistas.

4 Paul Adrien Maurice Dirac (g. 1902) — anglu fizikas, vienas i$ kvantu mechanikos
karéjuy.
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3 pav.

Kol kas uzdavinys yra neapibréztas. Mes dar nenusakéme, ka reiskia ”at-
sitiktinai”. Ivesime ir ¢ia vienodo galimumo savoka. Grubiai kalbant, tai reiks,
kad, parinkdami taskus, laikysimés ”demokratijos” principu — visi taskai bus ”ly-
giateisiai”. Tiksliau kalbant, tai reiks, jog ivykis, kad taskas parenkamas is kurio
nors intervalo, esancio atkarpoje AB, ir ivykis, kad taskas parenkamas i§ kito to
paties ilgio intervalo (esanéio, suprantama, taip pat atkarpoje AB), yra vienodai
galimi. Todél naturalu manyti, kad tikimybé parinkti taska i§ kurio nors intervalo
yra proporcinga to intervalo ilgiui. Vadinasi, jei taskai D ir F yra nutole atstumu
d nuo tasko C, tai nagrinéjamoji tikimybeé lygi atkarpu DFE ir AB ilgiu santykiui
2d/2a = d/a.

2 pavyzdys. Tarkime, kad ilgio a atkarpoje AB atsitiktinai ir nepriklau-
somai vienas nuo kito parenkami du taskai. Kokia tikimybé, kad atstumas tarp ju
bus ne didesnis uz d (d < a)?

Naudosimeés §itokiu modeliu. Pazymékime xz; pirmojo tasko, s antrojo tasko
atstumus nuo A. Imkime staciakampe koordinaciu sistema (4 pav.). Abscisiu asyje
atidékime x1, o ordinagiy — 2. Visos galimos tasku (z1, z2) padétys sudarys kvadra-
ta, kurio krastiné a. Taskai, atitinkantys tiriamaji jvyki, sudarys sritj |z1 — z2| < d.

Tarkime, kad $iuo atveju teisingas vienodo galimumo principas. ” Atsitiktinai ir
nepriklausomai” reiks, kad du jvykiai, kai parenkamas taskas i§ dvieju lygiaplociu
kvadrato sri¢iu, yra vienodai galimi. Siuo atveju naturalu teigti, kad tikimybeé, jog
taskas (z1,z2) pateks i kuria nors sriti, yra proporcinga tos srities plotui. Vadinasi,
ieSkomoji tikimybé bus santykis ploto, kurj nuo kvadrato atkerta tiesés z2 = x1 £d,
su viso kvadrato plotu:

2_ =
a

a? a

a’ — (a—d)? d( d).
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Pateiksime bendresni geometriniu tikimybiu apibrézima. Tarkime, jog
nagrinéjame atsitiktini eksperimenta, kurio elementariosios baigtys sudaro
sriti Q s-matéje Euklido! erdvéje R®. Tarkime, kad sritis € turi Lebego? mata
m(2) (kai s = 1, tai bus ilgis, kai s = 2, — plotas, kai s = 3, — turis). Imkime
o algebra A visu aibés € poaibiu A, turin¢iuy Lebego mata mA. Manysime,
kad galioja vienodo galimumo principas: turint dvi sritis A; € A ir As € A,
kuriu matai yra vienodi, o forma ir padétis srityje Q gali skirtis, néra pa-
grindo teigti, kad parinkti taska i$ vienos tu sric¢iu yra daugiau galimybiu,
negu i kitos. Jei §i salyga tenkinama, tai ivykio — atsitiktinai parinkti taska
is srities A — tikimybe laikome santyki mA/(mS2).

Ir sis apibrézimas, nors formaliai ir néra grieztas, gerai derinasi su prak-
tine patirtimi.

Taip apibrézta tikimybé turi panasias savybes, kaip ir klasikinés schemos
tikimybeé. Kai A€ A, Be A, A, € A (k=1,2,...), tai:

1.0 < P(A) < 1;

2. P(Q) =1,

3. P(@) =0;

4. Jei A C B, tai P(A) < P(B);

5. Jei AN B = @, tai P(AU B) = P(A) + P(B);
6. P(A°) =1— P(A);

7.Jei AjNA, =2 (j # k),

Isspresime dar pora uzdaviniu.

3 pavyzdys. Biufono uzdavinys. Horizontalioje plokstumoje
nubrézta sistema lygiagreciu tiesiu, tarp kuriu atstumai yra a. Ant tos plokstumos
atsitiktinai metama ilgio [ (I < a) adata. Reikia rasti tikimybe, kad adata kirs kuria
nors is nubréztu tiesiy.

Pazymékime raide = adatos apatinio galo atstuma iki artimiausios i§ virSaus
lygiagretés (5 pav.), raide ¢ — kampa tarp adatos ir tos lygiagretés. Aisku, = ir ¢
nepriklausomai vienas nuo kito igyja visas reiksmes ribose 0 < o <7, 0 < x < a.
Taigi visos galimos (¢, z) reiksmés sudaro staciakampi, kurio krastinés lygios 7 ir
a, o tiriamasis jvykis jvyksta tada ir tik tada, kai z < Isiny (zr. 6 pav.). Galima
sakyti, kad tinka vienodo galimumo principas. Taigi ieskomoji tikimybé yra

foﬁlsingp dp 2
Ta T ma’

L Edketdn¢ (365-300) — graikuy matematikas.
2 Henry Lebesgue (1875-1941) — pranciizu matematikas, vienas i$ realiuju funk-
ciju moderniosios teorijos kuréju.
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5 pav.

I tikimybeés iSraiska be atstumo a tarp lygiagreciu ir adatos ilgio [ jeina skai¢ius
7. Todél i eksperimentu galima ivertinti jo reikSme. Tam reikia atlikti serija eks-
perimentu, i$ ju rasti adatos kirtimosi su lygiagretémis statistini dazni. Tokiu eks-
perimenty buvo atlikta nemazai (zr. lentele, paimta i§ [26]).

X
a
|,|\'|s sing
0 T ¢
6 pav.

Tie eksperimentai dar karta patvirtina atsitiktiniu reiskiniu statistinio daznio
stabiluma (zinoma, jei nejtariame, kad eksperimentuotojai, i§ anksto zinantys m
reikdme, nutraukia adatos métyma palankiausiu momentu). Antra vertus, matome,
kad kai kuriuos matematikos uzdavinius galime apytiksliai spresti atsitiktiniu ekspe-
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rimentu pagalba. Dabar toks metodas (paprastai vadinamas Monte Karlo! metodu)
gana placiai taikomas sudétingoms algebrinéms, diferencialinéms, integralinéms ir
pan. lygtims, taip pat kitiems matematikos uzdaviniams spresti.

2 lentelé

Eksperimen- Santykis Metimu Pataikymu 7 ivertis
tuotojas l/a skaicius skai¢ius

Volfas, 1850 0,8 5000 2532 3,1596
Smitas, 1855 0,6 3204 1218,5 3,1553
Morganas, 1860 1,0 600 382,5 3,137
Foksas, 1884 0,75 1030 489 3,1595
Lazerinis, 1901 0,83 3408 1808 3,1415929
Reina, 1925 0,5419 2520 859 3,1795

4 pavyzdys. Bertrano? uzdavinys. Spindulio R apskritime
atsitiktinai bréziama styga. Kokia tikimybeé, kad jos ilgis bus didesnis uz Rv/3, t. y.
ibrézto i apskritima taisyklingojo trikampio krastine?

Galimi keli sio uzdavinio sprendimai.

a. Kiekviena styga kerta apskritima dviejuose taskuose. Tarkime, kad abu taskai
yra tolygiai pasiskirste apskritime, o ju padétys — nepriklausomos.

7 pav.

Nemazindami bendrumo, galime laikyti viena i§ tu tasku A (7 pav.) fiksuotu.
Ibrézkime i apskritima taisyklingaji trikampi taip, kad viena jo vir§uné sutaptu su
tasku A. Kitas trikampio vir§unes pazymékime B, C. Antrasis stygos galas gali buti
bet kuris apskritimo taskas. Styga bus ilgesné uz taisyklingojo trikampio krastine,
jel antrasis jos galas bus bet kuris lanko BC' taskas. Ieskomoji tikimybé yra 1/3.

! Nuo Monte Carlo miesto, kuriame yra pla¢iai Zinomi lodimo namai, pavadinimo.
2 Joseph Bertrand (1822-1900) — pranciizu matematikas.
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D £ °

0
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8 pav. 9 pav.

b. Stygos ilgis priklauso nuo jos atstumo iki apskritimo centro ir nepriklauso nuo
krypties. Todél galime manyti, kad styga yra fiksuotos krypties, lygiagreti kuriam
nors skersmeniui DE (8 pav.), o galimi susikirtimo su jam statmenu skersmeniu
taskai yra tolygiai pasiskirste. Atidékime ant pastarojo skersmens nuo centro O i
abi puses po R/2. Gausime taskus F, G. Styga bus ilgesné uz taisyklingojo trikampio
krastine tada ir tik tada, kai ji kirs atkarpa F'G. Ieskomoji tikimybé yra 1/2.

c. Kiekviena styga vienareik§miskai nurodo statmens, nuleisto i ja is centro,
pagrindas. Tarkime, kad galimi tokie taskai yra tolygiai pasiskirste skritulyje. Nu-
brézkime spindulio R/2 apskritima, koncentriska duotajam (9 pav.). Styga bus
ilgesné uz jbrézto taisyklingojo trikampio krastine tada ir tik tada, kai statmens
pagrindas bus mazesniajame skritulyje. IeSkomoji tikimybé yra

m(R/2)* 1
mR2 4
Atrodytu, kad gavome priestaravimus. Todél §is uzdavinys daznai vadinamas
Bertrano paradoksu. Taciau i§ tikruju visi trys sprendimai yra teisingi, nes spren-
déme ne viena, o tris uzdavinius. Uzdavinio salygoje nebuvo tiksliai nusakyta, ka
reiskia ”atsitiktinai bréziama styga”. Kiekviename sprendime atsitiktinuma trakta-
vome skirtingai.
Sis pavyzdys rodo, kad tikimybiu teorijos uzdaviniuose (ne tik geometriniu ti-
kimybiu) visada reikia tiksliai apibrézti, ka reiskia zodis ”atsitiktinai”.

9. TIKIMYBIU TEORIJOS AKSIOMOS

Remdamiesi klasikiniu tikimybés apibrézimu ir jo praplétimu vadinamosioms
geometrinéms tikimybéms, negalime kurti grieztos matematinés teorijos. Tiek
klasikinés, tiek geometrinés tikimybés yra pagristos ne visai griezta vienodo
tikétinumo savoka. Dél to negrieztumo sunku ja naudotis ir, elgiantis ne-
apdairiai, galimos klaidingos iS§vados. Yra ir kitas tos savokos trukumas: ji
taikoma tik gana siaurai atsitiktiniu reiskiniu klasei. Imkime paprasta pa-
vyzdi. Tarkime, kad metamas nesimetriskas losimo kauliukas: jis néra tikslios
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kubo formos, pagamintas i§ nevienalytés medziagos (realus losimo kauliukai
tokie ir yra). Intuityviai aisku, kad bet kurios tokio kauliuko sienelés atsiver-
timas turi stabilu statistini dazni. Tai patvirtina ir eksperimentai. Tuo tarpu
pagal klasikinj tikimybés apibrézima nieko negalima pasakyti apie jo sieneliu
atsivertimo tikimybes.

Norédami paversti tikimybiu teorija griezta matematine disciplina, turime
ja aksiomatizuoti. Taip daroma ir kitose matematikos Sakose. Stai kad ir
geometrija. Ji nagrinéja realaus pasaulio geometrines formas ir ju santy-
kius. Tac¢iau gamtoje neturime nei idealiu apskritimu, nei trikampiu, kuriuos
nagrinéja geometrija. Geometrinis apskritimas ir geometrinis trikampis yra
realiy ”apskritimy” ir realiu ”trikampiu” abstrakcija. Jie atspindi tai, kas
yra esminio realiesiems apskritimams ir realiesiems trikampiams. Geometri-
jos teoremos apie geometriniu figuru santykius atspindi realiu erdviniu for-
mu santykius. Taigi geometrija yra empiriniy geometriniy fakty abstraktus
modelis. Geometrijos aksiomatikoje i§ pradziu jvedamos kelios aibés objektu,
kurie vadinami ”taskais”, ”tiesémis”, ” plokStumomis”. Kokia ju reali prasmé,
mums nesvarbu. Toliau nusakomos savokos ”taskas yra tieséje”, ”taskas yra
plokstumoje”, ”tiesé yra plokStumoje” ir t. t. Dar toliau formuluojami teigi-
niai — aksiomos, kurie nusako svarbiausias sarysiu savybes. Kiti geometrijos
teiginiai — teoremos — yra isvedami dedukciskai i§ aksiomy. Zinoma, aksiomos
parenkamos taip, kad atspindétu realaus pasaulio geometriniu formu svar-
biausias savybes. Visos teorijos teisingumo kriterijus yra praktika.

Panasgiai elgiamés ir tikimybiu teorijoje. Susipazinsime su A. Kolmogorovo
aksiomatika.

Elementariyju ivykiu erdve laikoma bet kuri netuséia aibé 2. Mums ne-
rupi jos prigimtis. Atsitiktiniais jvykiais laikomi tos aibés poaibiai. Taciau ne
visi poaibiai gali buti ivykiais, nes prieSingu atveju, ivesdami tikimybés sa-
voka, susidurtume su dideliais matematiniais sunkumais. Kiekvienam jvykiui
— atitinkamam aibés () poaibiui — priskiriamas skaicCius, vadinamas to ivykio
tikimybe ir turis tam tikras savybes.

Dabar grieztai apibrésime reikalingas savokas.

Norédami formalizuoti kurji nors tikimybiu uzdavini — sudaryti jo mate-
matini modeli, atitinkamam eksperimentui priskiriame aibe 2 su jos poaibiu
o algebra A, t. y. macia erdve {Q, A}. Elementariaisiais jvykiais laikysime ai-
bés Q elementus, atsitiktiniais jvykiais — macias aibes, t. y. sistemos A aibes.
Visi kiti © poaibiai (jei tokiu yra), nepriklausantys A, ivykiais nelaikomi.
yra laikoma butinu jvykiu, @ — negalimu jvykiu. A¢ vadinamas ivykiu, prie-
Singu ivykiui A. Jei dvi aibés A ir B i A neturi bendru elementuy, tai ivykiai
A ir B vadinami nesutaikomais.

Taciau kol kas musu matematinis modelis yra nepilnas. Reikia dar ivesti
tikimybés savoka.

Tikimybe vadiname skaitine funkcija P : A — R, apibrézta o algebroje A
ir tenkinancia aksiomas:



38 Tikimybés savoka

1. Funkcija P yra neneigiama — turi buti P(A) > 0, kai A € A.
2. P(Q) = 1.
3. Funkcija P yra o adityvi: jei sekos A1, Ao, ... kas dvi aibés neturi bendru

elementu, tai
P(U Ak> =3 P(4y)
k=1 k=1

(suprantama, eiluté turi konverguoti).

Jau kalbéjome, kad ivykiais laikome ne visus 2 poaibius. Pasirodo, kad,
paémus platesne uz o algebra poaibiu sistema, ne visada galima ivesti tiki-
mybe.

Jei sistema A yra baigtiné, tai i§ tikimybés pakanka reikalauti tik baig-
tinto adityvumo, t. y. kad 3 aksioma galiotu tik baigtiniam aibiu skaiciui.
Toliau jrodysime (10.1 teorema), kad P(&) = 0. Jei sistema A yra baigtiné,
0 Ay, As, ... yra jos aibiu, kas dvi nedengianc¢iu viena kitos, begaliné seka, tai
tarp tu aibiu nelygiu tusciajai gali buti tik baigtinis skai¢ius.

Trejetas {Q, A, P} yra vadinamas tikimybine erdve. Atitinkama tikimy-
biné erdvé ir yra atsitiktinio eksperimento matematinis modelis.

1 pavyzdys Metame losimo kauliuka. Sio eksperimento matematinis
modelis bus §itoks. Elementariuju ivykiu erdvé sudaryta is SeSiu elementuy 2 =
= {w1,...,ws}. Imame visy jos poaibiu algebra A (ji bus ir o algebra). Kiekvie-
nas 2 poaibis — atsitiktinis jvykis. Ivedame tikimybe P. Jei A = {wy,, ..., wk, }, tai
P(A) = r/6. Nesunku patikrinti, kad aibés funkcija P(A) tenkina aksiomas.

2 pavyzdys. Nagrinésime uzdavini apie dvieju tasku atsitiktini parinkima
ilgio a atkarpoje (8.2 pavyzdys). Cia elementariuju ivykiu erdvé Q yra visuma ploks-
tumos tasku (x1,x2), tenkinanc¢iu nelygybes 0 < 1 < a, 0 < x2 < a. Sudarykime
aibiu o algebra A i§ visu plokstumos maciu Lebego prasme aibiu, telpanciu tame
kvadrate. Aibés A € A tikimybe laikysime mA/a?; ¢ia m reiskia Lebego mata. Jis
tenkina aksiomas.

3 pavyzdys Gana paprastos yra tikimybinés erdvés, kai aibé Q =
= {wr} baigtiné arba skaiti. Tada galime susitarti jvykiais laikyti visus © poaibius
be iSimties. Ju sistema A, kaip nesunku suvokti, yra o algebra. Tikimybe P galime
ivesti Sitokiu bidu. Imkime baigtine arba skaiia seka neneigiamu skaic¢iy pi (tiek,
kiek yra aibéje © elementu) su salyga

S
k

ir pazymékime P({wk}) = pk.
Jei jvykis A = {wp,, Wiy, ...} C Q yra baigtiné arba skaiti aibé, tai susitarkime
laikyti

P(A) = P({wry,@hss ) = > PUwi, ) =Y by
kj kj
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Nesunku patikrinti, kad P tenkina tikimybiu aksiomas.

Aksiomu sistema yra nepriestaringa. Tai reigkia, kad egzistuoja objektai,
kurie ja tenkina. Ta matéme i§ pavyzdziu.

Aksiomu sistema néra pilna, nes atsitiktinio jvykio tikimybés ji nenusako
vienareik$miskai. Grizkime prie losimo kauliuko (1 pavyzdys). Sudarykime ta
pacia elementriuju ivykiu erdve 2 ir ta pacia atsitiktiniu ivykiu sistema A. Ti-
kimybe dabar nusakykime kitaip. Imkime P({w1}) = P({w2}) = P({ws}) =
= 1/4, P({ws}) = P({ws}) = P({ws}) = 1/12. Kitoms aibéms A € A
apibrézkime P(A), remdamiesi adityvumu. Veél turésime tikimybine erdve,
bet su kita tikimybe.

Nepilnumas dar nereiskia, kad aksiomu sistema yra bloga — ji tik univer-
salesné. Jei 1 pavyzdzio tikimybiné erdveé tinka tik idealiam losimo kauliukui,
tai, atitinkamai pakeite tikimybés apibrézima, ja galime pritaikyti ir netai-
syklingiems kauliukams.

Kartais reikalaujama, kad tikimybiné erdvé turétu Sitokia papildoma sa-
vybe: jei C' € A ir P(C) = 0, tai ir kiekvienas aibés C' poaibis turi priklau-
syti A. Tada tikimybiné erdvé vadinama pilna. Taciau Sioje knygoje tokio
reikalavimo nejvesime.

10. TIKIMYBIU SAVYBES

Pateiksime paprasciausias iSvadas i§ tikimybiu teorijos aksiomu. Matysime,
kad ir abstrakéiai jvesta tikimybés savoka turi tas pacias svarbiausias savybes,
kaip ir klasikiné arba geometriné tikimybé.

Visur laikysime tikimybine erdve {Q, A, P} fiksuota.

1 teorema. P(@) = 0.

Irodymas. TreCiojoje aksiomoje imame A; = A; = ... = &. Kadangi

(@

A, =0

k=1

ir jvykiai Ay, yra kas du nesutaikomi, tai i$ tos aksiomos isplaukia, kad P(@) =
= P(@) + P(@) + ... Pastaroji lygybé yra teisinga tik tada, kai P(@) =0. O

I8 sios teoremos ir tikimybés aksiomu matome, jog funkcija P yra matas.
Todél ji turi visas mato savybes (zr. V skyriaus 3 ir 4 skyrelius). Mes ¢ia
pakartosime jas be irodymo, iSskyrus 6 teorema, kuria jrodysime pilnai.

2 teorema. Jei juykiai Ay, As, ..., A, yra kas du nesutaikoms, tai
P(U Ak> =3 P4y,
k=1 1

k=
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P astab a. Kaip jau minéjome 9 skyrelyje, §i tikimybiu savybé vadinama
ju baigtiniu adityvumu.

3 teorema. Kai A ir B yra bet kurie jvykiai,

P(B\A) = P(B) — P(AN B).

1 isvada. Jei juykis A yra jvykio B atskiras atvejis: A C B, tai P(B\A) =
= P(B) — P(A).

2 i§vada. Jei jvykis A yra jvykio B atskiras atvejis: A C B, tai P(A) <
< P(B).

3 isvada. P(A°) =1 — P(A), kai A yra bet kuris jvykis.
4 idvada. P(A) <1, kai A yra bet kuris jvykis.

4 teorema. Jei Ay, Ao, ... yra bet kokiy jvykiy seka, tai
P(U Ak) <3 P(Ay).
k=1 k=1
Isvada. Jei Ay, Ao, ..., A, yra atsitiktiniai jvykiai, tai
P(U Ak) <3 P(A).
k=1 k=1

5 teorema. P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB), kai A, B — bet kokie
jwykiai.
Apibendrinsime $ia teorema.

6 teorema. Jei Ay, As, ..., A, (n > 2) yra bet kokie jvykiai, tai

P(UA)= ¥ PUg- % PlAunAL)t
k=1

1<k<n 1<ki<kz<n

+ Z ]D(A;Cl N Ag, N Akg) — ...+

1<k1<k2<ks<n

+ (=D 'P(AINAyN..NA,) =

=y (-nmt > P(Ag, N Ap, NN Ay,
m=1

1<ki1<k2<..<km<n

Irodymas. Kain =2, lygybé teisinga pagal 5 teorema. Tarkime, kad
ji teisinga, kai n > 2 yra kuris nors sveikas skai¢ius. Irodysime jos teisinguma,
kai turime n + 1 ivyki. I§ 5 teoremos
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n+1

P(U ) = P[(U4) U] = (U 4) + Pl
_p[O(AkmAnH)].

I8 indukcijos prielaidos isplaukia

n+1

P(HlAk): S OPU) - S P(Ag, N A+

1<k<n 1<k <k2<n

+ Z P(Ak1 ﬂAk2 N Ak?’) — ..t
1<ki1<ka<ksz<n

+ (=D 'P(A N AN ...NA,) + P(A,)—
— Y P(AxNAng)+ > P(Ag, N Ak, N App)—

1<k<n 1<ki1<k2<n
- S P(Ag N AR, N Ak N Anp) + .t
1<ki<kz<ks<n

+ (=DM P(AINA N .. NA, N A ).

Gautajame reiskinyje atitinkamai sugrupave narius, turime

n+1

P(U Ak) = Z P(Ak) — Z P(Akl ﬂAk2)+
k=1 1<k<n+1 1<k, <ka<n+1
+ Z P(Akl N Ag, ﬁAkd) — ...+
1<k <ko<kz<n+1

4 (~1)"P(A1 N Ay N o N Apsr).

Remdamiesi matematinés indukcijos principu, darome isvada, kad teiginys
yra teisingas, kai n > 2 — bet kuris natturalusis skaic¢ius. O

7 teorema. Jei juykiai Ay (k= 1,2,...) sudaro monotoniskai didéjanciq
seka: Ay C Ay C ... ir
o0
A= A,
k=1

tai P(A,) — P(A), kain — oo.

8 teorema. Jei juykiai Ay, (k= 1,2, ...) sudaro monotoniskai mazéjancia
sekq: A1 D Ay D ... ir
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A=) A,
k=1
tai P(A,) — P(A), kai n — co.

9 teorema. Tarkime, kad netuscios aibés §) poaibiy algebroje A apibréztas
tikimybinis matas P. Pazyméje o(A) sistemos A generuotq o algebra, galime
rasti tikimybing matq Q, apibrézta macioje erdvéje {Q, o (A)} ir tenkinant; sq-
lyga Q(A) = P(A) visoms A € A. Funkcija Q yra vienareiksmiskai nusakyta.

11. SALYGINES TIKIMYBES

Daznai tenka nagrinéti ivykiu tikimybes, kai prie duotojo salygu komplekso
K yra pridedamos papildomos salygos. Paprastai papildoma salyga btina koks
nors ivykis F. Gauname nauja platesni salygu kompleksa K7, sudaryta is sa-
lygu K ir papildomos salygos E. Ivykio A tikimybe naujojo komplekso K
atzvilgiu natturalu vadinti sqlygine tikimybe su papildoma salyga E. Tokia
tikimybe zymésime P(A|E) arba Pg(A). Skaitysime: "jvykio A tikimybe, kai
yra ivykes ivykis E” arba ”ivykio A tikimybé su salyga E”. Tada ivykiu tiki-
mybes, kai turime tik salygu kompleksa K be papildomos salygos F, galétume
vadinti absoliuciomis, arba nesqlyginémis. Suprantama, Sie pavadinimai yra
reliatyvis.

Kaip galime apibrézti salygines tikimybes? Kad butu vaizdziau, iSnagri-
nékime konkretu pavyzdi.

Tarkime, kad n asmenu kolektyve yra v > 0 vyru ir n — v moteru, tarp ju
d desiniarankiu ir n — d kairiarankiu (manome, kad néra asmenu, kurie biitu
kartu deSiniarankiai ir kairiarankiai). Tarp vyru yra vg deSiniarankiu. IS visuy
kolektyvo nariy atsitiktinai parenkamas vienas asmuo (realizuojamas salygu
kompleksas K'). Tarkime, kad tinka vienodo galimumo principas. Pazymékime
V' vyro parinkima, D — deSiniarankio. Tikimybé, kad atsitiktinai parinktas
asmuo bus desiniarankis, yra P(D) = d/n. Sakykime, mus domina ne visi
asmenys, bet tik vyrai. Tikimybé parinkti deSiniaranki, kai renkame tik i$
vyru (papildoma salyga V'), bus lygi

P(DIV) = % _ 1’)://: _ P(]?(;)V)

Matome, kad salyginé tikimybé P(D|V) isreiskiama dvieju nesalyginiu tiki-
mybiu santykiu.

Analogiska formule galime gauti ir bendresniu atveju, kai tinka klasikinis
tikimybés apibrézimas.

Tarkime, kad turime elementariuju ivykiu erdve i§ n vienodai galimu ivy-
kiu. Sakykime, ivyki E sudaro k (0 < k < n) elementariuju ivykiu, o ivyki
AN E sudaro r (0 < r < k) ivykiu. Tada, skai¢iuojant ivykio A salygine tiki-
mybe su salyga F, visu elementariuju ivykiu erdvé bus sudaryta is k£ vienodai
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galimu elementariuju ivykiu, o tarp ju palankiu ivykiui A bus r. Vadinasi,

_r _r/n_ PANE)
P(A|E)_%_k/—n_w.

Is cia isplaukia lygybe
P(ANE)=P(E)P(A|E),

t.y. tikimybé jvykiams A ir E jvykti drauge yra lygi ivykio E (absoliuciai) ti-
kimybei, padaugintai i$ ivykio A tikimybés su salyga, kad ivykis E yra ivykes.
Sis teiginys kartais vadinamas tikimybiy daugybos teorema.

I siu samprotavimu paaiskeéja, kaip reikia jvesti salygines tikimybes ak-
siomiskai. Tarkime, kad turime tikimybine erdve {2, .4, P}. Jei A ir FE yra
ivykiai ir P(E) > 0, tai ivykio A salygine tikimybe su salyga, kad E yra
ivykes, vadinsime
P(ANE)

P(E)

Salygine tikimybe apibrézéme tik tuo atveju, kai salygos E tikimybé
P(E) > 0. Todél visur, kalbédami apie salygines tikimybes, turésime omenyje,
kad salygos tikimybé néra lygi nuliui, nors to specialiai ir neaptarsime.

P(A|E) =

1 pavyzdys. Du draugai, Jonas ir Petras, laisvalaikiu zaidzia losimo
kauliuku, kurio sienelés su nelyginiu akuc¢iu skai¢iumi nudazytos zaliai, o sienelés
su lyginiu akuéiu skai¢iumi — baltai. Jonas meta logimo kauliuka, krintanti uzdengia
delnu ir sitilo Petrui dalyvauti Sitokiame zaidime: jei atsivertusiu akuciu skaicius yra
mazesnis uz keturis, tai laimi Petras, prieSingu atveju laimi Jonas. Taciau Petras
pastebéjo, kad kauliukas nukrito zalia sienele i virsu. Kokia tikimybé jam islosti?

Apskai¢iuosime ta tikimybe dvejopai. a. Zinodami, kad atsiverte kauliuko zalioji
sienelé, turime tris vienodai galimus elementariuosius ivykius: atsiverté 1, 3 arba 5
akutés. IS ju palankiu ivykiu, kai laimi Petras, yra du. Todél ieSkomoji tikimybé lygi
2/3. b. Idreiksime ieSkomaja tikimybe absoliu¢iomis tikimybémis. Pazymékime raide
A ivyki ”atsiverté maziau kaip 4 akuteés” (1, 2, 3, akutés), E — ivyki ”atsiverté zalios
spalvos sienelé” (1, 3, 5 akutes). Ivykio E tikimybé yra 1/2; tikimybe, kad ivykiai
A ir E jvyks kartu, yra 1/3. Todél ieskomoji tikimybé P(A|E) = P(ANE)/P(E) =
=2/3.

2 pavyzdys. Dézéje yra 3 balti ir 6 juodi rutuliai, kurie skiriasi tik spalva.
Atsitiktinai istraukiamas vienas rutulys ir nebegrazinamas i déze. Po to atsitiktinai
traukiamas antras rutulys. Apskai¢iuosime tikimybe iStraukti balta rutuli antruoju
traukimu, kai Zinoma, kad pirma karta buvo istrauktas baltas rutulys. a. Kadangi
po pirmojo traukimo dézéje liko 2 balti ir 6 juodi rutuliai, tai ieSkomoji tikimybe yra
1/4. b. Pazymékime A jvyki ” pirmasis istrauktas rutulys yra baltas”, B —jvyki ”ant-
rasis iStrauktas rutulys yra baltas”. Elementariuju ivykiu aibé sudaryta i§ 9-8 = 72
ivykiu (w1,w2); ¢a w1 yra kurio nors fiksuoto rutulio i§ 9 istraukimas pirmuoju
traukimu, o we — fiksuoto rutulio i§ likusiu 8 istraukimas antruoju traukimu. Tarp
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ju palankiy jvykiui A N B (abu kartus istraukiamas baltas rutulys) yra 3 -2 = 6,
o palankiu jvykiui A — 3-8 = 24. Todél P(A) = 1/3, P(AN B) = 1/12. I &ia
P(B|A)=P(ANB)/P(A) =1/4.
Panagrinésime salyginiu tikimybiu savybes.
1 teorema. Salyginés tikimybés turi Sias savybes:
1. P(A|E) > 0.
2. P(QIFE) =1.
3. Jei Ay, Aa, ... yra kas du nesutaikomi jvykiai, tai

P([j Ak\E) - iP(AHE).
k=1 k=1

Irodymas. 1. IS salyginés tikimybés apibrézimo isplaukia, kad ji
neneigiama.
PQNE) P(E)
P(E)  P(E)
3. Pagal salyginés tikimybés apibrézima

2. P(Q|E) = =1

P[U (A, ﬂE)}
(UAk|E) —RE

Kadangi ivykiai Ay yra kas du nesutaikomi, tai tuo labiau bus kas du
nesutaikomi ir jvykiai A N E. I8 visisko tikimybeés adityvumo isplaukia, kad

P AkﬂE) o A .
Z E)
(UAk|E) PE) 2 Pkﬁ ZP ArlE).

k=1

Kaip matome, salyginés tikimybés tenkina tikimybiu teorijos aksiomas.
Vadinasi, trejetas {€2, A, Pg} sudaro tikimybine erdve. Todél (kai F fiksuotas)
salyginéms tikimybéms tinka tos pacios teoremos, kurias irodéme nesalygi-
néms tikimybéms.

I8 pavadinimo iSplauktu, kad salyginé tikimybé ivykiui F ivykti, kai F
yra ivykes, turétu buti lygi 1. Taip ir yra.

2 teorema. P(E|E) = 1.
Irodymas. Vélis salyginés tikimybés apibrézimo iSplaukia:
P(ENE) P(E)

P(E)y P(E) Lo

P(E|E) =
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Nagrinésime toliau salyginiu tikimybiu savybes. Nagrinédami klasikine
tikimybe, irodéme vadinamaja tikimybiu daugybos teorema. Apibrézus tiki-
mybe aksiomiskai, ji yra triviali iSvada i$ apibrézimo.

3 (daugybos) teorema. P(AN E) = P(A)P(E|A) = P(E)P(A|E).

Apibendrinsime $ia teorema.

4 teorema. Jein > 2, tai

P(AiNAyN..NA,) =P(A1)P(A2|A1)P(A3]A; N As)...
P(A,|A1N...NA,_q).
P astaba. Kaip susitaréme, salyginése tikimybése salygu tikimybés

turi biiti teigiamos. Siuo atveju pakanka reikalauti, tik kad biitu P(A; N Ay N
N...NA,_1) > 0. I8 tikruju, kadangi

AlﬂAgm...ﬂAn_lCAlmAgﬂ...ﬂAn_QC...CAlﬂAQCAl,

tai

P(AiNnAsn..NA,_1) <PANAN..NA,2) < ... <
< P(A1NAy) < P(Ay).
Irodymas. Kai n = 2, teiginys teisingas (3 teorema). Tarkime, kad

jis teisingas, kai turime n — 1 > 2 jvykiu. Tada pagal indukcijos prielaida ir
3 teorema

P(A1NA;N..NA)=P((AiNA)NA3N..NA,) =
(A1 N A2)P(As|(Ay N Az))x
(A4|(A1 N Az) N Az)...x
(
(

X X

Ap|(AiNA)N . NApq) =
A1)P(A3|A1)P(A3] AL N Ag)x
P(A4\A10A20A3)...><

P(An|A1 N Ay NN Apy).

P
P
P
P

I$ matematinés indukcijos principo iSplaukia, kad irodomasis teiginys yra tei-
singas kiekvienam baigtiniam ivykiu skaic¢iui. O

5 teorema (pilnosios tikimybés formulé). Jei { Hy} yra baigtiné arba
skaiti aibé jvykiy, kurie kas du nesutaikoms ir

Uszfz
k

A — bet koks jvykis, tai
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P(A) = P(Hy)P(A|Hy).
k

Irodymas. IS jungimo ir kirtimosi operaciju distributyvumo isplaukia

A=ana=an(Jm) = n ).
k k

Kadangi ivykiai Hy yra kas du nesutaikomi, tai tuo labiau tokie yra ir ivykiai
Hi N A. Remiantis tikimybés adityvumu ir tikimybiu daugybos teorema,

P(A)=> P(H,NA) =Y P(Hy)P(A|lHy). O
k k

Teoremos pavadinimas yra tradicinis. Matematiniu pozituriu ji beveik tri-
viali, bet naudinga sprendziant uzdavinius.

3 pavyzdys. SeSerios automatines staklés gamina verzles. Staklés vienodos,
bet nevienodai susidévéjusios. Visos jos pagamina po 10 000 verzliu per diena, bet
niekalo dalis nevienoda. Zinoma, kad trejos i$ ju daro po 1% niekalo, dvejos — po 2%
ir vienerios — 3%. I visos produkcijos atsitiktinai imama verzlé. Kokia tikimybé,
kad ji bus bloga?

Ivyki, kai paimama verzlé, pagaminta vienomis i§ geriausiu stakliu, pazymékime
raide Hi, vidutiniuy stakliu — raide Hs, blogiausiu stakliu — Hs; blogos verzlés
parinkima pazymékime A. Per diena staklés pagamina 6 - 10 000 = 60 000 verzliu;
tarp ju yra 30 000 - 0,01 + 20 000 - 0,02 + 10 000 - 0,03 = 1000 blogy. Manydami,
kad tinka vienodo galimumo principas, turime

1000 1

P(A) = =—.
(4) 60 000 60

I8 pilnosios tikimybés formulés gauname

P(A) = P(H1)P(A|H1) + P(H2)P(A|H2) + P(H3)P(A|Hs) =
_3.0 12 02 103 1
6 100 6 100 6 100 60

Sudarykite atitinkama tikimybine erdve!
6 teorema (Bajeso! formulé).

P(A)P(E|A)

PAIE) = =55

Irodymas. Siformulé yra triviali daugybos teoremos isvada. O

! Thomas Bayes (1702 — 1761) — anglu matematikas.
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7 (Bajeso) teorema. Jei {Hy} yra baigtiné arba skaiti sistema joykiy,
kurie kas du nesutaikomsi ir
U Hy, =,
k

A — bet koks jvykis, tai
P(H;)P(A|Hj)

S P(Hy)P(A|Hy)
k

P(H;|A) = (G=1,2,..).

Itodymas iSplaukia i§ 6 ir 5 teoremu. O

Si teorema taip pat vadinama hipoteziy tikimybiy teorema. Ivykius Hy
tada vadiname hipotezémis. Ivykis A gali ivykti, kai teisingos vienos ar kitos
salygos — hipotezés, kurios yra kas dvi nesutaikomos ir kuriu sajunga — butinas
ivykis. Tarkime, kad i$ anksto zinomos hipoteziu tikimybés P(Hy) (apriorinés
tikimybeés) ir tikimybeés, kad ivyks ivykis A su tomis hipotezémis P(A|Hy).
Tada, remiantis §ia teorema, galima apskai¢iuoti tikimybes P(H;|A) (apos-
teriorines tikimybes), kad buvo teisinga hipotezé Hj, jei ivykis A ivyko.

4 pavyzdys. Tarkime, kad iSpildomos ankstesnio pavyzdzio salygos.
Atsitiktinai buvo parinkta verzlé. Paaiskéjo, kad ji bloga. Kokia tikimybé, kad ja
pagamino geriausios staklés?

Vartodami tuos pacius zymenis, kaip ir ankstesnio pavyzdzio sprendime, turime

P(H1)P(A|Hy)

P(H:|A) = P(H,)P(A|H,) + P(H2)P(A|H2)P(Hs)P(A|Hs)
£ 1w _ 3
=10

12. NEPRIKLAUSOMI IVYKIAI

Nepriklausomumo savoka yra viena i§ svarbiausiu tikimybiu teorijoje — be jos
ta teorija butu tik specialus mato bei integralo teorijos atvejis.

Pirmiausia jvesime dvieju ivykiu A ir B nepriklausomumo savoka. Saky-
dami, kad ivykio A ivykimas nepriklauso nuo to, ar ivykis B ivyko, ar ne,
ir atvirkscéiai, mes ir nurodome tai, ka matematikos kalba vadiname ivykiu
nepriklausomumu. Matematiskai galétume ji nusakyti sitaip. Imkime salygi-
ne tikimybe P(A|B) (P(B) > 0), kad jvyks ivykis A, kai yra jvykes B. Jei
P(A|B) = P(A), tai nattralu jvyki A laikyti nepriklausomu nuo jvykio B.
Tada i tikimybiu daugybos teoremos isplaukia, kad

P(AN B) = P(B)P(A|B) = P(A)P(B).
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Tokia pat lygybe gauname ir tuo atveju, kai P(B|A) = P(B). Lygybé yra
simetriska A ir B atzvilgiu. Remdamiesi tais samprotavimais, ir susitarsime
du ivykius A ir B vadinti nepriklausomais, kai P(AN B) = P(A)P(B). Kar-
tais dar kalbama apie tikimybini, arba stochastini', nepriklausomuma, no-
rint atskirti nuo kitu nepriklausomumo savoku, vartojamu matematikoje. At-
kreipsime démesi, jog Siame apibrézime nereikalaujame, kad kuris nors i$ ivy-
kiu A arba B turétu teigiamas tikimybes.

1 pavyzdys. Klaséje yra 12 berniuku ir 12 mergaiciu, tarp ju 8 mokslo
pirmunai: 4 berniukai ir 4 mergaités. Mokytojas atsitiktinai iskvie¢ia viena mokinij

atsakineti. [vykiai ”iskviestas berniukas” ir ”iSkviestas pirmunas” yra nepriklauso-
mi, nes tu wyqu t1k1mybes lygios % = % ir % = é, o tikimybé iskviesti berniuka

pirmiing lygi 4 o= % = 5 . §.
2 pavyzdys. Bet koks ivykis A ir negalimas ivykis & yra nepriklausomi.
I8 tikruju, kadangi AN @ = ir P(J) =0, tai P(ANQJ) = P(J) = P(A)P(D).

3 pavyzdys. Betkoks ivykis A ir butinas ivykis € yra nepriklausomi.
Kadangi ANQ = A ir P(Q) =1, tai P(ANQ) = P(A) = P(A)P(Q).

1 teorema Jei P(B) > 0, tai juykiai A ir B yra nepriklausomi tada ir
tik tada, kai P(A|B) = P(A).

It odym as. Salygos pakankamumas jau buvo irodytas: jei P(A|B) =
= P(A), tai i§ daugybos teoremos isplaukia P(A N B) = P(A)P(B).

Salygos butinumas irodomas paprastai: jei ivykiai A ir B yra nepriklau-
somi, tai

P(A|B) = P(If(;f ) _ P%Z;SB ) _ P(A). O

2 teorema. Jei joykiai A ir B nepriklausomi, tai nepriklausoms ir juykiai
A ir BC.
Irodym as. Teisingos lygybés

P(ANB®) =P(AN(Q\B)) =
= P(A\(ANB)) = P(4) — P(ANB) =
P(A) — P(A)P(B) = P(A)(1 — P(B)) = P(A)P(B°). O

Isvada. Jei vieno i§ dvejetu A, B; A, B¢; A€, B; A€, B¢ jvykiai yra ne-
priklausomi, tai nepriklausomi ir kitu dvejetu ivykiai.

3 teorema. Jei Ay, ..., A, yra kas du nesutaikomi jvykiai, B — bet koks
wykis ir kiekvieno i§ dvejety Ay, B;...; An, B jvykiai yra nepriklausomi, tai
taip pat nepriklausomi yra jvykiai Ay U ...U A, ir B.

L' Nuo graikisko zodzio oToxaoTis — pataikymas i taikini.
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Irodymas. Teorema pakanka irodyti tik tuo atveju, kai n = 2.
Kadangi (A1 N B)N (A3 N B) = @, tai
P((AyUA)NB) =P((AiNB)U (42N B)) =
= P(A;NB)+ P(A3N B) = P(A,)P(B) + P(A2)P(B) =
= (P(A1) + P(A42)) P(B) = P(A1 U A2) P(B). O
Apibendrinsime nepriklausomumo savoka. Tarkime, kad turime baigtine

arba skaicia ivykiu sistema {A,, A € A}. Sakome, kad tie ivykiai yra nepri-
Klausomi (visi), jei

P(AA1 n A)Q n..N A)\n) = P(A)\l)P(A)Q)...P(A)\n),

kain > 2 yra bet kuris naturalusis skaiCius, o A1, Ag, ..., A,, — bet kurie skirtingi
indeksai i§ sistemos A.

Kai turime du jvykius, §is apibrézimas sutampa su ankstesniuoju. Kai tu-
rime tris ivykius Aj, As, A3, ju nepriklausomumui nusakyti reikia 4 lygybiu

P(A; N As) = P(A)P(Ay),

P(A1 N A3) = P(A1)P(As),

P(Ay N Az) = P(A3)P(A3),
P(AL N Az N Ag) = P(A1)P(As)P(As)

Apskritai, jei turime baigtini skai¢iu k ivykiu, tai ju nepriklausomumui

nusakyti reikia
k k k
=2 k-1
(6)+(s) =+ ()
lygybiu.

Jei turime keleta ivykiu (daugiau kaip du), kurie yra kas du nepriklauso-
mi, tai jie nebiitinai yra nepriklausomi (visi). Tai matyti i§ Sitokio pavyzdzio.

4 pavyzdys. Turime keturias korteles su numeriais 110, 101, 011, 000.
Atsitiktinai parenkame viena kortele. Tarkime, kad ivyko ivykis A1, jei parinkome
kortele, kurios numeris prasideda 0, Az — jei numerio antrasis skaitmuo yra 0, As —
jei treciasis skaitmuo yra 0. Aisku,

P(A1) = P(4z) = P(4g) = 3,
P(A; N Az) = P(Ay N Ag) = P(Ay N Ag) = i,

P(A1N AN Ag) = i £ P(A1)P(A2)P(As).
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Is apibrézimo isplaukia, kad nepriklausomu ivykiu sistemos posistemis
taip pat yra sudarytas i§ nepriklausomu ivykiu. Jei i§ nepriklausomu ivy-
kiu sistemos parinksime skirtingu ivykiu grupes ir imsime kiekvienos grupés
ivykiu sankirtas, tai tos sankirtos sudarys nepriklausomu ivykiu sistema.

4 teorema. Jei sistemos {Ax, A € A} ivykiai yra nepriklausoms, tai,
pakeite bet kurivos 15 jvykiy Ay jiems priedingais jvykiais AS, vél gausime
nepriklausomy joykiy sistemaq.

Irody m as. Patogumo délei ivesime simboliskus zZymenis: jei A yra
kuris nors ivykis, tai A' = A, A® = A°. Tada teoremos teigini galime for-
muluoti Sitaip: jei sistemos {Ay, A € A} ivykiai yra nepriklausomi, tai ir
sistemos {AS*, X € A}, kur ¢y igyja bet kuria i§ reiksmiu 0 arba 1, jvykiai
taip pat yra nepriklausomi. Reikés irodyti, kad

P A2 = [T A3y,
k=1 k=1

kai Ap, ..., A\n yra bet kurie ir €, taip pat bet kurie (lygis 0 arba 1).

Nesiaurindami bendrumo, galime suprastinti indeksu raSyma, pakeisdami
Ak tiesiog k. Irodinésime, kad

n n
(1) P(( 43) =TI P(ay).
k=1 k=1
Kai n = 2, sis teiginys iSplaukia i§ 2 teoremos.

Tarkime, kad teiginys irodytas, kai turime n—1 > 2 ivykiu. Irodysime, kad
jis teisingas ir tada, kai ivykiu yra n. Pazymékime L aibe vektoriu (e1,...,&,)
, kurie tenkina (1) lygybe. Aibé L yra netuscia, nes jai priklauso (1, ..., 1).

Tarkime, kad koks nors vektorius (1, ...,€n—1,&5) priklauso L ir ne visos
jo koordinatés yra nuliai. Bet kuria jo koordinate, lygia 1, pakeiskime 0. Pa-

rodysime, kad ir pakeistasis vektorius priklausys aibei L. Kad butu lengviau
uzrasyti, imkime €,, = 1. Turime

(N )= (N a)\((N 4 o)

k=1 k=1 k=1

I8 10.3 teoremos 1 isvados isplaukia, kad
n—1 n—1 n—1
P( ASF ﬂA%) =P Ak ) — P( ASF ﬂAn).
() = (0] -0 42)

Kadangi (£1,...,en—1,1) € L, tai, pasinaudoje indukcijos prielaida, gauname
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P<<,O A7) ;) - TT o) - Peaw T Pz =
— (1- P(A) [ PA:) = P(as) TT PA).
k=1 k=1

Taigi (€1, ...,6n—1,0) € L. Vadinasi, pradéje vektoriumi (1, ..., 1, 1) ir paeiliui
pakeite po viena vieneta nuliu, po baigtinio Zzingsniu skaiciaus isitikinsime,
kad bet kuris vektorius (e1,...,€,-1,€,) priklauso L.

I8 indukcijos principo iSplaukia teoremos teiginys. O

5 teorema. Jei {Ax, A € A} yra nepriklausomy jvykiy sistema, tai

P(ﬁ A’\mj’ ﬁ A/\nk) = P(ﬁ Axmj>,
J=1 k=1 j=1

kai Ay, s Ax s Ax, s oo Ann, Mgy oo Mgy Angs ooy A, € A) yra skirtingi
tos sistemos jvykiai (suprantama, salygos tikimybé turi buti teigiama).

Jrodyti teorema paliekame skaitytojui.

Kol kas kalbéjome apie atskiru ivykiu nepriklausomuma. Dabar apibreési-
me ivykiu sistemu nepriklausomuma.

Tarkime, kad {S), A € A} yra jvykiu sistemy S) Seima i$ tos pacios tiki-
mybinés erdveés. Sakysime, kad tos sistemos yra nepriklausomos, jei, paéme i§
kiekvienos sistemos Sy po bet kuri ivyki Ay, gauname nepriklausomu ivykiu
sistema {Ax, A € A}. Daznai tenka nagrinéti jvykiy sistemu Seimas, kai siste-
mos yra algebros arba ¢ algebros. Tada kalbame apie algebru arba o algebru
nepriklausomuma.

13. NEPRIKLAUSOMI EKSPERIMENTAI

Iki 8iol nagrinéjome tikimybinius modelius, kurie apraso vieno eksperimento
rezultatus. Jei ir kalbéjome apie rutulio pakartotini traukima i§ dézés, tai
tuos du traukimus traktavome kaip viena eksperimenta. Daznai palyginti ne-
sunku apraSyti vieno eksperimento rezultatu tikimybinj pasiskirstyma, bet
daug sunkiau kalbéti apie eksperimentu serija. Pavyzdziui, nesunku apraSyti
vieno kauliuko metima, bet daug sunkiau aprasyti metimu serija. Uzdavinys
palengvéja, kai galime padaryti prielaida, jog visi metimai atliekami iden-
tiskomis salygomis ir kurio nors metimo rezultatai neturi itakos tolesniems
metimams, kitaip tariant, galime daryti prielaida, kad ijvykiai, atitinkan-
tys atskirus metimus, yra nepriklausomi. Tada kalbame apie nepriklauso-
mus metimus. Kyla klausimas, ar negalima, remiantis vieno eksperimento
rezultatu tikimybémis, apraSyti visos metimu serijos rezultatu tikimybini
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pasiskirstyma. Atsakymas yra teigiamas. Sudarysime nepriklausomu ekspe-
rimentu serijos matematini modelj.

Pirmiausia iSnagrinésime paprasta pavyzdi. Mesdami kauliuka viena
karta, gauname elementariuju ivykiu aibe €2, sudaryta is SeSiu elementu
{w1,...,we}; Cla wy reiskia ivyki, kad atsiverté k akuciu. Ivykiai, susije su
Siuo eksperimentu, yra visi galimi tos aibés poaibiai. Laikydami elementa-
rivosius ivykius vienodai galimais, ivedame kiekvieno ju tikimybe, lygia 1/6;
bet kurio kito ivykio tikimybé bus lygi ta ivyki sudaranc¢iu elementariuju
ivykiu skai¢iui, padaugintam is 1/6.

Meskime kauliuka du kartus. Tu dvieju metimu rezultata galésime nu-
sakyti dvejetu (wig,ws); ¢la wip yra ivykis, kai pirmaji karta atsiverte k
akuciu, wo; — ivykis, kai antraji karta atsiverté [ akuciy. Turime i§ viso 36
elementariuosius jvykius. Ju visuma yra dvieju aibiu Q; = {wi1,...,wis} ir
Qo = {wa1, ...,wos} (Dekarto) sandauga Q = Q1 x Q. Imkime visu aibés
poaibiu sistema. Tie poaibiai bus ivykiai. Pareikalave, kad kiekvienas dve-
jetas (w1, ws;) bltu vienodai galimas, turime P({wik,w2}) = 1/36. Jei
Ay yra ivykis, kai atsivercia k akuciu, metant kauliuka pirma karta, o B;
— ivykis, kai atsiverCia [ akuciu, metant kauliuka antra karta, tai Ay =
= {(w1k,w21), -y (Wik,w26) }, Br = {(w11,wat), -, (W16, war) }. Todél P(Ay) =
= 6/36 = 1/6, P(B)) = 6/36 = 1/6. Kadangi Ay N B, = (w1, wx) ir
P(ArNB;) = 1/36, tai ivykiai Ay, ir B; yra nepriklausomi visiems k = 1, ..., 6
irl = 1,...,6. Is 12.3 teoremos iSplaukia, kad bet kuris ivykis, susijes su
pirmuoju metimu, ir bet kuris ivykis, susijes su antruoju metimu, yra nepri-
klausomi.

Dabar apraSysime bendra keliu nepriklausomu eksperimentu matematini
modelj. Tarkime, kad turime n eksperimentu, kuriuos atitinka tikimybinés
erdves {Q1, A1, P}, ..., {Qn, As, Pn}. Tu eksperimentu rezultatai yra elemen-
tarieji ivykiai (wy,...,wn), w1 € Q1,...,w, € Q. Jie sudaro aibiu Qy,...,Qy,
(Dekarto) sandauga 2 = 1 X ... X ,, t. y. aibe baigtiniu seku

{(wiy.eoywn) 1wy € Qe wn € Qp}

Dabar reikia isskirti sistema aibés € poaibiu, kurie laikytini jivykiais. Imkime
”staciakampes aibes” — sandaugas

(1) A X X Ap;

cia Ay € Ay, ..., A, € A,. Jas vadinsime magciais staciakampiais. Jie visi bus
aibés () poaibiai; pati (2 yra viena i tokio tipo aibiu. Visi matus staciakampiai
nesudaro o algebros, netgi algebros. Taciau pagal V.1.2 teorema egzistuoja o
algebra A, generuota maciy staciakampiuy. Ji paprastai Zzymima 4; ®...®A4,,.
Gauname macia erdve {Q, A}, kuria daznai Zymime

(2) {01, A1} ® ... @ {0, An}.
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Siy apibrézimu prasmé sitokia. Jei erdves {Q, A1}, ..{Q, A, } apraso
atskirus eksperimentus, tai (2) erdvé apraso visus juos drauge. Tada, saky-
sime, pirmojo eksperimento ivyki A; galime nusakyti kaip ivyki A; x Qg X
X... X Qp — 7cilindrine” aibe — (2) erdvéje.

Dabar reikia jvesti (2) erdvéje tikimybini mata. Jei eksperimentai yra
nepriklausomi, tai kiekvieno (1) jvykio tikimybé turi buti lygi sandaugai
Pi(Ay)...Py(Ay). Parodysime, kad toks tikimybinis matas egzistuoja.

Sis klausimas sprendziamas labai paprastal kai aibés 2 yra balgtmes
arba skaicios. Tarkime, kad 2, = {wk ,j=1,2, . }ir Pk({wkj)}) pk ; cla

(J)

yra neneigami skaiciai ir
S =1
J
Tvykio Ay = {w,ilk), lx € Ny} tikimybeé yra
D= .

Il €Ny

Tada A=A, ®...® A, sudaroma is visu aibés Q =y X ... x ©,, poaibiu.
Kiekvienam elementariajam ivykiui (w%ll) wg )) imkime P{(wgll)7 -

w,(f”))} = pgll), ,pﬁf ), o bet kurio jvykio 4 = {(w; (12) ..,wg")), ly € Ny,
1y € Ny} tikimybini mata apibrézkime lygybe

= Z Z pgll)...pg”).
l1EN1  InENy
Aigku, P(A) tenkins tikimybiu aksiomas; be to,
= > 3T P = Pi(Ar).Pa(An).
l1EN, l, €N,

Daug sudétingiau apibreézti tikimybini mata bendruoju atveju. Kaip tas
daroma, aprasyta V.10 skyrelyje.

14. BERNULIO EKSPERIMENTAI

Paprasciausia nepriklausomu eksperimenty schema yra vadinamieji Bernulio
eksperimentai. Turime n nepriklausomu eksperimentu. Atlike kuri nors is ju,
gauname viena i§ dvieju elementariuyju ivykiu wy, wg. Visuose eksperimentuose
jie yra tie patys ir ju tikimybés p ir ¢ = 1 — p taip pat yra tos pacios.
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1 pavyzdys. Metame simetriska moneta n kartu; metimai nepriklausomi.
Kiekviena karta ivyks vienas i§ dvieju ivykiu: atvirs herbas (ivykis wi) arba skai¢ius
(ivykis wo). Kadangi moneta yra simetriska, tai p = ¢ = 1/2.

2 pavyzdys. Metame lo§imo kauliuka n kartu; metimai nepriklausomi. Ste-

bime du jvykius: w1 — SeSiu akuciu atsivertima ir wo — ne SeSiu akuciu atsivertima.
Jei kauliukas yra idealus, tai p = 1/6, ¢ = 5/6.

Sudarysime Bernulio eksperimentu matematini modeli, remdamiesi 13
skyrelio samprotavimais. Kurio nors, sakysime k-ojo, eksperimento matema-
tinis modelis yra tikimybiné erdvé {Q, Ag, Pr}; ¢ia Qp = {wi,wo}, Ax =

={o,{w1},{wo}, U} ir Py({wr}) =p, Pu({wo}) = ¢. Visu n eksperimentu
modelis bus tikimybiné erdve {Q, A, P},

Q=0 x.xQ, =07 A=A ®.0A,=A}, P=P, x ... x P, = P[".

A bus visu € poaibiu sistema. Rasime tikimybini mata P. Aibé €2 bus suda-
ryta i§ baigtiniu seku

(1) {WE17w627"'7w5n}3

kuriose € igyja reikSme 0 arba 1. Kadangi erdvé yra baigtiné, tai uzteks
tikimybini mata apibrézti tik tiems elementariesiems ivykiams. Remdamiesi
13 skyrelyje iSdéstyta medziaga, turime imti

n

(2) P({we,,ywe, }) H ({we, }) = poak=r g™ e .,

Kad pastaroji formulé turétu prasme, imant visas p ir €, reikSmes, susitarsime
joje 00 laikyti 1. Tvykiu sistemos Aj, ..., A, bus nepriklausomos.

I8spresime keleta uzdaviniu.

1 uzdavinys. Rasime tikimybe p,(k), kad, atlikus n Bernulio
eksperimentu, ivykis wy ivyks k kartu (0 < k < n).

Reikia suskai¢iuoti, kiek yra (1) elementariuju ivykiu, kuriuose visi €
reiksme 1 igyja k kartu. Tai gali atsitikti (Z) kartu. Kiekvieno tokio ivykio
tikimybé pagal (2) formule yra p*q™~*. Todél ieskomoji tikimybe

pu(k) = (k)p’“q" k.

Isskleide dvinari (px + ¢)™ pagal Niutono! binomo formule
n
(pr+q" =) <k>pkq" bk,
k=0

! Isaac Newton (1643-1727) — anglu matematikas ir fizikas.
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matome, kad p, (k) yra z* koeficientas. Pastaroji formulé yra specialus vadi-
namuyju generuojanc¢iu funkciju atvejis.

3 pavyzdys. Elektroniné schema sudaryta is 6 grandziu. Per ménesi
kiekviena i§ grandziu, nepriklausomai nuo kitu, gali sugesti su tikimybe p = 0, 1.
Schema veikia normaliai, jei sugedusiu grandziu yra ne daugiau kaip dvi. Reikia
rasti tikimybe, kad schema veiks normaliai visa ménesi.

Turime Bernulio eksperimentus su n = 6, p = 0,1; ¢ = 0,9. Tikimybe, kad
nesuges né viena grandis, yra

kad suges viena grandis —
6

pe(1) = <1>
6

ps(2) = (2>p

p6(0) +pe(1) +p6(2) =0,9° +6-0,1-0,9° +15-0,1%-0,9" = 0,984...

5
pg -,

kad suges dvi grandys —
2 4
q .

Teskomoji tikimybé

2 uzdavinys. Tikimybé p,(k) yra p,n ir k funkcija. Fiksuokime p
ir n. Kaip tada kinta p, (k), kintant k7 Mums rupi rasti tas k reikSmes, ku-
rioms py, (k) yra didziausia. Jos vadinamos tikétiniausiomis ivykiu wy skaic¢iaus
reikSmémis.

Tarkime, kad 0 < p < 1. Nagrinékime santyki (k =0,1,...,n — 1)

pa(k+1) ()P (k)

pa(k) — (P)pFek (k+1)q

Is ¢ia matome, kad p, (k+1) yra didesné uz p, (k), jai lygi arba uz ja mazesné
tada ir tik tada, kai atitinkamai skaic¢ius (n — k)p yra didesnis uz (k + 1)q,
jam lygus arba uz ji mazesnis, t. y. k mazesnis uz np—q = (n+1)p — 1, jam
lygus arba uz ji didesnis.

Skirsime du atvejus.

a) (n+1)p yra sveikasis skai¢ius. Tikimybeé p, (k) igyja didziausia reiksme,
kai k lygus (n+ 1)p — 1 ir (n+ 1)p. Iki tol ji didéja, po to — mazéja.

b) (n+ 1)p néra sveikasis skaicius. Tikimybeé p, (k) igyja didziausia reiks-
me, kai k yra skai¢iaus (n + 1)p sveikoji dalis [(n + 1)p]. Iki tol ji didéja, o
toliau — mazéja.

Jeip=0,tai p,(0) =1,ir p,(k) =0, kai k =1,...,n.

Jei p =1, tai p,(n) =1, ir p,(k) =0, kai k =0,...,n — 1.
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Pazyméje ko tikétiniausia reikdme, gauname, kad ko/n = p 4+ r/n; cia
—1 < r < 2. Vadinasi, ”tikétiniausia” statistinio daznio reik§meé, esant pa-
kankamai dideliems n, kiek norima mazai skiriasi nuo tikimybés p.

4 pavyzdys. Metame losimo kauliuka 50 karty; metimai nepriklausomi.
Kokia tikétiniausia Sesiu akuciu atvirtimo reikSmé?

Kauliuko metimus jau nagrinéjome 2 pavyzdyje. Skaic¢ius (50 + 1) - 1/6 néra
sveikasis. Jo sveikoji dalis lygi 8. Tai ir yra tikétiniausia reikSmé. 8 kartus SeSios
akuteés atsivercia su tikimybe

50 /1\8 /542
(8) (6) (6) = 0,151
Kaip matome, ji nedaug skiriasi nuo 1/6.

Norint rasti Sios tikimybés skaitine reikSme, tiesiog skaic¢iuojant binomini koe-
ficienta, dauginant bei dalijant reikiamus skai¢ius, kad ir po atitinkamu suprasti-
nimuy, reikéty sugaisti nemazai laiko. Tiesa, galima naudotis binominiu koeficientu
bei logaritmu lentelémis. Tada uzdavinys zymiai suprastéja. Taciau binominiy koe-
ficientu (Z) lentelés yra sudarytos tik nedideliems n ir k. Kai n ir k dideli, reikia
naudotis 6 skyrelyje pateikta Stirlingo formule.

15. TIKIMYBES pn(k) ASIMPTOTIKA

Analizuodami 14 skyrelio 4 pavyzdi, matéme, kad apskaic¢iuoti tikimybe
pn(k), kai n ir k dideli, yra nelengva. Jau sakéme, kad tada galima nau-
dotis Stirlingo formule. Skai¢iavimuy suprastinimui pravartu turéti gatavas
formules. Paméginsime jas gauti.

Parasysime Stirlingo formule Sitaip:

1 1
Inn! = <n—|— 5) Inn—n+ §ln277+ o(n);
¢ia 1/(12n + 1) < o(n) < 1/(12n).

Mums reikés dar ir kitokiu iverciu. Toliau visur 6 reiks skai¢iu, ne visada
ta pati, bet aprézta moduliu 1: || < 1.

1 lema. Jei |z| < 1/2, tai
[In(1 + z)| < 2],

1 1
14+2)In(l+z)=z+ 5952 + §9|x|3.

Irodymas. I§ Makloreno! formulés

1 Colin Maclaurin (1698-1746) — skotu matematikas.
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x
140z

Inl4+2)=Inl+

1§ ¢ia gauname pirmaja lemos nelygybe.
Pazyméje ¢ (z) = (1 + ) In(1 + x) ir pastebéje, kad

¢ (z) =1+l +2), v¥(z) = W (1=2,3,..),

i§ Makloreno formulés gauname

1 (Muavro!-Laplaso lokalioji) teorema. Jei a, b, p yra fiksuoti
skaiciazi,
k—np

Bn:\/’n‘pat: B ;

tai
B, V2mp, (k) = e_t2/2(1 +7);
¢ia Ty, — 0, kai n — oo, tolygiai visiems k su sqlyga a <t < b.
Irodym as. Irodysime kiek daugiau: ivertinsime liekamaji nari r,,. Be
to, nereikalausime, kad p butu fiksuotas.
Pazymékime

k
b=——p, sSp=k—np=mnd
n

ir tarkime, kad tenkinama salyga
1.
6] < 5 min(p, g).

Si salyga bendresné uz reikalavima, kad t = 6/n/\/pg bitu tarp dvieju fik-
suotu skai¢iy, kai p yra fiksuotas.

1 Minima teorema, kai p yra bet kuris fiksuotas, irodé Laplasas. Atvejis, kai
p = 1/2, buvo zinomas Muavrui.
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Atkreipsime démesi, kad

) 1
k=n(p—9) = np(l - 7) > 3P
p
(1) sy
e — =) >
n—=k nq(l + p) 3™
Sulogaritmave lygybés
n!
pn(k) = mp g

abi puses, pritaike Stirlingo formule ir atlike elementarius prastinimus,
gauname

lnp, (k) = <n+ %) Inn — <k+ )lnkf (nkar %) In(n — k)—

1
- §1n27r+klnp+(n*k)lnq+01;

1 1

= —o(k) — k)< —+——"-Z<

o] = () — k) — o(n )| < 57 + 5= <
1 1 1 1

<—+4—=—=-B2
6np 6ng 6npg 6

Skaicius k ir n — k po logaritmo zenklu pakeic¢iame (1) reiskiniais. Sugru-
puojame narius su Inn, Inp,Inq. Gauname

Inp, (k) = —%11127‘{‘ —In B, — (k:+ %) ln(l — %>_

—(n—k+ )ln(1+6)+gl.

Remdamiesi 1 lema, randame jvercius
1 5y 1 g 01 18] _ 6] _ Isnl
“n(1-2)+ 2m(1 f)<f oF _ 191 _ I5nl
211( p)+2n<+q)_p+q pq B2
) )
kln(l - ;)) + (n—k) ln(l + g) =

ol o i -

5 6 ki 5 6
an<—*+g+§ 0 |p|3) +nq(7+7
5?2 n 0 16]2(p* + ¢*)n B ﬁ 0 |sn|?

~ 2npq 3p2q> 2 3B4

ir

9'25):
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nes
pPP+(1-p)=1-2pg<1.
Todél ) p
hlpn(k') = —5 In 27 — lan — 5 + 02;
Cia
lsnl +1/6 s, ]?
02| < + .
B2 3B4

Vadinasi, turime asimptotine formule

BoV2rpa(k) = e~ C72(1 4 1),
kurioje
sn| +1/6  |snl®
; =l )
(2) +r exp B + 3B1
Jei t = s,/B, yra tarp dvieju fiksuotu skaiciu, tai (2) ivercio desinés
puseés rodiklis konverguoja i nuli, kai n — oco. Jis konverguoja i nuli net ta-
da, kai s, = O(Bﬁ/g)7 t.y. t = o(Byll/?’). Jei p yra fiksuotas skaicius, tai jis
konverguoja i nuli, kai s, = o(n?/3), t = o(n'/%). O

Muavro—Laplaso lokalioji teorema taikoma apytiksliam tikimybeés p,, (k)
skai¢iavimui. Manoma, kad
1

(3) pn(k) ~ \/quw(t);

1 2
@(t) = Ee t /2.

Pastaroji funkcija yra tabuliuota. Jos grafikas pavaizduotas 10 paveiksle.

10 pav.

Naudojantis (3) formule, gaunami geri rezultatai, kai p néra labai artimas
0 ar 1, o n — pakankamai didelis. Neblogi rezultatai gaunami ir kai n nedide-
li. Pailiustruosime tai pavyzdziu. 11 paveiksle laiptuota kreive pavaizduotos
tikimybeés p1o(k), kai p = 0,2, o tolydi kreivé yra funkcijos
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1 ( z—10-0,2 )
J10.0.2.0.8 "\/T0.0,2.0,8
grafikas.
-90.png 11 pav.

(2) formulé leidzia jvertinti paklaida, kuria padarome, skai¢iuodami p,, (k)
pagal (3) formule.

1 pavyzdys. Elektroninéje schemoje yra 400 vienodu elementu. Per metus
kiekvienas i$ ju gali sugesti su tikimybe 0,2. Kokia tikimybeé, kad per metus suges
80 elementy?

Taikysime lokaliaja Muavro-Laplaso teorema, kai n = 400, k£ = 80, p =
=0,2; ¢ =0,8. Gauname B, =8, t = 0. Pagal (3) formule

1
0) = —— = 0,04986...
©(0) Wor

Ivertinsime paklaida. Kadangi s, = 0, tai 1 + r, = exp(0/384), vadinasi,

p400(80) ~

@(0)671/384 §p400(80) S @(0)61/384.

| =

1
8
Gauname

0,04973 < p400(80) < 0, 05.

Absoliuc¢ioji paklaida mazesné uz 0,00014, o santykiné mazesné uz 0,29%.
Neretai tenka skaiciuoti tikimybe, kad Bernulio eksperimentu schemoje
ivykis wy ivyks ne maziau kaip « ir ne daugiau kaip § kartuy. Tam tikslui
reikia apskai¢iuoti suma
> palk).

a<k<p

Jei parametru n, « ir § reikSmés didelés, tai ir lokalioji Muavro—Laplaso teore-
ma mazai naudinga. Rasime kita apytiksle formule.

2 lema. |e® — 1| < |2| el®l.

Irodym as. Isskleide e” eilute, gauname

j=1 j=1

3 lema. / e 2y = V2.

Irodym as. Pazymékime §j integrala raide I. Turésime



Tikimybés p, (k) asimptotika 61

I’ = /OO /Oo e (2 .

Pakeiskime integravimo kintamuosius u = Rcosp, v = Rsiny. Kadangi
jakobianas

ou Ov
OR OR _ CoS sin _n
u v —Rsing Rcosy ’
dp Oy

tai
o) 27 [e%s)
12:/ / Re‘Rz/Qdego:—%r/ e 24(—R%/2) =
0 0 0

oo
7R2/2‘ =2r. 0O
0

= —2me
2 (Muavro—Laplaso integraliné) teorema. Tarkime, kad X,, yra jvy-
kiy wy skaicius Bernulio schemoje,atlikus n eksperimentuy,

X, —np
N

a < b — bet kokie skaiciai, p — fiksuotas, 0 < p < 1. Tada

Y, =

1
Pla<Y,<b)=—— [ e *“/2du+ R,,
B B \/27r/a

o R, — 0, kai n — oo, tolygiai a ir b atZvilgiu.

Irodymas. Kaip ir irodinédami lokaliaja teorema, ne tik parodysime,
kad R, konverguoja i nuli, bet ir rasime gana tikslu jo iverti. Be to, nereika-
lausime, kad p butu fiksuotas, o tik kad butu 0 < p < 1. Tarkime, kad « ir 8
yra sveikieji skaiciai, o < 3,

a= a;nnp, b= 5];nnp, B, = \/npq.

Pazymeékime ¢ = max(|al, |b]),

(2 +3) 1
) =3B, Tem

n
Reikia jvertinti suma

Pla<Y,<b)= Y pa(k).
a<k<p
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Padarysime prielaida, kad B,, > 2, r < 1/2. Tada i§ (4) ir Sios prielaidos
isplaukia ¢ < B, /2. Todél

Vadinasi, p, (k) iverciams galésime taikyti (2) formule. Gausime

Pa<Y,<b)=B,"* Z o(t)e?;

a<k<p
Cia )
. kE—np |sn| +1/6  |snl?
= v = .
B, B2 352
Kadangi

; cB, +1/6 ch,?;_r
- B2 3p:

tai pagal 2 lema
e — 1| < rel/? < 2r.
Vadinasi,
Pla<Y,<b)=B," > o(t)(1+20r).
a<k<p

Pakeisime suma integralu. Imant bet kuria diferencijuojama funkcija
o(x), i§ Teiloro! formulés isplaukia

/ o(u)du = ho(x) + §h2g0'(x + 0h).

Funkcijai ¢(x) = 27~ /2 exp(—22/2) turime: ¢'(z) = —z(x). Laikysime h
teigiamu. Tada

oz + 6h) = \/% exp(—%(m + 0h)2> <

: Lo o
— <
zgingnzlJrhgo(u) exp(|hx\ + 2h x ) <

1

z+h 1
< E/m o(u)du - exp(|hx| + §h2x2).

IN

Todél

1 Brook Taylor (1685-1731) — anglu matematikas.
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:/ u)du + h2( + 0h)p(z + 0h) =
:/ uw)du 1+9h(x+h)exp(|hx|+ —h*zx 2)}
Kai h = B!,
|hx|+%h2x2<B—+%<l+é,

nes ¢ < B, /2. Kadangi exp(5/8) < 2, tai

xz+h
ho(x) = / o(u)du(l + bch).

Vadinasi,

(5) Pla<Y, <b)= /b o(u)du(l + 20r)(1 + %).

Tai ir yra ieSkomoji formuleé.

63

IS jos tiesiog iSplaukia teoremos teiginys, kai a ir b yra fiksuoti. Tiesa,
buvome padare prielaida, kad « ir § yra sveikieji skaiciai. Cia jos galima at-
sisakyti, nes, pakeitus integravimo intervala dydziu B, !, gauname paklaida,
konverguojancia i nulj, kai n — oo. Irodysime, kad teorema teisinga ir esant

bet kokiems a, b.

Is 3 lemos isplaukia, kad, koks bebutu € > 0, galima rasti ag = ag(g) su

salyga
aop 8
(6) / o(u)du>1— <.
o 1

Pagal (5) galime rasti toki ng = ng(e), kad bty

™) Pla<Y,<b) —/ab plu)du| < 7.

kai —ag < a <b<agirn > ng.

Toliau nagrinésime atveji a < —ag < ag < b. Kiti atvejai (a < —ag < b <

< ag,—ag < a < ap < b) tiriami analogiskai. Pasinaudoje lygybémis

Pla<Y,<b)=Pa<Y, < —-ay)+P(—ap <Y, <ag)+ Plag < Y, <b),

/ab o(u)du = /a_ao o(u)du + /—(::, o(u)du + /aj o(u)du,

i (6) ir (7) nelygybiu gauname
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b ag
‘P(a <Y, <b) —/ go(u)du‘ < ‘P(a <Y, < —ap) —/ go(u)du‘—i—

@(u)du’ + ‘P(ao <Y, <b) — /b <p(u)du‘ <

ao

ao
+ ‘P(—ao <Y, < aop) —/
Cao

—agp 0o

o(u)du + Z + P(Y, > ap) + / o(u)du =

ao

< P(Y, < —ap) +/

— 00

&
= P(|Y,| > ao) +/ pu)du+ = =
lul>ao 4

—1_ [P(|Yn| <ag) - / @(“)d“} N /

—ao —ao

ao ao

pdu+ [ pludur

|u|>ag

3 g e
- <2 d -+ -<e O
* 4 /u|>a0 90(7"’) v 4 * 4 :

Skaiciavimams naudojama apytikslé formulé

(8) P(a < Y, < b) ~ B(b) — ®(a);

1 T
M”wm/ e 2,

Paklaida galima ivertinti pagal (5) formule — beje, grubokai. Sis jvertinimas
efektyvus, kai ¢ nedideli, o n pakankamai dideli. Skai¢iavimams palengvinti
yra sudarytos funkcijos ®(x) lentelés. Kai z — —oo, funkcija ®(z) labai grei-
tai konverguoja i nulj, o kai * — oo, ®(x) konverguoja i vieneta. Jos grafikas
pavaizduotas 12 paveiksle.

2 pavyzdys. Elektroninéje schemoje yra 40 000 vienodu detaliu. Per
metus kiekviena i$ ju nepriklausomai nuo kitu gali sugesti su tikimybe 0,2. Kokia
tikimybé, kad per metus suges nuo 7995 iki 8005 detaliu?

Cia

Bn = /10 000-0.2-0.8 = 80, a = 29— 420000 02 5.0625, b= 0,0625.

Pagal (8) formule
P(a <Y, <b)~ ®(0,0625) — &(—0,0625).

I8 lenteliy randame, kad P(a <Y, < b) = 0,0498.
Ivertinsime paklaida.

0,0625(0,062572 4 3) 1
U =2. = 0,00159...
" 380 6-802
e 290625 hoo7s...

By, 80
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I5 (5) formulés gauname, kad

0,0498 — 0,00012 < P(a <Y, <b) < 0,0498 + 0,00012.

Atkreipsime démesi, kad, naudojantis integraline Muavro—Laplaso formu-
le, ne visada gaunami pakankamai tiksluis rezultatai. Yra tikslesniu artutiniu
formuliu (zr., pvz., [2], 105-107 p.).

y=@ ()

-

o

i
2
12 pav.
I$ integralinés Muavro—Laplaso teoremos iSplaukia idomi isvada. Tarki-
me, kad turime Bernulio eksperimentu schema. Pazymékime X,, ivykiu w;
skaiciu, atlikus n eksperimentu. Tada X,,/n yra to ivykio statistinis daznis.
Nagrinésime ivyki, kai statistinis daznis nukrypsta nuo tikimybés p dydziu,
ne didesniu uz e:
Xn
’7 - p‘ <e.
n

Tos nelygybés tikimybeé

P(‘X"p’ Ss) —P{e,/n <Y, §51/n}.
n pq pq

Pagal 2 teorema

X 1 e 2
P ‘—n— ’<€>—>/ 67“/2du:1,
( n b VT J s

kai n — o00. Sis teiginys paprastai vadinamas Bernulio teorema. Tai yra vadi-
namojo didziuju skai¢iu désnio konkretus atvejis. Muavro—Laplaso teoremos
yra taip pat konkretuis daug bendresniu tikimybiu teorijos désniu atvejai.
Apie juos kalbésime III skyriuje. Ten pateiksime ir kitus ¢ia nagrinétu teore-
mu irodymus.
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Remiantis Muavro—Laplaso teoremomis, gaunami gana geri atitinkamu
tikimybiu iverciai, kai npq yra didelis. Jei p yra fiksuotas, $i sandauga didéja
kartu su n. Taciau, kai vienas i§ skaiCiu p,q yra mazas, n turi buti gana
didelis, kad btitu galima taikyti tas teoremas. IeSkosime kitokios apytikslés
formulés, geriau atitinkancios tikimybei p,, (k) ivertinti, kai p mazi.

4 lema. Jei 0 <z < 1/4, tai
11
-3¢ <Iln(l-2) < -z,
8 o
ln(l—m)Z—x—gm .

Irodymas. I§ Makloreno formulés gauname

LL’Q

In(1 —x) z—x—m.

Atmete deSinés pusés antraji nari, reiskini tik padidinsime. Ivertinsime i§

apacios

x 1/4 11
Aol

BN RS FS O N S R VL DU
a(l—a)z —e\l+55—5 ) 2 —o\1+ 517 9
Antraji ivertinima gauname analogiskai:

x? 8 4

In(1 — >_ " 5 %2
al—2) o2 ga—r5 2 —5¢

3 teorema. Pazymékime p=np. Jeip <1/4, k—1<n/4, tai

k
_ B k).
pn(k)— k!e e ;
cia
18ku — 11k(k — 1) — 1242 2kp — k(k—1)
< <
) 18n < (k) < o

Irodymas. Kai k > 2, p,(k) iSraiska perrasome Sitaip:

nn—1)..(n—k+1 e pn)k
pn(k) — ( ) kfl )pkq k _ ( k') epn-‘rn(k);

e = (1 - %) (1= %)(1 _pynhenn,
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Logaritmuojame

k—1 .
k) = Zln(l - %) ¥ (n— k) In(1 — p) + pn.

Remdamiesi 4 lema, jvertinsime §i reiskinj i§ virSaus ir i§ apacios:

k—
k(k—1
W<~ k= —HEZD g
jzln n
11525 8 11k(k — 1) 2,
)>-——3 < — v — Zpp?.
= 9z=:n =B (p-+ 5o°) +m 18 P3P

Nesunku patikrinti, kad formulé yra teisinga ir tada, kai £ =0,1. O
Gavome apytiksle formule

(10) (k) = B =

k!
visai kito tipo negu lokalioji Muavro—Laplaso formulé. (9) ivertinima galima
dar patikslinti.

3 pavyzdys. Saudoma j tolima taikini. Zinoma, kad tikimybé pataikyti
vienu §uviu yra 0,001. Rasime tikimybe 4 kartus pataikyti i taikini i§ 5000 §tviu,
manydami, kad §tviai yra nepriklausomi.

Taikysime (10) formule. Siuo atveju n = 5000, p = 0,001, p = 5, k = 4.
Gausime

~ 2 75
pn(4) =~ 1 e °=0,1754...
Ivertinsime paklaida. Turime
2-4-5—-4-3
H< —mM—— — = 2
n4) < =5 0,0028,
18-4-5—-11-4-3-12-5%
n() > 242 5 103 5 % — —0,0008.
Gauname . .
5" 50,0008 5% _540,0028
Ze S pn(4) S Ie )
arba

0,17532 < pn(4) < 0,17597.
Paklaida mazesné uz 0,0006.

Tarkime, jog turime ne viena Bernulio eksperimentu serija, o tokiu seriju
seka. Sakykime, kad n-ojoje serijoje turime n Bernulio eksperimentu, kiek-
vieno ju baigtis yra wy arba wg su atitinkamomis tikimybémis p,, ir 1 — p,.
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Tada yra teisinga vadinamoji Puasono teorema, kuri apraso tikimybés p,, (k)
asimptotika, kai p,, gana greitai mazéja, n neapréztai didéjant.

4 (Puasono) teorema. Jei np, — A > 0, tai kiekvienam k

pn(k) — He_ .

Irodymas. 3 teoremos dydis n(k), kaip matyti i§ (9) formulés, kon-
verguoja i nuli, kai p,, — 0. O

Pastaba. Jeip, =A/n, tai 4 teoremos irodymas yra visai paprastas.
Formuléje

pu (k) = n(n — 1)k(ln —k+ 1)1),;(1 —pn)n_k

vietoje p,, irasykime A\/n ir ja pertvarkykime

=30 (-5 (202

Kadangi k yra fiksuotas, o (1 — A\/n)" — e~*, kai n — oo, tai gauname

P
pn(k) — He A

16. APIBENDRINTOJI BERNULIO
EKSPERIMENTU SCHEMA

Praktikos uzdaviniams spresti naudingas kiek bendresnis uz iSnagrinétaji
nepriklausomu eksperimentu modelis. Tarkime, kad vél atlieckama n nepriklau-
somu eksperimentuy ir per kiekviena is ju gali ivykti s tu paciu elementriuju
ivykiu wy, ...,ws ir su tomis paciomis tikimybémis py, ..., ps (p1+...+ps = 1).
Kai s = 2, turime Bernulio eksperimentus. Todél §i modeli galime vadinti
apibendrintaja Bernulio schema.

1 pavyzdys. Metame losimo kauliuka n karty. Manome, kad metimai
yra nepriklausomi. Kiekviena karta gali atvirsti 1, 2, ..., 6 akutés. Jei kauliukas si-
metriskas, kiekvieno i§ tu ivykiu tikimybé yra 1/6. Turime apibendrintaja Bernulio
eksperimentu schema.

Sudarant tos schemos matematini modelj, teks tik apibendrinti 14 skyrelio
samprotavimus.

Pazymékime {Q, Ak, P} (1 < k < s) tikimybine erdve, atitinkancia
k-aji eksperimenta. Cia Q) = {wy,...,ws}. Algebra A yra aibés Qy visu po-
aibiu sistema. Jei A = {wj,,...,w;, }, tai Py(A) = p;, + ... + pj,. Pagal 13
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skyreli visu n nepriklausomu eksperimentu matematinis modelis yra tikimy-
biné erdvé {Q, A, P}; ¢ia

Q=07 =M X ... x Qp = {(Wiryy ey Wnr, ), Wir, € A,y eeesWnr, € U}
A — visu Q poaibiy sistema; tikimybinj mata aprasome lygybémis

P({w17‘17 ---ywnrn}) = plfl"'pfs’

kai tarp wip,, ..., wny, ivykis wy pasikartoja k; kartu ir t. t., w, pasikartoja
k, kartu. Sios lygybés vienareikdmiskai apibrézia P(A) visoms A € A, be to,
ivykiu sistemos A4, ..., A, yra nepriklausomos.

Rasime formule apskaic¢iuoti tikimybei p(k1, k2, ..., ks), kad, atlikus n eks-
perimentu, ivykis wy ivyks ki kartu, ivykis we — ko kartu ir t. t., ivykis w;
ivyks kg kartu; ky + ko + ... + ks = n. Atkreipsime démesi, kad elementariuju
ivykiu {w1p,, ..., wsr, }, kurinose wy pasikartoja k; kartu, wy — ko karty ir t. t.,
ws pasikartoja kg kartu, skaicius (kéliniai su pasikartojimais!) yra

n!

kylkol. kg’

o kiekvieno ju tikimybé lygi plfl,pgz...p’}. Todeél

n!
(1) p(k1, ko, ..., ks) ’ 'p]fl,pgz...plgs.

" kilks).
Isskleide reiskini (p1x1+paxa+...+ps2s)™ pagal multinomo taisykle, gauname

n!

T gl el

n o _

(P11 + paa + ... + pss)" =
ki+ko+...+ks=n

k1, ko ks k1, k2 k
X Pyips?. et eyt xet .. aee.

Matome, kad p(kq, ko, ..., ks) yra x’flxgzxf koeficientas. Ir §i formulé yra
konkretus generuojanciu funkciju atvejis.

2 pavyzdys. Fabrikas gamina detales. Jos arba atitinka standartus, arba
yra per ilgos, arba per trumpos. Tikimybé, kad detalé bus per ilga, lygi 0,01, kad
bus per trumpa, — 0,03. Atsitiktinai parenkama 100 detaliu. Kokia tikimybé, kad
tarp ju bus 2 per ilgos, 3 per trumpos, o visos kitos standartinés?

Pagal gautaja formule

100!

2 3 95
o3io5; ;017 - 0,037-0,96™ = 0,0420...

p(2,3,95) =
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Taikant (1) formule, faktorialus galime skai¢iuoti pagal apytiksle Stirlingo
formule. Yra irodytos apibendrintos lokalioji ir integraliné Muavro—Laplaso
teoremos. Mes jas tik suformuluosime.

1 teorema. Tarkime, kad 0 <p; <1 (j =1,...,s),

kj — np,

Vnp(T=p;)

2m) D2 (pyp) 2p(kr, . ks) =

S

= exp{*% > - pj)tﬁ}(l +7n);

j=1

t; =

Tada

¢ia r, — 0, kai n — oo, tolygiai ki, ks, ..., ks atzvilgiu, jei a; <t; < b; (j =
=1,..,s) iraj,b; yra fiksuoti skaiciai.

2 teorema. Tarkime, kad X,; (j = 1,..,s) yra jvykiv w; skaicius
apibendrintoje Bernulio schemoje, atlikus n eksperimenty, 0 < p; < 1 ir
a; <bj (j=1,...,s) — fiksuoti skaiciai, ¢; =1 — p;,

v . _ Xnj = 1p;
ni = .
! AL 2L

Tada

q1---Gs y
2m)5 1 (p1g1 + ... + Psqs)

P(a’l < Yn1 < bl)"'7as < Yns < bS) - \/(

b1 bs 1 S
X /a / exp(752qju?)du1...dus,
1 Qg j:1

kai n — oo, tolygiai a; ir b; atZvilgiu.



