IISKXTHUS.NEAPREZTAIDALﬁS
DESNIAI

1. APIBREZIMAS IR PAPRASCIAUSIOS SAVYBES

Kaip zinome, keliy charakteristiniy funkciju sandauga yra charak-
teristiné funkcija. Taciau jei charakteristiné funkcija f(¢) yra dvieju
funkciju f1(¢) ir f2(t) sandauga

f(t) = f1(t) f2(2),

tal tie dauginamieji gali ir nebuiti charakteristinés funkcijos. Jei
vis délto taip yra, tai jos vadinamos charakteristinés funkcijos da-
likliais. Siuo metu turime toli pazengusia charakteristiniu funkciju
aritmetika. Tiesa, ji zZymiai skiriasi nuo sveikuju skai¢iu aritmetikos.
Siame kurse teks spresti viena i3 specialiy tos teorijos uzdaviniu.

Charaktristineé funkcija f(¢) yra vadinama neapréztai dalia, jei
kiekvienam sveikam teigiamam n ji yra kurios nors charakteristinés
funkcijos m-asis laipsnis. Tai reiskia, kad kiekvienam n egzistuoja
tokia charakteristiné funkcija f,, (), kad

Ft) = (fa()".

Funkcija f,(t) vienareiksmiskai apibrézia funkcija f(t). Jei f(t) # 0,
tai egzistuoja In f(¢) ir yra baigtinis. Imama pagrindiné logaritmo
reiksmé (lygi 0, kai =0). Taip yra nulinio tasko aplinkoje. Véliau
pamatysime, kad f(t) # 0 visiems ¢. Todél

fult) = /M)

Atitinkamas pasiskirstymo funkcijas bei atitinkamus atsitiktinius dy-
dzius taip pat vadinsime neapréztai daliais. Pasiskirstymo funkciju
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atveju tai reiskia, kad tokia funkcija yra n vienoduy pasiskirstymo
funkciju sastka. Atsitiktiniy dydziy atveju toks dydis yra n vienodai
pasiskirsé¢iusiu nepriklausomu atsitiktiniu dydziy suma.

Pavyzdziai. 1. Imkime issigimus; désng

0, kai zx<a,
1, kai x> a;

e(r—a)= {
¢ia a yra konstanta. Sio désnio charakteristine funkcija yra e**t. I§
karto matosi, kad ji neapréztai dali.
2. Normaliojo désnio charakteristiné funkcija

eiat— %U2t2

yra taip pat neapréztai dali.
3. Puasono désnio charakteristiné funkcija

e)\(e“—l)

yra neapréztai dali. Imkime bendresne charakteristine funkcija

. ibt
ezat—i—k(e -1)

(Puasono atsitiktinio dydzio tiesinés transformacijos charakteristine
funkeija). Ir ji yra neapréztai dali.

4. Gama pasiskirstymo tankio funkcija yra

0, kai x <0,

p(z) = . e

gty ki o >0

¢ia o > —1, B > 0. Jos charakteristiné funkcija

(1 Bit)~®
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yra neapréztai dali.

5. Sakome, kad atsitiktinis dydis X pasiskirstes pagal neigiama

binoming désng, jei jis igyja reikSmes m = 0,1, ... su tikimybémis
—v v+m-—1

P(X = = —)(1 = p)? = M1 — ).

(X =m) (m)(p)( p) ( m )p( p)";

¢ia 0 < p <1, v > 0. Jo charakteristiné funkcija
(7=
1 — peit
yra neapréztai dali.

6. Kosi pasiskirstymas. Tai absoliuciai tolydus pasiskirstymas su
tankio funkcija

(2) 1 A
r)=———"——.
P TN+ (z = p)?
Jo charakteristiné funkcija

eiut—/\m

yra neapréztai dali.

7. Tirtosios 1.6 skyrelyje charakteristinés funkcijos

oo itx 1 — it
exp {iat + / ede(x)}

2
— o X
yra neapréztai dalios.

Jei kuris nors pasiskirstymo désnis yra neapréztai dalus, tai tokie
yra ir kiti to tipo désniai.

Panagrinésime neapreéztai daliu charakteristiniy funkciju savybes.
I8 pradziy parodysime, kad tokia funkcija visoje realiyju skaiciy tieséje
nevirsta nuliu. Si savybé mums labai pravers, nes daznai teks tokias
funkcijas logaritmuoti.
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1 lema. Jei f(t) yra charakteristiné funkcija, tai ir funkcija
|f(t)|? yra charakteristiné.

Irodymas . Tarkime, kad f(t) yra atsitiktinio dydzio X
charakteristiné funkcija. Imkime atsitiktini dydi Y, nepriklausoma
nuo X ir taip pat pasiskirsciusi (jis egzistuojal). Tada

fx—v(®) = fx(Of-v () = fFOF(=t) = fOF &) = |fB)]°. O

1 teorema. Neapréztai dali charakteristiné funkcija neturi realiy-
Ju Saknuy, kitais Zodziais, f(t) #0, t € R.

Irodymas. Tarkime, kad f(t) yra neapréztai dali charakte-
ristiné funkcija. Tada kiekvienam nattiraliajam n

a1 = [F O™

yra taip pat charakteristiné funkcija. Panagrinékime funkcija
g(t) = lim [fu()* = lim |f(t)[*/".
n—oo n—oo

Kadangi |f(t)| < 1, tai §i riba egzistuoja ir yra lygi 0 arba 1: g(t) = 1,
kai f(t) # 0, ir g(t) = 0, kai f(¢t) = 0. Funkcija f(¢) yra tolydi ir
f(0) =1, todeél f(t) # 0 kurioje nors tasko ¢ = 0 aplinkoje. Vadinasi,
toje pacioje aplinkoje g(t) = 1.

Antra vertus, i§ charakteristiniu funkciju savybiu turime, kad g(t)
yra charakteristiné funkcija, nes ji yra charakteristiniy funkciju sekos
riba, tolydi taske ¢ = 0. Charakteristiné funkcija g(t) turi buti tolydi
visoje tieséje. Kadangi ji gali igyti tik dvi reikSmes: 1 ir 0, tai ji visur
turi bati lygi 1. I8 ¢ia iSplaukia, kad f(¢) # 0 visiems ¢t € R. O

Isvada. Jei f(t) yra neapréztai dali charakteristiné funkcija, tai
(fEN)Y™ = 1, kai n — oo.

Itrodymas. Logaritmas In f(t) egzistuoja ir yra baigtinis.
Todel (f(t))Y™ =exp(n='In f(t)) — 1, kai n — co. O

2 teorema. Keliy neapréztai daliy charakteristiniy funkciju san-
dauga yra taip pat neapréztai dali charakteristiné funkcija.



52

Kitaip tariant, neapréztai daliu charakteristiniy funkecijy klasé yra
uzdara daugybos atzvilgiu.

Irodymas. Teorema pakanka irodyti tik dviem daugi-
namiesiems. Tarkime, kad f(¢) ir g(t) yra neapréztai dalios charakter-
istinés funkcijos. Kiekvienam nattiraliajam n egzistuoja dvi charak-
teristinés funkcijos f, () ir gn(t) su salyga

f) =@,  g(t)=g,().
Is cia
F0)g(t) = (fa(D)gn ()"
Kadangi dvieju charakteristiniy funkciju sandauga yra taip pat cha-

rakteristiné funkcija, tai f(t)g(t) yra neapréztai dali charakteristiné
funkcija. t

1 iSvada. Jei f(t) yra neapréztai dali charakteristiné funkcija,
tai tokia yra ir | f(t)|.

Irodymas. Aigku, f(—t) yra neapréztai dali charakter-
istiné funkcija. Pagal 2 teorema |f(t)|?> yra neapréztai dali. Todél
kiekvienam naturaliajam n
1

(F@®)R) = 1£()

yra charakteristine funkcija. O

Pateiksime dar viena 2 teoremos pritaikyma. Priminsime, kad
Laplaso skirstinys yra absoliuc¢iai tolydus su tankio funkcija

L

Jo charakteristiné funkcija yra

1
141¢2

2 is§vada. Laplaso skirstinys yra neapréztai dalus.
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Irodymas. Laplaso skirstinio charakteristiné funkcija

1 1
1+l —1at

yra dvieju gama pasiskirstymu charakteristiniu funkciju su parame-
trais 8 = 1,8 = —1 ir @ = 1 sandauga. Todél ji yra neapréztai dali.
O

3 teorema. Jei charakteristiné funkcija yra neapréitai daliy
charakteristiniy funkciju sekos riba, tai ji pati yra neapréztai dali.

Si teorema yra taip pat uzdarumo teorema.

Itodymas. Tarkime, kad neapréztai daliu charakteristiniy

funkciju seka (%) (t), k =1,2,... (¢ia virsutinis indeksas yra funkciju
sekos numeris, o ne i§vestiné), konverguoja i charakteristine funkcija
f(@t):

1) £(#) = Jim 5 ®)(t).

Kaip zinome, | f*)(¢)|? ir |f(t)|? yra realiosios charakteristinés funkci-
jos. Imkime bet kuri nattraluji n. Tada

lim (OO = |f)

I5 charakteristiniu funkciju ribiniy teoremu isplaukia, kad |f(t)[>/"

yra charakteristiné funkcija; vadinasi, |f(¢)|* yra neapréztai dali.
Todeél ji neturi realiuju Saknu. Kadangi In f(¢) egzistuoja ir yra baig-
tinis, tai galime apibrézti n-aja Sakni

1
n

2) Fult) = (F0) = exp {In (1)}

RaSome taip pat

1
n

3) 7 = (F90)F = exp {= I fO(0)}.
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Is (1), (2), (3) isplaukia
(4) Jim £ () = fu(®).

Pastaroji funkcija yra tolydi taske ¢ = 0. Charakteristinés funkci-
jos f¥)(t) yra pagal prielaida neapréztai dalios; todél fr(Lk)(t) yra
taip pat charakteristinés funkeijos. Is (4) ir charakteristiniy funkciju
ribiniy teoremu darome isvada, kad f,(t) yra taip pat charakteristing
funkcija. Vadinasi, f(t) yra neapréztai dali. O

Isvada. Jei f(t) yra neapréztai dali charakteristiné funkcija, tai
kiekvienam teigiamam « tokia yra ir f(t).

Irodymas. Kiekvienam teigiamam racionaliajam skaiciui p/q
laipsnis f?/ (t) yra neapréztai dali charakteristiné funkcija. Kadangi
galime rasti teigiamu racionaliuju skai¢iy seka r,,, konverguojancia i
a, tai pagal 3 teorema (f(¢))"" riba f(t) yra neapréztai dali charak-
teristiné funkcija. O

Pastaba. Jeiajir as yra du neneigiami skaiciai, oy +ao = 1,
o Fy(z) ir F3(z) — pasiskirstymo funkcijos, tai oy Fy (z) + aa Fo(x) yra
taip pat pasiskirstymo funkcija. I$ ¢ia iSplaukia, kad tas pat teisinga
ir charakteristinéms funkcijoms. Vadinasi, jei ay ir as yra neneigiami
skaiciai, a; +ag = 1, 0 f1(t) ir fo(t) — charakteristines funkcijos, tai
ir aq f1(t) + as fo(t) yra charakteristine funkcija.

4 teorema. Jei g(t) yra charakteristiné funkcija, tai kiekvienam
neneigiamam « funkcija f(t) = exp{a(g(t) — 1)} yra neapréztai dali

charakteristiné funkcija.

Irodymas. Tarkime, kad n yra bet kuris natuiralusis skaicius,
n > «. Imame charakteristine funkcija

(1- 21+ St

Jos laipsnis
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taip pat yra charakteristiné funkcija. Tas pats pasakytina ir apie riba

£(t) = lim (1 + %(g(t) - 1))”.

n—00

I8 ¢ia ir i$ neapréztai daliu charakteristiniy funkciju apibrézimo is-
plaukia, kad f(t) yra neapréztai dali charakteristiné funkcija. O

Paminésime be irodymo dar pora teoremuy.
5 (struktiros) teorema. Charakteristiné funkcija yra neapréztai
dali tada ir tik tada, kai ji yra Puasono tipo charakteristiniy funkcijy

sekos riba.

6 (Finecio) teorema. Charakteristiné funkcija f(t) yra neapréztai
dali tada ir tik tada, kai ji yra pavidalo

f(t) = lim_exp {on (gn(t) — 1) };

éia oy, yra teigiami skaiciai, o g,(t) — charakteristinés funkcijos.
2. NEAPREZTAI DALIU CHARAKTERISTINIU
FUNKCIJU KANONINE ISRAISKA

Tarkime, kad « yra realusis skaicius, ¥(z) — nemazéjanti funkcija,
apibrézta visoje tieséje R. Pazymékime

o) = vl ®) = ot + [ ol av(e)
cia )
o ite it 1+2
v(z,t) = (e T3 2 1:2) 2

Pastaroji funkcija néra apibrézta taske x = 0. Kadangi

‘ 1 0
e — 1 = jte — §t2x2 + 6\tx|3, 0] <1,
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tai nulinio tasko aplinkoje

1 0 1+ 22
—7t2m2+6|tx|3> R

v(z,t) = (itl +x2 2 x?

(1)

1 0
= it — §t2(1 +2%) + 6|t:c3|(1 + 2?%)

ir .
li t) = —=t%
lim v(z,8) = =3
Todél susitarsime laikyti

1
v(0,t) = lim v(z,t) = —5752.

z—0

Dabar funkcija v(x,t) yra apibrézta visiems x € R ir yra tolydi x
atzvilgiu.

Parodysime, kad integralas ¥ (t) egzistuoja visiems ¢ € R. I (1),
kai |z| <1,

1
o, )] < [t +¢* + St

o kai |z| > 1,

2
|[tx] >1+x <

itx
o) < (Je" -1+ T <

2

t 1+ 22 1 t
§(2+ ] ) T :2<1+—)+u§4+|t|.
1422/ 22 x? |z]

Kadangi pointegraliné funkcija yra tolydi ir aprézta, tai integralas
¥ (t) egzistuoja visiems realiesiems t.

Monotonigka funkcija ¥ kiekviename taske x turi ribas ¥U(z — 0)
ir ¥(z + 0). Taciau funkcija ¢(t) nepriklauso nuo funkcijos ¥(x)
reikSmiy trukio taskuose; svarbus tik trikiu didumas. Kad biutu
konkreciau, ¥ susitarsime laikyti tolydzia i kairés visuose taskuose.
Taip pat egzistuoja W(—o0) ir ¥(oco). Susitarsime taip pat, kad
U(—o0) = 0. Jei buty kitaip, tai funkcija ¥(z) galétume pakeisti
funkcija U(z) — U(—o0). Nuo to integralas nepasikeistu.
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1 lema. Funkcija e¥® yra neapréztai dali charakteristiné funkci-
ja.
Irodymas. Pazymékime

e?® = (1) fo(t) f3(1);

2
u(t) = exp {iat — %(\p(m) —w(0)},

fa(t) = exp { / U(m,t)d\ll(x)},

x>0

f3(t) = exp {/1

Parodysime, kad fi(t), f2(t), f3(t) yra neapréztai dalios charakteristi-
nés funkcijos.

Pirmoji i8 ju yra normaliojo désnio charakteristiné funkcija (jei
U(x) yra tolydi taske x = 0, tai ji virsta iSsigimusio désnio charak-
teristine funkcija).

Panagrinésime f3(t). Paéme bet kuri ¢ € (0,1), suskaidykime
intervala [e, 1/¢] taskais

U(x,t)d\P(x)}.

<0

1
E:$n0<$n1<...<l‘nkn:g

i dalis taip, kad
max (Tnk — Tpp—1) — 0,

kai n — 0. Parinkime taskus y,x € [Zn k-1, Tnk), k=1,...,k,. Tada
kn
exp {3 0k, ) [ (@ar) — W(wnp1)] | =
k=1
o it
= TTexwo { = = [W@m) - W@as1)]+
el Ynk

) 1 2
+ (e”y”k — 1)% [‘I’(xnk) — \I’(xn,k—l)]}
nk
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yra apibendrintojo Puasono désnio charakteristiniu funkcijy sandau-
ga, t.y. neapréztai dali charakteristiné funkcija. Antra vertus, i8
Styltjeso integralo apibrézimo isplaukia, kad tos charakteristinés funk-
cijos konverguoja i

I.(t) = exp { /[6,1/5) v(z, t)d\Il(x)},

kai n — oo. Vadinasi, I.(t) yra neapréztai daliy charakteristiniy
funkciju sekos riba. Parodysime, kad ji yra tolydi taske ¢ = 0.
Kadangi

v(z,0) =0,
[tx] \1+ 22 22+ 2
¢ <<t ) — |t ,
(o) < e+ {2 ) LE2 = g
tai
< K

‘ /[6,1/5) v(z,y)d¥(x)

su konstanta K, nepriklausan¢ia nuo t. IS ¢ia iSplaukia, kad I.(t)
yra tolydi taske ¢t = 0. Pagal 1.3 teorema ji yra neapréztai dali
charakteristiné funkcija.

Pereidami prie ribos, kai ¢ — 0, analogiskai gauname, kad fs(t)
yra neapréztai dali charakteristiné funkcija.

Lygiai taip pat irodome, kad toks pat teiginys teisingas ir funkcijai
f3(t). Lieka pritaikyti 1.2 teorema. O

Mums prireiks dar keliu funkciju. Pazymékime

w(zx) = (1 -

ji apibrézta visiems x # 0. Taske x = 0 apibrésime papildomai

sinz\ 1+ 22
)=

T T

w(0) = limo w(x)
(véliau matysime, kad w(0) = 1/6). Dar pazymékime

A= [ wie)
Alt) = /°° e dA(z).

—0o0
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Parodysime, kad tos funkcijos yra apibréztos visiems realiesiems x
ir ¢t ir panagrinésime ju savybes bei rysius su «, ¢, ¥. Tam prireiks
dvieju lemu.

2 lema. Visiems realiesiems x teisingos nelygybés
0<e <w(z) < e
¢ia ¢y ir ca yra konstantos.

Irodymas. Dideliems x nelygybés gaunamos tiesiog i§ w
apibrézimo. Tarkime, kad |z| > 7. Tada

wiz) < (14 ) (1+ o),

1
w(z)>1——.
7r

Maziems x jrodinésime kitaip. ISskleide sinx eilute, gauname

k12k

w(@) ( )i 2k + 1)

k=1
= 1 1
+Z A 2k(2k+1)!_(2k+3)!)'

Kai |z| < 7, tai (k+1)-ojo ir k-ojo nariu santykio absoliutus didumas
lygus

CTJU—‘
H

x? (2k +4)(2k +5) —1
(2k +4)(2k +5) (2k +2)(2k +3) — 1"

Sis reiskinys nevirsija
72 2

<™ <
2k +2)(2k+3) 119 °

Eiluté yra alternuojanti. Todél

<w(z) <

1 1) 1+197r2
6 120 °

| =
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3 lema. Funkcijos A ir \ apibréztos visiems x ir t. Be to,

Tarp funkciju W ir A bei X ir A yra abipusiskai vienareiksmé atitiktis.

Irodymas. Is 2 lemos isplaukia, kad A(x) apibrézta visiems
T, nemazéjanti ir aprézta, nes

Az) < 2P (00).

U(z) = /(_ dA(y)

Turime

(priminsime, kad ¥(—o0) = 0).
Apskaic¢iuosime integrala

z/}(t)—/0 w(Hh);w(t_h)dh:

1 oo _
= / dh/ <U(x,t) _ vttt h) +u,t h)>d\1'(x)
0 —o0 2
Pointegralinis reiskinys lygus

ihx —ihx 2 2
; 1 ; 1
et <1 _C +26 ) —;x = e""(1 — cos hx) —;2%

(kai x = 0, ji apibréziame i$ tolydumo). Galime integruoti po inte-
gralo zenklu h atzvilgiu. Gauname

o0

/ " e (n)d (z) = / et dA (z) = A(1).

—0o0 — 00
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Atkreipsime démesj, kad A(z)/A(c0) yra pasiskirstymo funkcija.
Ja atitinka charakteristiné funkcija A(¢)/A(c0). O

1 (vienaties) teorema. Tarp funkcijy v ir dvejety (o, V) yra
abipusiskai vienareiksmé atitiktis ¢ «—— (o, V).

P astaba. Todél daznai rasoma ¢ = (a, ¥).

Irodymas. Tiesiog i§ funkcijos ¢ apibrézimo isplaukia, kad
« ir ¥ vienareik§miskai nusako . Antra vertus, 1 vienareikSmiskai
nusako A, §i A, o pastaroji ¥. Is funkcijos v apibrézimo turime, jog
1 ir ¥ vienareikSmiskai nusako skai¢iu a. O

Panagrinésime dabar funkciju e¥ savybes.
2 (konvergavimo) teorema. Tarkime, kad

Yy = (ana \I/n)

a) Jei a,, — « ir Uy, pilnai konverguoja § W, kai n — oo, tai
Y — P = (Oé, \IJ)

b) Jei 1, (t) — (t) ir (t) yra tolydi taske t = 0 funkcija, tai egzis-
tuoja tokia reali konstanta a ir tokia aprézta nemaZéjanti funkcija
U(x), apibréita visoje tieséje, tolydi i§ kairés ir tenkinanti salyga
U(—o0) =0, kad a, — «, Uy, pilnai konverguoja § ¥ ir

Y= (a, V).
Irodymas. a) Sis teiginys isplaukia is Helio-Bréjaus teoremos.

b) Antrojo teiginio irodymas kiek ilgesnis. Tolydi taske ¢ = 0
funkcija e?(!) yra neapréztai daliu charakteristiniu funkciju sekos
riba. Todél ji yra neapréztai dali charakteristiné funkcija. I§ 1.1
teoremos e¥®) £ 0 visiems ¢t € R. Todél funkcija 1)(t) yra baigtiné ir
Pn(t) — (t) tolygiai kiekviename baigtiniame intervale. Pazymeéki-

An(t) = ¥ (t) _/0 Y (t+h) —gwn(t —h) "
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Siu funkciju seka konverguoja i funkcija
1 j—
A(t) = (1) —/ P U=h) gy,
0

Priskirkime funkcijoms A(¢) ir A, (t) funkcijas A(x) ir A, () :

() = / A (x),
Anlt) = / T et gp, (),

I8 charakteristiniu funkciju savybiu i$plaukia, kad A,, silpnai konver-
guoja i A. Kadangi A, (0) — A(0) ir

/\n(O):/_O:odAn(x), A(O):/_O;dA(x),

tai Ay, (—00) — A(—00) ir Ap(00) — A(00). Vadinasi, A,, pilnai kon-
verguoja i A. I8 lygybiu

w=[ e = [T

2 lemos ir Helio-Bréjaus teoremos gauname, kad ¥,, pilnai konver-
guoja i W. IS tos pacios Helio-Bréjaus teoremos isplaukia

an =00~ [ vl

— 00

visiems t. Todél egzistuoja riba lima,, = «. IS pirmojo teoremos
teiginio gauname
Y= (a, V). O

3 teorema. Funkcija f yra neapréztai dali charakteristiné funkcija
tada ir tik tada, kai ja galima parasyti pavidalu e¥; ¢ia 1 = (o, V).
Atvaizdavimas yra vienareiksmis.



II SKYRIUS. NEAPREZTAI DALUS DESNIAI 63

Irodymas. 1. Salygos pakankamumas buvo irodytas 1 lemoje.

2. Irodysime butinuma. Tarkime, kad f yra neapréztai dali
charakteristiné funkcija. Pagal 1.1 teorema f(¢) # 0 visiems ¢. Imki-
me jos logaritma In f(t); kaip paprastai, imama pagrindiné loga-
ritmo reikSmé. Pagal neapréztai dalios charakteristinés funkcijos
apibrézima kiekvienam naturaliajam n egzistuoja charakteristiné
funkcija f,(t) su salyga f(t) = fr(t). Aisku, kad f,(t) — 1, kai
n — oco. Todél

In f(t) = nln fu(t) = nln (1 + (fult) - 1)) -
=n(fa®) = 1) (1+0(1) = Tim (n(fu(t) - 1)).

Pazymékime F,, pasiskirstymo funkcija, atitinkancia f,,. Gausime

In f(t) = lim h n(e"™ —1)dF,(z) =

— 00

it itz ) }_
+/—<x> (e 2 ndF, ()
= lim 1, (¢);
cia
wn = (Oényll’n)a
< x

2
Y
U, (x)=n dF,,(y).
@=n[  TEpRw
IS 2 teoremos ir salygos 9, (t) — In f(t) bei funkcijos In f(¢) toly-
dumo taske ¢t = 0 iSplaukia, kad egzistuoja skaicius « ir funkcija ¥,
issiskiriantys savybémis o, — a, ¥,, — ¥ ir In f(t) = (o, ¥). O
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Formuleé

f(t) =exp {iat + /OO (e“x L )H_;Egdllf(x)}

o 1+22) =z

paprastai vadinama Levi—Chincéino formule, o funkcija ¥ — Levi—
Chinc¢ino spektrine funkcija.

Pavyzdziai. 1. Issigimusio désnio su charakteristine
funkcija e*** atveju
a=a, ¥(z)=0.

2. Normaliojo désnio su charakteristine funkcija elat—o’t?/2 atveju

a=a, VU(z)=o%z).

3. Apibendrintojo Puasono désnio su charakteristine funkcija
iat-+\ (eibtfl)
e

bA b2\
T Y@ =1

4. Gama pasiskirstymo su charakteristine funkcija

atveju

a=a+ (:I,’*b)

(1 - Bit)~

S efy/ﬁ
/
a:a/ 114,20
o 1+y

T ye~v/B
1+ y?

atveju

U(r) = E(x)a’/o dy.

5. Neigiamo binominio désnio su charakteristine funkcija

=)
1 — peit



II SKYRIUS. NEAPREZTAI DALUS DESNIAI 65

atveju

6. Kosi pasiskirstymo su charakteristine funkcija
ei,u,tf)\\ﬂ

atveju

A A
a=u, Yx) = - arctan x + 5

Levi-Chin¢ino formule paraSysime kitu pavidalu. Pazymékime
0? = W(+0) — ¥(0),

Jisom S 4W(y),  kaia <0,

y‘z
L(I) = N .
N f(I,OO) y%/ d¥(y), kaiz > 0.
Funkcija L apibreézta visoje skaiciu ties¢je, isskyrus taska z = 0

nemazéja pustiesése (—o0,0) ir (0,00) ir tenkina salygas: L(—o0) =
0, L(oco) = 0. Ji yra tolydi tuose ir tik tuose taskuose, kuriuose yra
tolydi ¥; visur tolydi i§ kairés. Kiekvienam § > 0

/ 22dL(x) < oo.
(=8,0\{0}

Antra vertus, neneigiama konstanta o2 ir bet kuri funkcija L,
turinti ka tik nurodytas savybes, vienareiksmiskai nusako VU, taigi ir
neapréztai dalia charakteristine funkcija. Galime suformuluoti tokia
teorema.

4 teorema. Funkcija [ yra neapréztai dali charakteristiné funkcija
tada ir tik tada, kai ja galima parasyti pavidalu

1 .
t) = 't—72t2+/ (m—l—dL };
ft) =exp {wz 57 (o) e 1+x2) (x)
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¢ia: o — reali konstanta, o — neneigiama konstanta, funkcija L

nemazéja intervaluose (—oo,0), (0,00), tolydi is kairés ir
L(—) =0, L(c0)=0, / r?dL(x) < 0o
(=0,5)\{0}

bet kuriems baigtiniams § > 0. Israiska yra vienareiksmé.

Si neapréztai dalios charakteristinés funkcijos israiska vadinama
Levi formule, o L — Levi spektrine funkcija.

Pavyzdziai. Vartosime ankséiau jvestus zymenis.

1. Isstgimusio désnio atveju

2. Normaliojo désnio atveju
a=a, o?=oc%(taspats), L(z)=0.

Panagrinésime specialu atveji, kai

/OO 22d¥(z) < oo.

Tada
v(z, t)d¥(z) = (e —1—itx) o AU (z)+it xd¥(z).
Pazymeéje
a=a+ / xd¥(x),
K@= [ ey,
gauname
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Neapréztai dali charakteristiné funkcija e turi pirmaji momenta a
ir K(00) < oo (pakanka paimti pirmasias dvi i3vestines taske ¢ = 0).
Atvirkséiai, jei neapréztai dali charakteristiné funkcija e¥ turi antraji
momenta (tuo paciu ir pirmaji), tai

/ 22d¥(z) < oco.

Taigi apréztu dispersiju atveju ribiniu désniy klasé sutampa su pok-
lasiu neapréztai daliu désniu, turin¢iy antruosius momentus.

5 teorema. Funkcija f yra neapréztai dali, turinti baigtine disper-
sija charakteristiné funkcija tada ir tik tada, kai

e , 1
f(t) =exp {i’Yt +/ (eztm —1- itx) 2dK(x)};
e T
¢ia: v yra reali konstanta, K — nemaZzéjanti aprézta funkcija, tolydi
i§ kairés ir tenkinanti salyga K(—o0) = 0. Atvaizdavimas yra vien-
intelis. Pointegraliné funkcija laikoma lygia —t2/2, kai x = 0.

Pavyzdziai. Vartosime jau anks¢iau ivestus zymenis.

1. Issigimusio désnio atveju

3. Apibendrintojo Puasono désnio atveju

y=a+ %, K(x) = Ab*e(z — b).



