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PRATARME

Kiekvienas mokdeivis Zino Antana Baranauska (1835-1902) buvus
talentingu poetu, kurio nemirtingasis , Anyk&iy Slelis* puoSa musy po-
ezija. Kalbininka prisimena jj tyringus lietuviy kalba. Tulas muzikas
pasakys ji komponavus dvasiniy giesmiy melodijas. Zinoma, jog doméosi
liaudies medicina, rinko vaistinguosius augalus. Ir nedaug kas girdgo jj
buvus ir matematiku, atidavusiu Sai mokslo akai daugiau kaip deSmtj
jtempto darbo mety.

Atrodyty, tolimosvienanuo kitosveiklos sritys. TaCiau tarp ju yradaug
bendra. Kabotyrayraar tik ne tikdiausiatarp visy humanitariniy moksy.
Lenky kalbininkas Janas Boduenas de Kurtené (Jan Baudouin de Courte-
nay, 1845-1929) Baranausko kalbiniuose tyringimuose jZvelge jo dovana
matematiskai mintyti. Muzikos harmonijos taisykles dvelkia matematika
O matematika iSreidkia ne tik tiesa, bet ir griezto tobulumo groZj, kuris
gali pasireiki tik auk&Ciausiame mene. Matematikos uzdavinio sprendimo
struktura neretai dvelkia dailumu, veikianCiu prota ir siela, panaSai, kaip
klasikines ssimfonijos garsai.

Prancuzy poetas Polis Vaery (Paul Vaéry, 1871-1945) ra&: ,AS ne
matematikos specialistas, o tik jos gerbgas, nevykédis, [smylges patia
graZziausia is mokdliniy disciplinyg”. O Zymusis vokieciy matematikas Kar-
las Vejerdrasas (Karl Weierstral3, 1815-1897) kalbgo:,, Matematikas, kuris
nera bent kiek poetas, negali buti tikras matematikas®.

Angly matematikas, filosofasir visuomeneés veikgas Bertranas Raselas
(Betrrand Arture William Russel, 1872-1970) teige, jog teisingai suprasta
matematika iSreiskia ne tik tiesa, bet ir aukSiausia dailuma, &lta ir rusty
groZ|.

Garsusis prancuzy matematikas ir fizikas, vienasiS reliatyvumo teorijos
kurgy, Anri Puankaré (Henri Poincaré, 1854—1912) ra& apie matematika
,Zmones, susipaZine su jos paslaptimis, patiria pasigergiima, panady tam,
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kurj mums duoda tapyba ir muzika. Jie Zavis skaiCiy ir formy grak¥ia
harmonija, gerisi, kai koks nors naujas atradimas atveria netikétas perspek-
tyvas.”

O &ai katvirtino kitas garsus vokieCiy matematikas H. Veilis (Hermann
Weyl, 1885-1955): ,Matematika, greta kalbos ir muzikos, yra viena is
Zmogaus proto laisvos kurybines jégos pirminiy iSraisky ir yra universalus
pasaulio supratimo teorinemis konstrukcijomis instrumentas. Ji turi buti
Zinojimo ir sugeb&imy esminis eementas, kurio mes turime mokyti, ir
kulturos, kuria turime palikti busimoms kartoms."

Kitas Zymus 0 mtmetio vokieCiy matematikas H. Hase (Helmut
Hasse, 1898 — 1979) apie matematika kalbgo, kaip apie mokslg, mena ir
jega

Matematika yra sritis, pilna stebuklingy netikéetinumy tam, kas | ja pra-
siskverbia. Atradimo dZiaugsmas, kai problema yra iSspresta, kai matoma
spinduliuojanti stebétino grozio tiesos Sviesa.

Galime buty paradyti daug matematika aukstinanciy sakiniy.

Paprastai Zzmoneés buna gabus daugeliui sriciy, o pasirinktoji kurybos
sritis priklauso nuo iSsilavinimo, susiklostiusiy aplinkybiy, o kartaisir nuo
atsitiktiniy priezastiy. Tarp jvairiy kurybos ruSiy, matyt, esama didesnio
rySo ir panaSumo, negu paprastai manoma. Ateities mokdlas, giliau i&yres
paties sudétingiausio Zmogaus organo — smegeny veikla, tikriausiai geriau
atskleis ir kurybinio proceso mechanizma bei paai&kins rySus tarp jvairiy
jo rusiy.

Apie A. Baranausko matematinius tyringimus Zinome i3 jo paties [4,6]
ir Eizenacho gimnazijos mokytojo Karlo Hosfeldo (Carl Hossfeld) [18]
publikacijy bel laiky. Matematikos klausimais A. Baranauskas susirasi-
ngo su Aleksandru Dambrausku — Adomu Jak&u (1860-1938) [8], lenky
kalbininku Janu Boduenu de Kurtené (Jan Baudouin de Courtenay, 1845—
1929) [7] ir vokietiy kalbininku Hugu Véberiu (Hugo Weber, 1832—-1904).
Pastarasis, matematines laisky vietas iSvertes j vokieciy kalba, parodydavo
K. Hosfeldui. Tie lai%kai buvo saugomi Leipcigo universitete. Lietuviy
kalbininkas Kazys Alminauskis (veliau, kaip ir daugelis lietuviy iSaiviy,
sutrumpines pavarde | Almino) prieskario metais padare jy kopijasir pub-
likavo Lietuvoje [1]. Suspéta publikuoti ne vis laiskai, taCiau Lietu-
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viy literaturos institute saugomos nepublikuoty laisky kopijos. Gaila tik,
kad K. Alminauskis kai kuriuose laiSkuose praleido dalj matematikos da-
lyky. Jam rupgo tik kalbos klausimai. Tiesa, kai kuriy jis jau ir ne-
rado. Mat, dalj skaiCiavimy bei matematiniy samprotavimy H. Véberis
atkirpdavo nuo laisky ir perduodavo K. Hosfeldui. Galimas daykas, ne
vis jie buvo grazinti H. Véberiui. TaCiau ir idikusiy dabar atstatyti
negalima, nes Antrojo pasaulinio karo pabaigoje Leipcigo universitete
buve A. Baranausko lai%kai, kaip ir kita mokso medZiaga bel knygos,
sudege. 15 laisky A. Jak&ui [8] nusimete geometriniai breZiniai. Keletas
A. Baranausko matematiniy laiSky yra publikuota[9]. Buty pravartu turéti
ir korespondenty atsaskymus A. Baranauskui. I5skyrus keleta A. Jak®o
laisky nuorady, apie kitus laiskus nezinoma. Krokuvoje yraidikes A. Ba-
ranausko rankadis [5], kurio turinys artimas [4].

Apie A. Baranausko matematinius darbus platiausiai dar pries Pirmgjj
pasaulinj kara buvo rases A. Jakdas [13]. Situo straipsniu daugiausia
remes ir kiti veliau raSusigi. Tarpukario Lietuvoje apie A. Baranauska
matematika ras2 Mykolas Birziska[10], Viktoras Birzika[11], A. Jek&as
[21], Juozas Tumeas [46]. Pokario metais apie jj buvo uzsiminta autoriaus
[24], Aleksandro Baltruno [2], Reginos Miksytes [39].

1985 m. Lietuvoje buvo platiai paminetos 150-0sios A. Baranausko
gimimo metines. Jau ankstiau buvau doméjesis matematikos istorijaLietu-
voje. Buvau Sek tiek susipazines ir su A. Baranausko matematine veikla
Organizatoriy paskatintas ir bendradarbiy padedamas, surinkau faktiskai
visa tada prieinama medziaga: jo matematines publikacijas, laiskus. 1%
nagringjau ir paraSau nedidele studija [25] bel pora populiariy straipsniy
[26, 27]. Apiejj rase taip pat Eugenijus MangtaviCius [35] ir R. Mikdyte
[39, 40].

Ne vienas i$ kolegy ir leidgy paskatino paraSyti populiaria knygele
mokdlelviams ir Saip besidomintiems matematika skaitytojams, nudvie-
CianCiata A. Baranausko veiklos sritj.

RaSydamas Sa knygele, as naudojausi minétuoju savo straipsniu. Turée-
jau galvoje papasakoti ne tik apie A. Baranausko matemating veikla, bet
ir placiau apzvelgti tuos matematikos klausimus, kurie su jaturi ry§o, bei
populiarinti matematika. Stengiausi remtis matematikos Ziniomis, kuriy
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mokoma viduringe mokykloje. Tik nedaug kur tenukrypau nuo tos nuo-
statos, megindamas paaidkinti tuos papildomus dalykus, kuriy prireike.
Knygeles gale yra patelktas saraSas A. Baranausko darby, nurodytakai kuri
literatura apie jj ir knygos, kuriose platiau pasakojama apie Cia nagringa
mus klausimus. Tekste tie veikalai nurodomi lauztiniuose skliaustuose.

Knygeles rankradtj perskaité kolegos E. Getiauskas ir M. Sapagovas,
pateike vertingy pastaby. UZ jas nuoSrdziai dekojul.
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1. PAZINTISSU MATEMATIKA

Siy dieny jaunuoliui kelias| didZiajamatematika gana paprastas. Baigel
vidurine mokykla, jstojai | aukSgja pasirinkes matematiko speciaybe.
Visame kelyje dar rasi jvairiausiy progy papildomai lavintis: matematikos
bureliai, olimpiados, neakivaizdines mokyklos, vasaros stovyklos, zurnaai
ir knygos. Tave globos, patars, paskatins. Tik dirbk! Ir jei pasirodei dar-
b&us ir talentingas, pasiulys stoti | doktorantura, kur vél turesi vadovy bel
patargjy.

Senial pastebeta, kad matematiniai gabumai daZniausiai pasirei &kiaank-
styvoje jaunystgje. Pagrindinia matematikos atradimai taip pat daromi
jauname amziuje. Prancuzas Evaristas Galua (Evariste Galois, 1811 10 26
— 1832 05 31), zuves turedamas vos dvi deSimtis mety, sukurée véliau jo
vardu pavadinta teorija, kuri rado daugybe taikymy matematikoje ir kitose
srityse. Tateorijapadgo jam atsakyti | klausima, kada algebrine lygtisyra
iSsprendziama radikalais.

Pirmojo laipsnio algebrinei lygCial iSspresti uztenka sudéties, atimties,
daugybos ir dalybos veiksmy. Kvadratinei lygciai spresti reikia dar ir
kvadratines Saknies traukimo. O kubinems ir ketvirtojo laipsnio lygtims
spresti reikalinga dar ir kubine Saknis. Su auk®esniyjy laipsniy lygtimis
viskas buvo sudetingiau. Vis nesiseke rasti budo joms spresti bendruoju
atveju. Pagaliau norvegas Nylsas Abelis (Niels Henrik Abel, 1802-1829),
taip pat jaunas mires, jrode, jog auk®esnio kaip ketvirtojo laipsnio lygtiu
Saknis bendruoju atveju negalima isreik®i ty lygCiy koeficientais, pavar-
tojus baigtinj skaiCiy karty keturis pagrindinius aritmetikos veiksmus ir
sveikyjy laipsniy Saknies traukima Trumpiau sskoma: negalima iSspresti
radikalais. TaCiau kai kada — galima. E. Galua rado kriterijy, kada tokiy
veiksmy pakanka.

Kai kitam prancuzy matematikui Aleksiui Klero (Alexis Claude Clai-
raut, 1713-1765) buvo vos 16 mety, jis paraSe darba apie erdvines kreives.
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Tai buvo diferencialinés geometrijos erdvge pradzia Tokiy pavyzdziy
istorija Zino daugybe.

Tai nerei¥kia, kad vyresnio amZiaus matematikai nieko vertingo ne-
sukuria. Anaiptol, daugelis ju buna aktyvus ir sulauke garbingo amziaus,
jé nuo jauny dieny sistemingai uzsiiming o matematine veikla

Kitaip susikloste A. Baranausko gyvenimas. neturéta nei salygy, nei,
atrodo, paskaty uzsiimineti matematika. Ir nors verztas | moksa, bet
patios matematikos sistemingai beveik nesimokyta.

Manau, kad skaitytojas yra susipaZings su pagrindiniais A. Baranausko
biografijos faktais i5 lietuviy literaturos istorijos vadovelio ar kurios nors
kitos knygos. Todd Cia paminesiu tik viena kita.

Antanas Baranauskas gimeé 1835 m. sausio 17 d. Anyk&iuose. 1845—
1848 metais mokesi AnykXiy valstiaus mokykloje. Jis pats pasakoja, jog
jam ypat sekesi aritmetika. Pramokes skaiciuoti iki bilijono, sudéties,
atimties, daugybos. Toliau aritmetikos, pradedant dalyba, mokesis sava
rankiSkai i5 vadovélio.

Po daugelio mety jis savo laidkuose pasakojo, jog buves nugirdes uz-
davinj: kiek uz 100 rubliy galima nupirkti jauciy, karviy ir versuky, jel
uz jautj reikia mokéti 10 rubliy, uz karve — 5 rublius, o verSukas kainuo-
ja puse rublio, kad i$ viso buty nupirkta 100 galvy. Matematikos kalba,
tai gana paprastas neapibreztiniy lygCiy uzdavinys. Pazymée x perkamy
jauciy skaiciy, y — karviy ir z — verduky, gauname dvi lygtis

10z + 5y + 0.5z = 100,
z+y+ 2z = 100.

Lygtys dvi, o nezinomyjy —trys. Jei =, vy, z galéety buti bet kurie skai€ial,
tai § lygCiy sistema turéety be galo daug sprendiniy. Tafiau musy atveju jie
turi buti sveiki neneigiami skaiCiai. Todé ji turi tik viena sprendinj. Tik
kaip jj rasti? Baranauskas ty lygciy teorijos, zinoma, nemokéo. Jy ir San-
dien nesimokoma viduringe mokykloje. Savo laiskuose A. Baranauskas
rado, jog pora savaitiy kamavesis, kol rades, kad galima nupirkti 1 jautj,
9 karves ir 90 verSuky. Gaima atspéti, kaip jis sprende; paprastiausiai
parinkingo skaicius, kol rado tinkamus. Tik gerokai véliau, tas dvi lygtis
suvede j viena su dviem neZinomaisiais. Suzinojesis labiau prasilavinusiy
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matematikoje Zmoniy apie tokiy uzdaviniy sprendimo metodus, sudaring-
jes atitinkamas neapibréztines lygtis, jas sprendes ir net sudares dideles
lenteles anal ogiskoms lygtims spresti.

Nors troko mokdo, bet tevy materialiné padetis neleido jo norams
iSsipildyti. Tiesa, pora mety (1851-1853) mokési Rumsiskiy radtininky
mokykloje, taCiau neka ten teiSmoko. Véiau trejeta mety dirbo jvairiose
vietovéese ra&ininku.

Pagaliau 1856 m. rudenj uz skolintus 10 rubliy (yrair kitokiy versijy)
nusipirkes TelSy progimnazijos 4 klasiy pazymé&jima, pateko | Varniy ku-
nigy seminarija, kurioje matematika nebuvo destoma. Nebuvo destoma ji
ir Peterburgo dvasinge akademijoje, kurioje mokéesi 1858-1862 metais. 15
savo kolegy, kurie buvo mokesi progimnazijose ar gimnazijose, Varniuo-
se ir ypa Peterburgo akademijoje § ta suzinojo apie agebra. 15girdes,
kad ., dauginant pliusa pliusu ir minusa minusu, gaunamas pliusasir tiktai
nevienodi Zenklai padara minusa', ilgai sukes galva, kol suprates reikalo
esme. Beje, ir mums, kurie neformaliai mokémés matematikos mokykloje,
§ taisykle kele nemaza rupestiy.

A. Baranauskas ne viename laiske savo korespondentams kaba apie
potraukj matematikai. Kaba, kad je ne tevy neturtas, jis buty, ko gero,
atsidgjes matematikai.

Dvasine akademijai rupgo paruo&i sau busmy destytojy. Tokiam
darbui buvo parinktas ir A. Baranauskas. Jis buvo pora mety pasiys
tas | Miuncheno universiteta  Pabuvojo ir Romoje bei Belgijoje. Cia A.
Baranauskas, be savo tiesioginiy pareigy, domé&osi ir matematika [43]. Po
poros mety grizes | Peterburga, metus deste akademijoje, o véliau buvo
perkeltas | Kauno kunigy seminarija ir a&uoniolika mety deste homiletika
(pamoksly teorija), lietuviy kalba ir dogmine teologija. 1884 m. buvo
paskirtas Zemaitiy pavyskupiu. Nutriko jo tiesioginiai kontaktai su klie-
rikais lietuviais. Daugelio baramas ir ujamas uz lietuviy kalba, imasi savo
megstamosi os matematikos, jo ZodZiais, nieko bendro neturin€ios su poli-
tika, niekam neuzkliuvanCios, be to, gerai lavinanCios prota, saugancios
nuo tinginiavimo ir protinio sustingimo. Jam buvo jau beveik 50 mety.
Amzius ai&kia nepalankus matematikai.
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2. SKAIéIL) LAIPSNIAVIMAS

A. Baranauskas savo laikuose pasakoja, jog nedideles matematikos
Zinias papildes i5 A. Davydovo ir A. Maynino bei K. Burenino agebros
ir i5 kazkokio trumpo geometrijos vadoveliy. Tai gago buti tuo laiku
populiarios A. Davydovo bel A. Maynino ir K. Burenino knygos [7,8,9].
Skaites ir sprendes uzdavinius nuo pirmojo puslapio, kol priges skaiciy
laipsniavima.  Sis veiksmas taip patraukes jo demesi, kad tolesné algeb-
ra pasidariusi nebejdomi. Atsidges skaiCiy laipsniy tyringimui, griebesis
sudarinéti kvadraty, kuby, o véliau ir auk&tesniy laipsniy lenteles. Ir Sa
me, atrodo, mechaniame darbe galima jzvelgti A. Baranausko i&adin-
guma UZuot kéles iS5 eiles skaiCius kvadratu ar auk®esniu laipsniu, jis
tyre dvigy gretimy naturaliyjy skaiciy laipsniy skirtumus. Antai, dvigjy
gretimy naturaiyjy skaiciy n ir n + 1 kvadraty skirtumas

n+1)2%=n =n+n+1),

ty. lygus ty skaiCiy sumai. Todd naturaliyjy skaiciy kvadraty lenteles
galima sudarinéti naudojantis tik sudétimi. A. Baranauskas ir sudaré tuo
metodu kvadraty lentele nuo 1 iki 1000. Paméginkime ir mes. Zinoma,
mums néera relkalo visa ja iSraSyti. Metoda skaitytojas lengval suvoks i
toliau paradyty skaiCiavimuy:

12 =1,

22 =1"+1+2=4,

32=224243=09,

42 =3 +3+4=16,

Sis metodas buvo jau seniai Zinomas, bet A. Baranauskas jj pasteb&o
savarankiskai.
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It auk&esniyjy laipsniy lentelems sudarinéti pakanka tik sudéties. Stai
i lygybes

(n+1)2—n®=3n%+3n+1

iSplaukia, kad kuby lentelei sudaryti uZztenka tik sudeties, jei tik mokame
sudaryti kvadraty lentele, o pastargjai suradyti, kaip matéme, pakanka
sudeties.

Tirdamas auk&esnius laipsnius, A. Baranauskas pastebgo, jog jie su-
daro, kaip mes sakytume, aukSesnes eilées aritmeting progresija. Tarkime,
tiriame k-tuosius laipsnius. SuraSykime juos didganCia tvarka ir raskime
visy gretimy skaiciy skirtumus. Po to imkime ty skirtumy skirtumus.
Véiau pastaryjy skirtumus. Ir t.t. Pagaiau rasime, kad k-ji skirtumai yra
vienodi ir lygus k! = 1-2--- - k.

Pailiustruosime tai kuby atveju.

13 = 1
7

2% = 8 12

19 6
3 = 27 18

37 6
43 = 64 24

61 6
52 = 125 30

91
6 = 216

A. Baranauskas taip sudare sveiky teigiamy skaiCiy iki 1000 kuby
lentele.

188902 05 laiske H. Véberiui raso: ,, ...emiau Stokj aprokavima daryti:
a®b’c? = a-a®b?c*(...). Tokia procia i¥tyres diferencijas, padariau sara-
&us net lig: a'%b'%¢%d® f7 — kruvina buvo procia“.
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A. Baranausko laisko H. Véberiui su pastarojo vertimu j vokie€iy kalba faksimilé.
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Po to emési sudarinéti mazy skaiCiy laipsniy lenteles:

1 2 300,
ol 22 .. 2300,

3t 3%,..., 3200
51: 52:.. .: 5150;
6!, 62,..., 6197
71: 72:...:770.7

Buvo griebesis savo metodu sudarinéti ir keleto skaiciy laipsniy sandaugy
lenteles, net labai dideles, kai dauginamyjy yratiek, kiek abecelge raidziy,
o rodiklia kintaiki 22. TaCiau, atlikes tik dalj darbo, suvoke, kaip véiau
rase savo laiske, kad , tokia toblyCa reikalauja daugelio zmogaus amziu.
Taip dvasia nusiminusi aprimo*.

Tuos skaiCiavimus A. Baranauskas grinde savo rastais (dazniausia em-
piriskai) desningumais. 1875 m. pradgo susiradnéti lietuviy kalbosklausi-
mais su tada Veimare (Weimar, Vokietija) dirbusiu kalbininku Hugu Vé-
beriu. 1889 m. parafo ir apie savo matematinius tyringimus. Sis, idvertes
laiSkus | vokietiy kalba, parodydavo juos savo kolegai Eizenacho gimnazi-
jos matematikos mokytojui Karlui Hosfeldui. 1S pastarojo A. Baranauskas
gaudavo naudingy patarimy ir Ziniy. Stai kad ir Niutono (Issac New-
ton, 1643-1727) vardu vadinama, nors ji buvo Zinoma ir iki jo, binomo
formule, kuria ir pats buvo suvokes, nors, matyt, ir nebuvo tinkamai su-
formulaves. Je buty daugiau pavartes bel paskaitinges savo turéetus a-
gebros vadovdlius, buty ir ankstiau su ja susipazines ir daug laiko su-
taupes. Dabar, jau po Hosfeldo patarimy, pavartes vadovélj, aptiko savo
savaranki¥ka rasta vadinamgjj Blezo Paskalio (Blaise Pascal, 1623-1662)
trikampj, kuris palengvina skaiCiuoti binominius koeficientus.

Ga dar ne vis jaunigi skaitytojai yra susipaZing su ta binomo for-
mule. Todel paminésiu, kas tai yra. Jau Zemesniyjy klasiy agebros kurse
iSmokstama, kaip kelti dvinari kvadratu:

(a +b)% = a® + 2ab + b°.
Védiau randama ir dvinario kélimo kubu formule

(a4 b)® = a® + 3a%b + 3ab® + b°.



18

Jau seniai matematikai rado formuliy ir bendresniu atveju. Stai kaip galima
kelti dvinarj n-tuoju laipsniu, kai n yra svelkas teigiamas skaiCius (Sa
formule galima praplésti ir kitokiems rodikliams):

n __ n n n n—1 n n—212
(a+0) —(O>a +(1>a b+(2>a b*+ ...+
+( n )abn,—1+ (n>bn;
n—1 n

n\y nn-1)---(n—-k+1) n!

k k! k!l(n—k)!
yra vadinamieji binominiai koeficientai. Jie mokykliniuose vadovéliuose
daznai Zymimi C*. Priminsime, kad pagal susitarima 0! = 1. Lengva
patikrinti, jog teisinga lygybe

IS Cia turime
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Paskalio trikampiu vadiname lentele

Kitaip tariant,

Talenteleyralabai patogi binominiams koeficientams apskaiciuoti. Pa-
meéginkime sudaryti tolesne koeficienty eilute (kai n» = 5). Jy i3 viso bus
541 = 6. Pirmasis skaiCius, kaip ir kitose eilutése, bus 1. Antrajj
gauname, sudgje penktosios eilutés pirmuosius du skaiius. 1+ 4 = 5.
TreCig| — sudg e penktosios ellutées antrgjj ir treCigj skaiCius: 4 + 6 = 10.
Toliau—simetridkai: 10,5, 1. Si Paskalio trikampio savybe pagristalengvai

patikrinama savybe
n n n+1
(20 6= (1)
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I8 tikryjy,

(k: . 1) + (Z) = 1)!(;”—“ Ot k!(nni Bk

n!
_ (k—l)!(n—k)!(n_lt;_‘_l—l-%):

n! n+1 _ (n+1)

T k—Dln—k)! k(n—k+1) Kmn—k+1)!

_(n+1
= L)
Baigdamas § skyrelj, noréCiau jaungiam skaitytojui patarti. Reikia
derinti savo kurybiniusieSkojimus su akira€io pletimu. NeZinodamas, kas
iki ol padaryta, sugai§ daug laiko veltui. Garsusis Niutonas kalbgo

padares moksle paZzanga tik todél, jog galges atsistoti ant savo pirmtaky
milZiny peciy ir todd platiau ir toliau apzvelgti pasaul].

Kaunas, Rotugzs 10. Cia A. Baranauskas gyveno 1884-1897 m.
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3. PIRMINIAI SKAICIAI

Sudarinedamas sveiky teigiamy skaiCiy lenteles ir tirdamas jy savybes,
A. Baranauskas susidure su skai€iy dalumo klausimais. O tai atvede prie
pirminiy skaiciy, jo vadinamy pirmaskaitliais.

I3 elementariosios aritmetikos kurso Zinome, kad visi sveikigji teigiami
skaiCiai yra skirstomi | tris klases pagal juy (teigiamy) dalikliy skaiiy.
Pirmgja klasg sudaro vienintelis skai€ius 1. Jis turi tik viena daliklj — patj
save. | antraja klase jeina skaiCial, kurie turi du daliklius, butent 1 ir patj
save

2, 3,5, 7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41,

Jie vadinami pirminiais. Vis kiti skaiCiai priklauso trecigiai klasei. Jie
turi bent trisdalikliusir vadinami sudétiniais skaiCiais. Pagrindiné aritme-
tikosteoremateigia, kad kiekviena sveika teigiama skaiciy galima isreik%i
pirminiy skai¢iy sandauga. Ta i&a3ka yra vienintele, jei nekreipsime
demesio | dauginamyjy tvarka. Kai skaiCius yra pirminis, tai laikome,
kad ,sandauga’ yra sudaryta i3 vieno skaiiaus. Si teorema teisinga ir
tada, kai tas skaiCiusyra l, jei susitarsime laikyti, kad tu&ia sandauga yra
lygi 1. Taigi pirminiai skaiCiai yratarsi baziniai skaiCiai, kuriuos daugin-
dami galime sudaryti visus sveikus skaiCius, nelyginant i$ atomy gaime
sudaryti visas medZiagas.

Tais skaiCiais Zmones domé&osi nuo seniausiy laiky. ki Sol jie kausto
matematiky demesj ir, nepaisant didelés pazangos, vis dar tebera apgaubti
daugybeés paslapCiy. Patys subtiliausi matematikos klausimai daznai sigjasi
su Sais skaiCias.

Jau senoves graikams buvo Zinoma, kad pirminiy skai€iy esama be galo
daug. Paprastai §s teiginys yra vadinamas Euklido (3657-300? pr. m. e.)
vardu, nes apie tai kalbama jo veikale , Elementai“.

Aleksandras Makedonietis (356—323 prieS musy erg), nukariaves Grai-
kija, Mazgja Azijair Egipta, 331 m. prieS musy era pradgjo statyti Egipto
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Saurge prie Vidurzemio juros savo sosting Aleksandrija. Joje vdiau at-
sirado garsioji Aleksandrijos biblioteka, o prie jos mokykla, daugelio is-
toriky vadinama pirmuoju universitetu. Joje buvo matematikos skyrius,
kuriam vadovavo Euklidas. Jispaliko veikala, Elementai“. Taknygapirma
karta susistemino to meto geometrijos Zinias. Yrajojeir aritmetikos. IKi
devynioliktojo mtmetio tai buvo po Sventojo ra&o labiausia perkama
knyga

Stai iair kalbama apie pirminiy skaitiy aibés nepabaigianuma. Esama
duomeny, kad minimoji teorema jau buvo zinoma filosofui Platonui (427—
347). Kai kurie matematikos istorikai teigia ja atsiradus Pitagoro (576—
496) laikais, to paties Pitagoro, kurio teorema apie staciojo trikampio kras
tiniy sary§ nagringame geometrijos kurse.

Teorema jrodoma laba paprastai prietaros metodu. Tarkime, kad
pirminiy skai€iy aibée yra baigtine. Pazymekime juos p1, pa, . . . ,pn. Su-
darykime skaiciy

Q=pip2...pn+ 1

Jis turi dalytis bent iS vieno pirminio skaiciaus ¢q. TaCiau pastarasis negdi
sutapti né su vienu iSskaiciy p1, pa, - - ., pn , NEStadaisjo turety daytisir
1. Vadinasi, radome dar viena pirminj skai€iy. Tas prie%aravimas parodo,
kad prielaida apie pirminiy skaiciy aibés baigtinuma buvo neteisinga.

Si teorema jrodo, jog esama kiek norint dideliy pirminiy skaiciy. 15jos
jrodymo iSplaukia ir budas, kaip gauti bent viena pirminj skaiciy, didesnj
uz p,. Padaryti tai labai paprasta. Pakanka patikrinti, kurie skaiciai tarp
pn it Q yra pirminiai. Tarp jy butinai yra bent vienas pirminis. Juk je
pats @ nera pirminis, tai jis ddijasi i5 pirminio skaiCiaus, o pastarasis yra
didesnis uz p,,, bet mazesnis uz Q.

Jau 1§ musy paraSyty keliy pirminiy skaiciy matyti, kad jie pasiskirste
tarp kity skaiciy be jokios matomos tvarkos. Kaip jie pasiskirste? Kaip
juos rasti?

Pirminiai skaiCiai ilgam patrauké Baranausko démes|. Suskaidée visus
sveikus skaicius iki 1000, veliau iki 10 000 pirminiais daugikliais. 1889
m. sausio 27 guodesi laiske Véberiui: ,, Girdgau, jog nekurie matematikos
mokytojai jau gerai iStaise teorija skaiCiu. Ju darbuose gali rastis ir tie
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daiktai, kurie man parupo. Bet tokiu knygu nezinau kur gauti. Patsai gi,
dar po Sai dienai, nerandu tako.” H. Véberio patartas (matyt, parekomen-
davo K. Hosfeldas), [sigijo neseniai iS5usia gana gera elementary G. Ver-
theimo (Gustav Wertheim) skaiCiy teorijos vadovel [48]. Ty patiy mety
lapkricio 13 vél ra% H. Veberiui: , Tikiuos ta knyga rupesti apie pir-
maskaiCiy sistema nusimaldysias. Jei daeisiu, kiek yra tokiame ir tokiame
skaiCiuje pirmaskaiCiu ir kaip daeiti, ar toks skaiCius yra pirmaskaitlys, ar
antryk&ias — benkiek gal nuo matematikos aprimsiu” .
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4. ERATOSTENO RETIS

Atsakyma | antrgjj klausima duoda gana paprastas agoritmas, kurj
pasiule kitas senoves graiky matematikas Eratostenas (2762-1947). Jis
buvo garsiosios Aleksandrijos bibliotekos vyriausiuoju bibliotekininku, ta-
Ciau buvo |abiau Zinomas ne kaip matematikas, o kaip geografasir astrono-
mas. Zinodamas atstuma tarp Aleksandrijos ir Asuano, jis gana tikdliai
apskaitiavo Zemes rutulio skersmenj. Nagringjo taip pat senovés istorijos
chronologija, t.y. nustatingo istoriniy jvykiy datas.

TaCiau grizkime prie pirminiy skaiiy. Tarkime, reikia rasti visus
pirminiusskaiCiusiki sveikojo N. RaSomeiSeilesskaicius1, 2, 3, 4,5, 6

.., N. Atmetame 1, nes jis, kaip Zinome, néra pirminis. Toliau eina
skaiCius 2. Jis ddijas tik i5 1 ir paties saves. Vadinasi, yra pirminis.
Paliekame jj ir i%raukiame i eiles visus jo kartotinius. 4, 6, 8, ... Likes
po 2 pirmasis nei%brauktas skaicius 3 nesidalys i$ 2. Todd jis dalysis tik
iS 1 ir paties saves. Vadinas, yra pirminis. Paliekame jj ir i%raukiame
visus jo kartotinius (kai kurie jy jau buvo iSoraukti): 6, 9, 12,... Po 3
pirmasis neiSbrauktas skai€ius 5 yrapirminis. Tesdami toliau § braukyma,
gautume visus pirminius skaic¢ius iki N.

Eratostenas rade skaiCius ant papiruso ar vaskines lentelés ir, uzuot
braukes nereikalingus, juos pradurdavo. |&idavo lyg ir rétis, pro kurj,
vaizdziai kalbant, iSsisijodavo sudétiniai skaiCiai. Todé ir metodas buvo
pavadintas Eratosteno reciu.

PatarCiau skaitytojui, paemus popieriaus ir piestuka, patiam pameginti
sudaryti tuo budu pirminiy skaiciy lentele, sakysime, iki Smto.

O mes paméeginsime tuo metodu surasti visus pirminius skaicius iki
50. Tik mes technikais sumetimais skai€ius ne brauksime, o pabrauksime.
Turésime lentele

1,2, 3, 4,5 6,7, 8 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18,

19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34,

35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50
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Mums reikgjo iSbraukti tik pirminiy skaitiy iki v/50,t. y., 2, 3, 5, 7
kartotinius. Nei%oraukti liko kiti pirminiai skaiCiai iki 50, t. y., 11, 13,
17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43.

Sismetodasir §andien, tik labai modifikuotasir i&obulintas, yravienas
i8 pagrindiniy skai€iy teorijos metody, su kurio pagaba sprendZiami labai
subtilus klausimai.

Nesunku suvokti, jog apraSytgj| procesa pakanka testi tik iki tol, kol
,i&sjosime* pirminiy skaigiy iki v/N Kkartotinius. Taip yra todd, kad
skaitiai, didesni uz v/N, bet ne didesni uz N, negali turéti daugiau, kaip
viena pirminj daliklj, didesnj uz v/N. Jei kurisnorsi%jy turéty du skirtin-
gus, sakysme p > /N ir ¢ > /N, ta jis turety dalytis i$ skaitiaus
pq > N, ota negalima. Vadinas, jé jie nesidalijais pirminiy skai€iy, ne
didesniy uz v/N, tai yrapirminiai. Pirmasis matematikas, kuris pastebgo,
jog skaiCiaus N daikliams rasti uztenka patikrinti jo daluma is skai€iy,
nevirdjanciy v/ N, buvo Leonardas i$ Pizos (Leonardo da Pisa, ca 1170 —
po 1228), vadintas Fibona€iu (Fi Bonacci= Bonatio sunus). Su jo vardu
taip pat siegami vadinamieji FibonaCio skaiciai.

IS &ia gauname paprasta, bet labai naudingaformule. Pazymekime ¢ ()
—skaiCiy pirminiy skai€iy, kurie nevirSjax (dabartinge literaturoje tadydi
paprastai zymi 7(x)), 0 p(x, m) — skai€iy sveiky teigiamy skai€iy, kurie
nevirdjax ir yratarpusavy pirminiai sum pirmyjy pirminiy skaiciy, kitaip
tariant nesidalijais ty pirminiy skai¢iy. Tarpusavy pirminiaisvadiname du
ar daugiau skaiciy, kuriy didZiausias bendras daiklisyra 1.

J n = (y/r) yra skatius pirminiy skai¢iy, nevir§janciy /x, 0
P1,---,Pp Yratie pirminiai skaicia, tai

(1) Yv(x) =p(x,n) +n—1.

Zinodami visus pirminius skaitius iki v, 15 §0s formulés gal &tume rasti,
kiek yra pirminiy skai€iy, nevir§janciy x, je tik mokéetume apskaiCiuoti
go(xv, n).

Siek tiek sudetingiau jrodoma kita formulg, kuria 1870 m. pasiule
vokieCiy matematikas E. Meisdis (E. Meissdl, 1826-1895). Ji yrair Ver-
theimo vadovélyje. Tarkime, kad (/) = n, ¥(x'/3) = m, o pirminia
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skaiciai sunumeruoti is elés pq, po, .. ., ta

b(a) = plam) — (=) —v( =) - -

Pm+1
(2)

_w(i) +m(n—m+1)+
Pn
Ir Cia reikia Zinoti visus pirminius skai¢ius iki \/z. Ji gana patogi, kai i$
anksto turime ¢ (x/p) su z'/% < p < v/N. Pakanka turéti ¢ lenteles iki
x2/3. PrieSingu atveju reikia pakartotinai vartoti (1) arba (2) formules.
Esama ir formuliy, kuriose vietoje o(x, m) imama ¢(z,s) sU s =
P(z'/*), k > 3. Josdar sudétingesnés. Tafiau visais atvejais reikia mokéti
apskaitiuoti funkcija .
Funkcijos ¢ reikd&mems rasti galima panaudoti formule

(3) o(z, k) = oz, k— 1) —¢(i,k_ 1).
Pk

Ji lengvai jrodoma, jei prisminsime Eratosteno rétj. Tarkime, jog po
k — 1 braukimy radome, kiek skai€iy iki = nesidalijais pirminiy skaiciy
P1,---,Pe—1. Tada su sekantiu braukymu mums teks iSoraukti skaiciaus
pr Kartotinius pg, 2pg,... mazesnius uz x. Taliau tarp jy jau buvo
i%raukti tie ir tik tie skaiCiai, kuriy koeficientai 1, 2,... nesiddija i$
skai€iy p1, po,..., px_1, Vadinas, lieka iSoraukti tik

go(p%,k:—l)

skaiciy. 15 8y samprotavimy i¥plaukia, kad teisinga (3) formulée.

Ka k > 1, uzuot skaiCiavus skaiCius, kurie nesidalija is k& pirminiy
skai€iy, galimasuskaiCiuoti tuos, kurie nesidalijais k£ — 1 pirminiy skai€iy.
Pakartotinai jataikant, pagaliau prieisme prie ¢(x, 1). O pastargj reiskinj
labal lengva suskaiCiuoti. Tereikia i$ visy sveiky teigiamy skai€iy iki x
atmesti tuos, kurie ddijasi iS p;:

ol - | ];

P1
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Cia [u] rei¥kia sveiky teigiamy skai€iy, ne didesniy uz u, skaiciy.

Pameéginkime dabar suskaiCiuoti, kiek yra pirminiy skai€iy, mazesniy
uz 100, t.y. (100). Tam pakaks Zinoti pirminius skaiGius iki v/100 = 10.
Tai skaiiai 2, 3,5, 7. Beto, visada, kaip lengva suvokti, p(z) = ¢([z]).
I3 (1) formulés turésime

(4) ¥(100) = ¢(100,4) +4 — 1.
Naudodamiesi (3) formule, turime
(100, 4) = (100, 3) — (14, 3).

Cia desinge pusde, uzuot éme 100/7, imame §o skaitiaus sveikgja dalj
14. Tesime skaiCiavimus toliau, vis taikydami (3) formule:
©(100,4) = ¢(100,2) — ¢(20,2) — (14, 2) + ¢(2,2).
Paskutinisnarys Sojelygybgeyralygusl, nestarp skai€iy 1, 2 tik skai€ius
1 yratarpusavy pirminissu 2- 3 = 6. SkaiCiuojame toliau:
Suskai €iuosime lygybés deSines puses narius:
»(100,1) =100 — 50 =50, ¢(33,1) =33 — 16 = 17,
»(20,1) =20—-10=10, ¢(6,1)=6—3 =3,
0(14,1)=14-7=17, p(4,1)=4—-2=2.
Todél

©(100,4) =50 — 17— 10+3 -7 +2+1 =22,

ir is (4) gauname
¥(100) = 22 4+ 3 = 25.

Tarkime, kad P = p1p>...p,. Tada

(5) o(P,n)=(p1—1)(p2—1)...(pp —1).
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|[rodysime Sa formule. Kad buty paprastiau, apsiribosime atvglu n =
3. Kaip ir Eratosteno réetio atveju, pavartosime skaiciy braukima. Para
Some visus svelkuosius teigiamus skaiCius 1, 2,..., P. Mums relkaingi
tik tie skaiCiai, kurie nesiddija ne iS5 vieno i8 skaiciy p1, p2, p3. Todéd i3
musy paradytyjy skaiciy iSbraukiame visus p; kartotinius (ju bus P/p1),
visus py Kartotinius (ju bus P/p2) ir visus ps kartotinius (ju bus P/ps).
Liks tik skaiciai, kurie nesidalija né i5 vieno i$ skaiCiy p1, p2, p3s. Kap
suskaiciuoti jy skaiCiy? Atrodyty is karto, jog tai bus

6 P————- —.

(6) P P2 P3

TaCiau tai nebus tikrasis skaiCius. Juk kai kurie iS5 nagringamuyjuy skaiciy
dalijas ne iS vieno pirminio skaiCiaus. Todé juos braukéme ne viena
karta, Antai, skaiCius, kurie dalijasi i$ dvigjy skirtingy pirminiy skaiciy,
mes braukeme du kartus. Todél prie (6) reikia pridéti

P P P
+ + .
pip2 pips3 p2ps3

(7)

Lengva suvokti, kad mes pridgome per daug. Juk buvo ir skai€iy, kurie
dalijosi iStrijy skirtingy pirminiy skai¢iy. Jy buvo P/(p1p2ps). é{ skaiciy
reikia atmesti. Gausime pagaliau, kad

P P P
@(Pa 3) =P-——-—- —+
P1 D2 p3
P P P P
+ — =

+ +
pip2 pips p2p3 pb1p2p3

=P(- (=) (-0 =
= (p1 —1)(p2 — 1)(ps — 1).

Panada jrodomasir bendrasis (5) formulées atvejis. Patariame skaityto-
jui tai padaryti. Jam prireiks pasinaudoti matematines indukcijos metodu.

Sias formules A. Baranauskas rado Vertheimo knygoje. K. Hosfeldo
konsultuojamas, jis perprato ty funkcijy prasme. Knyga paaiskino daugelj
jo ankstiau neZinoty arba nepakankamai suvokty dalyky.
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5. BARANAUSKO FORMULE

A .Baranauska ypat patrauke funkcija . Emési jatyrinéti. Priminsime,
jog n pirmyjy pirminiy skai€iy p1, ps, - - - , p, SANdauga pazymeome raide
P. Kiekvienoje skaiciy ellutge

1, 2, : P
P+1,  P+2 ., 2P
2P+1,  2P+2, ..., 3P

yra vienodas skaiCius tarpusavy pirminiy su P, t.y.
QO(P, n) = (pl — 1)(])2 — 1) . (pn - 1)
Antra vertus, tie tarpusavy pirminiai su P skaiCiai yra kiekvienoje
eilutge iSsideste simetridkai. Tuo remdamasis, A. Baranauskas rado, kad

®8)  wlgP+rn)=gpi—1)(p2—1)...(pn — 1) +¢(r,n),
kai g ir r yrasveikigi neneigiami skaiCiai. J& g yra svelkasis teigiamas,
o0<r< P, ta

9)  p(gP—rn)=gpi—1)p2—1)...(pn —1) —(r —1,n).

Pasinaudoje (7) arba (8) formulemis, funkcijos ¢(x,n) skaiCiavima
suvedame | skaiCiavima tos funkcijos reikdmiy, kai pirmasis argumentas
yratarp 0 ir P. Po to taikome (3) formulg, kuri pamaZina antrgj argu-
menta. Pakartotina taikydami tas formules, galy gale randame funkcijos
o relksme,

A. Baranauskas savo iSvadas grindZia diddliais skaiCiavimais, apie juos
per H. Véberj pranega K. Hosfeldui. § (8) ir (9) formulés i$ karto su-
domino. Tafiau veliau, pavartes literatura, aptiko, jog (8) formulé buvo
rasta ir jau paskelbta E. Meisdio. Tuo tarpu (9) formulé buvo nauja, iki
tol nezinoma. A. Baranauskui sutikus, K. Hosfeldas paskelbée § rezul-
tata trumpame straipsnelyje ,, Pastaba apie viena skai€iy teorijos formulg*,
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patal pintame Zinomame to meto Zurnale [18]. Straipsnelj paskelbe savo
pavarde, paminedamas, jog ta formule jam prane3es A. Baranauskas. Ta
Ciau A. Baranauskas nebuvo patenkintas. K. Hosfeldas neparode A. Bara-
nauskui straipsnelio projekto. Dél to ka kas buve i&destyta ne taip, kaip
rodesi A. Baranauskui. Blogiausia, kad K. Hosfeldas, matyt, per neap-
siziurgima, (9) formulge jvele klaida, paraSes o(r, n) vietoje p(r — 1, n).
Sis rezultatas (su klaida) pateko ir | pasauling matematine literatura (tik ne
Baranausko, o Hosfeldo pavarde). Galima pamingti kapitalinj amerikieCiy
matematiko Leonardo Diksono (Leonard Eugene Dickson, 1874-1954)
trijy tomy veikala ,, Skaiiy teorijos istorija‘ [15].

Reikgo klaida atitaisyti. K. Hosfeldas parenge kita straipsnelj. Sis
nepatiko A. Baranauskui, o jo patiesai&inimai, kaip perdaug i&esti, netiko
K. Hosfeldui. Abu susipyko. Viename laiSke A. Baranauskas H. Véberiui
ra%: , Jeigu apie § dalyka apsiriko, tai nebutu ko dywytis jam apsirikus,
arba nesuvisu iSpermanius visos mano teorijosir visy jos paréedku ispaus-
dintame darbe. Bet man dabar nesuvisu pridera ir nelabai patogu ieiti
paCiam aik&én su visa savo teorija ir savo mokytojui matematikos akis
Zibinti, jog jo darbe tas ir tas dalykas nesuvisu teip kaip reikia i$pasakyta.
Jis gi sveikas, jeigu norétu, pigiai galétu § visa nesutikima pataisyti, rasy-
damas kita syki tan pacian laikradtin nuosakiai visa mano teorija, kaipo
mano darba ir pripazindamas jai visa jos svaruma. Tada jam nereikétu
pirmojo savo darbo nei niekinti, nei peikti; aS gi i$ savo puses padéet
priera%a, kuriame pasakyt, jog be Dr’o H. as nebut teip auk&u matema-
tikos daiktu supratesir dagies. Nezinau, ar jis sveikas teiksis tai i5pildyti;
aS gi jo vietoje budamas, daryC teip, kad visi regétu purum et integrum
animum' ir niekas apie tai neabgjoty.“. Cia ir kitur mes A. Baranausko
kalbos nemoderniname.

Joks K. Hosfeldo straipsnelis neidvydo dienos Sviesos.

Nesiimam spresti, ar vertgo dél to abiem pyktis. Nors tas rezultatas
meggui Baranauskui buvo didelis dalykas. 15 tikryjy jo verte nera didele.
Ir K. Hosfeldas buvo tik elinis matematikas, nepasizymées matematine
kuryba.

1 (Lot.) tyrair tauria dvasia
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6. BARANAUSKASTESIA SKAI CIAVIMUS

A. Baranauskas tese toliau savo skaiCiavimus. ApskaiCiavo pradZioje
(10%), tam sugaides poradieny. Poto—1(10%). Darbavos porasavaitiy
po 13 valandy kasdien. O (10%) apskaiCiuoti prireike poros menesiy.
Rado net ¢/(107). Sis nesutapo su jau ankstiau rastu (teisingu) E. Meise-
lio rezultatu. Emeési skaigiuoti ¢/(108). Netrukus i K. Hosfeldo suZinojo,
kad E. Meisdlis buvo rades ir +(108) [37] ir net (10%) [38]. Greit A.
Baranauskas suvoke, kad dideliems = funkcija «(x) apskaiCiuoti reikty
labai daug laiko. Remdamasis savo patirtimi, jis teige, kad +(10%) rasti
prireikty keleriy mety, 1(10%) — dediméiy, ¥(101%) —&mty, 1 (10*1) — tuk-
stangiy, 1(10'2) — dedimgiy tukstanciy mety. Sie skaitiai gerokai perdéti.
Tatiau rodo, koks didelis darbas yra suskaiCiuoti ¢ (), kai x diddis. A.
Baranauskas klause K. Hosfelda, ar auk&oji matematika nezinanti budy,
kaip paprastiau rasti 1. Sis atsakes, kad matematikai, nors jau amzius
tyringja skai€iy teorijos klausimus, kol kas nieko geresnio nezina. Beveik
ta patj galétume pasakyti ir Sandien. Tik parekomenduotume ta darba
atlikinéti elektroninemis skaiciavimo madinomis.

Funkcijai v apskaiCiuoti A. Baranauskui prireiké pakankamai dideiy
pirminiy skai€iy lenteliy. Neturedamas literaturos, jis pats emes jas su-
darinéti (ir gana nemazas), rasdamas is eilés visus pirminius skaicius p; =
2, po = 3,..., pi3gs2 = 150053. O 1894 m. liepos 29 (17) rankradtyje
[5], pasiystame Krokuvos mokdly akademijai, jis be tos lentelés pateikia
ir keleta pirminiy skai€iy milijono aplinkoje, butent, nuo prg471 = 999563
iki prgs43 = 1000579. Neai¥ku, ar jis pats buvo rades tuos skaicius, ar
suzinojes is literaturos. Laiske kabininkui J. Boduenui de Kurtene 1894
m. balandzio 13 teigé , Tikrai Zinau, kad iki Sol niekas nesudaré tokio
didelio pirminiy skai€iu katalogo” .

Jisnegago Zinoti, kad jau XVII1 §mtmetyje buvo ir platesniy lenteliy.

Trumpai paminesime pirminiy skaiciy lentdiy istorija. Jau musy mine-
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tasis FibonaCis 1202 metais sudare pirminiy skaiciy lenteles iki 100. Lei-
deno universiteto profesoriusF. van Skouten (Frans van Schouten, ca1615—
1660) 1657 m. paskelbe tokias lentdes iki 10%. J. G. Kriugeris (Kriiger)
1746 m. surase lentelesiki 10°. Savamokslis, bet Zymus matematikas J. H.
Lambertas (Johann Heinrich Lambert, 1728-1777), 1770 m. sudares lente-
lesiki 101 977, kviete pratesti jo darbag, Zadedamas nemirtinga Sove tam,
kas, nepabuges baisaus darbo, sudarys lenteles iki milijono. Atsirado daug
i&vermingy skaiCiuotojy. J. Lamberto darba pratese A. Felkelis (Felkd,
g. 1750), sudares lenteles iki 408 000. Esama Ziniy, jog jis prateses
lenteles iki 2- 109, tatiau jos nei¥dlikusios. Slovaky kilmes Vienos profeso-
rius G. Vega (Georg F. von Vega, 1756-1802) paruo% lenteles iki 4- 10°.
Jei atmestume A. Fekelj, milijona pirmasis perzenge olandas L. Cernak
(Chernac) 1811 m. prigesiki 1 020 000, o tris milijonus — J. Burkhartas
(Johann K. Burkhart, 1773-1825), net iki 3 036 000. J. Daze (JM.Z. Daseg,
1824-1861), K. Gauso pasiulymu, nagringjo astuntgjj ir devintajj milijona,
o ketvirtajj, penktajj ir 5e3tajj — DZ. GleSeris (JW.L. Glaisher, 1848-1928)
187983 m. Visus juos pralenké Prahos universiteto profesorius J.F. Ku-
likas (Jakub Filip Kulik, 1793-1863), Vienos akademijai jteikes pirminiy
skai€iy iki 100 330 201 lenteles (veliau dalis jy kaZkur uzsimete). Tiesa,
po kiek laiko tose milZiniskose lentelese uztikta klaidy: jau deSmtajame
milijonejy rasta 226. Siandien Zinomiausiosyraamerikietio D.N. Lemerio
(Lehmer) sudarytos ir paskelbtos didelge knygoje [32] lentelés pirminiy
skaiciy iki 10 006 721. Esama ir jy papildymy.

Pestaraisiais deSmtmeCiais skaiCiavimus nepaprastai palengvinoir pas-
partino el ektroninés skaiiavimo masinos. Kelias nuo paprastiausiy skai-
Ciavimo maSny iki dabartiniy elektroniniy nebuvo trumpas.

Jau abakas ir paprasti buhadteriniai skaitytuvai palengvinaatlikinéti arit-
metinius veiksmus.

1642 m. jau musy minétasis Blezas Paskalis padareé pirmga skai-
Ciavimo maSina. Ta buvo gana paprastas jrenginys, susidedas i esmées
iS keliolikos dantraCiy. Ja galima buvo tik sudéti skaiCius. TaCiau ir tokia
maSina suprastino ir pagreitino Zmogaus darba Ja buvo lengviau skaiCiuo-
ti, nel piedtuku ant popieriaus.

1677 m. vokieCiy matematikas Gotfrydas Leibnicas (Gottfried Wil-
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helm Leibniz, 1646 — 1716), susipaZings su Paskalio madina, susdomgo
skaiCiavimo darby mechanizacija ir po keliy menesiy sukonstravo mading,
kuri galgo ir dauginti skaiCius.

Svarby Zingsnj pirmyn padare angly matematikas Carlzas Bebidzas
(Charles Babbage, 1792-1871). Jis sukonstarvo mading, kuri galgo atlikti
jvairius matematinius skaiCiavimus. Ji jau turgo dabartiniy eektroniniy
skaiCiavimo maSny kai kuriy bruozy.

1874 m. Svedy kilmes inZinierius Vilgodtas Odneris (1845-1905) su-
kure aritmometra.

TaCiau esminis Zingsnis buvo eektronines skaiCiavimo masSnos. Pir-
moji iS5 ju ENIAC buvo pagaminta Pensilvanijos universitete 1945 m. ir
gago atlikti 5000 operacijy kas sekunde. Ji turgo 17 000 radijo lempuy,
buvo mazdaug 25 m. ilgio, svéré 30 tony. Madinos greitai tobulgo. Lem-
pas pakeite pudaidininkinia tranzistoriai. Atgo integrainiy schemy era
Jos vis spartgo ir daresi mazesnes. Siandien esama jau net kiZeniniy kom-
piuteriy, kurie daug karty lenkia pirmagja elektroning skaiiavimo madna
savo sparta. Esama masiny, kurios atlieka deSmtis milijardy operacijy per
viena sekunde. Konstruojamos maSinos, kurios galés atlikinéti kvadrilijona
opreacijy per sekunde.

Greitai tos madinos buvo panaudotos ir pirminiy skaiciy lentelems su-
darinéti. Stai jau 1959 m. K.L. Beikeris (C.L. Baker) ir F.J. Griunbergeris
(Gruenbeger) tokiu budu sudare lenteles iki pg 000 000 = 104 395 301,
taigi Sek tiek didesnes uz Kuliko. Teafiau laiko tam sugaio nepaygina
mai maziau. O Sandien esama tokiy dideliy lenteliy, kad niekas nesiren-
gia jy spausdinti popieriuje. Todd lieka jraSytos magnetinése juostose ar
diskeliuose.

Kaip mingome, E. Meisdis 1885 m. apskaitiavo 1(10%). Taliau
jo rastoji reik&me 50 847 478 buvo klaidinga. Tikroji reikdme, kaip
parodée velesni skaiCiavimai, yra didesne. Ji lygi 50 847 534. Po sep-
tyneriy deSmtmeCiy minétasis amerikietis D. Lemeris, vartodamas Meise-
lio metoda, 1958 m. rado +(10'Y). Jo apskaitiuotoji reikdme 455 052 512
pasirode taip pat klaidinga. J turgo buti 1 mazesne. 1972 m. J. Bo-
manas (J. Bohman), vartodamas D. Lemerio metoda, rado 4(10%), k =
11, 12,13. Pestargja reikdme gauti jam prireiké 278 minu€iy su kom-
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piuteriu UNIVAC 1108. NeuZilgo 1985 m. trys matematikai J. C. La
garias, V. S. Mileris (Miller) ir A. M. Odlysko (Odlyszko), pavartoje
nauja tobulesnj metoda ir galinga elektroning skaiciavimo maSna, rado
P(10%), k = 14, 15, 16. Jie taip pat apskaitiavo jog 1(4-10'6) =
1075 292 778 753 150. Ar ji teisinga, kol kas néra patikrinta. Ir toliau
skaiCiavimal buvo tesiami. Kai kurieisjy suradyti lentelge 38 pdl.

Visa ta istorija a5 Cia isdestiau tik tam, kad parodyciau, jog pirminiy
skaiCiy lentelés patrauke daugelio matematiky ir skai€iuotojy demes. Kai
kas mane i3ty lentediy nustatyti pirminiy skai€iy pasiskirstymo desningu-
mus. Tokiy miniy turgo ir A. Baranauskas.

Nesutares su K. Hosfeldu dél savo tyringjimy skelbimo, A. Baranauskas
pats paruo% spaudai darba, kuris, J. Boduenui de Kurtene tarpininkaujant,
F. Mertensui pristatius, buvo atspausdintas Krokuvos moksly akademijos
darbuose 1895 m. pavadinimu: ,, Apie formules, tarnaujancias apskaiiuoti
skaiCiui pirminiy skaiciy, neperzengianciy duotosios ribos* [4].

Darbo pradZioje A. Baranauskas pamini savo tyrimy eiga, nepraeis-
damas ir istorijos su K. Hosfeldo straipsneliu, pateikia formules funkcijai
¢ apskaitiuoti ir E. Meisdio formule. Po to skaiGiugja (10%). Tam
reikalui, vartodamas (3) formule, apskaitiuoja ©(10°,14). Skaitiavimai
uZima net 18 pudlapiy. Toliau pateikia skaiCiavimus, pagristus (7) ir (8)
formulemis. Jie nepalyginamai trumpesni. Gauna ¢/(10%) = 9592. Gale
darbo pabréZia, kad (1) formulé esanti patogesné uz (2) Meisdlio formule.
Sis teiginys, kaip ir visas darbas, jau minimas literattroje A. Baranausko
pavarde (Zr., pvz, [15]).

A. Baranauskas paprase J. Boduena de Kurtene pasiysti H. Veberiui ir
K. Hosfeldui po viena to darbo atspauda

Tyrinédamas pirminiy skaiciy problemas, pramoko lyginiy teorijos.

Aleksandras Dambrauskas savo straipsnyje apie A. Baranausko mate-
matinius tyringimus [13] mini, jog s buves parages gana didelj darba i$
skai€iy teorijos, du kartus jj perdirbinges, véliau pasiemes | Seinus. TaCiau
apie to darbo likima nieko nezinome.
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7. PIRMINIY SKAICIU ASIMPTOTINIS DESNIS

A. Baranausko darbai i3 pirminiy skai€iy teorijos yra patys jdomiausi
jo matematinge veikloje. Tais laikais § teorija buvo nedaug tepaZzengusi.

Perzvelge kad ir nedideles pirminiy skaiCiy lenteles, matytume, kad jie
tarp kity sveikyjy skai€iy pasiskirste labai sudétingai, be aiskiai matomos
tvarkos. Pirmojoje deSmtyje yra keturi pirminiai skaic¢iai: 2, 3, 5, 7.
Tarp 997 ir 1009 yra vienuolika i5 eilés einanCiy sudétiniy skaiCiy. Tarp
1327 ir 1361 yra 34 sudétiniai skaiciai, tiek pat yra tarp 8467 ir 8501, o
tarp 370 261 ir 370 373 yra 112 sudétiniy skaiCiy. Tarp 614 487 453 523
ir 614 487 454 057 yra 533 sudétiniai skaiCia, tarp 1 968 188 536 461
ir 1 968 557 063 yra 601 sudetinis skaicius, tarp 2 614 941 710 599 ir
2614941 711 251 yra651 sudétinis skaiCius. Po skaiCiaus 11 000 001 446
613 353 einais ellées net 654 ne pirminiai skaiCiai.

Apskritai, esama kiek norima daug i$ eiles einanCiy sudetiniy skai€iy.
Parodysime, pavyzdziui, jog esama tarpo, sudaryto bent i 1000 sudétiniy
skaiCiy. Imkime skaiCiy

N=1-2-3-...-1000- 1001 = 1001!.
Nagrinékime 1000 skaiCiy
N+2, N+3, N+4,..., N+1001.

Jie vis yra sudétiniai, nes pirmasis daijasi i$ 2, antrasis —i$ 3 ir t.t., 0
paskutinysis — i5 1001.
Antravertus, esama ir tokiy pirminiy skai€iy, tarp kuriy atstumas yra 2:

3ir5, 5ir7, 11ir13, 17ir 19,

29ir 31, 41ir43, 5H9ir 61, ir t. t.

Tokie pirminiai skaitiai vadinami dvynukais. Jy esama ir gana dideliy,
pavyzdziui,
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5971 847 ir 5 971 846, 10 006 427 ir 10 006 429,
10 016 957 ir 10 016 959.
Esama ir dar didesniy. Tokie bus skaiCiy dvejetai ¢ — 1, g+ 1, kai ¢ yra
skaiCia

10°+8, 102462, 76-3'39  156-5202

297.2%46 694 513 810- 22304, 1 159 142 985. 22304,

1 706 595211 235 697 053 813-216 352 242 206 083 - 238 880,

Pastarigji trysskaiCiai turi atitinkamai 3 389, 4 931, 26 969 deSimtainiy
skaitmeny.

Iki 100 000 yra 1224 poros dvynuky, o iki 1 000 000 jy yra 8164.
Manoma, kad pirminiy skaic¢iy dvynuky esama be galo daug, taCiau tas
teiginysiki Sol nérajrodytas.

Esama taip pat pirminiy skai¢iy, sudaranciy aritmeting progresija, ku-
riosilgisyra3, 4, .... Antai, 3 430 751 869+ 87 297 210- k yra pirminiai
skaitial, kai k=0, 1,..., 16.

Atstumus tarp gretimy pirminiy skai€iy nagringo ir A.Baranauskas,
ieSkodamas déesningumy. Sudarykime ty skirtumy lentele. PaZzymeékime
n-tajj pirminj skaiciy p,, ir d, = pp+1 — pn. Paradysime pirmagja mtine
ty skirtumy, sudéeste juosj kvadratineg lentele (pradZioje raSysime skirtumus
i pirmagia eilute, po to | antrgair t.t.).

1 2 2 4 2 4 2 4 6 2
6 4 2 4 6 6 2 6 4 2
6 4 6 8 4 2 4 2 4 14
4 6 2 10 2 6 6 4 6 6
2 10 2 4 2 12 12 4 2 4
6 2 10 6 6 6 2 6 4 2
10 14 4 2 4 14 6 10 2 4
6 8 6 6 4 6 8 4 8 10
2 10 2 6 4 6 8 4 2 4
12 8 4 8 4 6 12 2 8 6

Ir Cia nematome kokios nors paprastos taisykles. Jau pries Smta mety
buvo suformul uota hi poteze, kad kiekvienam lyginiam skaiCiui & egzistuoja
be galo daug skaitiy n su d,, = k.
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A. Baranauskas nagringo ne tik gretimy pirminiy skai€iy skirtumus,
bet ir ir ty skirtumy absoliuciuosius skirtumus, ir pastaryjy absoliuciuosius
skirtumus ir t.t. Paméginkime sudaryti atitinkama lentele.

11 2 0 2 1

13 2 0 0 2 1

17 2 0 0 2 0 1

19 2 0 2 2 0 0 1

23 2 2 2 2 0 0 0 1
29 4 2 0 2 0 0 2 2
31 4 2 0 2 0 2 2

37 2 2 2 2 2 2

41 2 0 2 0 2

47 2 2 2
53 0 2
59 4

61
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Kaip matome, toje lentelge kiekviena eilute baigiasi 1. N.L. Gilbretas
(Gilbreath) 1958 m. spéo, kad ta taisyklé teisinga ir toliau. Iki Sol
sp&imas patikrintas pirmosioms 63 418 eluciy.

Visa, ka mes Cia raSeme, parodo, jog pirminiai skaiCia yra pasiskirste
tarp naturaliyjy skaiciy labai sudétingai, be aiskiai matomos tvarkos. Ir
vis delto esama tam tikry desningumy. Pirmiausia kyla mintis palyginti,
kokia dalj pirminiai skaiiai sudaro tarp visy sveikyjy skai€iy bet kuriame
skaiCiy intervale. Pateiksime lentele

X (=) s Bl

102 25 0.25 0.83...

103 168 0.1680 0.94. ..

104 1229 0.1229 0.98...

10° 9592 0.0959. .. 0.996. ..

106 78498 0.0784. .. 0.9983. ..

107 664579 0.0664. .. 0.9994. ..

108 5761455 0.0576. .. 0.99986. . .

10° 50847534 0.0508. .. 0.99996. . .
1010 455052511 0.0455. .. 0.999993. ..
1011 4118054813 0.0411. .. 0.999997. ..
1012 37607912018 0.0376. .. 0.999998¢9. ..
1013 346065535898 0.0346. .. 0.99999968. . .
1014 3204941750802 0.0320. .. 0.999999901. ..
101 29844570422669 0.0298. .. 0.999999964. . .
1016 279238 341033925 0.0279. .. 0.999999988. . .
1017 2623557157654233 0.0262. .. 0.999999997. ..
1018 24739954287740860 0.0247. .. 0.9999999991. ..

Kaip matome, kuo toliau, tuo pirminia skaiCia retesni. |3 empiri-
niy skaiciavimy prancuzy matematikas A.M. Lezandras (Adrien Marie Le-
gendre, 1752-1833) ir vokietiy matematikas K.F. Gausas (Carl Friedrich
GauR}, 1777-1855) suformulavo vadinamajj asimptotinj pirminiy skai€iy
desnj, kuris teigia, kad
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©) ¥

Inx

atga 1, ka z neapréztal didga Cialnz yra vadinamasis naturalusis
logaritmas, t.y. logaritmas pagrindu

n—o0

1 n
e= lim (1—|— —) =2.71828...
n

|prastinial deSmtainia ir naturaiegli logaritmal yra susieti paprastu rySu

= 2.30258...logx.

Zinantiems integralus, ta desnj galime paradyti tikslesne (Gauso) forma,
pakeisdami (9) formulge =/ Inz integralu

. ¥ du
li(z) = ; nu
Kap matome i5 lentelés, tas integralas gerai aproksimuoja(x). Pirminiy
skai€iy asimptotinj desnj, remdamiesi vokieCiy matematiko B. Rymano
(Georg Friedrich Bernhard Riemann, 1826-1866) idgomis, jrode 1896 m.
vienu metu ir nepriklausomai vienas nuo kito pranclizas Z. Adamaras
(Jacques Hadamard, 1865-1963) ir belgas S. Valé Pusenas (Charles Jean
de la Vallée Poussin, 1866-1962). |rodymai pagristi kompleksinio kinta-
mojo funkcijy teorija. Naturalu buvo ie3koti to desnio jrodymuy elementa
riaisiais metodais. Deja, tokie jrodymai buvo rasti, tik pragus pussmciui
mety. 1948 m. norvegas A. Selbergas (Atle Selberg, g. 1917) ir vengry
matematikas P. ErdioSas (Pal Erdos, 1912-1996) rado tokj jrodyma. Nors
jisir pagristas elementariaisiais metodais, taCiau néra paprastes.
Baranausko laiskuose galima uztikti klausima, ar néra formulés, i3 ku-
rios buty galima gauti visus pirminius skaicius. Tokios formules buvo
rastos tik visai neseniai. PrieS 50 mety V. Milsas (W.H. Mills) parode,
jog egzistuoja toks realusis skaitius 3, kad sveikas skaitius 8], kai



40

n =1, 2,... visada yra pirminis skaiius. Cia [ ] rei&ia didziausia
sveika skaiiy, nevir§jant] skaiciaus, esancio tuose skliausteliuose. Pries
tris deSmtis mety buvo rastas 25 laipsnio daugianaris su 26 kintamaisiais,
turjstokia savybe. Ka jo kintamigji jgyja sveikas reikSmes, o daugianario
reikdmes yra teigiamos, tai gaunami visi pirminiai skaiciai.
Stai kaip atrodo tas daugianaris.

(k:+2){1 - ([wz+h+j —q)> + [(gk + 29 + k + 1)(h + j)+

+h—2)" + [16(k+ 12 (k+2)(n+1)% +1— 2]°+

+2n+p+qg+z—e’+[*(e+2)(a+1)>+1 —02]24—

+[(@®=1)y* +1— x2]2 + [16r*y* (a® — 1)+

+1-— u2]2 + [((a +u?(u? — a)) —1)(n + 4dy)*+

—l—l—(x—l—cu)Qr—l— [(a2—1)12+1—m2]2+

tlai+k+1—1—i?+[n+1+v—1y*+
+ [p+1l(a—n—1)+b(2an+2a —n* —2n -2 m]2—|—
+[g+yla—p—1)+s(2ap +2a —p* — 2p — 2)—$]2+

[
[z—l—pla— )+ t(2ap —p* — 1) — ]2)}

Esama ir daugiau daugianariy su tokia savybe. Antai, esama daugianario
su 12 kintamyjy, bet labai didelio laipsnio, arba 5 laipsnio su dar daugiau
kintamyjuy, net 42. Gal pastaruoju metu rasti ir kiti daugianariai, taiau jie
tikriausiai nebus paprasti.

1837 m. vokieCiy matematikas P. Dirichlé (Peter Gustav Dirichlet
Lejeune, 1805-1859) jrodé, kad kiekvienoje aritmeting e progresijoje, ku-
rios pirmasis narys ir skirtumas yra tarpsavy pirminiai sveiki skaiciai, yra
be galo daug pirminiy skaiiy. Védiau matematikai ieskojo atsakymo |
klausima, ar néera tokiy auk&esniojo laipsnio daugianariy su sveikais koe-
ficientais, kurie atvaizduoty be galo daug pirminiy skai€iy, kai argumentas
perbéga sveikus teigiamus skaiCius. Jau seniai zinoma, kad kvadratiniai
daugianariai

p+1

z? —l—x—l—T
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ka p = 7, 11, 19, 43, 67, 163, svekiems z, 0 < z < (p — 3)/4
turi reikdmes, kurios yra pirminiai skai¢iai. Pavyzdziui, daugianario =2 +
x + 41 reik&mes yra pirminiai skaiciai, ka x = 0, 1,..., 39. Jeyra
11, 13, 17, 23,..., 1601.

Spgjama, kad dvinaris 22 + 1 turi be galo daug pirminiy reikdmiy, kai
x perbega sveikuosius teigiamus skaicius.

A. Baranauskui rupgo taip pat, ar néra tokios formulés, kuri, Zinant
kurj nors pirminj skaiciy p,,, leisty rasti pojo i eiles einantj pirminj skai€iy
Pnt1. Buvo rastos ir tokios formulés. Deja, jos néra paprastos. Stai kaip
atrodo viena isjy:

=|1-1 NS G
Pn+1 = — 108y 5 + Z Z IPiy -Pip _ | :

r=11<{1<...<i,<n

Cia, kaip ir ankstiau, [ ] reidkia skaitiaus, esantio tuose skliausteliuose,
sveikgja dalj. Patariame skaitytojui pameginti taip surasti, pradedant n =
1, keleta iS eilés einantiy pirminiy skaic¢iy. Lengva [sitikinsite, jog ta
formulé néra patogi.

Daugiau apie pirminius skaitius galimarasti, pavyzdziui, [28, 44]. Sie
skaiCial randa jvairiy taikymy Sandieniniame mokse. Apie jy taikymus
kriptografijoje kalbésime 10 skyrelyje (zr. [29]).
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8. FERMA SKAICIAI

Seniai matematika panudo rasti tokias formules, kurios duoty pirminius
skaiCius. Apieta jau kalbgome paskutiniame skyrelyje. Pratesime kaba
toliau. Garsus prancuzy matematikas Ferma (Pierre Fermat, 1601-1665)
buvo juristas, matematika uzsiimingo tik laisvalaikiu. Paiko Zymy ped-
saka daugelyje matematikos 3aky: skaiCiy teorijoje, matematingie anali-
z&e, andizinge geometrijoje. Viename iS savo laisky kitam matematikui
B.F. de Besy (B. Frenicle de Bessy) 1640 m. jis ra% apie skaiCius

F,: =241 (n=0,1,2,...).
Ka n=0,1,2,3,4,tie skaiCia yralygus
3, 5, 17, 257, 65 537.

Vis jie yra pirminia. Ferma minetame laiske spgo, jog ir kiti tokio
pavidalo skaiCiai turety buti pirminiai. Tie skai€ia véliau buvo pavadinti
Ferma skaiCiais. Ferma buvo apskaiCiaves ir $&gjj skaiciy, kai n = 5.
Tai — skaiCius 4 294 967 297. Beveik po Smtmecio L. Oileris (Leonhard
Euler, 1707-1783) 1732 m. parode, kad pastarasis skaiCius yra sudetinis
ir lygus 461-6 700 417.

Iki pat Sol toliau tiriami Fermat skaiCiai. Landry 1880 parode, kad
Fg ddlijasi 15 274 177. Morhedas (Morehead) 1905 m. rado, kad F; nera
pirminis. 1909 m. jis ir Vesternas (Western) parodg, kad toks yra ir Fs.
TaCiau ty skaiciy suskaidymas pirminiais daugikliais buvo rastas tik Zymiai
véliau, ka jau buvo galima panaudoti elektronines skaiCiavimo ma&inas.
1974 m. K. Halibertonas (C. Hallyburton), DZ. Brilhartas (J. Brillhart) ir
M. Morisonas (M.A. Morrison) rado, jog

F7 = 340 282 366 920 938 463 463 374 607 431 768 211 457 =
=59 649 589 127 - 5 704 689 200 685 129 054 721.
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1980 m. R. Brentas (R. P. Brent), DZ. Polardas (J. M. Pollard) parode,
kad Fg ddijasi i5 skaiCiaus

604 944 512 477-2" +1 =1 238 926 361 552 897.

Zinoma, kad F,,, kai

n =9, 10,..., 23, 36, 38, 39, 55, 63, 73, 81, 117, 125, 144,
150, 207, 226, 228, 260, 267, 268, 284, 316, 452, 1945,

i&irti skaiGiai, iskyrus pirmuosius penkis, yra sudétiniai. Stai apie Fious
Zinoma, kad jis yrasudétinisir net Zinomas vienas jo daiklis 5- 21947 + 1.
Sios Zinios gdi buti jau kiek senstelgjusios, nes matematikai randa vis
naujy metody tiems skaiciams tirti. Tobulga ir kompiuteriai.

Siais skaitiais buvo domimasi dél keliy priezastiy. Vienais jy susi-
jusi su klasikine geometrijos problema. Jau senovege mokéta nubrézti,
naudojantis tik skrietuvu ir liniuote, kai kuriuos taisyklinguosius dau-
giakampius. Liniuote gaime per du duotuosius tadkus nubrézti tiese,
0 skriestuvu nubrézti duotojo spindulio apskritima su centru duotgjame
taske. Vartodami tuosdu brézimo jrankius, galime spresti daug brézimo uz-
daviniy. Vidurinés mokyklos matematikos kurse nagringjama, kaip skries-
tuvu ir liniuote galime padayti kampa pusiau, per duotgjj taska nubrézti
atkarpa, statmena duotgjai tiesd, ir t.t. Amziams bégant, buvo randama
vis daugiau ir daugiau bréZimo uzdaviniy, kuriuos buvo galima spresti
skriestuvu ir liniuote.

Jau senovee moketa taip jbrézti | skritulj taisyklinguosius trikampius,
keturkampius (kvadratus), penkiakampius. Kadangi taip galima dalyti
kampa pusiau, breze ir tai syklinguosi usastuoniakampius, S olikakampius
ir, apskritai, 2"-kampius. Taip pat bréze taisyklinguosius &S akampius,
dvylikakampius ir, apskritai, 2"- 3-kampius, desmciakampius, dvideSm-
Ciakampius ir, apskritai, 2™- 5-kampius. Ateme i$ &etadalio apskritimo jo
deSmtgja dalj, gavo jo penkioliktgjadalj. Taip gago brézti taisyklinggjj
jbréztinj | skritulj penkiolikakampj ir, Zinoma, 2™- 15-kampius.



Sudarysime tokiy taisyklingyjuy jbréeztiniy | skritulj daugiakampiy len-
tele, kai skritulio spindulys yra 1. Apsiribosime kra&iniy skaiiumi iki
24,

Kraginiy Kraginesilgis
skaiCius
3 V3
4 NG
5 1V/10-25
6 1
8 V2—12
10 5(vV6—-1)
12 23
15 %J?—ﬁ—m
16 2-V2+12

20 \/2— 5(5+5)

24 2-vV24+3

Deja niekaip nesiseke skriestuvu ir liniuote nubrézti taisyklinggjj septy-
niakampj arba vienuolikakampj. Ir taip buvo poratukstanciy mety — brézti
kitus taisyklinguosius daugiakampius be ty, kuriuos mokéta senovege, vis
nesiseke.

TaCiau 1796 m., dar nesulaukes devyniolikos mety, Getingeno (Goet-
tingen) universiteto matematikos studentas Karlas Gausas, apie kurj jau
kalbgome, galutinai iSsprende § klausma. Tai buvo jo pirmas rimtas
mokdlinis atradimas. Védiau Gausas tapo vienu i$ Zymiausiy XIX am-
Ziaus matematiky. Matematika pragityje daznai budavo vadinama moksly
karaliene (lot. regina scientiarum). O Gausa tituluodavo matematiky ku-
nigaikXiu (lot. princeps mathematicorum).
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Gauso gabumai i&ry3kgjo dar vaikystge, kai jismokesi pradzios mokyk-
loje. Pasakojama tokia istorija. Tais laikais mokytojui tekdavo dirbti i$
karto su kdiais skyriais (ir mano mokymos laikais taip buvo). Karta,
norédamas uzimti mazojo Karlo skyriaus mokinius, kol jis pats dirbo
su kitais skyriais, mokytojas liepes vaikams rasti visy naturaliyjy skaiciy
nuo 1 iki 100 suma. Mang, kad vaikams ilgam uZteksia darbo. TaCiau
uz keliy minuciy pastebges, jog mazasis Karlas nenustygsta ramiai savo
vietoje. Paklauses Karla, kodé tas nedirbas, susilaukes atsakymo, jog
jis jau rades reikiama suma, butent 5050. Mat, mazasis taentingasis
vaikyXias pastebges, jog uztenka sudeti po du skaiCius, lygiai nutolu-
sius nuo skai€iy sekos pradzios ir nuo galo; kiekvienu atveju gausis suma
101: 1+ 100 = 101, 2+ 99 = 101, ..., 50 + 51 = 101. Tokiy skaitiy
pory bus i$viso 50. Taigi iekomoji suma bus 101- 50 = 5050.

TaCiau grizkime prie taisyklingyjy daugiakampiy. Gausas jrode, kad
skrietuvu ir liniuote galima nubrézti tokius ir tik tokius taisyklinguosius
daugiakampius su pirminiu kragtiniy skai¢iumi, kai tas skai€ius yra Ferma
pirminis skaitius, t.y., kai jis yra pavidalo 22" + 1. Atvejj n = 0 atitinka
taisyklingasistrikampis, atvejj n = 1 — taisyklingasis penkiskampis, atvejj
n = 2 — taisyklingasis septyniolikakampis, o n = 3 — taisyklingasis dau-
giakampis su 257 kraginemis. Toliau ety taiyklingasis daugiakampis su
65 537 kra&inemis.

Jau tada buvo Zinoma, kad skriestuvu ir liniuote galima nubrézti tik
dydZius, kurie uzraSomi, pasinaudojant sudéties, atimties, daugybos, daly-
bos ir kvadratines Saknies traukimo veiksmais, jei jie pavartojami baigti-
nj skaiCiy karty su sveikaisiais skaitiais. Gausas rado, kad taisyklingojo
jbréztinio | vienetinj skritul| septyniolikakampio kra&ine yra lygi

i\/2(17—q—\/34—2(]—2\/17—!-3(]— \/34—2(]—2\/34—!-2(]).

Cia pazymégome ¢ = /17, kad formulé buty trumpesné ir tilpty | viena
elute.

Neuzilgo Gausas jrode, kad | skritulj galima jbréezti taisyklinguosius
daugiakampius tada ir tik tada, kai ju kra&iniy skaiCius yra pavidao
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2kp1ps ... ps, k —sveikas neneigiamas skaiGius, 0 p1, pa. . . ., ps yraFerma
pirminiai skaiciai.

Vadinasi, tarp taisyklingyjy daugiakampiy su kra&iniy skaiciumi, ma-
Zesniu uz 100, nubrézti liniuote ir skriestuvu galima tuos, kuriy kra&iniy
skaicius yra

3,4,5,6, 8, 10, 12, 15, 16, 17, 20, 24, 30,
32, 34, 40, 48, 60, 64, 68, 80, 96.

Po kiek laiko Gauso nurodytu budu matematikas RiSelo nubréze tai syk-
lingajj 257-kampj. BréZinys uzima 80 puslapiy. Dar po kiek laiko Hermes
nubréze ir taisyklingg| 65 537-kampj. Jo bréZiniai telpa gana dideliame
lagamine ir saugomi Gétingene.

Po Gauso mirties Gétingene jam buvo pastatytas paminklas, kurio
pjedestalo skersinis pjuvis yra taisyklingojo septyniolikakampio pavidalo.
Jei kam tekty lankytis Getingene, patartume tarp kity miesto jZzymybiy
aplankyti ir ta paminkla
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9. MERSENO SKAICIAI

Ferma amzininkas prancuzy matematikas ir fizikas M. Mersenas (Marin
Mersenne, 1588-1648) tyre skaiCius pavidalo M, = 2P —1 ir iekojo, kada
jieyrapirminiai. Tam butinai reikia, kad pats skai€ius p buty pirminis.

Siais skaitiai's pradeta dométis dar Antikos laikais. Su jais susije va-
dinamigji tobuligji skaiCiai. Naturalusis skaitius n vadinamas tobuluoju,
jei visy jo dalikliy, mazesniy uz n, daikliy suma yra lygi jam paCiam.
MaZiausias toks skaicius yra 6, nes jo daikliy 1, 2, 3sumal +2+ 3 =
6. Krik&ioniy teologas ir filosofas Augustinas (354—430) grinde pasaulio
sukurima per 3eSas dienas tuo, kad Dievas savo darbo tobuluma norges
i&elk¥i skaiCiaus 6 tobulumu.

Jau Euklidas zinojo, kad skaitius 2P~ (2P —1) yratobulasis, jei daugik-
lis skliausteliuose yra pirminis, t. y. Merseno skaicius. 15 tikryjy to
skaiCiaus dalikliai, mazesni uz jj, yra
1, 2

4,..., 2P71 2(2P — 1), 42071 —1),..., 2P72(2P — 1),

? ?

0 jy suma

(I+2+4+...207 )+ (14+24+4+...227H) (2P - 1) =
= (2P — 1)+ (2P — 1) (2P — 1) = 2P 1(2P —1).

Vadinasi, tas skaiCius yra tobulasis.

Po 2000 mety L. Oileris jrodé, kad vis lyginiai tobuligji skaiCiai yra
nusakomi Euklido formulés. ki Sol néra iSsprestas klausimas, ar egzis-
tuoja nelyginiai tobuligji skaitiai. Zinomatik, kad jei jy esama, tai jie turi
buti labai dideli skaitiai.

Jau Antikos laikais buvo Zinoma, kad 2P — 1 yra Merseno skaiciai, kai
p=2, 3,5 7.0 1985 m. buvo Zinomas 31 pirminis Merseno skaicius.
Pateiksime jy lentelg, atradgjy pavardes raSydami originaigja rasyba
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P Skaitmeny  Atradgas, atradimo metai
skaiCius
2 1 Antikos laikais
3 1 Antikos laikais
5 2 Antikos laikais
7 3 Antikos laikais
13 4 Cataldi, 1588
17 6 Cataldi, 1588
19 6 Cataldi, 1588
31 10 Euler, 1772
61 19 Pervusin, 1883
89 27 Fauguembergues, Powers, 1911
107 33 Fauquembergues, Powers, 1914
127 39 Lucas, 1876
521 157 Lehmer, Robinson, 1952
607 183 Lehmer, Robinson, 1952
1279 386 Lehmer, Robinson, 1952
2203 664 Lehmer, Robinson, 1952
2281 687 Lehmer, Robinson, 1952
3217 969 Riesd, 1957
4253 1281 Hurwitz, Selfridge, 1961
4423 1332 Hurwitz, Selfridge, 1961
9689 2917 Gillies, 1963
9941 2993 Gillies, 1963
11213 3376 Gillies, 1963
19937 6002 Tuckerman, 1971
21701 6533 Nickel, Noll, 1978
23209 6987 Nickel, Noll, 1978
44497 13395 Slowinski, 1979
82643 25962 Slowinski, 1979
110503 33265 Colquitt, Welsh, 1988
132049 39751 Slowinski, 1983
216091 65050 Slowinski, 1985
6972593 2098960 Nayan Hgatwalair kt., 1999
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E. Luka (Edouard Lucas) nurodytasis skaicius yra pats didZiausias
Merseno skaiius, rastas be el ektroniniy skaiciavimo masiny.

Noral rasti vis didesnius pirminius skaicius néra vien rekordy vai-
kymasis. Pastaraisiais deSmtmeCiais paaiskgo, jog dideli pirminiai skai-
Cia rado labai svarbiy praktidky taikymy. Apie tai pakabesime kitame
skyrelyje.
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10. PIRMINIAI SKAICIAI IR KRIPTOGRAFIJA

Pries keliolika mety JAV mokdling e spaudoje ir net laikrasCiuose bel
pla€igai visuomenei skirtuose Zurnaluose eme rodytis straipsniy, aptarian-
Ciy matematiniy tyringiimy laisve. ISkarto atrode keista, kad buvo kalbama
apie viena skaiCiy teorijos sritj — pirminius skaic¢ius. Juk net tarp daies
matematiky paplitusi nuomong, kad kas jau, o skaiciy teorijayratik taurus
proto Zaidimas, tolimas taikymams. Zinoma, taip gali kalbéti tik Zmonés,
nepakankamai jsigilineg| dalyka, netoli tepazenge matematikos moksluose.
Ir apie paCia matematika neretai taip buvo kalbama. Ne taip seni laikai,
kai, pasirodzius elektroninems skaiCiavimo madnoms ir pradgus kalbéeti
apie matematikos metody taikyma ekonomikoje, net Lietuvoje kai kurie
ekonomistai Saukte auke, kad matematika jy moksle i principo negali
buti taikoma.

TaCiau grizkime prieamerikieCiy spaudos. Vienameis populiariy straip-
sniy buvo SmaikXia raSoma, jog fizikai prarade savo nekaltybe ir laisve
nuo valdzZios kontrolés, kai Los Alamose 1945 metais buvusi pagaminta
pirmoji atominé bomba. Biologams toks laikas atges 1976 m., kai Na-
cionalinis sveikatos institutas pradges reguliuoti eksperimentus su dezok-
siribonukleino rug&imi (DNR). Matematikai iki tol buve laisvi nuo su-
varzymy. TaCiau atges laikas, kai Nacionadiné saugumo agentura pa-
praSiusi vyriausybes ir gavus sutikima i$ anksto, prieS publikuojant, per-
Ziurgti darbus, susijusius su kriptografija. Keistiausia, kad § agentura
pradgiusi finansuoti darbus, tyringancius sveikyjy skai€iy skaidyma pir-
miniais daugikliais. Juk §s uzdavinys atrodo toks elementarus. Jj spresti
mokoma net pradinéese vidurines mokyklos klasese.

Ir taip buvo ne tik JAV. Autorius Zino, kad nemaza grupe labai kvali-
fikuoty Maskvos matematiky — skai€iy teorijos speciaisty — turgo saptas
gerai apmokamas ukiskaitines sutartis tokio tipo uzdaviniams nagrinéti.
Kai kurieis jy buvo gave net auk&iausius valstybes apdovanojimus, buvo
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i&inkti Mokdly akademijos nariais, nors Saip savo vieSais mokslo darbais
buvo maZai tezinomi.

Taip atsitiko todél, kad pirminiai skaiCiai ir skaiCiy skaidymas pirmi-
niais daugikliai s vaidinaesminj vaidmenj naujoje modernioje matemating e
kriptografingje schemoje.

Kriptografija (i$ graiky kalbos: scpurrdés — paséptas, ypddes —
radyti) — tai raSymo budas, kuriuo jslaptinamas tekstas. Kriptografijos
priemonesyra sutartinial Zenklai arba skaiciai, kitds abéeceles raides, raidziy
praleidimai ir pakeitimai, raSymas atbuline tvarkair t.t. Taip paradytas tek-
stas suprantameas tik ta raSymo buda Zinantiems asmenims.

Slaptus Sfrus vartojo jau senoves egiptietiai, graika ir romenai. Jie
buvo labai paplite ir veliau, ypat 16ame Smtmetyje. 1595 m. Sfor-
cos (Sforza) dinastijos (i3 jy kilusi Lietuvos DidZiojo kunigaik&io Zygi-
manto Senojo Zmona Bona, 1494-1557) trijy pirmyjy hercogy sekretorius
ir patargjas Ciko Simoneta (Cicco Simonetta) net parase pirmajj traktata
apie daptus Sfrus. § fakta miniu dél sasajy su Lietuvos istorija. Véiau
§ gritisvistobulgo. Atsirado daugybe Sfravimo budy ir vadoveiy.

Simtmegius kriptografija buvo karigkiy sritis. Ja taip pat naudodavosi
diplomatai, verdlininkai, kartais ir nusikaltdiai. Net mokdininkai savo
atradimus &fruodavo, kad kolegos nesuzinoty jy esmes. Autoriy teisiy gy-
nimo komitety senaisiais laikais nebuta. Atsiradus kompiuteriams, norint
apsaugoti maSiny amintyje sukauptus duomenis bei ju saugy perdavima,
taip pat pravercia Sfravimas.

Tarpukario Lietuvoje daptosios tarnybos, diplomatines atstovybes taip
pat vartojo &frus. 193 m. net buvo parengtas , Sifravimo vadovdlis:.

Daugelis skaitytojy tikriausiai yra skaite A. Konano Dailio (Arthur Co-
nan Doyle, 1859-1930) , Uzradus apie Serloka Holmsa* ir gal atsimena jo
apsakyma ,, Sokantys 7mogiukai“. Beviltigas jsimylgélis raiinga slap-
tara&iu praneSmus savo Srdies damai. Juose raides pakeistos Zmogiuky
figurelemis. Sunerimes moters vyras | pagalba pasikvietia neprilygstamalj
dedukcijos meistra Serloka Holmsa Pastarasis tuos uzradus i&ifruoja
Padares prielaida, jog kiekvienas Zenklas reiskia skirtinga raide ir pasire-
mes raidziy pasikartojimo statistiniais ypatumais, jis viena po kitos atstato
tikrasias figurdliy reikSmes. PanaSy apsakymy galima rasti Edgaro Po
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(Edgar Allan Poe, 1809-1849), Ziulio Verno (Jules Verne, 1828-1905) ir
kity raSytojy kuriniuose.

Paprastai naujos abeceles néra kuriamos. Galima pasinaudoti jpras-
tinemis, arba, dar paprastiau, skaitmenimis. Kadangi abecélge raidziy,
didZiyjy ir mazyjy, bei skyrybos Zenkly (tokiu Zenklu laikytinas ir tarpas
tarp ZodZiy) yratik kelios deSimtys, tai kiekvienam iS ju galima priskirti
po skirtinga dvizenklj skaiciy. Tada bet kurj teksta galéesime uzkoduoti
skaitiais. Tatiau tokius tekstus palyginti nesunku perskaityti. Cia tarp
dviZenkliy skaiCiy ir abecéles Zenkly esama abipus vienareikdmes atitikties.
Jei tekstas pakankamai ilgas, tai, remdamiesi Zenkly pasikartojimo daz-
niais, kurie daugeliui kalby (ir lietuviy) yra seniai Zinomi, galésime viena
po kitos surasti tuos skai€ius atitinkancias raides. Tokio tipo Sfras buvo
vartojamas jau garsiojo Romos karvedzio Gajaus Julijaus Cezario (Gaius
Julius Caesar, 10044 pr. m. e.).

§ &fra gaime padaryti Zymiai sudétingesniu. Imame kurj nors fik-
suota skai€iy, turintj, sakysime, desmtj skaitmeny. Suskirstome musy
uzSfruota skaiCiais teksta | grupes po deSmtj skaitmeny, pradedami tek-
sto pradzia, ir prie kiekvienos grupes deS mciazenklio skaiCiaus pridedame
musy pasirinktgjj. Dabar tarp dvizenkliy skaiCiy ir abécelées raidziy bel
skyrybos Zenkly abipus vienarelkdmes atitikties jau nebus. NeZinant pa-
sirinktojo skaiCiaus — , rakto”, perskaityti teksta bus daug sunkiau. Apie
tokj &fravimo buda kalbama Ziulio Verno , Zangadoje’.

Galima sugalvoti daug ir labai sudetingy budy tekstams uzSfruoti. Taip
uzradytus tekstus sunku perskaityti, ypaC jei jie vartojami tik viena kita
karta. Kai praneSmai yra ypaC svarbus, vartojami labai sudétingi Sfrai.
Patys ,rakta“ yralabai saugomi.

NoréeCiau papasakoti nesena istorija is Antrojo pasaulinio karo laiky,
kuri visuomenel pasidaré Zinoma, tik pragus po karo 35 metams. 1938
metai s vienas |enkas mechanikas buvo sidarbines VVokietijojefabrike, kuris
gamino, kaip suvoke jaunuolis, slapta maSina. Gestapas po kurio laiko
i%i&ino to mechaniko tautybe. Jis buvo atleistas i5 darbo ir grazintas
i Lenkija Tafiau jo nutikima pasiekée angly zvalgybos ausis. Jaunuolis
buvo nugabentas | ParyZiy, kur pagamino tos maSinos modelj. Paaiskgus
jos paskirtiai, buvo pasistengta pagrobti i vokieCiy ir visa veikianCia
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maSna J buvo pavadinta Enigma, (lotyniskas Zodis Aenigma reidkia
»,Mjde"). Ta buvo prietaisas, kuris raSomga maSnéle spausdinama tek-
sta pakeisdavo kitu pagal tam tikras taisykles. Pastarasias buvo galima
kaitalioti.

Atskleistgja padaptimi anglai suskubo pasinaudoti. Vietovge Bletery
Park (Bletchery Park) netoli Londono subure grupe matematiky ir krip-
tografy, kuriy tikslas buvo stengtisiSSfruoti vokieciy kariuomenes vadovy-
bes radijo signalais ir kitais budais perduodamus praneSmus. Tos grupes
iSradingumo déka ir dar turint Enigma, pavykdavo atspéti Sfravimo siste-
mos pakeitimus ir atstatinéti tikrgjj praneSmy teksta. Tai padgo anglams
Dunkirko (Dunkerque) operacijos metu, palengvino kova su vokietiy avia-
cija, ka § skrisdavo bombarduoti Anglijos, leido apgaudinéti vokieCiy
marsala Romelj (Erwin Rommel, 1891-1944) Afrikos dykumose, pakeitée
jvykiusprie Al Alameino, padéo sunaikinti naciy povandeninj laivyna. Tai
palengvino amerikietiams laiméti gyvybiskai svarbias kovas prie Midve-
jo (Midway) saly ir Koraly juroje, numuti 1ektuva, kuriuo skrido japony
didysis admirolas Jamamoto (Isoroku Yamamoto). Tai leido kai kuriems
sgiungininky generolams atrodyti genijais, 0 jy prieSininkams visi¥kais
mulkiais.

Buvo ir laba sunkiy atvejy. 1940 m. vokieCiy oro pajégos bombar-
davo Koventrj (Coventry) Anglijoje, sugriaudamos miesta ir padarydamos
daug zalos civiliams gyventojams. V. Ceréilis (Winston Leonard Spencer
Churchill, 1874-1965) buty galges iSsaugoti Koventrj, nes is anksto Zi-
nojo apie vokietiy ataka. TaCiau nusprende paaukoti nemazai gyvybiy, kad
neiSduoty vokieciams, jog sqjungininkai iS5 fravo vokietiy ,, nejveikiamajj*
kodair dabar Zinojo patius slaptiausius priedo jsakymus bei planus, daznai
pirmiau, negu vokieCiy karuomenes vadai frontuose.

Neseniai spaudoje pasirode pranesimy, jog Antrojo pasaulinio karo
metais vokieCiy kodus pavyko i&ifruoti ir Svedy matematikui Arnei Beur-
lingui. Svedija buvo apsupta kariaujantiy valstybiy. 18aikyti neutraluma
buvo nelengva. Beurlingo déka ilga laika Svedy vyriausybée suzinodavo
apie vokieCiy planus ir galedavo atitinkamai elgtis. Dar anksCiau, kai
Taryby Sajunga uzpuolé Suomija, A. Beurlingui pavyko atskleisti ir rusy
Sfrus. Ta laba padgo suomiams gintisnuo daug karty didesnes Raudono-
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sios armijos.

Turint galvoje kriptografijos svarba, darosi suprantama, kodel JAV Na
cionalinio saugumo agentura taip susirupino matematiky darbais. Mat,
pastaruoju metu rasti i5 principo visiskai nauji kodavimo metodai, pagrsti
ka kuriais matematiniais faktais.

ApraSysime bendrais bruoZais viena is ju.

Tam kodui realizuoti reikiatinkamu budu parinkti didelj sveikateigiama
skai€iy N ir du kitus sveikus teigiamus skaiCius U ir V. Skaiciai N ir U
gali buti vie§, o skaiCius V turi buti daptas. Net praneSmo siuntgas gali
jo nezinoti. Jo reikiatik gavgui. Kaip tuos skaicius parinkti, paaiskinsime
kiek veliau. Tam prireiks trupucio matematikos. Skaitytojas, kuriam tie
samprotavimai pasirodys per sunkus arba nejdomus, galés juos praeisti.

Tarkime dabar, kad tuos skaiCius jau turime. Dar reikia susitarti, kaip
reikime dvizenkliais skaiiais raides bei skyrybos Zenklus. Sakykime,
raide A reilk§me skaiciumi 01, raide a— skaiciumi 02, raide s — skai Ciumi
48, taska — skaiciumi 67 ir t.t. SiunCiama praneSma perradome tais skai-
Ciais. Gausime ilga skaiciy S, kurj reikes uzkoduoti ir pasiysti adresatui.
Kad buty paprastiau, tarkime, jog tas skaiCius yra mazesnis uz N, kitaip
tariant, nelabai ilgas. Mums reikés ir dar vienos papildomos salygos:
skaiGiy S ir N didziausias bendrasis daliklis turi buti 1.

Dabar jau galime skai€iy S uzSfruoti. Tuo reilkalu keliame jj laipsniu
U ir randame gautojo skaiCiaus dalybos iS N maZiausia teigiama liekana,
tarkime, R. Ji ir yra uzSfruotas praneSmas, kurj siunciame adresatui.

Zinoma, jei imtume kelti skaigiy S laipsniu U ir gautajj skaiciy dalyti is
N, naudodamiesi tik piedtuku ir atlikinedami skaiCiavimus popieriaus lape,
tai tam prireikty laba daug laiko, darbo ir popieriaus. Musy metodas buty
niekam tikes. TaCiau matematika Zino daug budy, kaip ta darba suprastinti
ir pagreitinti, ypac panaudodama el ektronines skai€iavimo masinas.

SkaiCiavimams palengvinti labai praverCia lyginiy savoka. Ja beveik
prieS pora Smty mety jvede garsusis K.F. Gausas.

Susipazinsime su ta savoka. Jei a ir b — du svelki (nebutinal teigiami)
skaiCiai ir jy skirtumas a — b daijas i5 sveiko teigiamo skaiCiaus m, tai
rasome

a = b mod m.
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§j uzraga skaitome taip: ,a lygsta b moduliu m*. Stai keletas pavyzdziy:
11=5mod3,nes1l1—5=3-2;15=1mod 7,nes15—-1=14=7-2;
—24=0mod 8 nes —24 — 0= —24 =8 - (—3).

Lyginial turi savybiy, kurios yra analogiskos lygybiy savybems. Antai,

1) a = a mod m,

2) jei a = b mod m, tai b = a mod m,

3) jei a = b mod m ir b = ¢ mod m, tai a = ¢ mod m,

4) jei a =bmod m ir ¢ =d mod m, tai a+c¢ = b+ d mod m,

a—c=b—dmodm, a-c=b-dmod m.

15 4) savybiy iplaukia, kad lyginiustuo patiu moduliu galima panariui
sudéti, atimti, dauginti. Atskiru atveju, jei a = b mod m ir ¢ yra sveikas
skaiCius, ta a - ¢ = b-c mod m. Kyla klausmas, kada abi lyginio
puses galime supragtinti iS to paties dauginamojo. Lengvai jrodoma, jog
tai galima daryti tik tada, kai skaiCiaus m ir dauginamojo, i% kurio norime
pragtinti, didZiausias bendrasis daliklis lygus 1. 15 4) savybes taip pat
igplaukia: jei @ = b mod m ir k yra sveikas teigiamas skaitius, tai a* =
b* mod m.

Sios lyginiy savybés palengvina suskaitiuoti SU dalybosis N liekana
Tarkime, mums reikia rasti 259 dalybos i3 101 liekana. Skai&iuojame:

o2l —9 22 =4, 2% =4% =16,
28 = 162 = 256 = 54 mod 101,
216 = 542 = 2916 = 88 mod 101,
232 = 882 = 7744 = 68 mod 101.

Kadangi 50 = 32+16+2, tai
250 = 932,916 .92 = 68 .88 . 4 = 23936 = 100 mod 101.

Dabar paaiskinsime, kaip adresatas i&ifruoja gautgjj pranema R. Jis
Zino, kaip mingome ,rakta* V. Kelia R laipsniu V ir apskai¢iuoja R"
daybos i8 N maZiausia teigiama liekana. J bus lygi skaiCiui S, kurj
pasiunteme! Nuostabu!
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Pagaliau paaikinsime, kaip parenkame skaiCius N, U ir V.

Imami du dideli pirminiai skaiciai p ir ¢, turj, sskysime, po §mta
skaitmeny. Jy sandauga pq ir bus skaiCius N. Skaitius NV, kaip mingome,
gdli buti viesas, tatiau skaiCiai p ir ¢ turi buti dapti. Jei skaiCius N yra
didelis, skaitiams p, g rasti reikty labai daug laiko.

Toliau parenkamas skaiCius U taip, kad jis buty didesnis uz 1 ir jo
bel skaitiaus (p — 1)(¢ — 1) didZiausias bendrasis ddiklis buty lygus 1.
Tokj skaitiy nesunku rasti. Tik kodo sudarytojui reikia Zinoti skai€ius p, q.
Galima pavartoti elementary didziausio bendrojo daliklio ieskojimo buda
dalingimu (kitaip tariant, Euklido algoritma), kurio mokoma elementari-
niame aritmetikos kurse. Pakanka imti bet kurj skai€iy ir patikrinti, ar jo
ir (p — 1(¢g — 1)) bendrasis didziausias daiklisyra 1. J& jis yra didesnis
uz 1, tai reikia imti tikrinti kita skaiciy. Tokiy bandymuy reikés nedaug.

Lieka parinkti skaiciy V. Ta — sunkesnis uzdavinys. Tam reikia
iSspresti lygti Uz — (p — 1)(¢ — 1)y = 1 sveikais teigiamais z,y. Tokie
sprendiniai visada egzistuoja. Matematika zino keleta paprasty budy, kaip
juos rasti. Tam tinkair jau musy minetasis Euklido algoritmas. Jau ieSko-
dami skaiCiy U ir (p — 1)(¢ — 1) didZiausio bendrojo daliklio, mes kartu
iSsprendziame ir ta lygtj. SkaiCius z ir bus ieskomasis V. PabréZiame,
kad jj galime ragti, tik Zinodami skaiCiaus N pirminius daliklius.

Nurodysime viena atvejj, kai tuos skaiCius galime apskaiCiuoti iS pa
prastos formulés. Tarkime, kad pirminiai skaiCiai p,q yra pavidao p =
3r +2,qg = 3s+ 2; Ciar ir s — svelkigi skaiCiai. Tada galime imti
U=3,V =6ab+2a+2b+ 1,y = 2. Siulome skaitytojui patikrinti, jog
U ir V yraminétosios lygties sprendiniai.

O dabar bus nesunku paaikinti, kodd RV = S mod N. Mums reikées
dar vienos teoremos iS skaiCiy teorijos. Tai bus atskiras atvejis vadinamo-
sios Ferma—Oilerio teoremos. J& S ir N = pq didZiausias bendrasis
daiklisyra 1, tai tateorema teigia, jog

SP=1=1) = 1 mod N.

Toddl
RV =(8Y)V mod N = SYY mod N.
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Tatiau UV = (p—1)(q — 1)y + 1. Todd
RY = §MHP=Da=Dy pod N = §- (8P~ D@1y mod N = S mod N.

Metodui suprastinti reikalavome, kad perduodamasis skai€ius .S buty
mazesnis uz N. O ka daryti, kai taip nera? 13aitis Cia paprasta. Reikia
skaiCiaus S skaitmenis suskirstyti | blokustaip, kad kiekvieno bloko skait-
meny reidkiamas skai€ius buty mazesnis uz N. Kiekviena bloka ankstiau
apraSytu budu pasiysti adresatui. Pastarasis juos atskirai iSSfruojair gauna
visa pranesmo teksta.

Pirminiy skaiCiy yra be galo daug. TaCiau nustatyti, ar kuris nors
skaiCius yra pirminis, ypa€ jei jis yra didelis, nera paprasta. Paprastiau-
sias budas yra meginti ta skaiciy dalingti i5 eiles is skaitiy 2, 3, 4, 5 ir
t. t. Ta labai ilgas ir varginantis darbas. TaCiau matematika yra radusi
ir geresniy budy. Jie nepalyginamai spartesni, nors ir sudetingi. Taikyti
juos galima, tik turint spar¢ius kompiuterius. Ir metodai, ir kompiute-
riai sparéial tobulga Siuo metu nustatyti, ar skaitius, uzasomas keliomis
deSmtimis skaitmeny, yra pirminis, uztenka sekundes daliy, jei skaiciuo-
jama paCiomis gaingiausiomis masnomis, arba keliy sekundziy, jei var-
tojame paprastus asmeninius kompiuterius. O prieS deSmtj mety reikgo
keliy minuciy. Aprasomojo metodo esme yra ta, kad didelius skaiCius
suskaidyti pirminiais daugikliais yra sunku. Nepaisant didZiulées paZzangos,
dideliy skaitiy skaidymas ir Sandien dar reikalauja daug laiko, vartojant
net pacius galingiausius kompiuterius. Antai, norint suskaidyti skaiciy,
turintj 50 skaitmeny, panaudojant moderniausius metodus ir sparciausias
skaiCiavimo madinas, reikia mazdaug 1 minutés, o septyniasdeS mtzenk-
liui — jau mazdaug 7 valandy, devyniasdeS mtZzenkliui skaiciui — 4 dieny,
0 SmtaZenkliui — net i%iso méenesio. Jei n = pq ir pirminiai skai€iai p ir ¢
turi po Emta deSmtainiy Zenkly, tai, Zinant n, pirminiamsp ir ¢ surasti dar
ir dabar reikty milijardy mety. O neturint ty pirminiy dalikliy, negalima
rasti Sfravimo ,rakto* V.
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11. SKAICIUS T

1891 m. vidury A. Baranauskas susidomi geometrijos klausmais.
Ypa€ jj patraukée skaiCiaus m — gpskritimo ilgio santykio su skersmeniu
— skaitine relkdme. Taip § santykj 1706 metais pradgo Zymeti angly
matematikas V. DZonsas (William Jones) i$ analogijos su graiky kabos
Zodziu meprpel pera, rei¥kiantiu apskritima. Uzdavinys siekia gilios se-
noves laikus. Seniai suvokta, kad tas santykis visuose apskritimuose yra
tas pats. Sio skaitiaus reikia praktiniams skaitiavimams. Pirmosios jo
reik&mes tikriausiai buvo gautos tiesioginiais matavimais.

Buvo laikoma, kad 7 reikdme yra 3. Ta rodo Senojo Testamento
([45], Trecioji karaliy knyga, 7:23) pasakojimas apie Saliamono Sventyklos
statyba: ,, Jis nuligio taipgi jura, turgusia deSimtj mastu nuo vieno krado
iki kitam, aplinkui apskrita; ji buvo penkiais mastais aukSa ir triju desmtu
mastu juostele apriesta aplinkui“. Tokia pat reikSmé buvo vartojama ir
kitose senoveés kulturos centruose — Senoves Kinijoje, Senoves Indijoje.

Apie 2000 m. prieS musy era Mezopotamijos molinese lentel ése ran-
dame to skaitiaus apytikre reikdme 34 = 3.125. Apie ta patj laika ar
kiek anksCiau viename i$ senoves egiptieCiy papirusy buvo teigiama, kad
skritulio su skersmeniu 9 plotas lygus kvadrato su kra&ine 8 plotui. 15 tia
iSplaukia, kad 7 reikdme turety buti lygi 256/81=3.1604... Rindo papiruse
(2000-1800) esama ir kitos 7 reilkdmes: 19/6 = 3.166...

Véliau pasirodo tikslesnées 7 reikSmes.

Dar V-V amziuje prieS musy era graiky mokslininkas Antifonas (An-
tifonos) ir kiti rado buda skaitiaus 7 artutinems reikdmems surasti. Tam
jie siule panaudoti jbréztinius | apskritima ir apibreztinius apie jj dau-
giakampius. Ta idga jgyvendino Zymusis Senoves graiky matematikas
Archimedas (2877-212). Jis eme jbréztinius | apskritima bei apibréztinius
apie jj taisyklinguosius daugiakampius. Jy perimetrai, kai didinsime kras
tiniy skaiCiy, artés prie apskritimo ilgio.
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Lengviausia didinti daugiakampio kradiniy skaiciy, ji dvejinant, nes
tuo atveju esama paprasty formuliy, kurios sieja daugiakampiy kra&ines.
Tarkime, jog tiriamojo apskritimo spindulysyra 1, jbréztinio taisyklingojo
n-kampio kra&ine yra a,,, 0 apibréztinio taisyklingojo n-kampio kra&ine
yra b,. Teisingos formulés

agp = 2 — 4—a%,
2a,
bn == 72
V4 —a?

Jei Zinome taisyklingojo k-kampio kra&ine, tai, pakartotina taikydami tas
formules, galimerasti kra&tines tai syklingyjy daugiakampiy su k.2"  (n =
2,3,...) viruniy skaiciumi. |breztiniy daugiakampiy perimetrai jvertina
27 18 gpaios, 0 apibréztiniy — iS virsaus.

Kaip Zinome, taisyklingojo jbréztinio 35 akampio kra&ine yra 1. Ar-
chimedas, dvejindamas kratiniy skai€iy, apskaiCiavo taisyklingyjy jbrez-
tiniy bei apibréztiniy daugiakampiy su 12, 24, 48, 96 kra&inemis perimet-
rus. 18 Cia gavo nelygybes

223 22

W < < 7
Pirmoji iSty trupmeny yra3.1408 . . ., 0 antroji 3.1428 . . . Esama Ziniy, kad
vélesniame darbe, deja neiSlikusiame, Archimedas rado dvi dar tikslesnes
artutines 7 reikSmes

911 882 195 882
211882 9141 5004. . 19 882
o7 a4 (= SAL 0. ) < < S

Astronomas Klaudijus Ptolemégas iS Aleksandrijos (Klaudios Ptolema
ios, 857- 1657) zymus tuo, kad sukuré heliocentring planety sistema. 15
720-kampio jis rado taip pat, jog

(=3.141 6016... ).

377
~ 2 3.141666....
T~ 190

Kitas Aleksandrijos matematikas Heronas pirmajame musy eros amziu-
je pateikia véiau indy gauta 7 reikdme v/10. Indy matematikas Aryabata
(Aryabhata, 476-5507) randa ta patia reiksme %7(7), kaip ir Ptolemgas.
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Penktagjame musy eros amziuje kiny matematikas Dzu CungdZi ap-
skaiCiavo, jog 7w apytikdiai lygus

42
355/133 = 34+ 5—— = 3.1415929...

72+ 82
Ta jau ganatikdi reikdme.

Seitgjame musy eros amziuje Indijoje buvo paradytos dzainizmo (vie-
nos i$ senyjy religijy) Sventosios knygos. Jose gaima rasti, kad = lygus
V10 = 3.162. .. Tai ta pati reik&me, kaip ir Herono vartotoji.

Toliau viduramZiais progresas vyko, kaip ir kitose matematikos bel
apskritai mokdo srityse, daugiausia islamiSkagame pasaulyje. Penkiolikta
jame amziuje (apie 1430 m.) persy astronomas ir matematikas Al-Kady
(DZemdd ibn Masud a Kady, +14367), apskaiCiaves taisyklingojo dau-
giakampio su 6 - 227 vir&unemis perimetra, gavo 7 su &5olika deSimtainiy
Zenkly.

Europoje buvo gerokai atsilikta. F. Vietas (Francois Viétte, 1540-1603)
1579 m. (Vilniaus universiteto jsteigimo metai!), apskaiciaves 3 - 2'7=
393216-kampio perimetra, rado skaiCiy « tik su devyniais tikdiais Zen-
klais. Pats Vietas buvo juristas, taCiau daug laiko padventes matematikai
ir palikes reikdmingy atradimy. Jis taip pat dirbo karaliaus Henriko IV
kriptoanalitiku. Labai pasitarnavo, iS&Sfraves daug uzkoduoty kardiaus ir
Prancuzijos prieSninky slapty laisky.

Tais lailkais mokslo kalba buvo lotyny kalba. Ja buvo rasomi mokslo
veikalai, skaitomos paskaitos universitetuose. Kai kas i$ mokslininky var-
todavo net lotyniSkas arba lotynidkai skambanCias pavardes. Ir Sandien
daugelis kolegy i Vakary, mane sutike, klausia, turedami galvoje mano
pavardeg, ar ir dabar dar yra idikes tas paprotys. Belieka tik paaikinti,
kad lietuviy kalba yra iSsaugojusi senas indoeuropietiskas galunes, kurias
daugelis kalby jau seniai prarado. Vienas ty laiky matematiky — Adrianas
Antonis, vartojes lotynizuota Adriano Mecijaus pavarde (Metius, 1529—
1607), rado jau musy minéta Dzu CungdZi = artutine reikdme 355/113.
TaCiau olandas Adrianas Romanas (Adriaen van Roomen, 1561-1615) ima
230 = 1 073 741 824-kampj ir randa 7 su 15 tikdiy Zenkly. | Zaidima
isijungia Ludolfas i§ Kelno (Ludolf van Ceulen, 1540-1610), vartodamas
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vis ta patj Archimedo daugiakampiy dvejinimo metodg, 1596 m. S dau-
giakampio su 15 - 23! kra&iniy apskaitiavo 7 su 20 Zenkly. Po jo mirties
likusiuose rankra&tiuose buvo rastadar 15 deSimtainiy Zenkly, gauty pavar-
tojus daugiakampj su 262 krad&nemis. Tai buvo rekordinis tiems laikams
rezultatas

m = 3.14159 26535 89793 23846 64338 32795 0288. ..

Tokiam rezultatui gauti reikgjo jdéti daug ir labai varginanio darbo, kuris
taislaikaisbuvo vertas pasididziavimo. Savo darbajisbaigézodziais: ,,Kas
turi noro, tegul eina toliau“. Savo testamente liepe gautgjj skaiCiy iskati
jo antkapyje. Amzininkai, pagerbdami didziulj triusa, patj = pavadino
Ludolfo skai¢iumi. Deja, nieko neraamZino Same pasaulyje. Net antkapio
nebeliko. Buvo rasti nauji patogesni metodai skai€iui = apskaiCiuoti. Tik
matematikos istorijos knygose galima rasti Ludolfo varda. Jo vardu dabar
vadinamas ne pats «, o tik jo rastoji apytikre reikdme.
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12. KODEL TAIP ATKAKLIAI IESKOTA?

Dél kuriy priezastiy buvo taip atkakliai ieSkoma skaiCiaus 7 reikdmes?
Viena prieZast] jau mingome. Jo reikia apskritimo ilgiui apskaiciuoti. Juk
daug lengviau iSmatuoti apskritimo skersmenj arba spindulj, nei apskritimo
ilgj. Jis reikalingas skaiciuojant skritulio plota, rutulio pavirSy bei turj ir
t.t. Matematikai ir fizika Zino daugybe formuliy, j kurias jeinatas skaiius.

Buvo ir kita priezastis. Dar i85 Antikos laiky i8iko keletas uzdavi-
niy, kuriy i&isus §mtmecius vis nesiseke iSspresti. Buvo reikalaujama,
naudojantistik skriestuvu ir liniuote: 1) duotajj kampa padalyti | trislygias
dalis (vadinamoji kampo trisekcija), 2) nubrezti kragine kvadrato, kurio
plotas lygus duotojo skritulio plotui (skritulio kvadratura), 3) rasti kra&ine
kubo, kurio turis yra du kartus didesnis uz duotojo kubo turj (kubo dvigu-
binimas). Matematikai rasdavo vis daugiau ir daugiau breézimo uzdaviniy,
kuriuosbuvo galimaspresti skriestuvuir liniuote. TaCiau musy minetuosius
tris uzdaviniustaip spresti vis nesiseké. Tik pragjusio Smtmecio gale buvo
rasti ty uzdaviniy sprendimai, deja, neigiami. Buvo jrodyta, kad skrietuvu
ir liniuote negalima rasti reikiamy dydziy. Zinoma, tuos uzdavinius buty
buve galimalengvai iSspresti, jei buty buve leista naudotis kitais geometri-
niais prietaisais. TaCiau buvo galimos tik minétosios Zaidimo taisyklés.
Jau musy minetasis Platonas grindé tai dievy autoritetu. Antra vertus, tai
skatino geometrijos vystymasi.

Pasakojama tokia istorija. Ja pateike Eratostenas. Esa Deloso saoje
kiles maras. Salos gyventojai kreipesi | garsyjj Delfy orakula patarimo
ir susilauke atsakymo, jog jie turj padvigubinti Apolono auksinio aukuro,
turgusio kubo pavidaa, turj, nekeisdami jo formos. Gyventojai ieskoje
pagalbos pas Platona. Pastarasis uzdavinio neiSsprendes, bet paaiskines
orakulo reikalavimy prasme. Esa dievai uzsirusting, jog graikai be gao
kariaujatarp saves, uzuot vietoje kruviny kautyniy uzsieme mokslais, ypac
geometrija.
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Kaip praversty i&girsti Platono patarima Sy dieny politikams!

Su Platonu sigfama jo vardu vadinama Akademija. 385 metais prieS
musy era Platonas, po ilgy kelioniy, grizo | Atenus. Miesto Saures ryty
pakradtyje pirko nama su sodu. Toje vietovée kazkada buvo deives Aténes
Sventyklos, o pati vietove buvusi globojama legendinio senoves herojaus
Akademo, kuriam ta Zeme dovanojes kitas legendinis karalius Tezgas.
Todél skypas buvo pavadintas Akademo vardu. Platonas Cia apsigyveno ir
jsteige filosofy mokykla. Pastaroji gavo akademijosvarda. Vdiauir iki pat
§ol tuo vardu vadinamos mokslo bei meno jstaigos, auk&osios mokyklos,
mokslininky draugijos.

Platonas labai daug nusipelné matematikos raidai ir labai ja vertino.
Prie jgimo | jo akademija dargi buves iSaltas uzraas:

undeis  Gyewpérpnros  elgiTw!

Platonas laike, jog geometrijos studijavimas priartinas prie nemirtingyju
dievy.

Skaitiaus 7 tyringlimai susije su skritulio kvadratura. Jei skritulys turi
spindulj R, tai jo plotas yra wR?. Lygiaplotio jam kvadrato kra&ine yra
R\/m. Vadinad, jei norime iSspesti skritulio kvadraturos uzdavinj, turime
moketi skriestuvu ir liniuote nubrezti /7.

IS pirmo 2vilgsnio paprastas uzdavinys pasirode laba sunkus. Vi-
duramZiais jis buvo lailkomas lygiai svarbiu, kaip ir kiti garsiausi ty laiky
uzdaviniai: sukurti perpetuum mobile, rasti gyvybés el eksyra arba fil osofinj
akmeni. Pirmasisi5ty uzdaviniy reiske surasti amzingjj variklj, t.y. masina,
kuri, viena karta paleista, dirbty i5 niekur negaudama energijos. Gyvybes
eleksyras turéty prailginti gyvenima, padéti iSakyti amzina jaunyste. O
filosofinis akmuo turéety padéti paprastus metalus paversti auksu.

Buvo net manoma: kas isspres skritulio kvadraturos uzdavinj, jgis
didesnj gamtos rei&kiniy supratima, o tai leis jam tvarkyti gamtos jegas.

Atsirado daugybé kvadratoriy, duplikatoriy, trisektoriy, kurie naujai-
siais laikais apipyle mokslo jstaigas klaidingais sprendimais.

L (gr) Kas nemoka geometrijos, tegul &ia neizengia.
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Jau 1755 m. ParyZiaus moksly akademija (veliau tai padare ir kitos
akademijos bei mokslo draugijos) nutaré jy visai nenagrinéti. Akademija
ir nemane, kad ,iSradga“ pades $pagas. Tode nelikvidavo komisijos,
kuri nagrinedavo gautus rankra&ius. Tik kitaip ja pavadino: ,Prarasty
vaiky komisija‘ (prancuzams nestinga humoro). Pasakojama, jog tai jzeide
nevykéius matematikos meggus ir nedaug tesumazing jy skaiciy. Pa
prastiausiai akademijos buvo kaltinamos pavydu, ,,genialiy atradgjy* nepri-
pazinimu ir pan. Esa uz kvadraturos problemos sprendima busia iSmokéti
dideli pinigai. Spaudoje i5 tikryjy kartais pasirodydavo jvairus sensacingi
praneSmai apie galimas premijas. Visais laikais spauda mégdavo pasi-
gardziuoti sensacijomis. Buvo atvejy, kai buvo reikalaujama, kad akademi-
jos atsakyty teisme.

Atsirado ir ,veikliy Zmoniy“, norintiy pasipelnyti. Stai, du mitrus
vyruka atidare , skritulio kvadraturos biurd’. Prospekte jie ras: ,Nuo
pati os pirmosi os pasaulio egzistavimo dienos egzistuojair skrituliosu gerai
Zinomu daugiakampiu idmatuojamas ir pastovus santykis. Tas santykis
lygus 9;778. Siyskite savo uzsakymus | , Skritulio kvadraturos biura*“.
Atsirado nemazai naiviy Zmoniy, kurie moké&o organizatoriams nustatyta
mokestj ir lauke, kada, pagdiau, paaiskes, kas yra skritulio kvadratura. O
mums ir Sandien neaidku, kodé pasirinktas toks skaiCius.

Akademijy atsisakymas nagrinéti atsiunciamus ,,sprendimus‘buvo pa
gristas noru atsikratyti bergzdzio darbo, taiau nebuvo mokdiska pagris-
tas. Devynioliktgame amZiuje buvo iSsiaiskinta, kad skriestuvu ir lini-
uote galima nubréeZti tik reiskinius, kurie uzraSomi, pasinaudojant sudéties,
atimties, daugybos, dalybos ir kvadratinés Saknies traukimo veiksmais, jei
jie pavartojami baigtinj skaiCiy karty su sveikaisiais skaiCiais. Apieta mes
jau rageme 8 skyrdlyje. Skritulio kvadraturos uzdaviniui iSspresti reikia
mokéti nubrézti, kaip mingome, /7.

Jau musy minétasis A. Lezandras a&tuonioliktojo amZiaus gale jrode,
jog skaitius 7 yrairacionalusis, t.y. negali buti iSreik¥as dvigjy svelkyjy
skaiciy santykiu. TaCiau to buvo maza. Klausimas buvo galutinai neigia-
mai iSsprestas vokiecCiy matematiko F. Lindemano (Karl Luis Ferdinand
Lindemann, 1852—-1939), 1882 m. jrodZiusio, kad 7 yra transcendentinis
skaiCius, t.y. negdi buti jokios agebrines lygties su sveikaisiais koefi-
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cientais &knis. Ta buvo didZiulis matematikos laimégimas. Miuncheno
universiteto bendradarbiai, pagerbdami § mokdlinj Zygdarbj, sal&e pries
matematikos seminaro auditorija pastatydino Lindemano biusta ir po jo
vardu nubréze skritulj, virs kurio uzklotas lygiaplotis kvadratas, o pas-
tarojo viduje nupietta raide .

Siandien skritulio kvadratira ir panadais klausimais uzsiiminga tik
nepripazinti ,,iSadga“, terorizuodami moksdlo jstaigy darbuotojus. Prie ty
klausimy prisidgjo dar garsioji Ferma problema, pagaliau iSspresta 1996
m. A. Vailso (Andrew Wiles). Su jaisir Sy eiluciy autoriui teko ne karta
susidurti. Vis atsiranda mazai matematikoje iSprususiy zmoniy, Kurie ti-
kisi, mokedami tik binomo formule ir Zinodami tik elementarigja daluma
teorijg, iSpsresti Sa sunkia problema. Jai iSspresti prireike patios sunkiau-
sios Sandienines matematikos artilerijos. O minétigji mégga primena
primityvy Zmoguy, kuris, turedamas tik titnaginj kirvuka, nori pagaminti
moderny kompiuterj.

Laime, tokiy Zmoniy vis mazga. Matematikoje yra ko veikti ir mege-
jams. Tik reikia pasitarti su labiau kvaifikuotais.
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13. POETUY SKAICIUS

A. Baranauskas visy ty dalyky nezinojo. Pramokes tik elementariosios
geometrijos, emés studijuoti skritulj ir ieskoti 7 relkSmés jos metodais.
Su Archimedo metodu jis galgo susipazinti i$ e ementariosi 0s geometrijos
vadovéio. Painiais samprotavimais, padares klaida, jis rado, kad duotoji
vadovdiuose 7 reikdme esanti per didele, o tikroji turinti buti 3 + 0.1+/2.
Apie tai jis pranese Adomui Jak&ui. Pastarasis matematikoje buvo daug
labiau prasilavings. Buvo baiges gimnazija, bevelk metus studijaves Pe-
terburgo universiteto Matematikos gamtos fakultete, pats savaranki3kai
mokesis matematikos. Jis nurode A. Baranauskui klaida ir papasakojo,
kad kadaise tokia apytikre = reikdme buvo rades garsusis , Dieviskosios
komedijos* autorius Danté (Dante Alighieri, 1265-1321). Ji, tiesa, nuo
tikrosios 7w relkdmes skiriasi maziau negu 0.0002, bet yra tik apytikre.
Taigi, § apytiksle = reikdme galéty buti pavadinta poety skaiCiumi. A.
Baranauskas buvo kieto budo Zmogus. A. Jak&o argumentai jo nejtikino.
Keliuose laidkuose jis vis pateikingo savo miglotus samprotavimus. Net
rengesi raSyti disertacija ir padovanoti Vatikano observatorijai popieziaus
Leono XIll vyskupavimo sukakties proga. Tatiau ilgainiui, tesdamas to-
liau savo tyringimus, sitikino klydes. 18 dziaugsmo sukabges net |, Te,
Deum, laudamus'“.

Noredamas gauti tikslesniy 7 reikSmiy, A. Baranauskas apskaitiavo
taisyklingyjy daugiakampiy kra&ines, kai virsuniy skaicius yra 2™ (n =
2,...,14),3-2" (n=1,...,14), 52" (n =1, ..., 27). 15 daugiakampio
su 5- 227 vir&unemis jis gavo 7 su 14 teisingy skaitmeny.

Taisyklingyjy daugiakampiy metodas skaiCiui 7 ieskoti teoriskai yra
gana paprastas, taCiau praktika reikalauja daug kruopiy skaiCiavimy.
Be to, didindami taisyklingojo daugiakampio kra&iniy skaiciy, ne taip jau

1 (lot.) Tave, Dieve, garbiname.
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greitai artgjame prie 7 reikdmes. Galima jrodyti, kad

w3 1
0<2T =P~ 505 < 043"
Cia p,, yra jbréztinio taisyklingojo daugiakampio perimetras (spindulys
imamas lygus I). Perimetrus patogu skai€iuoti iS formuliy

P2n: 1 10

Py Pn

DP2n =V pnP2n;

kurios lengvai gaunamos i$ 11 skyrelyje pateiktyjy ao, ir b, formuliy.
Raidemis P,, Cia Zymime taisyklingojo apibreztinio n-kampio perimetra
Turj ki%eninius kalkuliatorius gali pameginti taip apskaiciuoti .
§j agoritma galima dar pagreitinti. Pazymékime

2pn + Pn
Upy = ——-
3

Galima jrodyti, kad

15.4
O<u, —7m< —
n

Si nelygybe taip pat seniai Zinoma. Ja jrodé olandy matematikas Kris-
tijanas Hioigensas (Christian Huygens, 1629-1695), kada jam buvo vos
25 metai. 15 jos jau su 3 - 2'9=3072-kampiu galima gauti = su 13 tei-
singy deSimtainiy Zenkly, kai tuo tarpu su jbréZtiniu bel apibreztiniu dau-
giakampiu su tiek pat kradtiniy galima gauti tik 7 tikrus Zenklus.

Sudarysime lentelg, kuri pailiustruos musy teiginj. Joje tikrigji skait-
menys atspausdinti juodu Friftu.
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Pn P, %pn + %Pn

3 2.29807 621 5.19615242 3.464101615137
6 3.00000000 3.46410161 3.154700538379
12 310582854 3.21539030 3.142349130544
24 313262861 3.15965994 3.141639056219
483  3.13935020 3.14608621 3.141595540408
96 3.14103195 3.14271459 3.14159283380

192 3.14145247 3.14187304 3.141592664850
384 3.14155760 3.14166274 3.141592654293
768 3.14158389 3.14161017 3.141592653633
1536 3.14159046 3.14159703 3.141592653592
3072 3.14159210 3.14159374 3.141592653589
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14. BEGALINES TRUPMENOS, SANDAUGOS
IREILUTES

Patogesniy metody 7 apskaiCiuoti rado matematine analize, suklestgjusi
XVII §mtmetio gale ir XVIII pradzioje. Si teorija naudoja pergimo prie
ribos savoka. Tai leido jai tirti sumas su be gao dideliu demeny skai-
Ciumi ir panaSus reidkinius — begalines eilutes, sandaugas bel trupmenas.
Viduringe mokykloje tokie reikiniai paprastai néra nagringami. Todé
ka kuriems skaitytojams Sos savokos gali buti nezinomos. Tafiau tuos
rei&kinius reikia suprasti gana paprasta ir naturaiai. Jais reiskiamas tas
ar kitas skaiCius. Paeme keleta pirmyjy nariy tuose reiskiniuose, gau-
name to skaiCiaus artuting reikSme. Kuo daugiau nariy paimsime, tuo tik-
desne gausime to skaiciaus reitkdme. O mokantiems daugiau matematikos
pasakysime, kad tie reidkiniai turi konverguoti: jy dalines trupmenos, da-
lines sandaugos, dalinés sumos konverguos j ta skaiciy.

Jau musy minétas F. Vietas rado begaling sandauga
2 s s ™

— = COS —COS —COS —— -

™

4778 16
Naudodami Zinoma formule

a 1+ cosa
cosz—\/i2 ,

ta formule galime paradyti taip

2_\f 1+1\f 11 1+1\ﬁ
~ V2 V2 2V2\N2 22 2V2

J néera patogi skaiCiavimams. Atsirado ir geresniy. 1655 m. DZ. Vdis
(John Wallis, 1616-1703) rado daug patogesne formule

22 42 6% §?

T_. 2. 2.2
2 12 32 52 72
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Kitasanglas V. Brounkeris (William Brouncker, 1620?7-1684) rado begdine

trupmena
4 1
— =1 +
s

32
52
72
24 ...
Begaliniy trupmeny 7 apskaiciuoti rado ir L. Oileris:

2+
2+
2+

2
1.3
3.5
5.7
44 ...

™
21
5 +
3+
4+
4+

4 2
T 1.3
3.5
5.7

7+
8+
8+

Tatiau patogesnes skaitiavimams buvo begalines eilutées. Skoty mate-
matikas DZ. Gregoris (James Gregory, 1638-1675) rado eilute

3 $5 $7

T
t — - =
arctg r == 3—|-5 7—!— )

kuri turi prasme, ka —1 < z < 1. Kai « = 1, gauname

T 1 1 1
(10) Z—arctgl—l—g—kg—?—l----

Sia eilute dar 1673 m. buvo rades vokietiy matematikas G. Leibnicas.
Deja, 7 apskaiCiucti ji nelabai tinka. Norint gauti = su 2 deSmtainiais
Zenklais, reikty imti daugiau, kaip 300 nariy, o dvideSmciai Zenkly gauti
prireikty penkiy milijardy nariy.
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Geriau tinka kita eilute, gaunama i3 tokios

in g lTt 132% 13527
I =T 53 T 545 12467
Ji turi prasmg, kai —1 < x < 1. Ka « = 0.5, i$jos gauname
T 1 L1+ 1.3 L+ 1.3.5 L+
n 2.4.525  24.6.727

6 2 ' 2323

Minétas garsusis angly matematikas |. Niutonas iS Sos elutées rado 154
skaiCiaus 7 zenklus.

Galima ir arktangento eilute panaudoti 7 skaiCiavimui. Imkime x =
1/4/3. Gausime eilute

r_ Lottt b
6 3 3.3 325 337 349 '
Naudodamasis §a eilute, angly astronomas A. Sarpas (Abraham Sharp,
1651-1742) gavo 7 su 72 skaitmenimis. Nesunku suskaiCiuoti kaip greitai
konverguoja § eilutée. Pazymekime
11 1 ,1\2 1 /1\3 " 1 1\
=255 G ) o e 6))

Tada

1

Soni1 3

1719 m. prancuzas T. Lanji (Thomas Fantet de Lagny, 1660-1734),
naudodamasis arcsin x eilute, kai = 1/2, rado i§ karto 72, o véliau net
128 Zenklus (deja, 113-sis buvo klaidingas).

Tiksdesnems 7 relkSméems gauti patogesnées pasirode arktangenty kom-
binacijos. Mums pravers paprasta formulé apie arktangenty sumas. Gerai
Zinoma i3 vidurinés mokyklos trigonometrijos kurso formule

tga + tgls
1 —tgatgB’

teisingavisiems redliesems « ir 5. Pazymge x := tga, y := tgf, turime

| T — |

tg(a+B) =

rry

tg(a +3) = -
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oz—l—ﬁ:arctgx y,

1 —xy
arba
T+y
arctgx—l—arctgy:arctgl_xy.
Pazymeje
z = Ty
T ol—ay’

gauname paprastg, bet labai naudinga formule

Z—X

11 t = arct, t .
(11) arctg z arch—l—arcgl_'_zx

Pasinaudoje Sa formule, (10) eilute pakeisime sparCiau konverguo-
jantia Imkime z =1, z = 1. Gausime

1 1
(12) arctg 1 = arctg 3 + arctg 3

I3 (10) gauname formule, kuria buvo rades L. Qileris,

o1ty 2 L)
1= 323 5.2 7.2

(13) +1—1+1—1+

3-3% 535 7.3T )
L. Qileris, panaudojes Sa formulg, patikrino Lanji rezultata ir rado musy
jau minéta klaida

Musy nurodytu keliu galima gauti ir daugiau panaSy formuliy. (13)
formulge elute arctg% konverguoja ne per daug sparCiai. Imkime (11)
1

.. _ 1 _l .
formulge z = 5,z = 5. Gausime

1 1 1
arctg B = arctg 3 -+ arctg e

|statome &g arctg 1 reikdme | (12) formule. Gausime

= 2arct 1—!— t L
— = - r —.
1 arch acg7
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Sitaip galime rasti daugybe formuliy, tarp jy ir dar greiciau konverguo-
janciy, skaiCiui 7 apskaiCiuoti. TaCiau tai paliekame skaitytojui.

Tarp tokiy formuliy paminésime Dz. Mecino (John Machin, 1680-
1751) 1706 m. rasta formule

T_ arctg 1 = 4arctg 1 arctg L,
4 5 239
su kurios pagalba jis rado 100 skaiCiaus 7 Zenkly.
Prasidg o rekordy vaikymasis. G. Vega ( Georg Vega, 1756-1802) rado
7 su 140 Zenkly (iSjy 136 tikri). V. Rezerfordas (W. Rutherford) 1841 m.,
pavartojes formule

T_ 4arctg 1 arctg 1 + arctg i,

4 8 70 99
rado 208 Zenklus, tatiau, kaip parode kity matematiky skaiCiavimai, visi
skaitmenys, pradedant 153-ju buvo klaidingi. Tai i%i&kino po trejy mety
hamburgietis J. Daze (Johann Dase), kuris po dviejy menesiy skaiCiavimy
paskelbé 200 tikdliy Zenkly. Jis vartojo formule

T t 1—!— t 1—!— t !
- = — retg — r —.
1 arcg2 acg5 acg8

Gana patogi yra ir formulé

1 1 1
T = 24arctg 3 + 8arctg = + 4arctg 239"

SumaZinus arktangento argumenta, padidéga eilutes nariy mazejimo sparta.
1847 m. T. Klausenas (Thomas Clausen) i$ Tartu apskaiCiavo 250 Zen-
kly, i kuriy 248 teisingi. 1853 m. J. Daze gavo 440 Zenkly. Jis aplenke
profesoriy Richterj i5 Elbingo, kuris buvo gaves 330 Zzenkly. Tatiau Rich-
teris skaiCiavo toliau. Po mety jis gavo 400 Zenkly, o dar po mety — 500.
Tatiau rekorda tais laikais pasieké anglas V. Sanksas (William Shanks),
kuris 1853 m. gavo 607 Zenklus, o 1873 m., sugaiSes 15 mety, rado
net 707 zenklus. Deja, Sais laikais, kai atsirado elektroninés skaiCiavimo
masinos, paaidkégo, jog jau 527 Zenklas ir kiti po jo buvo klaidingi.
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15. DAR SPARCIAU

Su elektroninemis skaiCiavimo madnomis tokie skaiCiavimal pasidaré
paprasti. Paminésime tik kai kuriuos svarbesnius is daugelio autoriy darbu.
Tokie skaiCiavimai buvo atliekami nuo pat madny atsiradimo pradzios.
1949 m., dar gana primityvia maSina ENIAC, DZ. Noimanas (John von
Neumann, 1903-1957), gavo = reikdme su 2035, o véiau — su 3089 Zen-
klais. Madna skaiCiavo vos 13 sekundZiy. 1958 m. su madina IBM—
701 buvo gauta 10 000 Zenkly. 1961 m. buvo rasti jau 100 265 Zen-
klai. Programa sudaré D. Senksas (Daniel Shanks, 1917-1996) ir Dz.
Rencas jaunesnysis (John Ranch jr.). MaSina IBM—7090 skaiCiavo 8 val ir
1 min; dar 42 min prireiké pakeisti dvejetainj skaiciy deSmtainiu. 1973 m.
geguzes 3 d. Z. Giju (Jean Guilloud) ir Martina Buje (Martine Bouyer)
pasistumgo dar toliau ir kompiuteriu CDC 7600 suskaiCiavo milijona 7
reikk&miy. Ty patiy mety rugsgo 3 d. skaiCiavimus patikrino. Gauta,
kad 7 yra3.141592653589793 . ........ 577945851 (Ciavietojedaugtadkio
reikty jradyti 999 975 skaitmenis). Tas skaicius buvo atspausdintas 200
puslapiy knygoje. Buvo kalbama, jog tai pati nuobodZiausia knyga pasau-
lyje. SkaiCiuotojai darbavos ir toliau.

Praktiniams skaiCiavimams tokiy diddiy tiksdumy nereikia. Jai tar-
tume, kad Saulé skrigja apskritimu, ir Zinotume to apskritimo spindulio
absoliucial tikdiareikdme, tai apskritimo ilgiui apskaiciuoti vieno mikrono
tikdumu pakakty 19 skaiciaus m Zenkly. Apie tokius tiksdumus Sandien
néra jokios prasmes kalbéti. Todél skaiCiavimai paprastai reikalingi ne tiek
rekordams siekti (kartais ir jiems), kiek patikrinti skaiCiavimo metodams
bei patioms e ektroninems skaiiavimo madnoms.

PradZioje buvo naudojami tie patys metodai, kaip ir ankstesniuose
skaiCiavimuose, t.y. Metino formulés jvairios modifikacijos, tik patobu-
linti skaiCiavimo agoritmai didelio tiksumo operacijoms kompiuteriais
atlikti. Ypa€ svarbu buvo suprastinti dauginima. Ir Soje klasikinge ope-
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racijoje buvo rasta daug patobulinimy.
TaCiau dar svarbiau buvo rasti naujus sparCius algoritmus. Jie ir buvo
rasti. Stai vienas i jy. Pazymékime

zo= V2, y1 =24 m =242

Po to skaiCiuojame x,,, y,, 7, 1S rekurentiniy formuliy

1 1
Tn+1 = 5(\/ Tn + T) (n = Oa 1) 2) .. ')a
VIn
1
Yn+1 = (yn\/ Tn + \/?) (n =1,2, )a
n
Tn = Mﬂ'n—l (n=1,2,..).
n+1
Gauname, kad
_gntl
|7 — 7| < 10 .

Kaip matome, procesas konverguoja labai greitai. Kai n = 4, gauname
su 323 Zenklais. SuskaiCiave 19, turime jau 1 048 576 tikry Zenkly.
Dar spartesnis toks algoritmas

Yo=v2-1 ar=6-4V2

1— (1 _ y4)1/4

14 = N/

(14) Y41 1+ (1 _yg)l/él
Apt1 = [(1 + yn—i-1)4an]_
- 22n+3yn+1(1 + Ynt1 + yn—i-12) (n =0,1,2,.. )

(n=0,1,2,...),

SkaiCia «,, konverguojaj 1/m7. Jau 1/aq5 sutampa su 7 daugiau kaip 2
milijardais Zenkly. Paminésime, jog kiekviena iteracija padvigubina tikry
Zenkly skaiciy.

O Ha dar spartesnis algoritmas. Imkime

ap=6—4V2, yo = V2 — 1,
1—(1—yp)*

Yn+1 = 4\1/4°
1+(1_yn)

4 22n+3

an+1 = an(l + yn+1) yn+1(1 + Yn+1 + y72z+1)'
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Siame algoritme a,, konverguojaj 7. Kiekviena iteracija paketurgubina
tikry Zenkly skaiciy.

Yrair laba greitai konverguojanciy eiluciy. Jy rado genialusis indy
matematikas S. RamanudZanas (Srinivasa Ramanujan, 1887-1920). Jos
pasidaré Zinomos tik neseniai, kai buvo paskelbti visi jo darbai. Tada jos
buvo dar patobulintos. Stai vienais jy

13 591 409 + 545 140 134k)
)I(k!)3 640 3203k+3/2 '

Mz

Kiekvienas narys prideda mazdaug keturiolikateisingy zenkly. Yrair dar
spartesniy.

I&obulgjo ir eektroninés skaiCiavimo madinos. Paminesime keleta
rezultaty. 1986 m. D.H. Beilis (David H. Bailey) su superkompiuteriu
CRAY-2rado 7 su 29 360 111 Zenkly. Jis vartojo (14) agoritma. Po mety
japonas J. Kanada (Yasumasa Kanada), panaudojes superkompiuterj NEC
SX-2, rado 134 217 700 7 zenkly. MaSna skaiCiavo 37 va ir rezultata
atspausdino dviejuose tukstangiuose lapy. 1989 m. D. ir G. Cudnovskiai
(David ir Gregory Chudnovsky) su kompiuteriais CRAY-2 ir IBM—3040
apskaiCiavo w su 1 011 196 691 skaitmeny. 1995 m. minétasis Kanada
rado m su 6 442 450 938 skaitmeny. Ir po to tikriausia buvo tesiami
skaitiavimai. Ciarekordy siekti néra sunku. Reikia tik gero kompiuterio
ir laiko.

Esama ir jvairiausiy artutiniy rei&kiniy. Ka kurie i$ jy laba artimi

skaiCiui 7. Antai .
In 140( Z 1O_(n/l()o)?)2
10

n=—oo

duoda 7 su 18 000, o

2

1 2 /1010
—n=/10
10 Z_

— net su 42 milijardais tikryjy zenkly.
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16. DAR APIE GEOMETRIJA

Pamingome tik nedidele dalj jvairiy formuliy bei rezultaty apie skai€iy
m. Matome, jog jau pries Smtmecius buvo Zinoma jo gana tikdi artutine
reikdme. Deja, matematinés Zinios ne visada pasiekia plaCigia visuomene.
Todél net ir Sais laikais neapsieinama be visokiausiy kuriozy. Néra ko
stebétis, jei kazkoks magistras E. Gudmenas (Edwin J. Goodman) JAV In-
dianos valstijos atstovy rumams 1897 m. pasiulé jstatymo projekta apie
apskritimo ilgio ir skersmens santykj; esa jis turety buti lygus 15—6 =3.2.
Ty mety vasario 5 d. Atstovy rumai vienbalsiai priemeé ta projekta. Jis
pateko | Senato komiteta ir buty virtes jstatymu, jei paskuting minute at-
sitiktinai apie tai nebuty nugirdes Perdiu (Purdue) universiteto profesorius
C.A. Waldo ir jsikiSgs.

O mano asmeninge bibliotekoje yra knygele, ideista pragusio Emt-
megio gale, jrodinganti, kad Zeme esanti plok&ia.

TaCiau grizkime prie A. Baranausko.

SuZinojes apie A. Baranausko geometrines studijas, K. Hosfeldas 1892
m. jam atsiunté katik i8jusia F. Rudijo knygele [42]. Joje nuSviesta skri-
tuliokvadraturosir skaiCiaus 7 istorija. ISA. Baranausko laisky matyti, kad
jis§aknygalabai atidziai studijavo. Ciajisrado ir skaiGiaus 7 skaitmeny
skaiCiavimus, zymia pralenkusius jo paties rezultatus.

Cia taip pa rado Ziniy apie skaitiaus = prigimtj. Jau pats A.Bara-
nauskas buvo suvokes, kad jo negalima iSeik&i jokia racionaigja trup-
mena, kitaip tariant, apskritimas ir jo skersmuo yra nebendramaciai. Dar
daugiau,— kaip jau mingome, tas skaiCius yra transcendentinis.

Rudijo knygoje jis aptiko vadinamagjj Lamberto ,fenomena‘. Musy
mingtasis JH. Lambertas viename savo darby apraso tokia procedura
Imkime skaiCiy 7 = 0.785 398 163 3... ir dlykime 1 i$jo. Gausme
1 ir liekana 0.214 601 836 6.... Toliau dalykime 7 iS tos liekanos
0.2146018366 . ... Gausime sveikaskaiCiy 3ir liekana0.141 592 6355.. . .,
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ty. skaiciy m — 3. Stebétinal TaCiau jokio kuriozo Cia néra. Tas ,,fenome-
nas‘, kaip pastebgo A. Baranauskas savo 1892 12 18 d, laidke A. Jak&ui,
yra paprasta tapatybe. 15 tikryjy, pazymge pirmga liekana r1, o antrgja
r9, turime

1:E=1+T71; 43422
4 Y T1 T1
IS Cia
T T
7“121—1, 1237“14-7“2.
Vadinasi,
T T T
=T 3 :——3(1--): _3.
T2 1 1 n 1 T—3

Toks pat ,fenomenas’, kaip parode A. Baranauskas, teisingas ir ki-
tiems iracionaliesiems skaiiams. Jis pagristai piktinasi, kaip gaj rimti
matematikai teikti skaitytojmas tokiy nieky.

Kaip Zinome, lanky bei kampy laipsniai yra smulkinami | minutes bel
sekundes: 1° = 60’, 1’ = 60”. A. Baranauskui tiksliems skai€iavimams
prireike smulkesniy vienety. Jis siule dar toliau smulkinti: 17 = 60" (ter-
cijos), 1’ = 60" (kvartos). Tiesa, tokiy maty buvo siule ir kiti autoriai.
Kartais jie ir vartojami.

A. Baranauskas mini studijaves trigonometrine funkcija sinus versus x
=1 — cos ir rades jdomiy ry§y. Si funkcija paprastai néra vartojama.
UZtenkafunkcijoscos z. A. Baranauskas pramoko ir daugiau trigonometri-
jos. Zinome, jog jis studijavo ir kity matematikos veikaly. Viename i%
lasky H. Veberiui mini garsaus savo laikais K. Volfo (Christian Wolf,
1679-1754) vadovéio pirmajj toma [49].
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17. BEGALYBE

Dar neseniai budavo raSoma, kad esama primityviy genciy, kurios tu-
rincios tik skaitvardzius: vienas, du, trys, o toliau eina ,daug”. TaCiau ir
labiau i§prususiems Zmonems retal teateinaj galva, jog esama labai dideliy
skaiCiy. O kai kam galvoje dypi jsitikinimas, jog egzistuoja kaZzkoks pats
didZiausias skaitius, uz kurio jau negalima skai€iuoti.

Ir A. Baranauskas ra&e, kad jaunystge jo matematikos Zinios apsiribojo
tuo, ka jis per tris Ziemas idmoko pradzios mokykloje ar savaranki3kai:
skaiCiuoti iki bilijono, paprastiausiy aritmetikos veiksmy. Tik daug véliau
suzinojo, kad skaiiy yra be galo daug, kad bilijonas néera paskutinis
skaicius.

Siandien dideli skaitial jau nedaug mus stebina Laikra&iuose uztin-
kame ZodZius ,milijonas’ ir ,milijardas’. Kartais 3mé&zteli ir ,trilijonas’.
Kas tie skaiCiai? Kaip atsirado jy pavadinimai?

Dideliais skaiCiais uzsiimingo jau Senoves graiky matematikas Archi-
medas, apie kurj jau kalbgome. Savo veikae yapuuitns (,Psammites’
gaima buty iSversti ,,smilteliy skaiCiavimas') jam parupo rasti skaiciy,
iSreiskiant] kiekj mazutiy smilteliy, kuriomis buty galima uzpildyti visatuo
metu suvokiamos Visatos erdve. Pasirode, kad tas skaiCius musy laikais
buty reiSkiamas mazdaug vienetu su 63 nuliais.

Savo skaitiy sistema Archimedas grinde skaiciumi 104, kurj vadino
miriada. Visus skaitius nuo 1 iki 10® (be paskutiniojo) vadino pirmaisiais
skaiciais, skaiGius nuo 108 iki 1032 (be pastarojo) — antraisiais, skaicius
nuo 1082 iki 1083 (be pastarojo) — treGiaisiaisir t.t.; skaiiusnuo 108 (101
iki 10%19° (be pastarojo) — miriado-miriadiniais.

Visus tuos skaiCius Archimedas pavadino pirmojo periodo skaiCiais.
Toliau buvo konstruojami antrojo periodo pirmigi, antrigji ir t.t. skaiCiai,
kuriy vienetu imamas skaiius 108-1°7 Archimedas taip tese konstrukcija
iki miriado miriadinio periodo. Archimedo sistemoje savo pavadinimus ga-
voVvisi skaiGiai nuo 1iki 10810 Pastarasis skaitius yranepaprastai didelis.
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Musy laikais dideliems skaiCiams pavadinti vartojama kita sistema.
SkaiCiai iki milijono jvairiomis kalbomis turi skirtingus pavadinimus. Ta
Ciau 1 000 000 daugelio kra&y gyventojai vadina vienodai — milijonu. 15
kur tas Zodis? XIll Smtmetyje Venecijos pirklys Markas Polas (Marco
Polo, ca 1254-1324) pirmasis i$ europieCiy nukeiavo | Kinijg aplanky-
damas ir daug kity kra&y. GriZes daZnai pasakodavo apie savo matytus
nuostabius dalykus, vis kartodamas zodj millione. Taip jis vadino tukstantj
tukstan€iy (nuo lotynisko zodzio mille, reikiantio ,tukstantj*). Klausyto-
ja patj Marka Pola eme pravardZiuoti ,Marko Millione".

Zodziu ,milijardas* vadinamas skaiius 1 000 000 000. Jis kiles i%
prancuzy kalbos. Jo sinonimas yra ,bilijonas‘. Priesddis ,bi-* lotyny
kalboje reiskia ,,dvigubas’, , dvejopas’.

Tolesni deSmtainés skaiCiavimo sistemos dideli skaiCiai sudaromi i
lotyni&ko ZodZio, reiskiancio skai€iy nuliy trejety, kuriuos reikia prijungti
prie tukstancio. Trilijonas reidkia skaitiy, 1 000 000 000 000. Cia prie
1 000 priraSomi trys nuliy trejetai. Sudarysime lentele.

Skaitius Lotyni&as Didelis skaiCius ir
pavadinimas jo pavadinimas
3 tres 10'2  trilijonas
4 quattor 10'®  kvadrilijonas
5 quinque 108 kvintilijonas
6 sex 10%!  sekstilijonas
7 septem 10%*  septilijonas
8 octo 10%7  oktilijonas
9 novem 103°  nonilijonas
10 decem 1033  decilijonas
11 undecim 103®  undecilijonas
12 duodecim 10%°  duodecilijonas
13 tredecim 10*?  tredecilijonas
14 quattuordecim  10%°  kvatordecilijonas
15 quindecim 10*®  kvindecilijonas
16 sedecim 10°!  sedecilijonas
17 septemdecim 10°4  septedecilijonas
18 duodeviginti 10°7  duodevigintilijonas
19 undeviginti 10%°  undevigintilijonas

20 viginti 109  vigintilijonas
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Si sistema priimta daugelyje Europos kradty ir JAV. Taliau Pranclzijoje
XV dmtmetyje buvo nutarta skaicius skirstyti skiltimis ne po tris, 0 po —
&4s. Atitinkamai pasikeiteir pavadinimai: 102 buvo pavadintas bilijonu,
10'8 trilijonuir t.t. Tiesa, nuo septynioliktojo §mtmetio vidurio prancuzai
nuo tos sistemos atsisake. TaCiau ji liko iki Sol Vokietijoje ir Anglijoje.

Esama ir dideliy skaitiy ypatingy pavadinimy. Tai —,,gugolas’ skaiCiui
10100 jr , gugol pleksas* skaiGiui 10 gugolo laipsniu, ty. 100" pavadinti.
Juos jvedé amerikieCiy matematikas Edvardas Kasneris. Jam karta prireike
sugalvoti varda skaitiui 10'°°. Niekas neatgje | galva, ir jis paklauses
patarimo savo vaikaitio. Tas, nedaug mastes, pasiules gugolo varda.

Yradar vienas vardas — centilijonas — skaiCiui milijonas Smtuoju laip-
sniu, t.y. 1000000199 = 106%0, pavadinti.

Pirminiy skaiCiy tyringimai, o ypaC geometrijos klausimai verté A.
Baranauska giliau suvokti begalybés savoka, kuri yraypaC svarbi ir be ku-
rios matematika negali apsieiti. Zymiausias pastaryjy laiky matematikas D.
Hilbertas (David Hilbert, 1862-1943) teige, jog niekada joks kitas klausi-
mas taip giliai ngjaudings Zmogaus proto, kaip begalybés problema.

A. Baranauskas 1889 02 05 ra% H. Véberiui: ,, 1860 m. buvo man
galvon intsimu3es kablys, kurs man tada nemaza galvos sukimo padareé,
vargindamas per keleta metu. Ar numeracija turi gala? ir koki? —
Reggosi, reikty turéti: 1. esant pradZiai, reiktu buti ir galui; 2. jos
miera 1 (vienas), budama taip apimta visais kra¥ais, kad kazn kaip daug
kartu didzausiomis kruvomis bus numeracijon sudéta, vis toj numeracija
turés galair kra3tus; 3. jos suznotojus, zmogaus protas, turi savo sylosir
platumo kra&us, tai negali ji (numeracija) buti be kra&o; 4. amZzanasties
(aeternitas, absolute infintum) negalima jokiais skaiciais iSokuoti® .

1892 m. rao vel H. Veberiui: , Galvociai nuo senobes po Sai dienai
apie § dalyka galvas tebesuka: vieni erdves skirstymui gala deda punkte;
kiti gi niekindami punkta sako, erdves skirstymui nesa jokio galo. AS
midliju, jog skirstymas daiktystés, actualis divisibilitasin partes quae actu
existunt 1, turi gala punkte; skirstymas gi galybeés, divisibilitas potentialis

1 (lot.) Aktualusis dalumas| dalis, kurios is tikryjy egzistuoja
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in partes quae actu non existunt!, yra be jokio galo*.

Ir dar H. Véberiui tais paCiais metais: , Geometrija pripazsta punkta,
ilguma (linija), plota ir storuma. Euklydes aptaro punkta punctum est
cujus nulla pars est, linea est longitudo latitudinis expers.?

Zinau, kad galvotiai per anmzius apie punkta tikro moksl o iSvesti negali.
Vieni sako, erdve esanti dalytinabegalo, ir jei esas punktas, tai mazausias
linijos kasnelis, turis be galo daug punktu, kiti gi, punktas esas dalijimo
kraZtas ir du milimetru linijos turi dvejatiek punktu, kiek 1 milimetras.
Mieni sako linija esanti series punctorum;? kiti gi, fluxus puncti, vestigium
puncti.*

Begaybe turi savybiy, kuriy neturi baigtiniai skaiciai. Sakykime, tu-
rime dvi sekas skaiCiy: visus naturaliuosius ir visus teigiamus lyginius.
Ir vieny, ir kity yra be galo daug. Kuriy daugiau? Viena vertus, natu-
raiyjy skaiCiy daugiau nel lyginiy. Juk yra ir nelyginiai. Antra vertus,
pameéginkime paraSyti dvi sekas:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
Kiekviena pirmosios sekos narj atitinkalygiai vienas antrosios sekos narys,
ir atvirk&iai. 13ty, kad abi sekos turi po vienoda nariy skaiciy. 13eity,
kad dalis gali buti lygi visumai.

Gaima buty parodyti, kad ir visus racionaliuosius skaicius galima
sunumeruoti naturaliaisiais skaiCiais. 13eity, kad visy nesuprastinamy pa-
parastyjy trupmeny tiek pat, kaip naturaliyjy skai€iy. Visas begalines
aibes, kuriy dementus galima sunumeruoti naturaiaisiais skaiciais, va
diname skaiciomis.

TaCiau ne visos skaiciy begalines aibes turi tokia savybe. Imkime visus
skaicius tarp 0 ir 1. Jy jau negalime sunumeruoti naturaiaisiais skaiciais.
Tokias aibes vadina neskaitiomis.

1 (lot.) Potencialusis dalumas| dalis, kurios is tikryjy neegzistuoja

2 (lot.) Taskas yratai, kas neturi daliy, linija yrailgis, neturjs platumo
3 (lot.) tadky eilute

4 (lot) tako tekme, tako pedsakas
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Sukonstruosime jdomy pavyzdj. Imkime vienetinio ilgio atkarpa (Zr.
brez) Padaykime ja | tris vienodo ilgio dalis ir iSmeskime viduring
dalj, tatiau palikime dalijimo taskus. Su likusiomis dviem atkarpomis
elgiames taip pat: daijame kiekviena | tris vienodo ilgo dais, imetame
viduriniasias dalis, palikdami dalijimo taskus. Liks keturios atkarpélés.
Tesiame procesa be galo. Po kiekvienos operacijos likusiy tadky aibée bus
neskaiti. TaCiau atmestyjy atkarpy ilgiy suma bus lygi

L

3 9 27
Galima buty jrodyti, kad likusiy nuo pirmyk&es atkarpos tadky aibe, nors
jiir ,neuzims jokios vietos', tures , tiek pat tadky”, kaip ir buvus atkarpa.

tHH HH HH HH HH HH HH  HH

Begaybes savoka yra prietaringa. Neatsargus operavimas ja veda |
prietaravimus. Matematikoje skiriame dvi begaybes ruSs: potencialiaja
ir aktualiaja. Potencialioji begalybé suprantama kaip kurio nors proceso
riba. Tuo tarpu aktuaioji begalybeé yra suprantama kaip konkre€iai duota,
uzbaigta forma. Paprastai tai yra begalines aibes elementy skaiCius. Ak-
tualiosios begalybes traktavimas tarpais sukeldavo matematikoje jos pa
grindy krizes. Begalybés savoka jvairiais aspektais visa laika yra ma-
tematiky diskutuojama. Filosofinis iSprusimas bei kritiSkas protas leido
A. Baranauskui i$ esmes teisingal suvokti skirtuma tarp abigjy begalybées
rusiy.

Mastydamas apie begalybe, jis imasi nagrinéti skai€iy seka, jo vadi-
nama transcendentine progresija, kuri nusakoma taip. Imkime kurj nors
teigiama skai€iy a ir sudarykime seka
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a1 = a“,
ay = aflll — aaal _ aaa.aa _ aal.m,
asz = agQ — aa1+“+’l1+“,

as a1+“+“1+“+a1+“+@1+“

Kai skaiCius a yra didesnis uz 1, ta seka sparCiai didga, kuo didesnis a,
tuo spartiau. Antai, jei a = 2, tai a; = 22 = 4, ay = 4* = 256, a3 turéty
jau 617 skaitmeny. Jei a = 3, tai a; = 3% = 27, ay = 27?7 sudarytas i3
trisdeSmt devyniy skaitmeny. Jei a = 5, tai jau antrasis progresijos narys
buty labai didelis — turety 10 921 skaitmeny.

Apie ta progresija A. Baranauskas para®o darba. Jame nagringamos
progresijos savybes, destomos jau musy cituotos i$ laisky mintys apie
begalybe. Taiau pagrindiné darbo dalis yra skirta filosofijos bei teologijos
klausimams.

§ darba 1895 m. A. Baranauskas pasiunté J. Boduenui de Kurte-
ng, teiraudamasis, ar Krokuvos akademija nesutikty jo paskelbti. Akade-
mijarankra®j grazino. Tada jis darba iSspausdino savo 185omis Varsuvoje
1897 m., pavadines ,Apie transcendenting progresija bei Zmogaus proto
skaleir jegat [6].
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18. MATEMATIKOS TERMINAI

A. Baranauskas turi nuopelny ir lietuviskgjai matematikos terminijai.
Savo darbus jis paskelbé lenky kalba. LaiSkus matematikos klausimais
J. Boduenui de Kurtene ir A. Jak¥ui rae taip pat lenky kalba. TaCiau
su Veberiu susiradingo lietuviskal, keleta lasky parase ir lotyny kaba.
LietuviSkuose laidkuose vartojo ir lietuvidkus arba tarptautinius terminus.
Juos reilkg o patiam susidaryti, nes iki tol matematiniy rady lietuviy kalba
beveik nebuvo. Zinoma, kad 1830 m. Jeronimas StaneviGius (1793—po
1854) 1830 m. buvo paraSes aritmetikos vadovelj Zemaitiskai. Kita arit-
metikos vadovelj 1856 m. parenge Motigjus Pranas Martynaitis (ca 1790 —
ca 1857-1859). Tatiau abu vadovéliai nebuvo atspausdinti, o jy rankrastiy
likimas nazinomas. Pirmasis lietuviSkas aritmetikos uzdavinynas, sudary-
tas Jono Spudulio (Gailugio slapyvardziu) (1860-1920), i%§o 1885 m. Zi-
nomas vienas ankstesnis lietuvidkas rankra&inis aritmetikos uzdavinynas
(spgama, jog jis sudarytas apie 1879 m.), kuriuo, galimas dalykas, remési
J. Spudulis.

1892 m. A. Jak¥as kreipési | A. Baranauska, ar §s nesutikty sudaryti
lietuviskus geometrijos terminus. Mat, Amerikos lietuviai ruosesi leisti
lietuviky vadoveliy. A. Baranauskas pasiule jam susiraSngant su H.
Véberiu vartotus terminus.

IS A. Jak&o0 juos patyré to meto matematikos vadovéliy autoriai. Kai
kurie i$ ty terminy prigijo ir vartojami iki Sol: dayba, erdve, smailus
kampas, status kampas, daugiakampis, trikampis, lankas. Kiti lietuvidKi
jo terminai buvo pakeisti. |Svardysime ir juos, nurodydami skliausteliuose
dabar vartojamus: pirmyk&ias skaiius, pirmaskaitlys (pirminis skaicius),
antryk&ias skaiCius (sudetinis skaitius), veikse (veiksmas), dalytojas (da-
liklis), trupskaitlys (trupmena), tvirtybe (laipsnis), Zymelé (indeksas), ly-
ginimas (lygtis), plotas (plok&uma, platumas), késtas kampas (bukas kam-
pas), skersas (statmenas), nesamierus (nebendramatis), keturdonis (ketur-
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kampis), skersakampe (jstrizaing), ratas (skritulys), ratlankis (apskritimas),
skersinys (skersmuo), gija (styga), stipinas (spindulys), ratlankio vidu-
rys (apskritimo centras), jradytas daugiakampis (jbréztinis daugiakampis),
apradytas daugiakampis (apibréztinis daugiakampis), skritulas (skriestu-
vas).

Matematikos terminus kure visi, kam teko destyti matematika lietuviy
kalba, radyti lietuviskus vadovéius. Kiekvienas autorius daznai vartodavo
vis kitus terminus. Gyvenimas verté juos suvienodinti ir sunorminti. To,
tarp kity, Pirmojo pasaulinio karo metais ir tuoj po jo émées Zigmas Ze-
maitis ir Marcelinas Sikdnys, talkinami Jono Jablonskio. Greitai prireike
ir auk&osios matematikos terminy. Juos kure auk&yjy mokykly destyto-
ja. Pribrendo reikalas ir juos sunorminti. 1993 m. buvo ideistas didelis
trikalbis matematikos terminy Zodynas [30]. Jam parengti prireike ilgo
laiko ir nemazo kolektyvo pastangu.
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19. BAIGIAMOSIOS PASTABOS

Apzvelgeme A. Baranausko matemating veikla, paminedami tik svar-
biausius dalykus. 15 didZiuliy skaiiavimy eméeme tik patius jdomiausius.
Kaip matematikui savamoksliui, tie rezultatai néra tokie jau menki. Jie
rodo neabejoting matematinj talenta. TaCiau matematikos raidos kontekste
jie yra gana kuklus. Niekada sistemingai matematikos nesimokes, neture-
damas literaturos, budamas toli nuo moksliniy centry ir jau gana solidaus
maZiaus, jis ir negalgo ko nors Zymesnio pasiekti. Ir pats nelaike saves
matematiku, o tik megégu.

1890 04 20 A. JakSui ra%e: ,, Nesu uzsisipyres empirinio metodo mate-
matikos darbuose Salininkas, laikausi jo tiktai iS reikalo, kaipo diletantas
matematikoje. Zinau, kad mano pasiekti rezultatai yra lasdlisjurojeir kad,
tiek laiko ir darbo dgus, galima buvo susipaZinti su didesniu matematikos
vandenyno plotu, jei turéCiau progos paklausyti paskaity ar pasinaudoti
eilinio vadovélio nurodymais. Matematinés technikos nezinojimas uzkerta
man kelia i specialistu veikalus.”

O H. Véberiui dar 1889 m. ra& , ... Tiek tik ja teuzsiimu, kiek nuo
jos negaliu atsikratyti. Matematikos nei praplatinti, nei pagilinti nesitikiu.
Man §s darbas nereikalingas. Visgi padétos procios nesigailiu: reikalinga
buvo mano protui ben kiek i&aisyti. Mano mislis neumi, tiesos i3 karto
nepaveja; bet palengvél ja suseka, kiek sylos isnesa. 1&taisymas proto yra
geras kitiems mano darbams...”

Aplinka jo matematiniams polinkiams nebuvo palanki. P. Karevicius
savo atsiminimuose rafo, jog Peterburge Tikybos departamento direktorius
A. Baranauskaspges. , Europoje daug yragabiy matematiky...* Laiske A.
Jak&ui 1891 m. A. Baranauskas pra%o niekam neprasitarti apie jy susira
&ngimamatematikos klausimais. Aplinkinia | jo, auk&o dvasi¥kio, , paSa-
linius* uzsiemimus ziurgo nepalankiai. Esatai atitraukiajj nuo tiesioginiy
pareigy.

Jau minetame laiske A. Jak&ui rass; ,, Pagaliau ne matematikoje gludi
kunigo paSaukimo tikdai ir uzdaviniai. Visame Dievo apreiskime néra
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né vienos matematines formules. UZsiimu, kad nedykinetiau ir kad la-
vinCiau prota. Matematikos sritis yra laisva nuo politiniy agitaciju insi-
nuaciju. Taisyklés ir desniai skaiCiuose mane zavi, juose matau amznu
nesulauzomy tiesu spinduléius. SkaiCiu aibés yra laipsniai, pakeliantys
prota prie begalybés supratimo.

1893 02 26, atsakydamas | Jak&o laiSka, rasg, jog pritariasjo nuomonei,
kad dvasinikams reikia susipazinti su pasaulietiskais mokslais. Toliau ra&e
» Vienok manau, kad tiktai tie kunigai gali su visu ikar&iu atsidéti vien tik
pasaulietiniams mokslams, kurie, be gabumu, dar gauna tam aiskia misi-
ja, kokia a5 turgau, pagal nuostatus destydamas lietuviy kalba seminari-
joje. Dabar gi matematiniu tyringimu karstligge neturiu to isitikinimo,
kad tai darau i5 pareigos ir ne karta apima nerimas, kad pataikauju tik
savo polinkiui. Ta nerima kelia ir pastabos, draugiSkai man daromos i$
jvairiu pusiuir jvairiai motyvuotos, tai mano sveikatos pozuriu, tai reikalu
naudingesniu ir arCiau su mano pasaukimu susijusiu darby” .

Savo veiklos jkar&tyje A. Baranauskas skirdavo net po 13 valandy per
diena matematikai, ,, ...kuri teip nevalyvi jog loskos nepraSo, prisispyrusi
speiia, ir gan — nors tu kur gyvas dekis!* (1889 m. laiskas H. Veberiui).
|[tempta protine veikla pradgusi atsiliepti sveikatai. Laiske A. Jak&ui 1892
11 11 jisskundzZiasi ankstiau galgesir po 13 valandy dirbti, o dabar esa ir
puse valandos sunku. Artimesnigji draugai, tarp ju ir H. Véberis, jkalbingo
mesti matematika Tarpais A. Baranauskas imdavo maziau ja dométis.
Tatiau ilgesniam laikui nuo jos atitrukti buvo sunku. Vis grizdavo prie
savo megiamo mokslo, kol pagaliau vis maZiau, ypaC persikeles | Seinus,
jateuzsiimingo.

Kuo mums jdomi A. Baranausko matematiné veikla? Pirmiausia tuo,
kad leidzia geriau ir giliau pazinti ir jvertinti jo asmenybe, buda, platius
interesus.

Antra, uzdarius X1X §mtmecio pirmojoje pusge sengj Vilniaus uni-
versiteta, Lietuvoje faktiskai beveik neliko mokslo jstaigy. Mokslu galgo
uzsiimingti tik privatusasmenys. A. Baranauskas buvo pragjusio Smtmetio
antrosios pusés pirmasis matematikas tyrinetojas lietuvis. Po jo atsirado
ir kity. O i3 tikryjy matematika suklestgjo Lietuvoje tik per pastaruosius
keturis desmtmecCius.



Autorius prie A. Baranausko kapo Seiny katedroje 1994 m.
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