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Tiesiniy lygciy sistemos. Gauso
metodas

Tiesiniy lygciy sistemy teorija yra tiesines algebros ir geometrijos pagrindas. Tiesiniy
lygéiy sistemos taikomos ir kitose mokslo Sakose - pavyzdziui, fizikoje, ekonomikoje.
Ekonomikoje tiesinémis lygtimis iSreisSkiami jvairus gamybos, vartojimo, mainy ir kitokios
ukinés veiklos rodikliy sarysiai. Tiesinés lygtys ir dviejy tiesiniy lygc¢iy su dviem nezino-
maisiais sistemos buvo sprendziamos jau vidurinéje mokykloje. Cia nagrinesime pacias
bendriausias tiesiniy lygc¢iy sistemas — su bet kokiu nezinomuyjy ir lygciy skaic¢iumi.

1.1. Tiesinés lygtys.

Tiesine lygtims su n nezinomyjy vadinama lygybe

a1-T1+as-ro+---+a,- -x, =Do, (1.1)
kurioje a1, as,...,a, ir b yra realieji skaiciai, o x1, xs,...,x, — nezinomi dydziai. Skai¢iai
ai, as, ..., a, vadinami lygties koeficientais, b — laisvuoju nariu, o x1, s, ..., 2, — nezino-
maisiais arba kintamaisiais. NeZinomuyjy reik§miy rinkinys 7 = (Z1; Ts; . . . ; T, ) vadinamas

(1.1) lygties sprendiniu, jeigu galioja lygybé
a, Ty +ay -To+--+a, T,=>
Visy tiesinés lygties sprendiniy aibe pazymékime X. Ja galima uzraSyti taip:
X ={(T1;To;...;Tp): a1 - Ty + a2 -Ta+ -+ + ap - T, = b}.

Pavyzdziui, tiesinés lygties su vienu nezinomuoju 5 - x = 2 sprendiniy aibe sudaro
vienintelis skai¢ius: 0,4.

Tuo tarpu tiesiné lygtis su dviem nezinomaisiais 2 - z; + 3 - z9 = 6 turi be galo daug
sprendiniy. Visus juos gausime iSreiske, pavyzdziui, kintamajj z; kintamuoju zs (x; =
3 — 1,5z5). Tuomet uzrasas (3 — 1,5 - a; «), a € R, reiskia visus nagrinéjamos lygties
sprendinius. Pavaizdave Siuos sprendinius plokStumos taskais, gautume 1 pav. tiese —
tiesinés lygties sprendiniy aibés X = {(3 — 1,5 a; a): a € R} geometrinj vaizda.
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N0 2)

(3;0) X
1 pav.

Lygties su trim nezinomaisiais, pavyzdziui, lygties 2x1 + 322 + x3 = 5 sprendiniy aibé
gali buti uzrasyta taip:

{(a; B; 5—2a—30): a €R, f€R}.

Sios aibés geometrinis vaizdas - plok§tuma trimatéje erdvéje (2 paveiksle pavaizduota Sios
plokstumos dalis, atkirsta koordinaciy plok§tumomis).

AX3
(05 0;5)
5
0=;0
5 O30 ,,
(%50;0
2
X1
2 pav.

Tiesinés lygties su didesniu negu trys nezinomuyju skai¢iumi ( (1.1) lygties su n > 4)
sprendiniy aibés geometriskai nepavaizduosime. Apskritai aibés, kurios nusakomos tiesi-
némis lygtimis, matematikoje vadinamos hiperplokstumomsis.

Sprendziant tiesines lygtis bei jy sistemas labai svarbi ekvivalentumo savoka.

Dvi tiesinés lygtys su n nezinomuyjy

/

ay-wytay-xTot - ta,cx, =0 (1.2)

ir
aj -x1+ay-xe+ - +a, -z, =0 (1.3)

vadinamos ekvivalenciomis, jeigu jy sprendiniy aibés X’ ir X” sutampa.
Pavyzdziui, tiesinés lygtys su dviem nezinomaisiais

3x1+4x,=5 ir 0,3z1+0,429=0,5
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yra ekvivalendios, nes abi jos turi tas pacias sprendiniy aibes: {(a; 2 — 3a): o € R}.

Nesunku jsitikinti, kad lygtj (t. y. visus jos koeficientus ir laisvajj narj) padaugine is
nelygaus nuliui skai¢iaus, gausime ekvivalencig lygti. Taigi lygtys

a- Ty + Ay To+ o+ ap Ty = b,

ir
kay - x1 + kag -9+ -+ ka,, - x, = kb

ekvivalencios.

Sprendziant tiesiniy lygéiy sistema daznai sistemos lygtys prastinamos ir lygéiy sistema
pertvarkoma j paprastesne — lengviau iSsprendziama.

Tiesiniy lyg¢iy (1.2) ir (1.3) tiesiniu dariniu vadinama tiesiné lygtis

(Nay +N'ay) -2y + (Nayg+ N'ay) ~ao + -+ -+
+(N a, + N al) - x, =NV 4+ N (1.4)
¢ia N, N — realieji skaiciai.
Atkreipkime démesj, kad su ' = \” =1 (1.4) tiesinis darinys yra tiesiog lygé¢iu (1.2)
ir (1.3) suma:
(a1 +a)) -z + (ay + ag) - zo + -+ + (ay + ay) - @, =0 + 0"
éiq lygciy skirtumas
(@) —ai) - z14+ (ay—ay) - zo+ -+ (a, —ap) -x, =0 ="

yra jy tiesinis darinys su A’ = 1ir \/ = —1.
Bet kurio tiesiniy lygciy skaiciaus tiesinis darinys suvokiamas taip. Jeigu

Qip - T1+ Qi T2t QT =0 1=1,2,.00,m,

yra tiesinés lygtys su n nezinomuyjy, o A\;, ¢« = 1,2, ..., m, — bet kokie realieji skai¢iai, tai
tiesiné lygtis

(Z&‘an) " T+ (Z)\iazQ) BT e (Z)\iain> " T = Z)\ibz’
i=1 i=1 i=1 i=1

vadinama 8iy m lygciy tiesiniu dariniu. Skai¢iai \;, ¢ = 1,2,...,m, vadinami tiesinio
darinio koeficientais.

1.2. Tiesiniy lygc¢iy sistemos.

Tarkime, kad kintamieji x1, xs, ..., x, susieti m tiesinémis lygtimis

ail-x1+ai2-x2+~--+am-xn:bi, i:1,2,...,m.

[Sspresti m tiesiniy lygciy sistemq su n neZinomuyjy

anry + apry + - 4+ apr, = b,
an Ty + axpry + - 4+ agr, = b, (1.5)
Am1T1 + Qpala + + apnn, = bm



reiskia rasti bendrus (tinkancius visoms lygtims) jy sprendinius. Skai¢iai a;; (i = 1,2,...,
m, j = 1,2,...,n) vadinami sistemos koeficientais, b; (i = 1,2,...,m) — sistemos lais-
vaisiais nariais, o nezinomi dydziai z; (j = 1,2, ...,n) vadinami sistemos nezinomaisiais
(kintamaisiais).

Triesiniy lygciy sistemos sprendiniu vadinamas toks nezinomuyjy 1, s, . . . , T, reikSmiy
rinkinys T = (Z1;To; - -+ ; Tn), kuris yra sistemos kiekvienos lygties sprendinys.

Jeigu (1.5) sistemos sprendiniy aibe pazymésime X, o ja sudaranciy lygé¢iy sprendiniy
aibes — atitinkamai Xy, Xs, ..., X,,, tai tarp iy sprendiniy aibiy galioja sarysis:

Dvi tiesiniy lygciy sistemos su n nezinomyjy,

anry + apry + - 4+ apx, = by,
a1 Ty + ATy + -+ 4+ agx, = b,
Am1T1 +  GpaZs + + AnTn = b,
ir
cnrr + cppre + oo+ cpx, = di,
1 + cpre + o+ copx, = da,
Ck1Ti + Ty + + CnT, = dg,

vadinamos ekvivalenciomis, jeigu jy sprendiniy aibés sutampa. Lygciy sistemos vadinamos
ekvivalenc¢iomis ir tuo atveju, kai abi neturi sprendiniy.
Pavyzdziui, nesunku jsitikinti, kad tiesiniy lyg¢iy su trimis nezinomaisiais sistemos

=1

2.%'1 +  Z9 = 3, 2 2.’132 T 27

200 4+ T3 = 2, ir %, — wm 4+ w5 = L

! =1 3 = 0
3

yra ekvivalen¢ios, nes ir viena, ir kita turi vienintelj sprendinj 7 = (1;1;0).
Panagrinékime kitag — neekvivalenc¢iy tiesiniy lyg¢iy su trimis nezinomaisiais sistemy

pora

T + 3.’13'3 = 6,

311 = 6 %y — 6x3 = 0.

2$1 — 2332 + x3 = 4, 3 .
ir { !
2%2 — I3 = 0

Pirmoji sistema ekvivalenti sistemai

—2.CE2+£L'3:0,

I
N}

21
2$2 — I3 = 0,

kurios sprendiniy aibé yra
X' ={(2;;20a): a € R}.

Antroji — ekvivalenti sistemai

T = 2,
i) = 33:37



kurios sprendiniy aibé tokia:
X" = {(238:8): § € R}.

Taigi kiekviena sistema turi be galo daug sprendiniy, taciau X’ # X”. I§ tikryju (2;0;0)
yra abiejy sistemy sprendinys, o, pavyzdziui, (2; 3; 1) yra tik antrosios sistemos sprendinys.
1.3. Gauso metodas.
Gauso metodu vadinamas (1.5) tiesiniy lyg¢iy sistemos sprendimo budas, kai ji per-
tvarkoma j ekvivalencia trikampe tiesiniy lygciy sistema

Ty + cery + oo+ G, = dp
Co2Ty + 0+ ConTn = d2> (1 6)
C”I'L?’lx'fl - d’l’l
su nelygiais nuliui koeficientais c11, ¢a2, . . ., Cpn arba trapecine tiesiniy lygéiy sistema
c11%1 + Craa + -+ Cpk + Clpp1 %1 + 00 F Clay = do,
CoaTa + -+ + Copk + Copp1Tk41 + -+ + ConTn = da, (1.7)

CkkTk + Chk+1Tht1 + -+ + CenTpn = di

su nelygiais nuliui koeficientais c11, oo, . . ., Ckk.

Taciau, kokiu budu reikia pertvarkyti duotaja lyg¢iy sistema, kad gautysi jai ekvi-
valenti sistema? Be to, kaip gauti ekvivalen¢ig trikampe arba trapecine lygciy sistema?
Sitokie veiksmai gana paprasti ir vadinami elementariaisias pertvarkiais:

e sistemos bet kurios lygties daugyba i§ nelygaus nuliui realiojo skaic¢iaus;

e sistemos vienos lygties keitimas jos ir kitos lygties, padaugintos i§ bet kokio realiojo
skaiciaus, suma.

Nesunku jsitikinti, kad su sistemos lygtimis atlike elementariuosius pertvarkius vi-
suomet, gausime ekvivalencig ankstesniajai lygciy sistema.

Atkreipkime démesj, kad dviejy sistemos lygc¢iy sukeitimas vietomis taip pat reali-
zuojamas elementariaisiais pertvarkiais. Norédami tai jrodyti, kad buty patogiau, i-aja
sistemos lygtj zymékime L;, j-aja — L;, o lygtj, gauta pirmaja padauginus i skai¢iaus k,
antraja is [ ir jas sudéjus, Zymeékime kL; + [L;. Tuomet lygtis L; ir L; sukeicia vietomis
tokia veiksmuy seka:

{Lj i{ L; ;‘{Lj+(L,»+Lj)-(—1) ;‘{ ~L;
(Li+ Lj) + (= L) L

- { L, 7\ L.

Elementariaisiais pertvarkiais (1.5) sistema galima pertvarkyti j jai ekvivalencia tri-
kampe (1.6) arba trapecine (1.7) tiesiniy lygé¢iy sistema. Gauti trikampe tiesiniy lygciy
sistema jmanoma tik tuomet, kai m > n.

Lygciy sistema (1.6) turi vienintelj sprendinj. Jj gausime nuosekliai sudarydami aibes
Xn; Xn N Xn—l; Xn N Xn—l N Xn_g,. ‘e Xn N Xn—l Nn...N Xl, ¢ia Xi; 1= 1,27 ..., yra
(1.6) sistemos lygties L; sprendiniy aibé.

Trapeciné tiesiniy lyg¢iy sistema (1.7) turi be galo daug sprendiniy. I3 tikryjy pasirin-
kime bet kurias nezinomuyjy xgy1, ..., x, reikSmes, pavyzdziui, xx 1 = tpi1, ..., Ty = t,
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(tk41s - - -ty — realieji skaiciai), jrasykime j (1.7) sistemos lygtis ir gautaja sistema uzra-
Sykime taip:

c11®1 + ciae + - -+ e = di — Cipritp+1 — 0 — Cintn,
CoaTo + -+ 4 CopTr = dy — Copt1lpt1 — -+ — Conln,
CkkTr = A, — Crrr1liyr — =+ — Crnln

O tai trikampé tiesiniy lygéiy sistema su k£ nezinomyjy. Kadangi koeficientai c11, co9, . . .,

~

cgr nelygus nuliui, tai ji turi vienintelj sprendinj. Pazymékime ji (T1;To;...;Tg). Sis
sprendinys atitinka laisvai pasirinkta skai¢iy rinkinj (txi1;...;t,), 0 (T1;T2; .- - Tk trrt;
...;ty,) yra (1.7) sistemos sprendinys. Taigi su kiekvienu laisvai pasirinktu realiyjy skai¢iy
rinkiniu (tg41;...;%,) gauname vienintelj (1.7) sistemos sprendinj.

Pertvarkant sistema (1.5) j trikampe ar trapecine tiesiniy lygéiy sistema galima gauti
tokio pavidalo lygciy:
O-21+0-294---+0-2, =d.

Jei d = 0, tai tokia lygtis yra tapatybé ir ja paSaliname i§ sistemos. Kai d # 0, tai ji
neturi sprendiniy. O tai reiskia, kad ir visos sistemos sprendiniy aibé tuscia. Siuo atveju
sprendima baigiame.

Pademonstruosime Gauso metoda pavyzdZziais.

1.1 pavyzdys. Gauso metodu iSspreskime $ig tiesiniy lygciy su keturiais nezinomai-
siais sistema:

rT — 31’2 + 23 + x4 = O,
—2.%'1 + 7.%'2 — XT3 — 2£C4 = 1,
ry — 51’2 + 3.1‘4 = 2, (18)

3[E1 — 81‘2 + 21’3 + 4[E4 = 3.

Sprendimas. I§ pradziy eliminuokime nezinomajj x; i$ lygcéiy Lo, Lg ir Ly . Tuo
tikslu atlikime tokius pertvarkius: 2Ly + Lo, —L1 + L3, —3L; + L4. Gausime ekvivalencia
tiesiniy lygciy sistema

r1 — 31‘2 + x3 + 1y = 0,
T —|— T3 = 1,

— 2232 - x3 + 2234 = 2,

Tog — XT3 + T4 = 3.

Nezinomajj xo eliminuokime iS trecios ir ketvirtos lygciy Siais pertvarkiais: 2L, + Ls,
—Ly + Ly. Turésime tokia tiesiniy lygc¢iy sistema:

T — 31’2 + 3 + x4 =
T2 + X3

r3 + 2.T4 =

— 2x3 + x4 =

N A O

Atlike pertvarkj 2L3 + L4, eliminuosime nezinomajj x3 iS ketvirtosios lygties ir gausime
trikampe tiesiniy lygciy sistema

ry — 3%2 + 23 + x4 = 0,
) + T3 = 17

T3 + 2[E4 = 4,

5.1'4 = 10.



Sios sistemos lygéiy sprendiniy aibes pazyméekime X;, i = 1,2,3,4. Tada
Xy ={(ri;ro;73;2): 11 €R,ry € R, 73 € RY,

XyNX3={(ry;r0;2): r1 € R,y € R},
X4 OX3 ﬂXg = {(T‘l; 1,0,2) ™ € R},

Vadinasi, (1.8) tiesiniy lyg¢iy sistema su keturiais nezinomaisiais turi vienintelj sprendinj:
(1;1;0;2).

1.2 pavyzdys. Gauso metodu iSspreskime tiesiniy lygéiy su keturiais nezinomaisiais
sistema

2.1'1 + x5 + 31’3 = 6,
3.751 + 4]72 - X3 — 2]}4 4,

T + 2(133 + x4y = 4, (19)
4l‘1 + 5ZE2 — 3.I‘4 = 6,

2[E1 -+ 4272 — 3113’3 — 31’4 = 0.

Sprendimas. Nezinomuosius eliminuokime pagal tokia schema:
1) =3Ly + 2Ly, Ly —2L3, —2Ly + Ly, —Ly + L;

2:61 + xo + 3$3 = 6,
5.1'2 — 11.1'3 — 41’4 = —10,

i) — T3 — 2134 = —2,

S.TQ - 6ZE3 - 31‘4 = —6,

3rg — b6xz3 — 3y = —6;

2) 5Ly, =Ly + L5

21‘1 + xo + 3553 = 6,
533'2 — 1133'3 — 4%4 = —10,

) — T3 — 2.734 = —2,

) — 2[E3 — Ty = —2,

0 = 0;

3) Ly — 5L3, Ly — 5Ly, pasaliname Lj — tapatybe

25(71 + ) + 3ZE3 = 6,
bry — 1llaxg — 4z, = -—10,

— 6.’E3 + 61'4 = 0,

- s + x4y = 0,

4) —éL:’,, —éL?, + Ly

25(]1 + X9 + 3ZE3 = 6,
51‘2 - 11l‘3 - 41‘4 = —10,

T3 — Xy = 0,

0 = 0



Sios sistemos ketvirtoji lygtis (0 -z +0- 29 +0- 23+ 024 = 0) yra tapatybe, todél
pasalinkime i§ sistemos. Taigi (1.9) sistema pakeitéme ekvivalen¢ia trapecine tiesiniy
lygciy sistema

2v1 + w2 + 3$3 - 6,
5552 — 11.CE3 — 4.234 = —10, (110)
T3 — Xy = 0.

Sios sistemos lygéiy sprendiniy aibes pazymékime atitinkamai X3, X5, X3 ir pasirinkime
bet kurig nezinomojo x4 reikSme: x4, =t, t € R. Tada

Xy =A{(ri;rost;t): r € Ry € RY,

XN Xy ={(r;3t —2;¢;t): m € R},
XsNXon Xy ={(4—3t;3t—2;t;t)}; teR.

Vadinasi, (1.10), taigi ir (1.9), lyg¢iy sistema turi be galo daug sprendiniy. Juos galima
paraSyti viena formule:

z(t) = (4 — 3t;3t — 2;t;t),t € R.

1.3 pavyzdys. Gauso metodu iSspreskime tiesiniy lygciy su penkiais neZinomaisiais
sistema

2ZE1 + x2 + 3 — X4 — 21]5 = 1,
Ty + 31’2 - 21’3 + 21‘4 - Ty = 3, (111)
r1 — 29 4+ 33 — 314 — x5 = 0,

4xq - x3 — x4 — x5 = 1.

Sprendimas. IS karto pastebime, kad Sios sistemos negalima pertvarkyti j trikampe
tiesiniy lygciy sistema, nes nezinomyjy yra daugiau negu lygc¢iy. Vadinasi, elementari-
aisiais pertvarkiais gausime trapecing tiesiniy lygé¢iy sistema:

1) Ly — 2Ly, Ly —2L3, —2L; + Ly

21’1 + X2 + 3 — T4 - 21‘5 = 1,
— 51’2 + 51‘3 — 55(74 = —5,

5l‘2 - 51‘3 + 51’4 = 1,

— 2x9 — 3x3 + x4 + 3x5 = —1;

2) —tLy, Lo+ L3, —2Ly + Ly

2.’13'1 + Ty + X3 — Ty — 21‘5 = 1,
To — X3 + x4 = 1,

0 — 4 (1.12)
— 51173 + 31‘4 + 35(75 = 1.

Matome, kad trecioji Sios sistemos lygtis
05L’1+01’2+0$3+01‘4+0I5:—4

neturi sprendiniy. Todél ir (1.12) sistema, taip pat ir (1.11) sistema, sprendiniy neturi .

Pastebékime, kad atlikdami elementariuosius pertvarkius perskai¢iuojame tik koe-
ficientus ir laisvuosius narius. Vadinasi, nezinomyjy x1, 2o, ..., T, tarpiniuose skaicia-
vimuose galétume nerasyti, o vietoje lygciy sistemos rasyti tik jos koeficienty ir laisviyjy
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nariy lentele. Tokios skaiciy lentelés vadinamos matricomis. Véliau matricas nagrinésime
atskirai, o ¢ia pademonstruosime kaip jos naudojamos sprendziant tiesiniy lygc¢iy sistemas
Gauso metodu.

UzraSykime matricomis, pavyzdziui, (1.8) sistemos sprendima;

1 -3 1 10 1 -3 110 1 -3 110

9 7 -1 -2 1 0 1 101 0 1 101
1 -5 0 321 1o -=2-122]1 10 0 124]|°%
3 -8 2 4 3 0 1 —1 1 3 0 0 —2 1 2

1 -3 11 0

0 110 1

0 012 4

0 00 5 10

Pagal gautaja koeficienty ir laisvyjy nariy matricg nesunku uzrasyti ir pacia lygciy sis-
tema, o tuomet ja iSspresti, kaip tai daréme anksciau. Kartais, kad buty patogiau, Salia
matricos eilutés uzrasomi atliekami su matricos eilutémis veiksmai. Pavyzdziui, Salia
pirmosios matricos antros eilutés galétume rasyti 2L, + Lo, tuo parodydami kaip gauta
tolesnés matricos antroji eiluté. Salia priespaskutinés matricos ketvirtos eilutés galétume
raSyti 2L3 + L, (taip gaunama paskutiniosios matricos ketvirta eiluté). Tokie pagalbiniai
uzrasai padeda iSvengti klaidy skai¢iuojant, o padarius klaida, lengviau ja aptikti.

Sprendziant tiesiniy lygciy sistemas Gauso metodu, dazniausiai ir vartojamas toks
sprendimo uzraSymas.

1.4. Uzdaviniai

1. Pavaizduokite grafigkai §iy tiesiniy lygciy su dviem nezinomaisiais sprendiniy aibes:

1) 4oy — by = 20 ;
2) 51’1 + 31’2 = 15 ]
3) —2.%1 + 71’2 = 14 )
4) 0- ry + 3 - Ty = 6 ;
5) 2- xry + 0- Ty = -5 .

2. Gauso metodu iSspreskite Sias tiesiniy lygciy sistemas:

T + 2wy — w3 = 1,
1)9 321 — x22 + z3 = 4, Ats. (151;2)
4.1'1 — X2 -+ 233'3 = 7,
2]31 + X2 + x3 = 5,
2) 4 21 + 2z + 3 = -2, Ats. (2;1;0)
3r1 — 3x9 — 4dx3 = 3;
r, + 2%2 + x3 = 2,
) 2 + wy + w3z = 1, Ats. (—1;0;3)
Ty + X9 + 21’3 = 5;
21‘1 + 31‘2 — T3 = —1,
4) < 3x; — wxy + 2z3 = 13, Ats. (3;—2;1)
ry — 21’2 — 3.’13'3 = 4,
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Ats. (
6)
T
T
21‘1
Ats. (1;1;151)
7)
T
2%1
x1
Ats. (2 —1t;0; =2 4 2t; 1)
8)
T
21’1
3.]31
Ats. (1;1;1;0)
9)
21’1
T1
Zy
Ats. (1;0;—1;2)
10)
2%1
T
Ats. (2;1;0;0)
11)
T
21’1
Ats. (3;2;151)

+ 25(]2

+ X2

+ X9

- zy -
+ 3z9
+ 2x9
T2
209 + a3
3ry + 4
— I3
21’2
5Ty + w3
+ 3
3ry — x3
+ 3x3
) + 2ZE3
T2
T2 — I3
— 4
Ty + 2x3
209 + a3
To + X3
29 + 13
333’2 — I3
i) + x3
To — XT3
T3
21’2 — X3
) + 2ZE3
— 13

12

+ 51’3
+ 4I3

+ o+

Xyq
Xyq
Xy

Xy

Ty
+ 25(]4

Ty
Xyq
Xyg

21’4
Ty

Xy

+ 3%4

Ly
Xy

I
o o U

N O NN

_ = W o

I
W Lo W N

NN



12)
214
Ty
T
211

Ats. (=4 + 5t;t;4 — 3t; =Tt + 8)

13)
3x1
211
Iy
a1
Ats. (2;-1;1;-2)
14)
3y
T
221
Ats. (—1;2;1;-2)
15)
3Ty
221
T
4z

Ats. (3;0;—2;2)

16)
T
2331
I
3%1
Ats. (1;-1;1;-1)
17)
25[’1
41‘1
4.CE1
2.1'1
Ats. (—1;3;4;2)
18)
2I1
35(]1
5.’L’1
21‘1
Ats. 0

+ 533‘2
+ 3$2

_|_

+ 25(72
+ X2
+ X9

X2

2.772
T2

X2

3513'2
4%2
T2

219
3.2132
229
T2

31‘2

3.232
41’2

Ho)
2[)’22
T2
T2

+ X3 + x4 = 4,
+ x4 = 4,
—|— 2273 = 4,
- T3 + 2:174 = 4.
+ 41’3 + x4 = 3,
+ 3.%'3 + x4 = 2,
- I3 = Oa
- 3233 — Ty = 1;
+ 31‘3 + x4 = s
— 33 — w3y = 1,
+ 2173 + x4 = —]_,
+ x3 = 1;
+ X3 — x4 = 5,
— 2£C3 — 41’4 = 2,
+ 3]73 + 2%4 = 1,
+ 4ZE3 + 1y = 6;
T3 + x4 = —3,
2z + 234 = -5,
3rs — wmy = T,
2563 + x4 = —1;
- X3 + x4 = 5,
— 21‘3 + 31‘4 = O,
+ 2x3 + 3x4 = 1,
+ 2z3 + dxy = 4
XT3 + x4 = 1,
21‘3 - 35[’4 = 2,
T3 + 21‘4 = —1,
XT3 — 3.1'4 = 4;
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19)

T
—1
—22E1
T
Ats.
20)
21’1
Iy
41‘1
—q
Ats. (1+1t;—141¢t0;¢)
21)
T
xy
a1
T
Ats. (1;2;3;4)
22)
3ZE1
2!E1
T
—1
T
Ats. 0
23)
a1
{ 21’1
2131
Ats. (t;t;t;t)
24)
21‘1
{ 3£E1
Ats. (3—2t —4+5t;2 —
25) {

Ats. 0

I

+ 219
+ 219
+ 3%2
+ Sx9
— 3.1'2
+  Z9
+ 2z
+ 9
T2
+ X
+ 9
+ 239
+  Z9
— X9
+ 3x9
+ 2
+ 2x9
— o
55[}2
+ 3I2
+ X
+ 21
T2
2372
+ 21,

- T3 + T4
+ x3 — 314
+ 2x3 — 314
— x3 + 214
— 4dx3 + x4
— I3
+ r3 — Sy
+ x3 — @4
+ X3 =
+ r3 + xy =
+ T3 + oz =
+ T4 =
+ x3 + x4 =
=+ T3 — Ty
— I3 + 314
+ 3x3 + 214
+ 23 + x4
+ T3 + x4
— T3 — 21’4
+ 3.173 — 4ZE4
— 6£C3 + x4
— 2x3 — 34
— T3 — 21‘4
+ 13 — 314
+ 6£L'3 + 24
+ x3 — 314
+ 2x4
+ x3 — 14

14
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2

Determinantai

2.1. Antros ir trecios eilés determinantai.

Gauso metodas yra patogus ir nesudétingas jvairiy tiesiniy lygciy sistemy sprendimo
metodas. Tadiau teoriniuose klausimuose Gauso metodas maziau parankus. Cia geriau
buty Zinoti lygciy sistemos sprendinio iSraiska Sios sistemos koeficientais ir laisvaisiais
nariais. Tokia galimybe suteikia determinanto savoka.

Is pradziy isspreskime dviejy tiesiniy lygciy sistema su dviem nezinomaisiais:

(2.1)

a1171 + ajpxe = by,
9171 + G99T2 = bo.

Tarkime, kad bent vienas i§ jos koeficienty a;;, pavyzdZziui, a;; yra nelygus nuliui.
Jeigu taip nebuty, tai sistema arba tenkinty bet kuri realiyjy skaiciy pora (z1;xs), arba
ji neturéty sprendiniy.

Sistemos (2.1) antraja lygtj pakeite lygtimi —%Ll + Ly gausime ekvivalencig sistema

(age — 42921 )7y = by — 22Lby,

{ a1171 + 12T = by,

o antra Sios sistemos lygtj padaugine i$ a1, — sistema

a1171 + @122 = by,
(a11a22 - a12a21)9€2 = ajiby — brag;.

IS ¢ia, kai aqya00 — aj2a9; # 0, turésime:

byage — aiabs a11b9 — brag
T = , L9 = . (22)
a11G22 — A12G21 a11G22 — A12021

Nesunku jzvelgti taisykle, pagal kurig sudaryti pastaryjy israisky vardiklis ir skaitikliai.
Pazymeékime
A= air Q12 ‘
Q21 Qa22

Tai 2-0s eilés kvadratiné matrica su elementais a1, a2, ao1, a29. Dar susitarkime matricos
A elementus a11, ass vadinti pagrindine jstriZaine, o elementus aqa, as; — Salutine jstriZaine.
Tuomet (2.2) sistemos israisky vardiklis yra matricos A pagrindinés jstrizainés elementy
sandaugos ir Salutineés jstrizainés elementy sandaugos skirtumas: D = aj1a90 — a12a9;.
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Skai¢ius D vadinamas matricos A determinantu (arba tiesiog 2-osios eilés determi-
nantu) ir zymimas
air a2
a1 @G22

D =

Trupmeny (2.2) skaitikliai taip pat yra determinantai:

D, = bi a2 Dy = air b |
b2 929 a21 b2
Tuomet (2.2) formules galima uzrasyti taip:
Dy D,
T D , L2 D ( 7£ ) ( )

Pastarosios nezinomuyjy iSraiskos vadinamos Kramerio formulémis (G. Cramer, 1704-1753,
Sveicary matematikas).
Panasiai nagrinéjant trijuy tiesiniy lygé¢iy sistema

a1171 + a12%2 + a1373 = by,
(211 + A22%2 + a23T3 = by, (2.4)
a3121 + azaTo + aszxrz = bs,

galima jvesti trecios eilés determinanto savoka. ISsprende (2.4) lygéiy sistema (kad ir
Gauso metodu), gausime tokias nezinomuyjy israiskas — Kramerio formules:

D, D, Dy

6, 1‘2:6, [Eg—ﬁ (D#O), (25)

¢ia D, Dy, Dy, Ds yra atitinkami (susije su (2.4) tiesiniy lyg¢iy sistema) trecios eilés
determinantai. Zinoma, jy iSraiskos gerokai sudétingés negu 2-os eilés determinanty.
Formuliy (2.5) vardiklio D reigkinys yra tre¢ios eilés determinanatas

Ir, =

aix aiz2 Az
D = an ax as |= a1a2a33 + a12023031 + A13G21A32 — A13022031 — Q12021033 — G11023032.

a31 dasz2 G33

Skaitikliy reiskiniai taip pat yra determinantai, apskaic¢iuojami pagal ta pacia taisykle:

by a ais a; by 13 aj; a2 b
D, = by a9 @23 |, Dy = | an by @23 |, Ds = | as ax by
bs asy ass az; bz ass as; asy bs

Isiziuréje j determinanto D iSraiska pastebésime gana paprasta jo skai¢iavimo taisykle,
vadinama Sariuso (P. F. Sarrus, 1798-1861, prancuzy matematikas, ) arba tiesiog trikam-

pio taisykle:

3 pav.
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2.1 pavyzdys. Naudodamiesi Kramerio formulémis iSspreskime tiesiniy lygciy sis-
tema

2x1 — bxy + 3x3 = 5,
4£C1 + 21’2 + x3 = 5, (26)
3.7}1 + T2 + 61’3 = 9.

Sprendimas. Pagal trikampio taisykle apskai¢iuokime determinantus D, Dy, Dy ir
D3I

2 -5 3 5 —5 3
D=|4 2 1|=121, D;=|5 2 1|=121,

3 16 9 16

2 5 3 2 -5 5
Dy=|4 5 1|=0, Dy=|4 2 5|=12L

39 6 3 19

Pritaike Kramerio formules (2.5) gauname tokias sprendinio komponentes: z; = 1,
x9 =0, x3 = 1. Taigi (1;0;1) yra tiesiniy lygéiy sistemos (2.6) sprendinys.

Kramerio taisykle galima taikyti ir kai nezinomyjy yra daugiau negu lygéiy. Tuo tikslu
kairiojoje sistemos puséje reikia pasirinkti nezinomuosius, kuriy koeficienty determinantas
nelygus nuliui, o kitus narius — laisvuosius kintamuosius — perkelti j deSinigja. Tuomet
pritaike Kramerio formules ir rinkdamiesi laisvyjy kintamuyjy reikSmes is realiyjy skaiciy
aibés gausime visus sistemos sprendinius, kuriy Siuo atveju yra be galo daug.

2.2. Kéliniai.

Siekdami iSplésti determinanto savoka iki n-tos eilés determinanto (n € N), turime
panagrineéti kéliniy, sudaryty i$ naturaliyjy skai¢iy 1,2, 3, ...,n savybes. Aisku, kad is iy
n skai¢iy i$ viso galima sudaryti n! skirtingy kéliniy (ji;jo; .57k ---5705 -+ n)-

Jei du bet kuriuos kélinio elementus sukeisime vietomis kitus palikdami savo vietose
(8is veiksmas vadinamas ty elementy transpozicija), tai gausime kita tu paciy elementy
kélinj. Elementy jj ir j; transpozicija zymésime (ji, ji).

2.1 teorema. I3 bet kurio n elementy kélinio (n>>1) baigtiniu transpozicijy skai¢iumi
galima sudaryti kiekvieng kita ty paciy elementy kélinj.

Irodymas. Samprotausime taikydami matematinés indukcijos metoda kélinio elementy
skai¢iaus n atzvilgiu. Teiginys akivaizdus, kai n = 2. Tarkime, kad teoremos teiginys
teisingas su n — 1 elemento kéliniais. [rodysime, kad jis teisingas n elementy kéliniams
K = (jisg2;- -1 0n) it L= (i3 la; .. 5 1)

Jei j1 = [y, tai kéliniai (jo;...;7,) ir (lg;...;1,) yra n — 1 elemento, ir jiems pagal in-
dukcijos prielaida teoremos teiginys galioja. Vadinasi, i§ kélinio K baigtiniu transpozicijy
skai¢iumi gausime kelinj L.

Jeigu j; # [y, tai kélinyje L atlike transpozicija (ji,l1) gausime ka tik nagrinéta
atveji. V

Sakoma, kad skaiciai jy ir j; kelinyje (ji; 72557k -3 Ji; - - -5 jn) sudaro inversijg, jeigu
Jr > j1- Pavyzdziui, kélinyje (1;5;4;2;3) inversijas sudaro Sios skai¢iy poros: 5 ir 4, 5 ir
2,51r 3, 41ir 2, 4 ir 3. I8 viso Siame kélinyje yra penkios inversijos. Kélinio (j1; jo2, . - -, jn)

inversijy skai¢ius zZymimas I(ji;j2;...;7,). Taigi I(1,5,4,2,3) = 5.

Keélinys, turintis lyginj inversijy skaiciy, vadinamas lyginiu kéliniu, o kélinys su nely-
giniu inversijy skai¢iumi — nelyginiu kéliniu. Ka tik nagrinétas kélinys (1;5;4;2;3) yra
nelyginis.
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2.2 teorema. Viena kélinio elementy transpozicija keicia kélinio lyginuma prieSingu.

Irodymas. 18 pradziy transpozicija (jx, ji) pritaikykime greta esantiems kélinio elemen-
tams j ir ;. Tokj kélinj sutrumpintai galime zymeéti A, ji, j;, B; ¢ia A — elementai, esantys
kairéje skaiCiaus jp, B — elementai, esantys deSinéje skaic¢iaus j;. Tuomet po transpozicijos
turésime kélinj A, j;, 7k, B.

Skai¢ius jg, taip pat ir skaicius j;, ir prie$ transpozicijg, ir po jos su aibiy A ir B
elementais sudaro tg patj inversijy skai¢iy. Todél kélinyje A, ji, 7;, B atlikus transpozicija
(Jk, ji) inversijy skaicius pasikei¢ia tik vienetu — taigi ir lyginumas keiciasi priesingu.

Dabar tarkime, kad tarp elementy j ir j;, kuriems taikoma transpozicija, yra s kélinio
elementy (s > 1): C, ji,, m1,ma, ..., mg, ji, D; ¢ia C — elementai, esantys kairéje skaic¢iaus
Jk, D — elementai, esantys deSinéje skai¢iaus j;. Po transpozicijos (ji,j;) gauta kélinj
C,ji,my, ma, ..., mg, Ji, D galima gauti ir atlikus tokig transpozicijy seka:

(jk7m1)7 (jk‘am2>7"'7(jk‘am8)7 (jk)jl)) (msajl)a--'a(m%jl); (mlyjl)'

Kiekviena Sios sekos gretimy elementy transpozicija kei¢ia kélinio lyginuma prieSingu.
Kadangi jy i$ viso yra 2s + 1, tai ir nagrinéjamu atveju transpozicija (jg,J;) pakeifia
kélinio lyginuma priesingu. V

Isvada. IS n elementy 1,2, ..., n galima sudaryti %' lyginiy kéliniy ir tiek pat nelyginiy
keliniy.

Jrodymas. Kaip matéme, i$ viso yra n! kéliniy. Tarkime, kad p i$ jy yra lyginiy, o ¢
— nelyginiy. Tuomet p + ¢ = n!. Kiekviename kélinyje atlikus, pavyzdziui, transpozicija
(1,2) visy kéliniy lyginumas pasikeis prieSingu. Gausime p nelyginiy kéliniy, kuriy i§ viso
yra ¢, taigi p < q. Po transpozicijos visuose nelyginiuose kéliniuose gausime ¢ lyginiy
kéliniy, taigi ¢ < p. Vadinasi, p = ¢. Tuomet 2p =n!irp=q = %‘ \Y

2.3. Keitiniai.

Dabar nagrinékime transformacijy, leidzianciy is vieno keélinio gauti kita kélinj, aibe.
Tokias transformacijas apibudinsime kiekvienam pirmojo kélinio elementui nusakydami
atitinkantj jj antrojo kélinio elementa. Pavyzdziui, i§ kélinio (3,4, 1,5,2) gausime keélinj
(4,1,5,3,2) elementui 3 priskyre 4, elementui 4 priskyre 1, elementui 1 priskyre 5, ele-
mentui 5 priskyre 3 ir elementui 2 priskyre 2. Kalbant bendriau, Sitoks priskyrimas, —
kai aibés elementai priskiriami tos pacios aibés elementams, vadinamas bijekcija 3 save
(apskritai bijekcija gali veikti ir j kita aibe). Sia bijekcija galima uzraSyti parasius antrajj
kélinj po pirmuoju — ji ir vadinama keitiniu (5-ojo laipsnio):

3415 2
<41532>' (2.7)
Kadangi uzrasant keitinj svarbu nurodyti kuris elementas "pereina'" j kokj, tai sukeite
stulpelius vietomis taip, kad pirmoji eiluté buty "tvarkinga", turésime ta patj keitinj:

1 23 45
<52413>' (28)

Si keitinio israiska vadinama standartine. Taigi n-ojo laipsnio keitiniu vadinsime

1 2 ... n
(il io ... z’n>’ (2.9)



¢a 11,19,...%, yra kuris nors elementy 1,2,...n keélinys. Aisku, kad i§ viso skirtingy
keitiniy, kaip ir kéliniy, yra n!.

Galima kalbéti ir apie bet kokiy dviejy aibiy X ir Y elementy tarpusavio atitiktis.

Taisyklé f, pagal kurig kiekvieng aibés X elementa x atitinka vienintelis aibés Y
elementas y, vadinama aibés X atvaizdZiu aibéje Y (zymésime f : X — Y). Kitaip
tariant, atvaizdis f yra funkcija, apibrézta aibéje X su reik§mémis i§ aibés Y. Elementas
y = f(z) vadinamas elemento x vaizdu, o aibé, sudaryta i§ elementy = vaizdy, — atvaizdzio
f vaizdu (zymimu Imf).

Jeigu Imf =Y, tai atvaizdis f : X — Y vadinamas surjekcija. Kai nelygiy aibés X
elementy vaizdai nelygus, tai atvaizdis f vadinamas injekcija. Jeigu atvaizdis yra kartu
surjekcija ir injekcija, tai jis vadinamas bijekcija.

Atkreipkime démesj, kad keitinio stulpeliy sukeitimas vietomis nekei¢ia pirmosios ir
antrosios eiluciy inversijy sumos lyginumo. Jeigu pirmosios ir antrosios eiluc¢iy inversijy
suma lygine, tai keitinj galima vadinti lyginiu keitiniu, jeigu $i suma nelyginé — nelyginiu
keitiniu. Pavyzdziui, keitinys (2.7) yra nelyginis, nes jo pirmosios eilutés inversijy skai¢ius
yra 5, 0 antrosios — 6 (suma lygi 11). Sis keitinys uzragytas standartine israiska (2.8) islicka
nelyginis — pirmosios eilutés inversijy skaicius 0, antrosios — 7.

Dabar n-ojo laipsnio keitiniy aibéje apibrézkime daugyba. Kad buty paprasciau, §j
veiksma pademonstruosime pavyzdziu. Tegu

1 23 45 . 1 2 345
A—<521413>IYB_<34 152)
du 5-ojo laipsnio keitiniai. Tuomet jy sandauga vadinsime keitinj
1 23 45
AB = ( 2 45 31 ) ’

BA:<12 345>‘

Atkreipkime démesj, kad

4 1 5 3 2

Taigi tokia jprasta dauginamuyjy keitimo vietomis savybé - komutatyvumas (galiojanti,
pavyzdziui, realiyjy skaic¢iy aibéje) keitiniy aibéje negalioja. Nesunku jsitikinti, kad
jungimo désnis (asociatyvumas) n-ojo laipsnio keitiniy aibéje galioja, t. y. (A- B)-C =
A-(B-C).

Ypatingas yra tapatusis (vienetinis) keitinys

1 2 ... n
E_<1 2 ... n)

Padaugine keitinj i§ vienetinio i§ bet kurios pusés, gausime tg patj keitinj: AE = FA = A.
Taigi tapatusis keitinys yra keitiniy aibés vienetas. Be to, m-ojo laipsnio keitiniy aibéje
kiekvienas keitinys A turi atvirksting keiting (jj Zymeésime A~'), t. y. tokj, su kuriuo
galioja lygybés A- A"l =A"1. A=E.

[svardinome savybes, kurias turi n-ojo laipsnio keitiniy aibé. Dél §iy ir kity — simetrijos
savybiy — §i aibé vadinama simetrijy grupe S,. Kai n > 3, §i grupé yra nekomutatyuvi.

Kad suvoktume, kodél tokia aibé vadinama simetrijy grupe, panagrinékime Ss. Si
grupé turi 3! = 6 elementus. Juos visus nesunku isvardinti:
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1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 23)’\V1 3 2)’\321)’\213)’\231)’\312)°

Tarkime, turime lygiakrastj trikampj, kurio virSunés suzymetos skaiciais 1, 2 ir 3.

Kiekvienas Sios grupés keitinys atitinka tam tikrg lygiakrascio trikampio transforma-
cija: pirmasis — tapacia (vienetine); antrasis, treciasis ir ketvirtasis — pasukima apie
pazymetas simetrijos asis; penktasis — pasukima apie simetrijos centra pagal laikrodzio
rodykle ir SeStasis — pasukima pries laikrodzio rodykle.

3 2 1 3 2 1
| v\
~ - &J /\
2A1 3/\1 2A3 1/:\2 1/\3 3 o)

4 pav.
Truputj keitiniy teorijos. Keitinj, gauta i$ tapaciojo keitinio E sukeitus du apatinés
eilutés elementus ¢ ir j vietomis (t. y., atlikus apatinio kélinio elementy transpozicija),

()

irgi vadinsime tiesiog transpozicija arba dvinariu ciklu ir Zymésime (i, j); ¢ia daugtaskiai
reiSkia nekei¢iamus elementus. Transpozicija yra nelyginis keitinys.

Keitinj padaugine i§ desinés i transpozicijos (i, j), apatinés §io keitinio eilutés elemen-
tus ¢ ir j sukeisime vietomis (bus atlikta elementy ¢ ir j transporicija). Kadangi visus
kélinius baigtiniu transpozicijy skai¢iumi galima gauti i$ kélinio 1,2, 3, ..., n, tai bet kuris
keitinys gali buti gautas i§ vienetinio F, jj baigtinj skai¢iy karty dauginant (is desinés)
i§ transpozicijy. Tokiu budu, jeigu neraSysime vienetinio keitinio £/, gausime keitinio
iSraiska transpozicijy sandauga. Pavyzdziui,

12345
C:<2 . 1):(1,2)(1,5)(3,4).

Atkreipkime démesj, kad iSraiSka transpozicijy sandauga yra ne vienintelé, pavyzdziui,

0=<§ - f):(1,4)(2,4)(4,5)(3,4)(1,3).

Taciau ir vienos, ir kitos israiskos daugikliy skaic¢ius yra nelyginis, be to pats keitinys yra
taip pat nelyginis (7 inversijos)!

2.3 teorema. Bet kurios keitinio iSraiskos transpozicijy sandauga Siy transpozicijy
skaic¢iaus lyginumas yra toks pat ir sutampa su pacio keitinio lyginumu.

Jrodymas. Matematinés indukcijos metodu jrodykime, kad k transpozicijy sandauga
yra keitinys, kurio lyginumas yra toks pat kaip ir skaiciaus k. Kai k = 1, tai teiginys
yra teisingas, nes transpozicija yra nelyginis keitinys. Tarkime, kad teiginys teisingas, kai
dauginamuyjy yra k — 1. Zinoma, skai¢iai k ir k — 1 yra prie§ingo lyginumo, taip pat ir
keitinio padauginimas i§ transpozicijos kei¢ia keitinio lyginuma priesingu (sukei¢iami du
antrosios eilutés elementai vietomis). Vadinasi, teiginys teisingas ir kai dauginamyjy yra
k. Taigi teiginys teisingas su visais naturaliaisiais £k > 1. V
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Keitinys
(e )
79 13 ... (2% 11 kg+1 - 1In
vadinamas k-nariu ciklu (1 < k < n) ir Zymimas s = (iy, s, ...,1). Kai k = 2, gausime
auk§ciau apibrézta transpozicija.
Du n-ojo laipsnio ciklai vadinami nepriklausomazis, jeigu jie neturi bendry elementy.
Keiting vieninteliv budu galima iSreiksti nepriklausomy cikly sandauga ir, atvirkscias,

ciklais isreikstas keitinys uzrasomas gprastine forma taip pat vienareiksmaiskas.
Pavyzdziui, auksc¢iau nagrinéti keitiniai nepriklausomy cikly sandauga uzrasomi taip:

1 2 3 45 1 2 3 45

):(1,2,4,3,5), BA:(}l 5 ;>:(1,4,3,5,2),

12345
O:<2 =03 1):(1,2,5)(3,4).

Keitinio A israiskoje matome "cikla", kurio ilgis 1. Kartais tokie ciklai i§ viso nerasomi,
nes jame elementai nekei¢iami (jis — vienetinis), taciau tuomet butina Zzinoti keitinio
laipsnj.

n-ojo laipsnio keitinio A dekrementu (Zymésime d(A)) vadinamas skirtumas n — s; ¢ia
s yra nepriklausomy cikly skai¢ius (jskaitant ir vienetinio ilgio ciklus).

Pavyzdziui, d(A) = 3, d(B) =3, d(AB) =4, d(BA) =4, d(C) = 3.

2.4 teorema. Keitinio lyginumas yra toks pat kaip ir Sio keitinio dekremento lyginu-
mas.

Irodymas. Bet kurj ilgio k cikla galima uzraSyti (k — 1)-os transpozicijos sandauga:

1 23 45 2 3
AB_<24531 15

(11,89, . .. i) = (i1,12) (i1, 13) - - ., (71, 1x).

Tarkime, 8is keitinys (n-ojo laipsnio) uzraytas nepriklausomy cikly sandauga, i§ kuriy
v yra vienetinio ilgio (tiek yra nekei¢iamy elementy), o kiti r — ilgesni. Kiekvienas ne
vienetinio ilgio ciklas iSskaidytas tokia transpozicijy sandauga. éiq transpozicijy skaiciy
gausime i keiciamy elementy skaiciaus n — v atéme nepriklausomy ne vienetinio ilgio
cikly skai¢iy r. Taciau skai¢ius n —v —r = n — (v + r) yra keitinio dekrementas. Todél
keitinio lyginumas ir nusakomas dekremento lyginumu. V

2.4. n-osios eilés determinantas. Apibrézimas ir savybeés.

Kiekvienai kvadratinei matricai

aix a2 Q1n
A= a1 Qa22 Q2n,
anp1  Ap2 Ann

ailr  aig Q1n
ag1  A22 A2p,
ap1  Ap2 Ann



arba trumpiau — |A|, det A, A.
Matricos determinantas apibréziamas tokia taisykle:
o I3 kiekvienos eilutés ir kiekvieno stulpelio imama po vieng matricos elementq ir jie

sudauginami. Sudaromos visos galimos sandaugos ayj, -asgj,-- . .- Gnj, (indeksai ji,j2,. .., jn
yra pasirinktyjy stulpeliy numeriai — visi skirtingi).
e Kickviena sandauga ayj, - agj, - - .. - Qnj, padauginama i§ skaiciaus (—1)%; ¢ia I -
sandaugq aij, - Q2j, - - . . - Anj, sudaranciy matricos elementy indeksy keitinio
L2, (2.10)
Ju J2 - n

wnwversijy skaicius.

o Visi gautieji skaiciat

(—1)10/1]'1 . a2j2 ot anjn (211)

sudedami (démeny is viso yra n!). Si suma vadinama matricos A determinantu.

Formule (2.11) apibrézti skaiciai vadinami determinanto nariais.

Pritaikykime determinanto apibrézima pirmos, antros ir trecios eilés kvadratinéms
matricoms.

Kai A = (a11), tai, aisku, det A = ay;.

Skaic¢iuodami antros eilés kvadratinés matricos

ailz Az
A=
21 QA22

determinanta, gauname tik du determinanto narius:

a1; a2
det A = = 11 * A22 — A12 * A9]. (212)
A1 Q22

Trecios eilés kvadratinés matricos

@11 a2 Q13
A= 21 Ag2 A3

agy azz ass
determinantas yra SeSiy nariy suma:

ailz a2 ais
det A= | as @z ass | =ay - ax - ass+ aiz - agg - az1+
azyp asz Aags

+ai3 - a1 - A3z — Q13 * A2 * A31 — A1 * A3 * A32 — Q12 * A21 * A33. (2.13)

Kiekvieno nario zenklg galima nustatyti apskai¢iavus atitinkamo indeksy keitinio inversijy
skaiciy.
Skaiciuojant determinantus naudinga zinoti jy savybes. Jos iSvedamos tiesiogiai i$
determinanto apibrézimo.
1 savybé. Bet kurios kvadratinés matricos A determinantas lygus transponuotos ma-
tricos AT determinantui:
det A = det AT
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Matricos

aix aig Q1n
A= a1 Qa22 Q2n,
Anp1 QA2 Apn

ail  as Gn1
AT — Q12 Q22 An2
A1p  A2n Ann

Jrodymas. Matrica AT sudaryta i§ ty paciy elementy kaip ir matrica A — tik matricos
AT eilutes sudaro matricos A stulpeliai. Sudarant determinanto narius imama po vieng
elementy i$ kiekvienos eiluteés ir kiekvieno stulpelio, taigi abiejy determinanty nariai bus
tie patys. Matricos AT nario indeksy keitinys yra tokio pat matricos A nario indeksy
atvirkstinis keitinys, todél jy lyginumas yra toks pat. Taigi abiejy determinanty nariai
vienodi ir jeina su vienodais zenklais. V

Vadinasi, bet kuri determinanto savybeé, jrodyta eilutéms, galios ir stulpeliams. Todél
kad buty trumpiau kitas savybes formuluosime tik eilutéms.

2 savybé. Jei kvadratiné matrica A turi eilute, sudaryta vien tik i$ nuliy, tai jos
determinantas lygus nuliui.

Irodymas. Tarkime, matricos A i-0ji eiluté yra nuliai. | kiekvieng jos determinanto
narj jeina ¢-osios eilutés elementas - nulis. Taigi visi determinanto nariai lygus nuliui. V

3 savybé. Sukeitus dvi matricos A eilutes vietomis, keisis jos determinanto Zenklas.

Jrodymas. Tarkime, sukeitéme matricos A, kurios determinantas A, i-gja ir j-aja
eilutes vietomis - gavome matricag A’ su determinantu A’. AiSku, abu determinantus su-
daro tie patys nariai. Determinanto A nario aqx, @k, - - - Gk, - - - Ajk; - - - Ank, Zenklas nusako-
mas keitiniu

( I R A S ) ' (2.14)
Tokio nario determinante A" Zenklas nustatomas i§ keitinio
r 2 ... 5 ... 1 ....n

<k1 ky oo ki oo kool zn> (2.15)

nes, pavyzdziui, elementas a;;, dabar yra j-oje eilutéje, taciau lieka k; stulpelyje. Keitiniai
(2.14) ir (2.15) yra priesingo lyginumo, nes vienas i§ kito gaunami padauginus i§ vienos
transpozicijos. Taigi kiekvieno determinanto A’ nario Zenklas yra priesingas determinanto
A 7zenklui. V

4 savybé. Jei kvadratiné matrica A turi dvi vienodas eilutes, tai jos determinantas
lygus nuliui.

Irodymas. Tegu matricos A i-0ji j-oji eilutés vienodos (i # j), o jos determinantas
lygus A. Po 8iy eiluciy sukeitimo vietomis gausime tokig pat matricg su determinantu
lygiu —A (pagal 3 savybe). Taigi A= —-A t. y. A=0. V

5 savybé. Jei kvadratinés matricos A kurios nors eilutés visi elementai turi tg patj
daugiklj A, tai jj galima iskelti pries determinanto zenkla.
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Irodymas. Tarkime matricos A i-osios eilutés visi elementai turi daugiklj A\. Kadangi
1 kiekviena determinanto narj jeina Sios eilutés elementas, tai ir kiekvienas determinanto
narys turi §j daugiklj. Vadinasi, ir pats determinantas turi daugiklj \. V

6 savybé. Jei matricos A dvi eilutés proporcingos, tai jos determinantas lygus nuliui.

Irodymas. Jeigu matricos i-oji eiluté skiriasi nuo j-osios eilutés tuo paciu daugikliu
A, tai §j daugiklj galima iSkelti prie§ determinanto zenkly. Tuomet matrica turés dvi
vienodas eilutes ir jos determinantas lygus nuliui. V

7 savybé. Tegu matricos A vienos eilutés elementai yra dviejy skai¢iy sumos: a;; =
bij +cij, j =1,...,n. Tuomet Sios matricos determinantas lygus dviejy determinanty
sumai — ir pirmojo, ir antrojo visos eilutés tokios pat iSskyrus ¢-3ja: pirmojo determinanto
i-osios eilutés elementai yra b;;, antrojo — ¢;;.

Irodymas. Kiekvienas determinanto A narys yra

A1k, A2kg - - - Qik; - - - Ak, = A1k A2kq - - - (bzkz + Cilq) oo Apk, =

A1k, A2ks - - - biki .« Qpk, + A1k, A2k - - - Ciky - - - Qpky,

su atitinkamu zenklu. Sugrupave pirmuosius démenis gausime pirmaji determinanta, su-
grupave antruosius — antraji. V

Apibrézimas. Sakome, kad matricos A i-oji eiluté yra kity eiluciy tiesinis darinys,
jei ji yra 8iy eiluciy, padauginty i realiyjy skaiciy, suma.

8 savybeé. Jei matricos A viena eiluté yra kity eiluciy tiesinis darinys, tai detA = 0.

Irodymas. Pasinaudojus 7 savybe matricos A determinanta iskaidykime determinanty
suma. Kiekvienas Sios sumos determinantas turés dvi proporcingas eilutes ir todél lygus
nuliui. V

9 savybé. Kvadratinés matricos determinantas nepasikeis, jeigu prie eilutés pridésime
kita eilute, padauginta is bet kurio skaic¢iaus A.

Irodymas. Naujai gautaji determinantg iSskaidykime dviejy determinanty suma. Vie-
nas i$ jy sutampa su pradiniu determinantu, o kitas turés dvi proporcingas eilutes ir bus
lygus nuliui. V

Pastaba. Determinanto reik§mé irgi nepasikeis, jeigu prie eilutés pridésime bet kuriy
kity eiluciy tiesinj darinj.

Naudodamiesi Siomis savybémis jau galime apskaiciuoti ir aukStesniy negu trecios eilés
determinanty reikSmes — matrica nekeic¢iant jos determinanto reiksmeés galima suvesti j
trikampe forma (kai visi elementai vir§ pagrindinés arba Salutinés jstrizainés yra lygus
nuliui) ir tuomet determinanto reik§mé surandama lengvai — ji yra lygi jstrizainés elementy
sandaugai, su atitinkamu Zenklu.

Patogesnis yra kitas determinanto skaiciavimo budas — iSreiksti ji Zemesnes eilés deter-
minantais, kuriuos jau mokame apskaic¢iuoti. Tuo tikslu turime jvesti matricos elemento
adjunkto savoka.

Pasirinkime bet kurj matricos

a1 A15—1 ayj A1541 A1n
Qi—11 0 Gi—1j-1 Gi—1j Gi—1j41 " Gi—1n

A= S N Qij Aij+1 0 Qin
Qir11 v Gir1j-1 G415 G141 0 Gign

QAn1 an]fl anj an]Jrl Gpp



elementy a;;, iSbraukime jos i-ajg eilute ir j-ajj stulpelj, o i8S likusiy elementy sudarykime
(n — 1)-o0s eilés kvadratine matrica:

11 a15-1 a1j541 Q1n
Ai—11 - Qi—15—-1 Gi—1541 " Qi—1n
Q11 00 Qi41j-1 Qit1j4+1 0 Qitln

an1 Apj—1 Qpj+1 Apn

Sios matricos determinantas (zymimas M;;) vadinamas matricos A elemento a;; minoru.
Taigi

11 A15—-1 Q1541 Q1n
el D e N (2.16)
i+11 Qit15—1  Qi415+1 Ait1n
Gn1 Qpj—1 Anj41 Qpn
Pavyzdziui, matricos
5 —2
A=
elementy minorai tokie:
MH = det(3) = 3,
M12 = det(O) = 0,
M21 det(—2) = —2,
M22 == det(5) =5

Trec¢ios eilés matrica

3 5 —1
A=12 0 3
4 1 -2

M3y ’; _:1,)‘—3 3—(-1)-2=11

Adjunkto apibrézimas. Kvadratinés matricos A elemento a;; adjunktas (Zym. A;j)
yra skaicius, gaunamas pagal formule:

Ay = (1) - My; (2.17)

cia M;; — elemento a;; minoras.
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2.2 pavyzdys. Apskai¢iuokime matricos

— N = W
D = Ot O

1 20
A3 = (=13 Moz = —Mys=—|0 4 1|=
356
=—(1-4-64+2-1-34+0-0-5-0-4-3—-2-0-6—1-1-5)=—25;
1 30
Ap =D Mypy=Myp=|2 1 5|=
021

~1-1-143-5-0+0-2:-2—-0-1-0-3-2-1—1-5-2 = —15.

2.5 teorema. Kvadratinés matricos

ailr  Qaig Q1n
A— ag1  A22 Q2p,
an1  Ap2 Ann

determinantas det A lygus bet kurios eilutés (bet kurio stulpelio) elementy ir ju adjunkty
sandaugy Suma.
Si teorema yra zymai bendresnés Laplaso teoremos (kurig suformuluosime véliau)
atskiras atvejis. Skai¢iuojant determinantus vis délto dazniau naudinga 2.5 teorema.
ParaSysime determinanto skai¢iavimo formules:

det A = a1 Ail “+ a9 - Aig + -t Qi Azn (218)

(Z: 1a27 an)a
detA = alj . Alj + an . Agj 4+ -+ anj . Anj (219)

(.] = 1727"' 7n>'
Formulés (2.18) ir (2.19 vadinamos atitinkamai determinanto skleidiniu pasirinktaja

eilute ir pasirinktuoju stulpeliu.
2.3 pavyzdys. Apskai¢iuokime ketvirtos eilés kvadratinés matricos

1270
2113
A_0024
51 00
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determinanty. Skai¢iuodami pagal (2.18) formule su i = 4, gausime

det A = :5'A41+1'A42+0’A43+0'A44:5'A41+A42:

=95 (_1>4+1 ’ M41 + <_1)4+2 : M42 =5 M41 + M42 =

=-5-(2-1-447-3-0+0-1-2—-0-1-0—-7-1-4--2-3-2)+
+(1-1-447-3-040-2-2-0-1-0-7-2-4-1-3-2) =
= —5-(—=32) + (—58) = 102.

Si determinanta galima apskai¢iuoti ir racionaliau, t. y. skleidinio formule taikyti
ne i$ karto, kaip daréme dabar, o pirmiau, pasinaudojus savybémis, eilutéje arba stulpe-
lyje "padaryti visus nulius", iSskyrus viena. Tuomet skleidziant determinanta reikéty
apskaiciuoti tik vieng adjunkta. Pavyzdziui, trecig stulpelj padaugine is —2 ir pridéje prie
ketvirto, turésime:

1270 192 7 14
12 _14
91 1 3 911 1
detA=17 09 4|0 0 2 0_2'A33_2§1 (1)_
5100 510 0

= 2(10 — 28+ 70 — 1) = 102.

Panasiai skleidimu mazindami skai¢iuojamo determinanto eile galétume apskaiciuoti
ir aukstesniy eiliy ir apskritai n-osios eilés determinantus.

Uzduotis. Naudodamiesi determinanto savybémis ir determinanto skleidiniu eilute
arba stulpeliu apskaic¢iuokite kvadratinés matricos

7T 3 -4 9
8§ =2 6 7
A= 14 5 =15 8
7T 4 =12 6

determinanty. (Ats.: 935.)

2.5. Laplaso teorema. (Pierre-Simon Laplace, 1749-1827, prancuzy matematikas.)

Matricos A determinante pasirinkime & eilu¢iy ir & stulpeliy (1 < k& < n —1). Ele-
mentai, stovintys pasirinktyjy eiluciy ir stulpeliy susikirtimuose, sudaro k-osios eilés de-
terminanta M, vadinama k-osios eilés minoru. Kai k = 1, turésime pirmos eilés minora,
t. y., tiesiog matricos elementg. Visi likusieji elementai sudaro eilés n — k matrica, kurios
determinantas M’ vadinamas minoro M papildomu minoru.

Jei minoras M sudarytas i$ eiluc¢iy iy, 4o, . .., 4 ir stulpeliy ji, j2, . . . Jk, tai minorg M’,
paimta su Zenklu (—1)*™ kai sy; =iy +io+ ...+ i+ j1 + jo + ... + Jk, vadiname minoro
M adjunktu.
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2.5 teorema (Laplaso). Pasirinkime n-os eilés determinanto |A| k, 1 <k <n —1,
eiluciy (arba k stulpeliy) ir sudarykime i3 jy elementy visus galimus minorus M. Tuomet
iy minory ir jy adjunkty sandaugy suma lygi determinanto |A| reik§mei.

Norédami jrodyti Sia teorema, pirmiau jrodysime Sitokj teiginj.

Lema. Kiekvieno minoro M bet kurio nario ir Sio minoro adjunkto bet kurio nario
sandauga yra determinanto |A| narys.

Irodymas. Pirmiau tarkime, kad minoras M yra determinanto virSutiniame kairia-
jame kampe:

ai Q1p—1 Qg | A1k+1 A1n
Ag—11  *°  AQg—1k—1 Qp—1k | Qk—1k+1  *°°  QAkg—1n
e e amer g | Gk g
d=|Al= ~ T/
Ar4+11  *° Qg+1k—1 Qk+1k | Ak+1k+1  *°°  Akg+1n
an1 Ank—1 Ank | Ank+1 Ann

Tuomet minoras M’ yra deSiniame apatiniame kampe, o minoro M adjunktas yra lygus
(=1)MM' =M nes syy=14+2+...+k+14+24+... +k=21+2+... +k).
Tegu (—1) a1, a9,y - - - ag;, yra bet kuris minoro M narys; ¢ia r yra inversijy skaicius

keitinyje
1 2 ... k
11 o ... G )

Bet kuris minoro M’ narys yra (—1)’"'ak+uk+1a,@rglk+2 ... Gy, su inversijy skai¢iumi 7’
keitinyje
<k+1 E+2 ... n >
lv1 lpyo o0 Dy )7

Sudaugine Siuos narius gausime

r4r’
(—1) A1, A249 - - - ak,ikak+1’lk+1ak+2’lk+2 < Q-

Taciau toks pat narys ir su tokiu pat zenklu jeina ir j determinanto |A| iSraiska. Vadinasi,
sudaugine determinantus M ir M’ gausime dalj determinanto d nariy. Taigi atskiru atveju,
kai minoras M yra determinanto virSutiniame kairiajame kampe, lema jrodyta.

[sitikinkime lemos teisingumu bet kurio pasirinkto minoro (nebutinai stovincio kairia-
me vir§utiniame kampe) atveju. Tarkime minoro M elementai yra eilutése su numeriais
11 < 1g < ... < 1 ir stulpeliuose su numeriais j; < jo < ... < Jx. Keisdami i§ pradziy
gretimas eilutes vietomis, o po to keisdami vietomis gretimus stulpelius, minora M galima
"atvaryti" i kairjji virSutinj kampg. Tam kad ¢; eiluté buty pirma, reikés atlikti ¢; — 1
keitimy, kad i5 buty antra jy teks atlikti .o —2 ir t. t., kad i eiluté tapty k-aja eilute, reikés
atlikti i, — k keitimy —i§ viso i1 — 1 +ia—2+.. . +ipy—k = i1 +io+. .. +ip— (1+24...+k).
Taip pat elgdamiesi ir su stulpeliais, turésime i viso atlikti j; —1+7jo —24+... +jp —k =
J1tjet. . Aik— (1424, . .+k) keitimy. Sudéje Siuos skai¢ius gausime sy —2(14+2+. . .+k) —
tiek matricoje A atlikta stulpeliy ir eiluciy transpozicijy. Taigi i§ determinanto d gavome
kita determinanta d’ (jame minoras M stovi kairiame virSutiniame kampe), kuris nuo
determinanto d skiriasi Zzenklu (—1)*¥. Kadangi sandauga MM’ yra determinanto d’
nariai (jrodéme), tai sandauga (—1)* M M’ yra determinanto d nariai. V
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Laplaso teoremos jrodymas. I§ pasirinktyjy £ eiluciy imant jvairius k£ stulpelius
galima sudaryti C* k-osios eilés minory. Kiekvienas §is minoras turi k! nariy, o kiekvienas
adjunktas turi (n — k)! nariy, Vadinasi, i§ viso gausime C* - k!- (n — k)! = n! determinanto
nariy. Lieka jrodyti, kad taip gausime visus determinanto |A| narius.

Tarkime, kad aq;,az;, . . . an;, yra bet kuris determinanto |A| narys su atitinkamu Zzen-
klu. Atrinkime i§ Sio nario elementus, priklausancius pasirinktosioms £ eilutéms, ir
sudarykime jy sandauga. Sie nariai yra tam tikry k& stulpeliy elementai, taigi sudary-
toji sandauga yra minoro i§ pasirinktyjy £ eiluc¢iy ir k& stulpeliy narys. Visy sandaugos
a1, Q24 - - - A, likusiyjy elementy sandauga yra atitinkamo adjunkto narys, nes sudarytas
is likusiy n — k£ eiluciy ir stulpeliy. Vadinasi, skleidziant determinanta pagal pasirinktasias
k eilutes, gaunamas kiekvienas determinanto narys. V

2.6. Uzdaviniai

1. Naudodamiesi trikampio taisykle apskaic¢iuokite trecios eilés determinantus:

2 —2 3 1 2 =2 111 T+y y y
) |3 4 —1]2 |a b c|3) |1 2 3|4 y r+y y
5 =3 2 3 -3 4 1 36 y y r+y
2. Raskite siy kéliniy inversijy skaiciy:
1) 7,5,6,4,1,3,2; 2)10,9,7,8,6,5,3,4,2,1; 3)2,4,6,...,2n,1,3,5,...,2n — 1;
4)3,6,9,...,3n,2,5,8,...,3n—1,1,4,7,...,3n — 2;
5)2,5,8,...,3n—1,1,4,7,...,3n— 2,3,6,9, ..., 3n;
6) 1,5,...,4n —3,3,7,...,4n —1,2,6,...,4n — 2,4,8,...,4n.
3. Nustatykite, ar keitinys lyginis, ar nelyginis:
1)<12345> 2)<123456789>_
524 31 52413976 8)
3)<12345678)'
465 12873)
4)<123456 3n—2 3n—1 3n
231564 ...3n-1 3n 3n-2
5) (1,5)(2,4,3); 6)(1,3)(2,5)(4); 7) (7,5,3,1)(2,4,6)(8)(9);
4. Atlikite veiksmus:
1)<12345678>_<123 56 )
46512873 6 41538
12345678) . 34567809
2)<46512873>’3)A00ka1A:< 7619348)'
5. Isspreskite lygtj AX B = C', kai:

1234567 1234567
1)A_<2645317>’B_<5314276>’
C:<1234567>‘

5216 473)

Q)A_<123456789>7 32(123456789>7

86 2519347 1526843709
C_<123456789)

35269 1874)

6. Raskite visus 4-ojo laipsnio keitinius, su kuriais keitinys A = ( ; ? i ;l ) yra

komutatyvus.
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7. Ar sandauga yra determinanto narys - jeigu narys, tai su kokiu zenklu:

1) a27a36051074025043062;  2) A330160720270550610445 3) G12023034 - - . Qp—1 nCGn1}

4) A1nA2 n—-1A3n—2 - - - Apn—1,20n1; 5) (13022031A460A55064 - - - A3n—2,3nA3n—1,3n—1A3n,3n—2-
8. Apskaic¢iuokite determinantus:

3 2 4 -3 3 5 2 3 23 45
2 3 7 10 13
2 5 2 2 -2 3 -3 2
1) ;o 2) ;03|12 =7 7 7T 2
2 5 —6 3 4 -2 3 =2
-3 =2 4 2 -3 2 =3 2 L4 5 310
3 5 11 16 21
1 2 3 ... n 1 2 3 ... n—-2 n—1 n
-1 0 3 n 2 3 4 ... n—1 n o n
4) | -1 =2 0 n|; 5) 3 4 5 ... n nonl;
-1 -2 -3 0 n o n n n n n
3 2 2 2 apg @i Q@ ... Qp
2 3 2 2 —x x 0 ... 0
6) 2 2 3 20,7 0 —z 0 |;
2 2 2 3 0 0 O x
0O 1 1 1 n 1 1 1
1 =z 0 0 1 n 1 1
8) 1 0 0l; 9) 1 1 n 1;
1 0 0 Ty 1 1 1 n
0O 0 O 0 —1 7T 4 0 0 0 0
o 0 o0 ... -1 =« 1 3 7 4 0 ... 0 O
10 I R N o 3 7 4 ... 0 O
-1 =z 0 0O 0 1
x 0 0 0O 0 1 0O 0 0 O 3 7
6 5 0 O 0 0 4 1 0 O 0 O
1 6 5 0 0 O 4 1 0 0 0
12) 0O 1 6 5 0 01; 13) 0 4 1 0 O0f;
0O 0 0 O 1 6 O 0 0 0. 4 4
8 5 0 0 0 0 9 5 0 0 0 0
3 8 5 0 0 0 4 9 5 0 . 0 O
14) 0O 3 8 5 0 01]; 15) 0O 4 9 5 0 0
0O 0 0 O 3 8 0O 0 0 O 4 9
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3

Matricos

3.1. Matricos sgvoka, taikymo galimybeés.

Ir matematikoje, ir fizikoje, ir ekonomikoje, ir kituose moksluose tenka nagrinéti ne tik
skaiciy, bet ir kitokiy matematiniy objekty aibes. Siame skyrelyje panagrinésime matricy
— skaiciy lenteliy — teorijos elementus. Su matricomis susipazinome ankstesniuose skyri-
uose, taciau ten jos buvo vartojamos tiesiog deél pazymeéjimy trumpumo. Pavyzdziui,
spresdami tiesiniy lygciy sistemas, skai¢iavimus atlikdavome su koeficienty matricos ele-
mentais, apibrézéme kvadratinés matricos determinanta.

Pasirinkime du naturaliuosius skai¢ius m ir n bei k& = m - n realiyjy skaiCiy: a;j;

1=1,2,...,m, 5 =1,2,...,n. I8 iy skai¢iy sudaryta staciakampe lentelé
a1 Q12 Q1n
A= Q21  A22 Q2n,
Am1  Am2 Amn

vadinama m X n matmeny matrica arba tiesiog matrica.
Kai matricos A eiluc¢iy skaic¢ius m lygus stulpeliy skai¢iui n, ji vadinama m-os eilés
kvadratine matrica. Pavyzdziui,

2 5\ . 0 -3
AZ(? —3) " B_<4 o)

yra antros eilés kvadratinés matricos, o

1 00 -1 0 3
cC=1011 ir D= 0 5 0
01 2 4 0 2
trecios eilés kvadratinés matricos.
Kvadratinés matricos
@11 Q12 Q1n
A— G21 A2 Qon,
Ap1  Ap2 Ann
elementai ajq, ags, . . ., a,, sudaro jos pagrindine jstrizaine (diagonale), o kitus du kampus
jungiantys elementai ay,, as,_1, - . ., a,1 — Salutine jstrizaine.
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Kvadratiné (n-os eilés) matrica

10 - 0
E:Ol- 0
00 --- 1

vadinama (n-os eilés) vienetine matrica. Matome, kad vienetiné matrica yra tokia
kvadratiné matrica, kurios elementai (skaiciai a;;) tenkina sia salyga:

w— 1, kai i=yj;
Y10, kai i # .

Jeigu visi m X n matmeny matricos A elementai (skai¢iai a;;) lygus nuliui, ji vadinama
nuline matrica ir paprastai Zzymima raide O. Taigi

0 0 0
O:OO 0
00 -0

yra bendrasis nulinés matricos uzrasas. Jos matmenys arba nurodomi, arba savaime aiskus
(kai néra praleisty eiluciy ir stulpeliy). PavyzdZziui,

00 000
O=100000
00 O0O0O0
yra 3 X 5 matmeny nuliné matrica, o
0 0O
O=10200
0 0 0
trecios eilés nuliné kvadratiné matrica.
Matricos (matmeny m X n)
11 Q12 Q1n
A— 21 Q22 A2p,
Am1  Am2 Amn

aix a1 am1
B— aiz2 Qa2 Am2
A1n  A2n Amn



Transponavimo veiksmas (atitinkamy eilu¢iy ir stulpeliy sukeitimas) zZymimas raide 7'
prie matricy reikiancios raidés arba prie pacios matricos. Ragoma taip: B = AT arba

T
11 Q12 - Qip
B — 21 Q22 A2p,
Am1  Am2 Amn

Aigku, kad ir A = BT. Be to, nesunku suvokti, jog
A" = A

Matricos, turincios tik vieng stulpelj arba tik viena eilute, vadinamos vektoriais.
Matrica

yra m-matis vektorius, o matrica
B = (511; biz; ... §bln)

yra n-matis vektorius. Paprastai vektoriai Zymimi mazosiomis raidémis, o jy kompo-
nentéms (matricy elementams) nurodyti naudojamas tik vienas indeksas. Pavyzd7iui,

a1
a2

a= ) ir b= (by;ba;...;by)
A

yra vektoriai. Vartojant transponavimo veiksma stulpeliu parasyta vektoriy a galima
apibudinti taip: a = (ai;as;...;a,)7.

Siekiant sutrumpinti uzrasus, kartais matricy elementai nevardijami, o raSoma A =
(a;j), B = (b;;) nurodant matmenis, sakykime, m x n ir k x L.

Bet kurios vienody matmeny, tarkime, m x n, matricos A = (a;;), B = (b;;), C =
(¢ij), - .. vadinamos vienarusémis matricomis.

Dvi vienarusés matricos A = (a;;) ir B = (b;;) vadinamos lygiomis (rasoma A = B),
jeigu atitinkami jy elementai vienodi: a;; = b;;. Pavyzdziui, 2 x 3 matmeny matricos

127 . 127
A:<3 5 o) . B_<3 5 0)
yra lygios: A = B.

Kaip matéme, tiesiniy lygc¢iy sistema

anr1 + appre + -+ apT, = by,
an 1 + axpry + - 4+ agr, = b,
Am1T1 + Am2T2 + + AmnTyp = bm



apibudina jos koeficienty matrica

a11  A12 Q1n
Q21 A22 a2

A= "
Am1  Am2 Amn

xq by

T b
xr = ? , b= _2

Tn bm,

Imdami jvairias matricas A, z ir b, galime gauti jvairias tiesiniy lyg¢iy sistemas.

Matricos vartojamos ne tik tiriant ir sprendziant tiesiniy lygciy sistemas. Dar keli
matricy pavyzdziai.

3.1 pavyzdys. Sakykime, du lo$éjai meta po viena monety. Jeigu abi monetos
atsivercia pinigu, tai pirmasis loS¢jas moka antrajam vieng lita. Jei pasirodo abu herbai,
tai antrasis loSéjas moka pirmajam du litus. Kitais dviem atvejais pinigai nemokami.

Remiantis loSimo aprasymu galima sudaryti tokia pirmojo loséjo isloSiy lentele:

P | H
Pl-1]0
H| 0] 2

Pagal Sig lentele galima sudaryti pirmojo loséjo iSloSiy matrica

a=(59)

Aisku, antrojo loséjo iSlosiy matrica (pazymeékime ja B) tokia:

b (10)

3.2 pavyzdys. Dvi degalinés, D; ir D,, prekiauja trijy rusiy: A, B ir C' benzinu.
Pirmoji degaliné vieng litra A benzino parduoda uz 1,98 Lt, o antroji — uz 2,03 Lt. Vieno
litro B ruSies benzino kaina yra atitinkamai 2,27 Lt ir 2,23 Lt, o C' ruSies — atitinkamai
2,45 Lt ir 2,49 Lt.

Pagal $ig informacija sudarykime benzino kainy lentele

A B C
D, | 1,98 | 2,27 | 2,45
D, | 2,03 [ 2,23 | 2,49

bei benzino kainy matrica

oo (198 227 2,45
—\ 2,03 2,23 2,49 |-

3.3 pavyzdys. Trys bankai By, Bs ir Bs, priima pinigus mokédami tokias palukanas.
Pirmasis bankas uz 60 dieny moka 4%, uz 120 dieny — 6%, uz 180 dieny — 7%, o uz metus
~ 8%. Antrasis moka atitinkamai 3%, 5%, 7%, 9%, o treciasis — 3,5%, 7%, 8%, 9%.

Visy trijy banky palukany procentus galima surasyti j lentele:
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60d. | 120d. | 180 d. | 1 m.
By 4 6 7 8
By 3 3 7 9
Bs | 3,5 7 8 9

Matematiniams skai¢iavimams atlikti kartais patogiau vietoj Sios lentelés vartoti pa-
lukany procenty matrica

4 6 7 8
P=13 579
3,5 7.8 9

3.2. Tiesiniai veiksmai su matricomis.

Tiesiniais veiksmais vadinami Sie: matricos daugyba i$ skaiciaus, matricy sudétis ir
matricy atimtis.

1) m xn matmeny matricos A = (a;;) ir skaiciaus A sandauga (rasoma NA) yra m xn
matmeny matrica B = (b;;), kurios elementai skaiciuojami pagal formule b;; = Aa;;.

Pavyzdziui, matricos

2 57
A= 3 1 2
-4 0 5
ir skai¢iaus A = 0,4 sandauga yra matrica B:
2 5 7 0,8 2 2,8
B=0,4-A=0,4- 3 1 2 | = 1,2 0,4 0,8
-4 0 5 -1,6 0 2

2) VienaruSiy, sakykime, mxn matmeny matricy A = (a;;) ir B = (b;;) suma (rasoma
A+ B) yra mxn matmeny matrica C = (c;;), kurios elementai skaiciuojami pagal formule
Cij = Qjj + bl)

Pavyzdziui, matricy

1 -2 3 2 31
3 0 2 . 0 2 3
A=l o 4 1 | "B= 114
-3 5 0 0 3 2
suma yra matrica C"
1 -2 3 2 31
3 0 =2 0 2 3
C=A+B=1 o 4 1 |*|114]7
-3 5 0 0 3 2
1+2 —-24+3 3+1 3 1 4
| 3+0 0+2 -2+3 | 3 21
0+1 441 1+4 | 1 5 5 |
-3+0 5+3 042 -3 8 2
Beje, matricos
2 5 7 6 5 1
0 0 2 4 ir -2 0
5 =2 0 -3 6 7



nesumuojamos (nesudedamos), nes yra nevienaruses.
Trijy vienarusiy matricy A = (a;;), B = (b;;) ir C = (¢;;) suma (raSoma A+ B + C)
suvokiame kaip matricy A + B = (a;; + b;;) ir C = (¢;;) suma. Taigi

A+B+C=(A+B)+C = ((aij) + (bij)) + (cij) = (aij + bij + cij).

Analogigkai apibudinama ir didesnio skaiciaus vienarusiy matricy sudétis.

Tokie tiesiniy veiksmy su matricomis apibrézimai paremti tiesiniy atvaizdziy veiks-
mais, kurie turi gana aisSkia prasme. Akivaizdu, kad kiekviena matrica A,,x, vienareiks-
miskai nusako tiesinj atvaizdj

a1 + apr: + -+ aT, = Y,
o117 + QX2 + -+ QTy = Yo,
Am1T1 + Qa2 + 0+ QppTy, = Ym

ir atvirksciai, kiekviena atvaizdj atitinka tam tikra matrica. Sitoks tiesinis atvaizdis
kiekvienam vektoriui (xy, 2o, ..., x,) priskiria vektoriy (y1,¥2,...,¥m). Tuomet matrica
A, xn atitinkantis atvaizdis vektoriui (xy,zs,...,x,) priskiria vektoriy (Ayi, Ay, . .
AY). PanagSiai tiesiniais atvaizdziais interpretuojama ir matricy sudétis.

Nesunku jsitikinti, kad minétiems veiksmams galioja tokios savybés:

1) A+ B=B+ A;

2) (A+B)+C=A+(B+C);

3) kiekvienai matricai A egzistuoja prieSinga matrica —A, t. y. tokia, jog
A+ (-A)=0;

Kai a, b — realieji skaiciai, tai

4) a(bA) = (ab) A,

5) a(A+ B) = aA + aB;

6) (a+b)A =aA+bA;

7) 1A= A.

3.3. Matricy daugyba.

Sakykime, A = (a;;) yra m X k matmeny matrica, o B = (bi;) yra k x n matmeny
matrica:

i)

a;x Q2 - Qg by big - bln

Q21  A22 A2k ba1 Do by
A= ., B= n

Am1  Am2 Amk bkl bk2 bkn

iy matricy sandauga (Zym. A-B) yra mxn matmeny matrica C' = (c;;), kurios elementai
apskaiciuojami pagal Siqg formule:

Cij = Q41 'blj—i‘aig'b2j+"'+(li]€-bkj; (31)

i=1,2,---.m, 7=1,2,---.n

Atkreipkime démesj, kad dauginant matricas labai svarbus yra jy matmeny suder-
intumas: antroji matrica turi turéti tiek eiluciy, kiek pirmoji matrica turi stulpeliy.
Nesuderinty matmeny matricos nedauginamos.
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3.4 pavyzdys. Sudauginkime matricas

2 7
A= 4 3 irB=<§ _07>
2 0

Matome, jog poros (A, B) matmenys yra suderinti, o priesingos poros (B, A) matmenys
nesuderinti. Taigi galima tik sandauga A - B:

2 7
A-B=|4 3 <§ ‘07>:
2 0
2.247.5 2. (=

(_

(_

=| 4-2+3:5 4.
2.240-5 2-

) +7-0 39 —14
7)+3-0 | =| 23 —28
7)+0-0 4 —14

3.5 pavyzdys. Apskai¢iuokime matricy sandaugas A- B ir B - A, kai

2 4
A:<_2 s _3>,B: 12
12

~— —

4 3 5

Galimos abi matricy sandaugos: A- B ir B - A:

2 -1 -3
1)‘4'3_(—4 3 5)'

:(2-2+(—1)-1+(—3)-1 2-4+(—1)-2+(—3)-2>:(0 o)

2 4
1 2| =
1 2

9

—4-24+3-1+5-1 —4-4+3-2+5-2 0 0

2 4
) B-A=|1 2 .<_i _é _§>:
12
2.244.(—4) 2-(~1)+4-3 2-(~3)+4-5
—|1242.(-4) 1-(-1)+2-3 1-(-3)+2.5 | =
1242 (—4) 1-(—1)+2-3 1-(=3)+2-5
12 10 14
—| 6 5 7
6 5 7

Matricy matmeny suderintumo problemy nekyla, kai dauginame tos pacios eilés kva-
dratines matricas.
3.6 pavyzdys. Apskai¢iuokime trecios eilés kvadratiniy matricy

ai; iz Qi3 1 00
A= 921 Q922 Q923 ir = 010
asy Gz A3z 0 0 1

sandaugas A- F ir - A:
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a1 Q12 a3 100 a1 Q12 a3

].) A B = g1 Q92 Q923 010 = g1 Q92 Q923 = A,
as; azz as3 001 as; azz as3
100 11 a2 13 11 Aiz2 i3

2) E-A= 010 91 Q929 Q23 = 921 Q929 Q93 = A.
00 1 a31 Q32 as3 a31 azz Aas3

Taigi A-E=E- A=A
Zinoma, analogiska rezultata

A-E=FE-A=A

gautume daugindami bet kuria n-tos eilés kvadratine matrica

a1 G12 QA1p
A= Q21 Q22 A2n,
Ap1  Ap2 Ann
su n-tos eilés vienetine matrica
1 0 - 0
o 01 - 0
0 0 - 1

Paciam skaitytojui paliekame jrodyti, kad matricy daugyba turi tokias savybes:

(A-B)-C=A-(B-0C)

(asociatyvumas);

A-(B+C)=A-B+A-C

(distributyvumas);

A-B£B-A

(komutatyvumas negalioja);

r-(A-B)=(r-A)-B=A-(r-B), rekR;

o (A-B)Y =BT. AT

3.1 teorema. Dviejy tos pacios eilés kvadratiniy matricy sandaugos determinantas
yra lygus ty matricy determinanty sandaugai, t. y. |A- B| = |A] - |B|.

a11 A2 a1n b1 b1 bin,
Irodymas. Tegu A = Gz1 Q22 -0 Gon , B= b1 b2 ban
Anp1  Ap2 Apn bnl bn2 bnn
Nagrinékime determinanta

air Q12 ay, O 0 0

d— Apl  Gpo apn 0 0 0

o —1 O 0 bn b12 bln

O 0 _1 bnl bn2 bnn

Pagal Laplaso teorema §io determinanto reiksmeé lygi: d = |A|(—=1)22i-%|B| = |A||B].
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Determinanta d galime apskaiciuoti ir kitaip - naudodamiesi determinanto savybémis
ji pertvarkykime taip, kad virSutinis kairysis kampas (ten, kur isdéstyti matricos A ele-
mentai) buty sudarytas vien tik i§ nuliy. Tai galima pasiekti keliais Zingsniais.

Pirmiausia prie pirmos eilutés pridékime (n + 1)-aja, padauginta i§ aq1, (n + 2)-aja,
padauginta i§ aq2 ir t.t., (2n)-aja eilute, padauginty i§ a1,. Tuomet pirmoji eiluté bus
tokia: 00...0 €11 C12... Cin;, Ci15 = ZZ:I alkbkj, j = ]., 2, oo .

Po to prie antros eilutés pridékime (n + 1)-aja, padauginta i as1, (n+ 2)-aja, padaug-
inta i§ age ir t.t., (2n)-aja eilute, padauginta i§ as,. Tuomet antroji eiluté bus tokia:
00...0¢co1 Con... Cony Coj = Doy Qobry, 7=1,2,...n.

Sitoki procesa teskime kol gausime tokig n-aja eilute: 0 0...0 cu1 Cha. .. Cpn; Cpj =
ZZ:I ankbkj, ] = 1, 2, L.ouon.

Po &iy veiksmy determinanto deSiniame virSutiniame kampe stovés matricy A ir B
sandauga AB, t. y. gausime determinantg

0 O 0 cn1 ci2 Cin

d= 0 0 0 Cnl Cp2 Cnn
=10 0 b11 1)12 bln

0 0 - 1 bnl an bnn

éi determinantg vél apskaiciuokime pagal Laplaso teorema:
2n .
d=[AB|- (~1)=="- (-1)" = (~)*"|AB| = |AB].

Taigi |A- B| =|A|-|B|. V

Isvada. Kvadratiniy matricy sandaugos determinantas nelygus nuliui tik tuomet, kai
dauginamyjy determinantai nelygus nuliui.

3.4. Atvirkstiné matrica.

Skai¢iuodami dviejy matricy sandaugas, matéme, kad ne bet kurias dvi matricas gal-
ima sudauginti, — tik suderinty matmeny. Be to, nevisada abi sandaugos, A- B ir B - A,
sutampa. Cia nagrinésime tokias matricy A ir B poras, kurios turi Sias savybes: 1) gal-
imos abi sandaugos, A - B ir B - A, ir 2) abi sandaugos yra tos pacios eilés vienetinés
matricos: A-B=B-A=F.

Apibrézimas. Matrica B vadinama atvirkstine matricai A, jeigu

A-B=B-A=FE. (3.2)
Pavyzdziui, matrica
-1 0 1
B=] -2 1
2 0 —1
yra atvirkstiné matricai
1 01
A=10 1 1],
2 01



nes A-B=B-A=F:

1 01 -1 0 1 100
A-B=]0 11 -2 1 1 |=(01F20]|,

2 01 2 0 -1 0 01

-1 0 1 1 01 1 00

B-A=| -2 1 1 01 1(=]10120

2 0 -1 2 01 0 01

Matricos A atvirkstiné matrica Zymima A~!.

Ar bet kokiy matmeny matrica turi atvirkStine matrica? Sakykime, kad matricos
A matmenys yra m x n. Kad buty galimos sandaugos A - A~ ir A= . A, matricos A™*
matmenys turéty buti n x m. Bet tada A- A~! matmenys buty m xm, o A~!- A matmenys
buty n x n. Pagal apibrézima turi galioti lygybeé A- A=! = A~1. A. Taigi butinai m = n.

Isvada. Tik kvadratiné matrica A gali turéti atvirkstine matricg A~

Kaip surasti atvirkstine matrica? Paprasciausias atsakymas buty toks - pazymékime
nezinomaisiais atvirkstinés matricos elementus ir iSspreskime atitinkama tiesiniy lygciy
sistema (kad galioty atvirk$tinés matricos apibrézimo lygybé). Taciau nesunku matyti,
kad Sis kelias atvesty prie didelio lygciy skaic¢iaus sistemos sprendimo. Jei, pavyzdziui,
ieSkotume trecios eilés matricos atvirkstinés matricos, tekty spresti devyniy tiesiniy lygciy
sistema. Todél ieskokime kity atvirkstinés matricos apskai¢iavimo budy. Be to, ne
kiekviena kvadratiné matrica turi atvirkstine.

3.2 teorema. Kvadratiné matrica A gali turéti tik vieng atvirkstine matrica.

Irodymas. Tarkime, kad egzistuoja dvi matricos A atvirkstinés matricos B ir B’. Pagal
apibrézima AB = BA=FE ir AB'= B'A=E. Tuomet B = BE = B(AB') = (BA)B' =
EB =DB. V

3.3 teorema. Matrica, kurios determinantas lygus nuliui (tokios matricos vadinamos
igsigimusiomis), atvirk$tinés matricos neturi.

Irodymas. Tare, kad iSsigimusi matrica turi atvirkstine, i§ 3.1 teoremos gautume pries-
taravima. V

3.4 teorema. Atvirkstiné matrica visuomet yra nei§sigimusi matrica.

Irodymas taip pat iSplaukia i§ 3.1 teoremos. V

3.5 teorema. Kiekviena neissigimusi (|A| # 0) matrica

aip Q12 A1n
A= A21 QA2 Qon
an1  QAn2 QAnp
turi atvirkstine
A Axn Any
1 A A A
Al 12 A n2 | (3.3)
Al | oo
Aln A2n Ann
¢ia A;; — matricos A elementy a;; adjunktai.
Jrodymas. Pirmiausia jrodykime lygybe
& | |A]l, kai i=7j;
2 aiwAje = { 0, kai i . (3-4)
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Virgutinioji lygybé (atveju i = j) jau jrodyta Laplaso teoremoje — tai determinanto sklei-
dinys i-aja eilute.

Apatinei lygybei gauti nagrinékime determinanta D, kurio ¢-0ji eiluté yra by by ... b,,
o visos kitos eilutés tokios pat kaip matricos A. ISskleide §j determinantg i-gja eilute,
gausime

k=1
Taciau, kai vietoje by by ...b, jraSysime kuria nors (ne i-aja ) matricos A eilute, deter-

minantas D bus lygus nuliui, nes turés dvi vienodas eilutes. Taigi ir apatinioji formulés
(3.4) lygybé jrodyta.
Teoremos jrodymui apskaic¢iuokime sandaugas

aix Qi - Qip Ay Ay - Anl

Q21 Qg2 -+ Q2n | 1 Arg Agp o Apg
.................. A |

Ap1  Ap2 Ann Aln AQn Ann

ir

An A Ana a11 a2 Q1n

1 Ay Ago Ana Q21 A22 Q2

A | e T

Aln AQn Ann An1  Ap2 Ann

I8 (3.4) lygybés iSplaukia, kad Sios abi sandaugos lygios vienetinei matricai £. V
3.7 pavyzdys. Apskaic¢iuokime (jei egzistuoja) matricos

5 4 2
A= 1 0 -1
-1 0 2

atvirkStine matrica.
Sprendimas. Pirmiausia apskai¢iuokime matricos A determinanta |A|:

5 4 2

Al=| 1 0 -1 :4-A12=—4-‘_} _;‘2—4.
-1 0
Kadangi |A| # 0, tai atvirkstine matrica A~ egzistuoja.
Matricos A elementy adjunktai tokie:
0 -1 1 -1 10
All_|0 2‘_071412 _‘_1 2| _17A13_‘_1 0|_07
4 2 5 2 5 4
A21__‘0 2‘_87 A22_‘ 1 2’_1271423__'_1 0‘__47
4 2 5 2 5 4
A31_‘0 _1'__471432__‘1 _1‘:77“433_‘1 0‘:_4



Pagal (3.3) formule

) 0 —8 —4 0 2 1
A*lz—Z -1 12 7 |=1]02 -3 —1,75
0 —4 —4 0 1 1

Matricos A atvirkstine matricg galima apskaiCiuoti ir kitaip - nevartojant adjunkty.
Kadangi matrica A vienareik$miskai nusako tiesinj atvaizdj, kuris kiekvienam vektoriui
(1,2, ...,x,) priskiria vektoriu (y1,¥2,...,yn). Tokj atvaizdj galime uzrasyti lygybiy
sistema

anry + apry + - 4+ aTn = Y1,
a1 + ATy + -0+ QaTn = Yo, (3.5)
Ap1T1 + Apas + -0+ AppTn = U
arba matriciniu pavidalu
AX =Y, (3.6)
¢ia
T Y1
o) Y2
X = ) ir Y= ) (3.7)
Tn Un

Kai matricos |A| # 0, tai (3.6) lygybés abi puses i§ kairés padaugine i§ atvirkstinés
matricos A~!, gausime

X =AY (3.8)
Vadinasi, i$sprende (3.5) lyg¢iy sistema kintamuju v1,ys, ..., y, atzvilgiu, matrica prie
kintamyjy x1, s, . . ., T, bus matricos A atvirkstiné matrica. Taciau tiesiniy lyg¢iy sistema

mokame iSspresti vartodami elementariuosius pertvarkius. Patogiausia tai daryti taip:
Salia matricos A paraSyti vienetine matrica F ir elemetariaisiais pertvarkiais matricg A
"paversti" vienetine matrica — tuomet vienetiné matrica E "taps" atvirkStine matrica
A~!. Pademonstruosime tai auks¢iau nagrinétu pavyzdziu:

54 2100 10 —10 1 0 10 -11]0 1 0
10 -1010]|~| 54 2100|~[04 7]1-50]|~
~10 2001 ~10 2001 00 1]0 1 1
1000 2 1 100] 0 2 1
~lo0401] 1 -12 -7|~|010] 02 -3 —1,75
0010 1 1 o001 ] 0o 1 1

3.5. Kramerio formulés.

Siame skyrelyje isvesime Kramerio formules n tiesiniy lygéiy sistemai su n nezinomuyjy
ir nelygiu nuliui koeficienty matricos determinantu. Kad tokios formulés teisingos dviejy
bei trijy tiesiniy lygciy sistemoms jau Zinome.

Tiesiniy lygc¢iy sistema

a1y + apprs + -+ apT, = b,
an Ty + apry + - A+ awT, = b, (3.9)
An1T1 + An2T2 + + ApnTp bn
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galime uZraSyti matriciniu pavidalu (kaip ir (3.5) sistema): AX = B; ¢ia |A] # 0,

T bl
T2 b2
X=| . | irB=| .| (3.10)
Tn b,
IS cia
All A21 e Anl bl
X=A'B= L A Ay o0 Apg by _
Al | e :
Aln A2n Tt Ann bn

bi A +byAgy + ...+ b A
1 blA12 + bQAQQ + ...+ bnAnQ
_ _ (3.11)

|Al :

blAln + bQAQn +...+ bnAnn
Nesunku suvokti, kad (3.11) stulpelio elementai yra determinanty D;, i = 1,2,...,n,
(kurie skiriasi nuo determinanto |A| tik i-uoju stulpeliu — jo vietoje jraSytas laisvyjuy
nariy stulpelis) skleidiniai pagal §j stulpelj. Vadinasi,

7

xi_]A\ 1=1,2,...,n,
t. y. gavome Kramerio formules.
3.6. Uzdaviniai.
1. Tegu
3 0 1 5 2 -3 -1 4 1
A= -1 2 |, B=| -1 1 0 |, C= 2 1 ,Dz(2 O)'
11 -4 1 3 4 3

Kurios i§ §iy matricy apibréztos: A+ B, A+ C, AB, BA, CD, DC, D?*? Raskite jas.
2. Apskaic¢iuokite matricy sandaugas:

311 11 -1
Hl212]-|2-1 1 ;2)(‘712).(_;2 _é;)(;i’).
123 1
3. Apskaic¢iuokite:
2

211 5 n . n
o) en (3 3 e (o) (S e
01 2 @ @

1 1 1 1\*
n n 0 1 1 1
7 4 20 —a?
5)(_9_5>,6)<1 0),7) 0 0 1 1
0 0 0 1
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4. Raskite visas matricas, kurios yra komutatyvios su matrica A, kaiA

1)(_1 _?)ﬂ)(é ”;3)(; :‘;));4) §§§

5. Raskite matricos A atvirkstine matrica, kai A = :

1 2 -3 3 —4 5
1)(%?),2)(2‘;),3) 01 2|, 42 -3 1],
0 0

1 3 =5 -1
13 -5 7 12 3 4 11 1 1
01 2 =3 23 1 2 11 -1 -1
5) 00 1 2  6) 11 1 -1 1) 1 -1 1 -1 ]’

00 0 1 10 -2 -6 1 -1 -1 1

11 1 ... 1 11 ... 1

o 1 1 ... 1 0o 1 ... 1

o o 1 ... 1 1 0 ... 1

0 o 0 ... 1 1 1 ... 0

6. Isspreskite lygtj (X yra nezinomoji matrica):

o i) (B)ax(a 2)-(0 1)
o (7a)x(15)-0 ) (BE)(53)-(32)
o () () -(01) o (5 5)x(32)-(51)

7. Tegu A ir B — neiSsigimusios matricos. Jrodykite, kad visos Sios lygybeés yra ekvi-
valencios:

AB=BA, AB'=B"'A, A"'B=DBA"!, A"'B~' =B A"

8. Irodykite, kad lygybeé
AB—-BA=F

negalima.
9. Raskite visas antros eilés kvadratines matricas, kuriy kvadratas yra nuliné matrica.
10. Raskite visas antros eilés kvadratines matricas, kuriy kubas yra nuliné matrica.
11. Raskite visas antros eilés kvadratines matricas, kuriy kvadratas yra vienetiné
matrica.
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4

Analizines geometrijos elementai

Analiziné geometrija yra matematikos Saka, kuri vartodama koordinaciy metoda geomet-
riniy objekty savybes nagrinéja algebros metodais. Reikia atkreipti démesj, kad tiek
koordinc¢iy metodas, tiek pagrindiniai algebros metodai buvo Zinomi seniai, tac¢iau anali-
zinei geometrijai pradzia dave jy susijungimas.

4.1. Vektoriai.

Vektoriy galima apibrézti kaip grynai geometrinj objekta: vektorium: vadiname atkar-
pa, kuriai priskirta kuri nors kryptis. Vektoriais patogu reiksti dydzius, kuriems apibudinti
reikalingas ne tik jo didumas, bet ir kryptis. Budingas vektoriy pritaikymo pavyzdys
galéty buti kuna veikiancios jégos vaizdavimas. Jéga, veikianti kuna, yra tam tikro dydzio
ir veikia tam tikra kryptimi. Geometriniai vektoriai paprastai Zymimi @, g, C ir t.t, arba,
kai nurodomi vektoriaus pradzios ir galo taskai — AB, MN, o jy ilgiai — |al, |5|, @, |AB],
IMN]|.

Du vektoriai vadinami lygiais, jeigu jy ilgiai ir kryptys sutampa.

Vektoriai, esantys vienoje tieséje arba lygiagreciose tiesése, vadinami kolineariaisiais
vektoriais.

Is vektoriy lygumo apibrézimo iSplaukia, kad visai nesvarbu kokiame erdvés taske yra
vektoriaus pradzia. Vadinasi, vektoriy galima suvokti, kaip visy erdves tasky lygiagrety
postumj tam tikra kryptimi ir tam tikru atstumu.

Is vidurinés mokyklos kurso zinome, kad su geometriniais vektoriais galimi tokie
tiesiniat veiksmai:

o dviejy vektoriy a ir b suma vadinamas vektorius @ + 5, kuris yra lygiagretainio su
kraStinémis @ ir g, jstrizainés vektorius (zr. 5 pav.).

Pastaba. Kadangi BC = 5, tai sumag a + b= AC galime gauti prie vektoriaus a galo
pridéje vektoriy b ir po to sujunge pirmojo pradzia su antrojo galu. Tq patj rezultaty —
vektoriy AC - gausime prie vektoriaus b galo pridéje vektoriy a.

C

—
a
- —-
b a

b a*x

8

S

>
ol
o9

D pav. 6 pav.

e kd yra vektorius, kurio ilgis k|@|, o kryptis, kai k& > 0, tokia pat kaip ir vektoriaus
a, ir, jeigu k < 0, priesinga; jeigu k = 0, gausime vadinamajj nuling vektoriy 0, kurio ilgis
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lygus nuliui, o kryptis neapibreézta;

nulinio vektoriaus — ir pradzia, ir galas yra viename taske, todél jis gali buti laikomas
kolineariu su bet kuriuo vektoriumi; vadinasi vektoriai a ir kad visuomet kolinearieji; jei
nenuliniai vektoriai @ ir b yra kolinearieji, tai egzistuoja toks skai¢ius £, su kuriuo b = ka.

Vektoriy skirtumas yra iSvestinis veiksmas, apibréziamas naudojantis sumos apibré-
simu: vektoriaus @ ir vektoriaus b skirtumu vadinamas vektorius, kurj sudéjus su vekto-
riumi Z;, gaunamas @ (3is skirtumas zymimas d@ — l;, 7r. 6 pav.).

Pastaba. Nesunku pastebéti, kad @ — b = @+ (—1)b.

Vektoriy tiesiniy veiksmy savybés.

e i+b=b+a (sudéties komutatyvumas).

Savybé isplaukia tiesiog i§ vektoriy sumos apibrézimo (Zr. pastaba).

e @+ (b+¢) = (@+b) + @ (sudéties asociatyvumas)

[rodymas. 18 7 paveikslo matome, kad ir suma @ + (b+ @), ir suma (@+ b) + & lygi tam
paciam vektoriui AB. Taigi jos lygios.

o k(@+Db)=ka+kb (distributyvumas)

Irodymas. Kai vektoriai @ ir b nekolinearus, $i savybé iSplaukia i$ 8 paveiksle pavaiz-
duoty lygiagretainiy panasumo: ki = ka + kb. Cia @=a+b.

Kai vektoriai @ ir b kolinearus, $i savybé taip pat nesunkiai jrodoma geometriskai.

kb ol

$

7 pav. 8 pav.

Vektoriy projekcijos.

Taikant vektorius labai svarbu mokéti juos uzrasyti analiziskai — formulémis. Taigi
kaip pereiti nuo geometrinés vektoriaus sampratos prie algebrinés? Pirmasis zingsnis Sia
kryptimi — vektoriaus projekcijos kryptinéje tieséje savokos jvedimas.

Kryptine tiese (projekcijy asimi) vadinsime tiese, kurioje pasirinktas ilgio vienetas ir
nurodyta tiesés kryptis, pavyzdziui, kuriuo nors 8ios tiesés vektoriumi (9 pav. tiesés Ot
kryptis yra tokia pat kaip ir vektoriaus OA kryptis, o ilgio vienetas — vektoriaus OA ilgis).

Is vektoriaus d@ pradzios ir galo tasky j kryptine tiese Ot nuleiskime statmenis, kurie
su tiese kertasi taskuose M ir N (7r. 9 pav.). Vektoriaus MN ilgj pazymékime L.

Vektoriaus @ projekcija a; = proga tieséje Ot vadinsime skaiciy [, kai vektoriaus MN
ir tieses Ot kryptys sutampa, skaic¢iy —[, kai jy kryptys prieSingos, ir projekcija laikome
lygia nuliui, kai vektorius @ statmenas tiesei Ot.

Lengva pastebéti, kad visy vektoriy, lygiy vektoriui @ (pavyzdZiui, MB, Cb), projek-
cijos tieséje Ot yra lygios.

Jeigu paZymeésime [ = ZBMt (9 pav.), tuomet a; = |@]| cos 3. Cia 3 — kampas tarp
vektoriaus @ ir projekcijy agies Ot, 0 < 3 < 7.

Dabar tarkime, kad projekcijy agis Ot yra tiesé erdvéje, projektuojamas vektorius a
— taip pat erdvés vektorius. Tuomet, norédami gauti Sio vektoriaus projekcija tieséje Oft,
per vektoriaus pradzios ir pabaigos taskus iSveskime plokstumas, statmenas projekcijy
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asiai (10 pav.). Taskai M ir N yra iSvesty plokStumy susikirtimo su projekcijuy asimi
taskai. Tuomet lieka pakartoti "plokstuminj" projekcijos apibrézima — ir turésime erdvés
vektoriaus projekcijy asyje savoka.

Dviejy vektoriy sumos projekcija kurioje nors asyje Ot lygi ty vektoriy projekciju
sumai: jeigu ¢ = a + g, tal ¢; = a; + by.

Vektoriy padauginus i§ skaiciaus, jo projekcija aSyje Ot taip pat padauginama i§ Sio
skaiCiaus: jeigu ¢ = ka, tai ¢; = kay.

Sie teiginiai nesunkiai iSplaukia i vektoriaus projekcijos asyje apibrézimo.

9 pav. 10 pav.

Tarkime, turime plok§tumos staaakampq koordinaciy sistema Oy, kurios asyJe Ox
atidétas vienetinio ilgio vektorius 7, o aSyje Oy atidétas vienetinio ilgio vektorius j (Zr.
11 pav.).

AZ
D
A\y
A
C A N
1 —_ kAL Cd
a . v J JC )
- - »
_ [
Ju 4 . B \x B E
o 7 ’ f o
11 pav. 12 pav.

Tuomet, pavyzdziui, jeigu @ yra plokStumos vektorius ir jo pradzia yra koordinaciy
pradzios taske O(0;0), o galas — taske A(a,;a,), tai i§ veiksmy su vektoriais apibrézimy
ir kolineariyjy vektoriy savybeés iSplaukia, kad @ = OB+ OC = a,i + ayf. Zinoma, tokia
pat iSraiska turi ir kiekvienas jam lygus plokstumos vektorius. Taigi, jvedus koordinaciy
sistema, kiekvienas plok§tumos vektorius gali buti sutapatintas su dviejy skaiciy (8io vek-
toriaus projekciju koordinaciy aSyse) rinkiniu (a,;a,). Atkreipkime démesj, kad butent
Siuo momentu nuo geometrinio vektoriaus pereiname prie algebrinés jo iSraiskos. Véliau
vektoriumi pavadinsime tiesiog n skaiciy rinkinj.

Jeigu @ yra erdvés vektorius ir jo pradzia yra koordinaciy pradzios taske O(0;0;0), o
galas — taske A(ay; ay;a,) (12 pav.), taid = OE+0OD = OB+0C+0D = aﬁ—l—aﬁ—i—aﬁ =
(ag; ay;az). Cia ;yra Oz aSies vienetinis vektorius, ff Oy asies vienetinis vektorius, o k
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— Oz aSies vienetinis vektorius.

Dabar ir geometriniai veiksmai su vektoriais (daugyba i$ skai¢iaus bei sudétis) gali buti
isreiksti "algebriskai": vektoriy padauginti i$ skai¢iaus reiskia jo projekcijas padauginti i$
Sio skaiCiaus, sudéti du vektorius — tai reiskia sudéti jy atitinkamas projekcijas. Skaitytojas
tuo nesunkiai jsitikins pats.

Is vektoriy sudéties gauname: jei vektoriaus AB pradzios taskas yra A(x1; ), o galas
— taskas B(xq;ys), tai AB = (2 — T1;Y2 — ¥1)-

Skaliariné sandauga.

Analizinéje geometrijoje svarbi vektoriy skaliarinés sandaugos savoka. -~/
Apibréiimgs. Vektoriy @ ir b skaliarine sandauga vadinamas b i .
skaifius @ - b = |d||b| cos ¢; ¢a ¢ yra kampas tarp vektoriy a ir A B 4
b (13 pav.). 13 pav.

Jei vektoriaus b projekcija vektoriuje @ pazymeésime bz, o vektoriaus @ projekcija vek-
toriuje b pazymeésime dj, tai i$ skaliarinés sandaugos apibrézimo

@-b=|a-bz= 0| - (4.1)

Sios lygybés kartais naudlngos geometrijoje.

Pastaba. Kai d = axz+ayj +ak = (az; ay; a,), tai is tikrujy a, = @, a, = a3, a, Z

Skaliarinés sandaugos savybeés:

ei-b="b-d (iSplaukia i§ (4.1) lygybés);

o k(d@-b) = (kd)-b=a- (kb);

ei-(b+d)=d-b+ad-c

Paskutiniosios dvi savybés nesunkiai jrodomos pasinaudojus (4.1) lygybe ir vektoriy
projekcijy savybémis.

Is apibrézimo iSplaukia, kad du nenuliniai vektoriai statmeni tik tuomet, kai jy skalia-
riné sandauga lygi nulius.

Dabar tarkime, kad vektoriai duoti projekcijomis aSyse: a = agi + ayf+ ak =
(ag;ay;a,), b = byi + bJ—l— bk = (by;by;b,). Naudodamiesi skaliarinés sandaugos
savybémis apskaic¢iuokime jy skaliarine sandauga:

Qb= (agi+ ay] + ak) - (bai + byj + b.k) = aghy(i - 1) + agby(i - J) + agh.(i - )+

—

taybe (7 1) + ayby (G- 7) + ayb. (G- k) + asbp(k - 1) + aby(k - ) + azb.(k - k).

Kadangi
ii=1, joi=1, k-k=1,
i = j?:o, jok=k-j=0, k-i=i-k=0,

tai @-b= amb + ayby + a.b..
Kai @ = b, gauname vektoriaus skaliarinj kvadrata @2 = @ - a@ = a2 + a; + a?. Kita

vertus, @ > = |d|*>. Todeél |a@| = /a2 + a2 + a2.

Kampa tarp vektoriy galima apskaiciuoti pasinaudojus formule:

azby + ayb, + a.b,
JadaZta (o200

cos p =

48



Tegu @ = (ay; ay; a), || = 1, o §io vektoriaus kampai su koordinaciy asiy Oz, Oy, Oz
teigiamosiomis kryptimis atitinkamai yra «, 3, v. Tuomet a, = cosa, a, = cos 3, a, =
cosy. — Irodykite. Sie kosinusai vadinami vektoriaus krypties kosinusais.

Vektoriné sandauga.

Tarkime, kampas tarp vektoriy _’EL’ ir b yra lygus .
Apibrézimas. Vektoriy a ir b vektorine sandauga vadina-

mas vektorius ¢, kurio ilgis lygus vektoriy a ir b sudaryto ¢

lygiagretainio ploto vienety skaiciui (t. y. |@||b]sin¢) ir yra b

statmenas lygiagretainio plokStumai; vektorius ¢ nukreiptas <

taip, kad sistema a, b, ¢ buty desininé (ziurint i§ vektoriaus

¢ virSunés, vektoriy a iki vektoriaus b kampu ¢ reikia sukti 1
pav.

prie§ laikrodzio rodykle) (14 pav.).
Vektorine sandauga zymésime @ X b
Vektorinés sandaugos savybés:
e dxb=—(bxa);
o (k@) x b=Fk(@xb)=ax (kb);
o (@+b)xé=(axd)+(bxa).
Pirmosios dvi savybés gaunamos tiesiogiai i$ apibrézimo, o trecig jrodyti kiek sunkiau
— reikia nagrineti abiejy lygybes pusiy vektorius atskirai ir jsitikinti, kad jie lygus.
Vektorine sandauga gali buti nulinis vektorius ir kai né vienas is daugﬂ(hq néra nulinis:
jei vektoriai @ ir b kolinearus (priklauso lygiagrecioms tieséms), tai @ x b =0 ir atvirksciai
—jei a x b = 0 tal @ ir b — kolineariis. Atskiru atveju, zinoma, @ X a = 0.
Jeigu i, j ir k yra koordinaciy aSiy vienetiniai vektoriai, tai:

ixi=0 jxj=0, kxk=0,
ixj=k jxk=i, kx;:j, (4.3)
]x? —k, kx;:—f, ixk=—j

Sudauglnklme vektomskal vektorlus kai jie duoti prOJekCIJOIHIS koordinaciy aSyse:
a=a,+a,j+ ak = (ag;ay;a;), b=byi+ byj + bk = (by; by; b,). Tuomet

@ X b= (g0 + ay] + ak) X (b + byJ + b.k) = apby (i X 1) + azby (i X ) + azb. (i x k)+

tayby (7 % 1) + ayby (G % J) + ayb.(F x k) + aby(k x 7) 4 aby(k x J) + a:b.(k x k).

Iragykime (4.3) vektoriniy sandaugy iSraiskas ir sugrupuokime narius taip:

—

0 x b= (ayb, — a,b,)i — (azb. — a.b,)] + (azb, — a,b,)k. (4.4)

O pastarajj reiskinj galima uzrasyti determinantu. Taigi

AN
axb=|a, a, a,|. (4.5)
by b, b,

Misrioji trijy vektoriy sandauga.

Tris vektorius galima sudauginti jvairiai, pavyzdziui, pirmuosius du — "skaliarigkai"
(gausime skai¢iy) ir rezultata padauginti i$ treciojo vektoriaus arba pirmuosius du sudau-
ginti "vektorigkai", o gauta vektoriy padauginti "vektoriskai" i$ trec¢iojo. Mes nagrinésime
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misriaja sandauga — kai pirmieji du sudauginami "vektoriskai", o po to gautasis vektorius
dauginamas i§ tre¢iojo vektoriaus skaliariskai (rezultatas - realusis skai¢ius).

Apibrézimas. Trijy vektoriy d, bir @ misrigja san-
dauga vadiname: (@,b,é) = (@ x b) - &

Sitokia sandauga turi labai aiSkia geometrine prasme
— jos modulis yra lygus gretasienio, nusakyto trimis
vektoriais @, b ir C, iSeinandiais i§ vienos virsunés (15
pav.), turiui:

Vpagscure = |(@,0,3).

15 pav.

I tikryjy sandaugos a x b ilgis lygus gretasienio pagrindo plotui, skaliariné sandauga
|a x l;| |¢] - cos 3 yra pagrindo ploto ir gretasienio aukstinés sandauga, t. y. turis; ¢ia 3 yra
kampas tarp gretasienio briaunos ¢ ir aukstinés vektoriaus a x b.

Trimis vektoriais @, b ir ¢ nusakoma ir piramidé DABC (7r. 15 pav.). Nesunku
susivokti, kad jos turis lygus vienam SeStadaliui gretasienio turio. Taigi

1 -
Vbapc = 6|(a,b75>|‘

Suraskime trijy vektoriy misrigja sandauga, kai vektoriai duoti projekcijomis koordi-
naciy asyse: a = i + ayf+ aZE = (az;ay;a,), b = byi + byf—I— bZE = (by; by:b,), €=
Cal + cJ—l— ek = (€y; ¢y; ;). I8 miSriosios sandaugos apibrézimo, pasinaudoje (4.4) lygybe
ir apskaiciave skaliarine sandauga, gauname

(@,0,3) = ((ayb. — azby)i — (agbs — a2by)j + (agby — ayby)k) - (cal + ¢y] + k) =

cz(ayb, — azby) — cy(azb, — azby) + c.(azby, — ayby).

Pastaroji suma (prisiminkime determinanto skleidinj eilute) yra determinantas

Cx Cy C;
ay Gy Q
by b, b,

Sukeite Sio determinanto pirmasias dvi eilutes vietomis, o po to — antraja su treciaja,
gauname, kad

. g ay a,
(a,b,¢)=1|b, b, b, |. (4.6)
Cy Cy C;

Trys vektoriai vadinami komplanariais, jeigu juos galima patalpinti vienoje plokstu-
moje. Ar duotieji trys vektoriai komplanarus, galima nustatyti pagal jy misriosios san-
daugos reiksme.

Trys vektoriai @ = (ay; ay; as), b= (by; bys bs), €= (cy;cyscy), tarp kuriy néra nulinio,
yra komplanarus tik tuomet, kai (a, b, c) =0.

Platesniuose analizinés geometrijos kursuose nagrinéjami ir kitokie vektoriy taikymai.
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4.2. Uzdaviniai.

1. Vektorius su Oz ir Oz aSimis sudaro vienodo dydzio kampus: a = v = 60°. Kokj
kampa vektorius sudaro su Oy agimi?

Ats. 45° arba 135°.

2. Duota: |@| =13, |b] = 19, |d@+ b = 24. Apskaiciuokite |@ — b.

Ats. 22.

3. Irodykite, kad keturi taskai A(3;—1;2), B(1;2;—-1), C(—1;1;-3), D(3;—5;3) yra
trapecijos virSunes.

4. Apskaiciuokite vektoru; @=(3;—5:8) ir b= (—1;1; —4) sumos ir skirtumo ilgius.

Ats. |@+b] =6, |[@—b| = 14.

5. Vektoriai @ = (2;—3;6) ir b = (—1;2; —2) i8eina i§ vieno tasko. Apskaiciuokite
vektoriaus ¢ nukreipto pusiaukampinés kryptimi, koordinates, jeigu |¢] = 3v/42.

Ats. €= (—3;15;12).

6. Vektoriai @ ir b sudaro kampa ¢ = 2& ir |a] — 4, |b| = 3. Apskaiciuokite: 1) @ - b;
2) a@*; 3) b2; 4) (@ + 5)2 5) (3d + 25)2; 6) (3a — 2b) (@+ Qb) 7) (a— b)2.

Ats. 1) —6; 2) 16; 3) 9; 4) 13; 5) 108; 6) 252; 7) 37.

7. Apskaitiuokite @-b+b -+ - @, jeigu @+ b+ =0 ir |d

Ats.—i.

8. Apskaic¢iuokite trikampio ABC kampus ir jrodykite, kad trikampis lygiaSonis, jeigu
jo virsuniy koordinatés yra A(1;2;1), B(3 —1;7), C(7;4; =2).

9. Vektoriai @ ir b sudaro kampa =3 T ir |a| =1, |b] = 2. Apskaiciuokite: 1) (@x b)%;
2) ((2a + b) (@-+ 2b)) :3) ((@+ Sb) (Sa - b)) :

Ats. 1) 3; 2) 27; 3) 300

10. Lygiagretainio dvi krastinés yra vektoriai @ = k —f irb = Z+;’+ k. Apskaiciuokite
lygiagretainio jstrizainiy ilgius ir lygiagretainio plota.

Ats. \/5, S = /6.

11. Apskai¢iuokite trikampio su virsunémis A(1;2;0), B(3;0; —3), C(5;2;6) plota.

Ats. 14.

12. Apskaic¢iukite vektoriy @ = (1;—1;3), b = (—2;2;1) ir € = (3;—2;5) misriaja
sandauga.

Ats. -T.

13. Ar taskai A(1;2;—1), B(0;1;5), C(—1;2;1) ir D(2;1;3) priklauso vienai plokstu-
mai?

Ats. Taip.

14.  Apskaiciuokite tetraedro, kurio virsunés yra taskai A(2;—1;1), B(5;5;4),
C(3;2;—1) ir D(4;1;3) turi.

Ats. 3.

15. Ar vektoriai @ = (2;3; —1), b= (1;—1;3) ir ¢= (1;9; —11) komplanarus?

Ats. Taip.

=6l =d = 1.

4.3. Tiesé plokstumoje.

Bendroji tiesés lygtis.

Tarkime, plokstumoje duota sta¢iakampé koordinadiy sistema xQOy ir nubrézta kuri
nors kreivé | (16 pav.). Tegu M (x;y) bet kuris Sios kreivés taskas. Jeigu kreivés tasky
koordinatés = ir y susietos lygtimi F'(z,y) = 0, kurios netenkina jokie kiti plokStumos
taskai, tai 8i lygtis vadinama kreivés [ lygtimi.
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Paprasciausia plokStumos kreive yra tieseé. Kokia bebuty tiesé, ja galima nusakyti
pasirinktuoju tieseés tasku A(zo; yo) ir nenuliniu vektoriumi 77 = (a; b), statmenu tiesei (17
pav.). Sis vektorius vadinamas tiesés normalés vektoriumi.

Pastaba. Tiese plokstumoje galima nusakyti ir kitaip, pavyzdziui, dviem jos taskais
arba vienu jos tasku ir kampu, kurj tiesé sudaro su abscisiy asimi, ir pan.

Ay
N
l A
/\ Ny I;}
0 //0
16 pav. 17 pav.

Ay

"R
Y.

-

Tegu M (z;y) — bet kuris tiesés taskas. Tuomet vektoriai @7 = (a;b) ir AM =
(x — zo;y — yo) yra statmeni ir todél 77 - AM = 0, t.y. a(x — z9) + by — yo) = 0.
Pazymeéje ¢ = —axy — byp, gausime lygtj

ax +by +c=0. (4.7)

Sios lygties netenkina jokie kiti plokstumos taskai. I3 tikryjy, jeigu P(x1;y;) nebiity
tiesés taskas, o jis tenkinty (4.7) lygtj, tai gautume, kad APL# (priestara teiginiui "du
nenuliniai vektoriai statmeni tik tuomet, kai jy skaliariné sandauga lygi nuliui". Vadinasi,
(4.7) yra tiesés, nusakytos tasku A(zo;yo) ir normalés vektoriumi 77 = (a;b), lygtis.

Kita vertus, kai bent vienas i§ koeficienty a ir b nelyqus nuliui, tai(4.7) lygties spren-
diniai yra taskai, sudarantys tiese. Irodysime tai.

Pasirinkime tris skirtingus (4.7) lygties sprendinius A(z1;v1), B(xe;y2) ir C(x3;ys3) (3i
lygtis turi be galo daug sprendiniy). Taigi galioja:

ar; +byy +¢c=0, ars +bys +¢c=0, ars+bys;+c=0 = . .

a(xeg — 1) +b(y2 — 1) =0, alzs —x1) +b(ys —y1) =0 = ABLn, ACLlid =
vektoriai AB ir AC kolinearus = tagkai A, B ir C priklauso vienai tiesei.

Kadangi kiekviena realiaja kintamojo x (arba y) reikSme atitinka lygties (4.7) sprendinys,
tai galima teigti, kad Sios lygties sprendiniai uzpildo tiese iStisai.

Irodéme, kad bet kuri tiesé uzrasoma (4.7) lygtimi ir, atvirksciai, (4.7) lygtis, kai bent
vienas 8 koeficienty a ir b nelygus nuliui, reiskia tiese. Todél §i lygtis vadinama bendrgja
tieses lygtims.

Kryptiné tiesés lygtis.

Jau i§ vidurinés mokyklos kurso pazistamas tiesés lygties kryptinis pavidalas

y=mz+n (4.8)

(kai tiesé néra lygiagreti su ordinaciy asimi).

Sitokia tiesés lygtis gali buti gauta, kai duotas taskas A(0;n), kuriame tiesé kerta Oy
a8j ir kampas «, kurj ji sudaro su koordinaciy asies Ox teigiamaja kryptimi; ¢ia m = tga
yra tiesés krypties koeficientas (18 pav.).

I$ tikryjy, pagal tokius tiesés duomenis jos padétj galima apibudinti tasku A(0;n) ir
vienetinio ilgio normale, sudarancia su Oz aSimi kampg 7 +a. Tuomet normalés vektorius
yra iy = (cos(§+a);cosa) = (—sina;cosa), o tiesés lygtis — sin a-(z—0)+cos a-(y—n) =
0. I8 Sios lygties iSreiske kintamajj y, gausime kryptine tiesés lygtj (4.8).
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N g

M .
A0:m) A (x;y)
[0) = @) ‘x
7~ 4 7~ 4
18 pav. 19 pav.

Tiesés, iSvestos per taska duotgja kryptimi, lygtis.
Tarkime, duotas taskas A(xo; o), per kurj eina tiesé, ir vektorius § = (I;m) (tiesés
krypties vektorius), kolinearus su tiese (19 pav.)

Pasirinkime bet kurj tiesés taska M (z;y). Tuomet vektoriai & = (I;m) ir AM =

(z — o}y — yo) kolinearus, t.y. egzistuoja skaitius A # 0, jog AM = A\ arba = — 2 =

A, y—1yo = dm. Kai tiesés krypties vektorius néra lygiagretus né su viena i§ koordinaciy
asiy, gauname lygtj

T—To Y—UYo

I m

(4.9)

Kai tiesés krypties vektorius yra lygiagretus su viena i§ koordinaciy asiy, pavyzdziui, su
Oy adimi (5= (0;1)), tai, kad buty patogiau, (4.9) lygtyje tiesiog raSoma

x—.ro:y—yo
0 1

(nors trupmenos vardiklyje matyti nulj ir nejprasta).
Jeigu duoti du tiesés taskai A(z1;y1) ir B(x2;y2) , tai krypties vektoriumi galime laikyti
vektoriy AB (20 pav.). Tuomet pagal (4.9) tiesés, einancios per Siuos taskus, lygtis tokia:

Tr— 21 _ Yy—uy

. (4.10)
Tog — X1 Y2 — U1

4y y

/ 7
A(x/‘;y*)/s By ) M(x; y) ¢
0 ‘x

-~

Vk

20 pav. 21 pav.

Tiesés normaliné lygtis.

Dabar tiese nusakysime jos atstumu p (p > 0) nuo koordinaciy pradzios tasko ir
kampu «, kurj sudaro statmuo j tiese su Oz aSies teigiamaja kryptimi (21 pav., kampas
a pazymeétas lankeliu su rodykle).

Tegu M (x;y) bet kuris tieses taskas. Nubrézkime vienetinio ilgio normalés vektoriy
Mo = (cosa;sin ) ir nagrinékime skaliarine sandauga OM - fiy. Pagal (4.1) OM - ity =
|ng| - 07\47;0 = p. Kita vertus OM - iy = z - cosa + y - sin a. Taigi x cosa + ysina = p.
Gautoji lygtis

rcosa+ysina—p=0 (4.11)
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vadinama tiesés normaline lygtims.

Kartais naudinga bendraja tiesés lygtj suvesti ] normaline. ISsiaiskinsime kaip tai
padaryti.

Lygti ax+by+c = 0 padauginkime i$ tokio daugiklio M, kad lygtis jgyty (4.11) lygties
pavidalg:

Max + Mby + Mc=0; Ma=cosa, Mb=sina, Mc= —p.
Apskaic¢iuokime daugiklj M:

1

Kadangi Mc = —p, o p > 0, tai Mc < 0. Vadinasi, daugiklio M Zenklas yra prieSingas
koeficiento ¢ zenklui. Kai ¢ = 0, M Zenklas lieka nenustatytas.

Tasko atstumas nuo tiesés.

Apskaic¢iuokime tasko A(xo;y) atstuma d nuo
tieses ¢, duotos normaline lygtimi xcosa +
ysina — p = 0 (22 pav.). Tegu taskas
B yra tasko A projekcija tieseje t, ng =
(cosa; sina) — ilgio 1 tiesés normalé. Tuomet
d = |BA| = |BA - iiy| = |(OA — OB) - ity| =
= |Oj4 ity — OB - o|. Apskai¢inojame: OA - iy =
= Ty coS & + Yo Sin «, OB - i, =p.

Taigi gavome, kad

Ma = cosa, Mb=sina = M?*(a* +b*) =cos’a +sina=1= M=+

d=|xgcosa+ ypsina — p|. (4.12)

Kampas tarp dviejy tiesiy.
Apibrézimas. Kampu tarp tiesiy vadiname kampa tarp §iy tiesiy normaliy vektoriy arba
tarp §iy tiesiy krypciy vektoriy.

Jei tiesés uzrasytos bendrosiomis lygtimis a1z + b1y + ¢y = 0 ir asx + by + c2 = 0, tai
kampo tarp juy kosinusa cos ¢ apskai¢iuosime pagal (4.2) formule:

aias + b1b2
Val + 0 a3+ B3

Jei zinotume ty tiesiy krypc¢iy vektorius, tai kampa tarp tiesiy apskai¢iuotume surade
kampa tarp juy krypciy vektoriy.

Atkreipkime démesj, kad surade kampo tarp tiesiy kosinusa, pats kampas néra vien-
areikSmiskai apibréztas — rasime du kampus ¢ ir m — ¢, iS kuriy vienas smailusis, kitas —
bukasis (arba abu statieji).

Dar uzrasykime daznai vartojamus dviejy tiesiy lygiagretumo ir statmenumo pozy-
mius.

cos p = (4.13)

Jeigu tiesiy normalés kolinearios, t.y., jeigu normaliy vektoriy koordinatés proporcin-
gos (ay = Aag, by = oo, N # 0), tai tiesés yra lygiagrecios, ir atvirks¢iai — jei tiesés
lygiagrecios, tai normaliy vektoriy koordinatés proporcingos.

Jeigu tiesiy normalés statmenos, t.y., jeigu galioja lygybé aijas + biby = 0, tai tiesés
yra statmenos, ir atvirksciai — jei tieses statmenos, tai galioja aias + bibs = 0.
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4.4. Uzdaviniai.

1. Duota tiesé t : 2z + 3y + 4 = 0. ParaSykite lygt] tiesés, einancios per taska M (2;1)
ir

1) lygiagrecios tiesei t;

2) statmenos tiese t.

Ats. 1) 20 +3y—7=0;2) 3z —2y —4 =0.

2. Duotos dvi priesingos kvadrato virsunés A(—1; 3) ir C'(6;2). Paragykite jo kraStiniy
lygtis.

Ats. 3x —4y+15=0, 4o +3y—30=0; 3z—4y—10=0, 4+ 3y —5=0.

3. Trikampio krastiniy lygtys yra 3z +4y —1=0, v — 7y —17=0, Tx +y+ 31 = 0.
Irodykite, kad trikampis lygiasonis.

4. ParaSykite trikampio ABC krastiniy lygtis, jei viena jo virsuné A(1;3), o dviejy
pusiaukrastiniy lygtys yraz —2y+1=0iry — 1 =0.

Ats. 2 +2y—7=0, x —4y—1=0, v —y+2=0.

5. Apskaic¢iuokite koeficienta k, jeigu tiesé y = kx+5 nutolusi nuo koordinaciy pradzios
tagko atstumu /5.

Ats. k= +£2.

6. Apskaic¢iuokite atstuma tarp tiesiy 2x — 3y = 6 ir 4o — 6y = 25.

Ats. @

7. Parasykite tiesiy, lygiagreciy tiesei 3x — 4y — 10 = 0 ir nutolusiy nuo jos
atstumu 3.

Ats. 3x —4y —25=0, 3z —4y+5=0.

8. Parasykite kvadrato krastiniy lygtis, jeigu dvi jo gretimos virsunés yra A(2;0) ir
B(—1;4).

Ats. dx 4+ 3y —8 =0, 4 +3y+17=0, 3z —4y—6=0, 3x — 4y + 19 =0 arba

dr+3y—8=0,4r+3y—33=0, 3r—4y—6=0, 3z —4y+ 19 =0.

4.5. Plokstuma ir tiesé erdvéje.

Plokstumos bendroji lygtis.

Plokstuma erdveéje, kaip ir tiese plokStumoje, galima nusakyti keliais budais. Vienas i$
budy yra iSvesti plok§tuma per duotajj erdvés taska A(xo; yo; 20) statmenai pasirinktajam
vektoriui 7 = (a;b;c¢), kuris vadinamas plokStumos normale (23 pav.). Kad sudary-
tume tokios plokstumos lygtj, pasirinkime bet kurj plok§tumos taska M (x;y; z). Tuomet:
ALAM, AM = (z—z0:y—vyo;2—20) = t-AM = 0 = a(z—z0)+b(y—yo)+c(z—2) = 0.
Pazyméje d = —axy — byg — czp, gauname bendraja plokStumos lygtj

ar +by +cz+d=0. (4.14)
AZ
d A
AZ —_
n -
B o

23 pav. 24 pav.
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Ploks§tumos normaliné lygtis.

Tarkime, plokStuma nusakyta taip: duoti plokStumos normalés vektoriaus krypties
kosinusai cos «, cos (3, cos v ir p — plokStumos atstumas nuo koordinadiy pradzios tasko. IS
iy duomeny isvedama (analogiskai tiesés normalinei lygéiai) plokStumos normaliné lygtis

xcosa+ycosf+ zcosy—p=0. (4.15)

Norint i§ bendrosios ploks§tumos lygties gauti jos normaline lygti, bendraja lygti reikia
padauginti i§ daugiklio
1

N=+—ou .
Va2 + b2+ 2

Tasko atstumas nuo ploksStumos.
Tegu A(zo; yo; z0) erdvés taskas, o x cos a+y cos S+ 2z cosy—p = 0 kuri nors plokstuma

(24 pav.). Tada iy = (cos «; cos (3; cosy) yra tos plokStumos vienetinis normalés vektorius.
Suraskime tasko A atstuma d nuo duotosios plokstumos:

d = |BA| = |BA - iiy| = |(OA — OB) - ty| = |OA - ity — OB - i|;

Oj4~ﬁ0 = T, Ccos & + Yo cos [ + 2o cos 7, Oﬁ.ﬁo =p.

Vadinasi, tagko A(xo; yo; 20) atstumas d nuo plokstumos x cos a+ycos 5+ zcosy —p =0

yra lygus:
d = |zgcosa + ygcos B+ zycosy — pl. (4.16)

Kampas tarp dviejy plokstumuy.

Apibreézimas. Tarkime, a1z + b1y + c1z2 4+ dy = 0ir asx + boy + coz + dy = 0 — dvi
plokstumos. Kampu tarp Siy plokstumy vadiname kampa tarp jy normaliy.

Kadangi plok$tumy normalés yra ny = (a1;b1;¢1) ir ng = (ag;ba; ¢2), tai kampo tarp
dviejy plokstumy kosinusas yra:

a1a2 + blbg + C1Co
Vi + R+ a3+ 03+

cos p = (4.17)

Lygiagretumo ir statmenumo sglygos. Dvi plokStumos yra lygiagrecios tik tuomet, kai
jy normalés kolinearios, t.y. kai a; = Aag,by = Aba,c1 = Mg, A # 0; dvi plok§tumos
statmenos tik tuomet, kai jy normalés statmenos, t.y. kai ayas + b1bs + c1co = 0.

Tiesé erdvéje. N

Tiese erdvéje galima nusakyti jvairiai: dviem susikertanc¢iomis
plokstumomis; vektoriumi, kuris lygiagretus su tiese, ir kuriuo nors
tiesés tasku; dviem erdveés taSkais, per kuriuos eina tiesé. Visi Sie
budai naudingi sprendziant analizinés geometrijos uzdavinius.

Tarkime, kad Zinomas tiesés taskas A(zo;yo; 20) ir duotas tiesés
krypties vektorius § = (I, m,n) (vektorius, lygiagretus su tiese). I§
Siy duomeny sudarykime tieses lygti.

Tegu M (z;y; z) yra bet kuris tiesés tagkas. Tuomet vektorius 25 pav.

AM = (x — x0;y — Yo; 2 — 20) kolinearus su tiesés krypties vektoriumi § = (I, m,n), t.y.
AM = )\s, X # 0 arba
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T —x9= Al,
Y — Yo = Am, (4.18)
Z— 29 = An.

IS ¢ia gauname parametrines tiesés lygtis:

r=1x9+ A,
Yy = yo+ Im, (4.19)
Z = 2zy+ An.

I$ (4.18) lygybiy eliminave parametra A, gausime tiesés erdvéje kanonines lygtis

T—Zo Y—Y ~Z—%

{ m n

(4.20)

Sios lygtys — tai dviejy lygéiy sistema, kurios kiekviena lygtis gaunama sulyginus du (4.20)
lygybiy narius.

Kaip ir tiesei plok§tumoje, tieseés erdvéje lygtis rasysime (4.20) pavidalu net ir tuomet,
kai krypties vektoriaus viena arba dvi koordinatés lygios nuliui. Pavyzdziui, jeigu
[#0, m=0, n#0 (tiesé statmena Oy asiai), tai tiesé uzrasyta lygtimi

56—550:?/—90:2—20
) 0 n

pagal (4.18) reiskia lygéiy sistema

{y_y0207
$—l$0:m.

Jeigu [ = 0, m =0, n # 0 (tiesé statmena Ox ir Oy asims, t.y. yra lygiagreti su Oz
aSimi), tai jos kanonines lygtis rasysime taip:

T—To Y —Y _ =2 %0

o 0  n
Sios lygtys is tikryjuy reiskia, kad
z—x9 =0,
Y —Yo = 07
z=t,1€e€R.

Atkreipkime démesj, kad ta pati tiesé (4.20) lygtimis uzraSoma nevienareikSmiskai:
vietoje tasko A(xo;yo;20) gali buti jragytas bet kuris kitas tiesés taskas, vietoje tieseés
krypties vektoriaus (I, m,n) gali buti bet kuris jam kolinearus vektorius.

Kai duoti du tiesés taskai A(x1;y1;21) ir B(xe;yo; 22), tai vektoriy AB galime laikyti
tiesés krypties vektoriumi, o viena i§ tasky, pavyzdziui, A(z1;y1;21)— duotuoju tasku.
Tuomet gauname tokias tieses, einancios per du taskus, lygtis:

rT—Z1  Y—UY Z— 21

= . (4.21)
Tog — 1 Y2 — U1 22 — 21
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Tiese erdveje taip pat galima nusakyti ir dviem plokStumomis, einanciomis per S§ig
tiese. Kai tiesé erdvéje uzrasyta dviem susikertanciomis plok§tumomis (normaliy vektoriai
ne kolinearus)

o+ by +ciz+dp =0,

asx + boy + coz + dy = 0,
tai, noréedami suzinoti jos krypties vektoriy, turime parasSyti Sios tiesés kanonines lygtis.
Kaip i8 tiesés, uzrasytos dviem plokstumomis, gauti jos kanonines lygtis? Panagrinékime
pavyzdj.

4.1 pavyzdys. Uzrasykime tiesés

{x—|—2y—3z

Il
—

v — 4y + 2z = 2

kanonines lygtis.

Sprendimas. Pirmiau tiese uzrasykime dviem plokStumomis, kuriy viena lygiagreti
su viena i§ koordinaciy aSiy, o kita — lygiagreti su kuria nors kita koordinaciy aSimi.
Padaugine pirma lygtj i$ skai¢iaus A ir sudéje su antraja, gausime plokStuma

Mr+2y—32)+3x —4dy+ 2= X+ 2,
einancia per duotaja tiese arba, sutrauke panasius narius, turésime:
A+3)r+ A =4y + (=3A+1)z=A+2.

Si plokstuma vadinama plokstumuy pluosto, einancio per tiese, lygtimi, nes ji reiskia bet
kurig plokstuma (isskyrus pirmaja = 4+ 2y — 3z = 1), einancig per tiese. Su A = —3
gausime plokstumag —10y 4+ 10z = —1 lygiagre¢iag Oz asiai. Su A = 2 gausime plokStuma
bx — bz = 4, lygiagrecig Oy aSiai. Siu lygciy sistema

— 10y + 10z = -1,
5% — bz = 4

reiSkia ta pacia tiese, taciau iS Sios sistemos patogiau surasti kanonines tiesés lygtis. IS
kiekvienos lygties iSreikskime kintamajj z:

10y — 1 or — 4
A Z = .
10 7 D
Taigi
Sr—4 10y —1 r—0,8 y—0,1 z-0
= = 7z & = — .
) 10 1 1 1

Is tiesiy kanoniniy lygcéiy nesunku nustatyti kuomet tiesés lygiagrecios — turi buti
kolinearus tiesiy kryp¢iy vektoriai.

Kampas tarp tiesiy.

Kampu tarp tiesiy vadinamas kampas tarp jy krypciy vektoriy.

Vadinasi, kampo tarp tiesiy &8 = L4 — 2221 jp 2222 — Y22 —
) I my ny l2 mao

222 kosinusas yra:
n2

Lils +mymg + ning

VB+mi+nd \JB+mind

cos p = (4.22)
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Tiesés yra statmenos tik tuomet, kai jy krypciy vektoriai statmeni, t.y. kai
lllg + mimeo + Nine = 0.

Tiesés yra lygiagrecios tik tuomet, kai jy krypciy vektoriai kolinearus, t.y. kai
ll = )\lg, my = )\mQ, ny = )\TLQ, A 7& 0.

Dvi tiesés, jei jos néra lygiagrecios, gali priklausyti vienai plokStumai (tuomet jos
susikirs) arba gali buti prasilenkiancios.

Pritaikius vektoriy miSriosios sandaugos savybes, nesunku jrodyti, kad: tiesés prik-
lauso tai paciar plokstumas tik tuomet, kai tiesiy krypciy vektoriy ir vektoriaus, jungiancio
bet kury vienos tiesés taskq ir kitos tiesés taskq, misriogi sandauga lygi nulius.

Kampas tarp tiesés ir plokStumos.

Kampas tarp tiesés ir plokstumos yra smailusis kampas tarp tiesés ir jos projekcijos
plokstumoje.

Raskime kampg ¢ tarp tiesés =5 = % = 220 ir plok§tumos ax + by + cz +d = 0.
Plokstumos normalé su tiesés krypties vektorluml sudaro kampg 5 — ¢. Todeél

la +mb + nc
VE+m2+n2 Va2 +02+ 2

cos(g — ) =sinp = (4.23)

4.6. Uzdaviniai.

1. Parasykite lygtj plokstumos, einancios per taska M (2;1; —1) ir statmenos vektoriui
n = (1;-2;3).

Ats. z —2y+ 3243 =0.

2. Paragykite lygti plokstumos, einan¢ios per taska M;(3; —1;2) ir statmenos vektoriui
MlMQ, kai M2(4, —2, —1)

Ats. x —y—32+2=0.

3. Parasykite lygtj plokStumos, einan¢ios per tris taskus M;(3; —1;2), My(4;—1;—1)
ir M3(2;0;2).

Ats. 3z +3y+2—-8=0.

4. Kokj dvisienj kampa sudaro plokstumos z —yv2+2—1=0ir 2 +yv2—2+3 = 0?

Ats. .

5. Parasykite lygt] plokStumos, kuri eina per koordinaciy pradzia statmenai plokstu-
moms 2x —y+3z—1=0irz+ 2y + 2z =0.

Ats. Tx —y — 52 = 0.

6. Irodykite, kad plokstumos v —2y+2—7=0,2z+y—2+2=0irx—3y+22—11 =0
kertasi viename tasSke ir raskite §j taska.

Ats. (1;-2;2).

7. Apskai¢iuokite tasko P(—1;1; —2) atstuma nuo plok§tumos, einancios per taskus
My(1;=1;1), My(—2;1;3) ir M3(4; —5;—2).

Ats. 4.

8. Apskaiciuokite atstuma tarp plokstumy x —2y —22z—12=0irz—2y—22—6 = 0.

Ats. 2.

9. Dvi kubo sienos priklauso plok§tumoms 22 —2y+2—1=01ir 20 — 2y + 2+ 5 = 0.
Apskaiciuokite sio kubo turj.

Ats. 8.

10. Plokstuma eina per koordinaciy asj Oz ir taska F'(3;2; —5). Paragykite lygtj tiesés,
kuria kertasi §i plokstuma su plokstuma 3z —y — 72 4+ 9 = 0.

3r—y—724+9=0,
Ats. { 5y + 22 = 0.
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11. Ar Sios tiesés yra lygiagrecios?

r+2 y—-1_ =z
3 -2 U
r+y—z=0,
r—1y—>dz=2_8.

Ats. Taip.
12. Parasykite tieses
T —2y+ 3z =4,
3r+2y—>Hz=4

kanonines lygtis.

Ats.
r—2 y+1 =z

2 7 4
13. Apskai¢iuokite tasko M (2; —1;3) atstuma nuo tiesés

r+1 y+2 =z-1
3 4 5

Ats. 0,3v/38.
14. Apskaic¢iuokite atstuma tarp lygiagreciy tiesiy:

r—2 y+1 243

3 0 4 7
r—1 y—-1 =z+1
30 4

Ats. 2v/2.
15. Parasykite lygtj plokS§tumos, einancios per taska M (1; —1; —1) ir statmenos tiesei

r+3 y—-1 z+2

2 -3 4
Ats. 22 — 3y +42—1=0.
16. Su kuria m reikSme tiesé

r+1 y—2 2z+3
3 m —2

lygiagreti plokstumai 2x + 4y — 32 + 5 = 07
Ats. —3.
4.7. Antros eilés kreives.
Apibrézimas. Antros eilés kreive vadinama kreive, kuri uzrasoma lygtimi

az? + 2bxy + cy? + 2dx + 2ey + f = 0, (4.24)

kai bent vienas i§ koeficienty a, b, ¢ yra nelygus nuliui.
Pastaba. Kartais antros eilés kreives koeficientams zyméti patogiau naudoti ta pacia
raide su dviem indeksais, pavyzdziui, a;;. Tuomet antros eilés kreive uzraSysime lygtimi

ana® + 2a127y + agy® + 2a137 + 2a3y + azz = 0, (4.25)
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kurioje bent vienas i§ koeficienty ai1, aja, ase yra nelygus nuliui.
Puikus tokios kreivés pavyzdys yra apskritimo su centru taske (zo; yo) ir spinduliu r lygtis:

(x = 20)” + (y — y0)* = 1. (4.26)

Kairéje lygties puséje atlike veiksmus, galétume rasti koeficienty a, b, ¢, d, e, f iSraiskas.
Jei (4.24) lygtyje a = ¢, b = 0 ir d* + €* > af, tai tokia lygtis reiskia apskritimq.
[rodykime tai.
Nagrinékime lygtj

ar® + ay® + 2dx +2ey+ f =0 (a#0). (4.27)
Lygti padalykime i§ a ir uzragykime (4.26) pavidalu:
f

a

d\’ eN? d*+e2—af
a a a

Matome, jog tai apskritimo su centru (—g; —£) ir spinduliu r = p lygtis.

Kai d? + e® = af, tai §i lygtis reiskia vienintelj taska (—%; —<), o kai d* + €? < af, tai
lygties netenkina joks plokstumos taskas.

Kokias kreives dar gali reiksti (4.24) lygtis? Isitikinsime, kad &ia lygtimi uzrasomos:
elipsé (apskritimas yra atskiras elipsés atvejis), hiperbolé, parabolé. Kai kuriais atve-
jais, kaip matéme, (4.24) lygtis gali turéti tik vieng sprendinj — taska, gali visai neturéti
sprendiniy. Be to, (4.24) lygtis gali reiksti ir tiesiy pora. Panagrinékime §j atvejj iSsamiau.

Lygtis (4.24) reiks dvi tieses tik tuomet, kai jos kairioji pusé bus dviejy pirmojo laipsnio
trinariy sandauga, t. y.

d
x2+y2+25x+22y+ 0 (a#0),

az’® 4 2bxy + cy? + 2dx + 2ey + f = (a1x + by + ¢1)(asw + boy + ¢3). (4.28)

[8siaiskinsime kokias salygas turi tenkinti (4.24) lygties koeficientai, kad galioty (4.28)
skaidinys. Tuo tikslu perrasykime (4.24) lygtj kvadratinés lygties pavidalu ir iSspreskime
ja kintamojo ax atzvilgiu:

ar? +2(by + d)x + cy® + 2ey + f = 0;

ax = —(by + d) £ /(by + d)* — a(cy? + 2ey + f) = (4.29)
—(by +d) £ \/(b2 —ac)y? + 2(bd — ae)y + d* — af.

Kad (4.24) lygties kairiaja puse buty galima igskaidyti dviem tiesiniais dauginamaisiais,
(4.29) formulés posaknio reiskinys turi buti kvadratas; todél pastarojo kvadratinio trinario
(y atzvilgiu) diskriminantas turi buti lygus nuliui:

(bd — ae)? — (b* — ac)(d®* —af) =0 =
acf + 2bde — cd* — ae* — b*f =0 =
a b d
A=|b c e |=0.
d e f
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Taigi (4.24) lygtis reiskia dvi tieses tik tuomet, kai determinantas A, sudarytas is
lygties koeficienty lygus nuliui.

Invariantai.

Turint konkrecia antros eilés kreivés (4.24) lygtj i$ karto nustatyti kokia tai kreivé —
nelengva. Taciau tinkamai parinkus koordinaciy sistema, kreives lygciai galima suteikti
pavidalg, i$ kurio kreive atpazjstama.

Nagrinésime koordinaciy sistemos dviejy tipy transformacijas — lygiagrety postumj ir
posukj. PavyzdZiui, jeigu apskritimo lygtyje (z—x0)*+(y—yo)? = 7 paZymésime z—x¢ =
2, y—yo =y, tai apskritimo lygtis tampa 2/ + ¢/ = 72. Siuo pazymeéjimu i§ tikryjy
nuo koordinaciy sistemos Oy peréjome prie kitos lygiagreciai pastumtos koordinaciy
sistemos ©'Oy’. Formulés © — 9 = 2/, y — yo = vy’ yra koordinaciy sistemos keitimo
formulés. Kaip matome, Sitoks koordinaciy sistemos keitimas nepakeicia kreivés formos,
o tik supaprastina jos lygtj.

Pasirodo, kad atliekant minétas transformacijas nesikei¢ia ne tik kreives forma, bet ir
kai kurios skaitinés antros eilés kreives charakteristikos. Dydziai, kurie nekinta lygiagreciai
pastumus ir pasukus koordinaciy sistema, vadinami invariantais. Antros eilés kreiviy
invariantai yra

A =

, 0= , S=a+c (4.30)

b

Q
o0 o
S~ 0O

Koordinacdiy sistemos lygiagretus postumis.

Tarkime, plokstumoje pasirinktos dvi koordinaciy sistemos zOy ("senoji") ir 2/O"y/
("naujoji"), kuriy aSys yra atitinkamai lygiagrecios, o naujosios sistemos koordinaciy
pradzia nusakyta vektoriumi OO’ = (z¢;y,). Kitaip tariant, norédami i§ senosios sis-
temos gauti naujaja, turime atlikti senosios koordinaciy sistemos lygiagrety postumj
vektoriumi OO’ = (z0;y,) (26 pav.). Tuomet, jeigu plokstumos taskas M senojoje
koordinaciy sistemoje turi koordinates M (z;y), tai naujojoje sistemoje jo koordinatés
bus M(z2";y'), 2/ =x—x0, ¥ =y — yo (nes O'M = OM — Ob’). Vadinasi, transfor-
mavus koordinaciy sistema lygiagreciu postumiu, plokstumos tasky koordinaciy senojoje
ir naujojoje sistemose sarysiai nusakomi formulémis

x =12+ xg,
4.31
{ y =1y +yo. (431)
Aiy y
y v M
(0) x' X'
X
0 x o7
26 pav.
Trasykime j (4.24) lygti z = 2’ + zo, ¥ = ¥ + Yo:

azx' + 202’y + cy? + 2(axg + byo + d)x’ + 2(bxo + cyo + €)y'+ (4.32)

[+ axd + 2bxoyo + cy? + 2dzy + 2eyo = 0.

62



IS karto matome, kad atlikus lygiagretyji postumj, kreives lygties kvadratiniy nariy
koeficientai liko tie patys. Taigi dydziai § ir S yra invariantai lygiagretaus postumio
atzvilgiu.

Irodysime, kad determinantas A taip pat yra invariantas lygiagretaus postumio atzvil-
giu.

Sudarykime Sios lygties koeficienty atitinkama determinanta

a b axg+ byo + d
A =1|b c bxro + cyo + e
axg+byo +d bro+cyo+e f+axk+20xoyo + cyi + 2dxg + 2eyo

ir apskaiciuokime jj pasinaudoje determinanto savybémis: i§ paskutiniosios eilutes atimkime
pirmaja, padauginta i x, ir antraja, padauginta is yo. Gausime:

a b ax0+by0+d
AN =|b ¢ brg+cy +e
d e dro+eyy+ f

Dabar i$ paskutiniojo stulpelio atimkime pirmajj, padauginta i$ xo, ir antrajj, padauginta
is 70. Gausime, kad A’ = A - jrodyta.

Koordinacéiy sistemos posukis.

Dabar koordinaéiy sistema zOy pasukime kampu « prie§ laikrodzio rodykle (27 pav.
posukio kampas pazymeétas lankeliu) — turésime sistema 2'Oy’. Irodysime, kad atliekant
koordinaciy sistemos posukj, "senosios" tasko M koordinatés (z;y) susietos su "naujo-
siomis" (2';y') formulémis:

x =2 cosa —y sina,
{ y =a'sina + y cosa. (4.33)

Koordmacu; asu; Oz ir Oy vienetinius vektorius pazymékime atitinkamai iir j, asiy
Oz ir Oy’ — i ir j'. Tuomet naujojoje koordinaciy sistemoje

OM = (2'5y)) = i+ (4.34)
Apskaitiuokime 7/ = jcosa+jsina, j = ZCOS(Oz—I— 7) +fsin(oz+ 7)) = —isina+J cos o
ir jraSykime Sias iSraiSkas j (4.34) formule. Gausime, jog

OM =2V +y'j/ = 2/ (icosa + jsina) + y/(—isina + j cos o) =
= ;(xl cosa — ¥y sina) + j(a:' sina + ¢ cos ).

(4.35)

Paskutinioji vektoriaus OM israigka yra koordinadiy sistemoje 2Oy, taigi (4.33) formulés
teisingos.

Irodykime, kad dydziai (4.30) yra antros eilés kreivés invariantai koordinaciy sistemos
posukio atzvilgiu. Tuo tikslu transformacijos (4.33) iSraiskas jrasykime j (4.24) lygtj.
Gausime lygtj

"2 4 2y + P 4+ 2dx + 2y + f =0, (4.36)
kurioje
a' = acos® a + csin? o + 2bsin a cos a,
¢ = asin® a + ccos® a — 2bsin accos o,

V' = —(a — ¢)sinacosa + b(cos? a — sin® ), (4.37)
d = dcosa + esina, '

¢/ = —dsina + ecos a,

f'=1r.
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Sudéje Sios lygybiy sistemos pirmaja ir antraja lygybes, i§ karto gauname, kad a+c =
a' 4+, ty. dydis S = a + ¢ yra invariantas posukio atzvilgiu.

Dar jrodykime, kad 6 = ‘ Z

damiesi trigonometrijos formulémis

posukio atzvilgiu yra invariantas. Tuo tikslu naudo-

1+cos2a . 4 1 —cos2a . sin 2av
——, sina= sin o cos o =

, _, . cos2a = cos? a —sin? a,
2 2

COS2 o =

pertvarkykime (4.37) sistemos pirmasias tris lygybes. Gausime:

a/ = %€ + 95C cos 2o + bsin 2,

¢ = %€ — =€ cos 2a — bsin 2a, (4.38)

V= — %5 sin 2a + b cos 2a.

IS pirmosios lygybeés atimkime antraja:
a' —c = (a— c)cos2a + 2bsin 2. (4.39)
Pastarosios lygybeés kvadrato ir dvigubos treciosios lygybés i§ (4.38) kvadrato suma yra:
(=) +40% = (a—c)* +4b* = (' + ) —4(dd —b?) = (a +c)* — 4(ac — b*).

Kadangi a +c = a' + ¢, tai a'd — V? = ac — b%, t.y. dydis § = ac — b? yra invariantas.
Uzduotis. Nustatykite kokia forma jgis lygtis

52% — 6y + 5y° = 8

pasukus koordinaciy sistema kampu % prie§ laikrodzio rodykle. (Ats. 2/ + 4y = 4).
[§vardinsime antros eilés kreives, kurias gali reiksti (4.24) lygtis, ir uZraSysime 8iy
kreiviy paprasciausias (kanonines) lygtis.
Elipsé. Flipse vadinama kreivé, sudaryta i§ plokStumos tasky, kuriy atstumy nuo
dviejy pasirintyjy tasky Fy, Fs, (vadinamy Zidiniais) suma yra pastovi (tegu ji lygi 2a).
Jei atstuma tarp 7zidiniy paZymeésime 2c, b?> = a? — 2, o staciakampés koordinaciy
sistemos pradzios tasku O paimsime atkarpos FjF3, jungiancios zidinius, vidurio taska,
Oz a8 nukreipsime vektoriaus FoF} kryptimi (28 pav.), tai tokios elipsés lygtis yra

22 P
2 + = 1. (4.40)
Si lygtis vadinama elipsés kanonine lygtimi.
Jeigu a = b, tai elipsé yra apskritimas su spinduliu » = a = b, o jo lygtis

vadinama apskritimo kanonine lygtima.

SkaiCius € = ¢ vadinamas elipsés ekscentricitetu. Si charakteristika apibudina elipsés
iStempimo laipsnj. Apskritimo ekscentricitetas € = 0, nes ¢ = 0.

I§veskime elipsés kanonine lygti. Tegu M(x;y) — bet kuris elipsés taskas. Pagal

apibrézima \FﬁV[! + ]F;]\/[\ = 2a. JraSe vektoriy ilgiy iSraiskas, gausime lygtj

\/(x—c)2+y2—|—\/(x+c)2+y2:2a,
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kuri ir yra elipsés lygtis. Taciau suprastinkime ja — perkelkime antraja Saknj j deSinigja
lygties puse, pakelkime abi lygties puses kvadratu ir padalykime ja i§ 4. Gausime lygtj

ar/(x 4 ¢)? + 42 = a® + cx,

kurig vél pakéle kvadratu ir pertvarke turésime (a? — ¢?)z? + a®y? = a*(a® — ¢?), o jvede
zymenj b*> = a® — ¢? ir lygtj padalije i a?b?, gausime kanonine elipsés lygtj. Skaicius 2a
vadinamas elipsés didziosios asies ilgiu, 2b — elipsés mazosios asies ilgiu. Tuomet a yra
didZioji pusasSé, o b — mazoji pusase.

4y 4y
I N(-p/2;y) -

, P M(x;y) b /\(1 (xy)
e A 4 ;
— a X ECc0f 0 [Eco) 7 N| O\ F(p/2;0)

28 pav. 29 pav. 30 pav.

Hiperboleé. Hiperbole vadinama kreivé, sudaryta is plokstumos tasky, kuriy atstumy
nuo dviejuy pasirintyjy tasky Fy, Fy, (vadinamy Zidiniais) skirtumas yra pastovus (tegu
jis lygus 2a).

Jei atstumg tarp Zidiniy paZymésime 2c, b> = ¢® — a2, o staciakampés koordinaciy
sistemos pradzios tasku O paimsime atkarpos FiF5, jungiancios zidinius, vidurio taska,
Oz agj iSvesime vektoriaus FF kryptimi (29 pav.), tai tokios hiperbolés lygtis yra

22 2
- Z—Q ~ 1. (4.41)
Si lygtis vadinama hiperbolés kanonine lygtimi.

Hiperbolés kanonine lygti gausime apskai¢iave minétus atstumus ir atlike analogiskus
pertvarkymus, kaip ir elipsés aveju.

UzZduotis. Isveskite hiperbolés kanonine lygtj.

Skaicius € = ¢ vadinamas hiperbolés ekscentricitetu (e > 1).

Tiesés y = g:c iry = —gx vadinamos hiperbolés asimptotémis. Asimptotés yra tiesés,
prie kuriy neribotai artéja hiperbolés taskai, kai kintamasis x neribotai didinamas (j +o00
arba j —o0).

Parabolé. Parabole vadinama kreive, sudaryta i§ plokStumos tasky, kuriy atstumas
nuo pasirintojo tasko F' (vadinamo Zidiniu) ir atstumas nuo pasirinktosios tiesés (vadi-
namos direktrise) yra lygus.

Tegu p yra zidinio atstumas nuo direktrisés. Atkarpos F'N vidurio taska (kuriame yra
parabolés virsuné) laikykime koordinaciy sistemos pradzios tasku, Oz a§j sutapatinkime
su vektoriumi N—I>7 (30 pav.). Tuomet gausime parabolés lygtj

y? = 2px, (4.42)

vadinamag kanonine parabolés lygtimi.
Jos iSvedimas taip pat nesudétingas — uztenka apskaic¢iuoti minétus atstumus, juos
sulyginti ir gautaja lygt] pervarkyti:

= T p2 5 p2 9
|FM| = |MN| = T-5 +y° = x+§ = y° = 2px.

65



Antros eilés kreivés atpaZinimas. Kai kreivé uzrasyta (4.24) lygtimi, tai ji gali
reikSti bet kurig i§ minéty antros eilés kreiviy, ir ne tik — kaip matéme, ji kartais gali
netureéti sprendiniy, gali turéti tik viena, jos sprendiniais gali buti tiesiy pora. Atpazinti
visus Siuos atvejus padeda invariantai, kurie nekinta kei¢iant koordinaciy sistema (lygia-
grefiai perkeliant ir pasukant) — parinkus koordinaciy sistema taip, kad kreivés lygtis
igyty kanoninj pavidala, i§ kurio kreivé jau atpazijstama lengvai.

Pateiksime antros eilés kreiviy atpazinimo kriterijus:

kai 0 >0, A#0, A-S <0 — elipsé;

kai 0 >0, A#0, A-S >0 - sprendiniy néra;

kai 6 > 0, A =0 — taskas;

kai 6 < 0, A # 0 — hiperbolé;

kai 6 < 0, A =0 — tiesiy pora;

kai 0 =0, A # 0 — parabolé;

kai d =0, A =0, d*> —af > 0 — tiesiy pora;

kai d =0, A =0, d> —af < 0 — sprendiniy néra.

4.8. Uzdaviniai.

1. Apskritimo centras C(1;—1), o tieseé bx — 12y + 9 = 0 yra jo liestiné. Kokia
apskritimo lygtis?

Ats. (z =12+ (y+1)? =4.

2. Paragykite lygtj apskritimo, kurio spindulys R = /5, o lietimosi su tiese
r — 2y — 1 =0 taskas yra M (3;1).

Ats. (z—4)?*+(y+1)2=5, (z —2)>+ (y — 3)* =5.

3. Parasykite lygtis apskritimy, einanciy per taska O(0;0) ir lie¢ian¢iy dvi susiker-
tancias tieses x +2y —9=01ir 2o —y +2 = 0.

Ats. (z =22+ (y—1)? =5, (z — 2)* + (y+ &)? = 22

4. Parasykite lygtis apskritimy, einanc¢iy per taska A(1;0) ir lie¢ianciy tieses
20+y+2=0ir2z+y—18=0.

Ats. (z—5)%+ (y+2)2 =20, (z — 2)? + (y — 2)? = 20.

5. Parasykite elipsés lygtj, jei jos didZioji pusasé lygi 13, o Zidiniai F3(—10;0),
F5(14;0).

Ats. (x1—652))2 + % =1.

6. ParaSykite hiperbolés lygti, jei atstumas tarp jos virsuniy lygus 24, o zidiniai yra
F1(—10;2), Fy(16;2).

Ats. % — % =1.

7. Paragykite parabolés lygti, jei jos zidinys yra F'(—7;0), o direktrisé - tiesé x—7 = 0.

Ats. y? = —28z2.

8. Paragykite parabolés lygti, jei jos zidinys yra F(2;—1), o direktrisé - tiesé
r—y—1=0.

Ats. 2?2 +2zy +y* — 62+ 2y +9 = 0.
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5

Algebrines strukturos

5.1. Pusgrupé, grupé, ziedas, kunas.

Tarkime, kad aibéje A apibréztas veiksmas — algebriné operacija *. Jeigu a * b yra
aibés A elementas su kiekviena elementy a € A, b € A pora, tai sakoma, kad aibé yra
uZdara $10s operacijos atZvilgiu.

Algebriné operacija * vadinama asociatyvia, jeigu su visais aibés elementais a, b, ¢
galioja lygybé

(axb)xc=ax(bxc).

Algebriné operacija * vadinama komutatyvia, jeigu su visais aibés elementais a, b
galioja lygybé
axb=">bxa.

Pusgrupé.

Apibrézimas. Jeigu aibé yra uzdara operacijos * atzvilgiu ir §i operacija yra asocia-
tyvi, tai tokia aibé vadinama pusgrupe (Sios operacijos atzvilgiu).

Jei pusgrupés operacija vadinama sudétimi (Zymima +), tai sakoma, kad pusgrupé
adiciné. Analogiskai jeigu operacija vadinama daugyba (Zymima -), tai pusgrupé — mul-
tiplikacine.

Pavyzdziui, sveikyjy nelyginiy skaic¢iy aibé yra multiplikaciné pusgrupé. Sveikyjy
neigiamy skaiciy aibé yra adiciné pusgrupé. Sveikieji lyginiai skai¢iai, taip pat ir naturalieji
skaiciai, sudaro ir multiplikacine, ir adicine pusgrupe. Pirminiy skaic¢iy aibé néra nei mul-
tiplikaciné, nei adicineé pusgrupe.

Grupé.

Apibrézimas. Jeigu:

e aibé A yra pusgrupé operacijos * atzvilgiu;

e aibei A priklauso neutralusis elementas e toks, kad su bet kuriuo a € A

exa=axe=a,

1

e aibei A priklauso bet kurio jos elemento simetrinis elementas a™", su kuriuo teisinga

lygybé

tai aibé A vadinama grupe (8ios operacijos atzvilgiu).
Grupé vadinama multiplikacine grupe, kai joje apibrézta algebriné operacija — daugyba,
ir adicine grupe - jeigu apibréztoji operacija yra sudétis.
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Grupé vadinama Abelio, arba komutatyvigja grupe, jeigu jos algebriné operacija * yra
komutatyvi.

Paprastai algebroje sudétis yra komutatyvi operacija, todél adiciné grupé visuomet
yra Abelio grupé.

Atkreipkime démesj, kad multiplikacinés grupés neutralusis elementas e vadinamas
vienetiniu elementu arba tiesiog vienetu, o kiekvieno elemento simetrinis - §io elemento
atvirkstiniu elementu. Kai grupé adicine, tai neutralusis yra nulinis elementas arba tiesiog
nulis, o elemento simetrinis - priesingas elementas.

Grupiy pavyzdzias.

Sveikyjy skaiciy aibé Z yra adiciné grupe.

Racionaliyjy skai¢iy aibé ) yra adiciné grupé.

Aibé @\ {0} yra multiplikaciné Abelio grupe.

Teigiamy racionaliyjy skai¢iy aibé - multiplikaciné Abelio grupé.

Teigiamy realiyjy skaiciy aibé - multiplikaciné Abelio grupé.

n-ojo laipsnio keitiniy aibé S,, - multiplikaciné grupé.

n-os eilés kvadratiniy matricy su realiaisiais elementais, kuriy determinantas nely-
gus nuliui, aibé - multiplikaciné grupe.

8. Trimaciy vektoriy aibé {(a;b;¢) : a,b,c € R} yra adiciné grupeé.

9. Likiniy klasiy mod m aibé yra adiciné grupé. Likiniy klasémis mod m vadiname
sveikyjy skaiciy, turinciy vienodas liekanas dalijant i§ m, aibes

NOOU W=

{mk},{mk+ 1}, {mk+2},....{mk+m—1}, ke Z.

Ziedas.

Kai kuriose grupése galima apibrézti antraja algebrine operacija. Pavyzdziui, sveikyjy
skaiciy aibéje yra apibréztos ir sudétis, ir daugyba. Taip pat yra ir n-os eilés kvadratiniy
matricy su realiaisiais elementais aibéje.

Apibrézimas. Aibé A vadinama Ziedu, jeigu joje yra apibréztos dvi operacijos
(sudétis ir daugyba) ir aibé A yra:

e uzdara sudéties ir daugybos operacijy atzvilgiu;

e adiciné grupe;

e pusgrupé daugybos atzvilgiu;

e be to, aibés A elementy daugyba yra distributyvi sudéties atzvilgiu, t. y. su bet
kuriais trimis aibés A elementais a, b, ¢ galioja lygybés

a-(b+c)=a-b+a-c, (b+c)-a=b-a+c-a.

Zied@, kuriame daugyba komutatyvi, vadiname komutatyviu Ziedu.

Ziedy pavyzdZiai.

1. Sveikyjy skai¢iy aibé Z yra komutatyvus ziedas, turintis vienetinj elementg.

2. Sveikyjy lyginiy skai¢iy aibé yra komutatyvus ziedas.

3. n-os eilés kvadratiniy matricy su realiaisiais elementais aibé — Ziedas, turintis
vienetinj elementg.

4. Teigiamy racionaliyjy skai¢iy aibé — komutatyvus ziedas, turintis vienetinj elementa.

5. Aibé {a + bV/5, a,b € Z} — komutatyvus Ziedas, turintis vienetinj elementa.

Kunas.

Apibrézimas. Aibé A vadinama kunu, jeigu joje yra apibréztos dvi operacijos (sudétis
ir daugyba) ir:
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e aibé A yra ziedas;

e aibé A\ {0} yra Abelio grupé daugybos atzvilgiu.
Kuny pavyzdZiai.

1. Racionaliyjy skai¢iy aibé () yra kunas.

2. Realiyjy skaiciy aibé R — kunas.

3. Kvadratiniy matricy ( 2 > , kai a,b € Z, aibé — kunas.

a
2b

4. Aibé {a +bV/5, a,b € Q} — kunas.

5. Likiniy klasiy mod p (p — pirminis skai¢ius) aibé yra kunas.

5.2. Kompleksiniai skaiciai.

Apibrézimas. Kompleksiniais skaiciais vadinami reiskiniai a+bi, a,b € R, i* = —1,
su kuriais atliekami sudéties ir daugybos veiksmai, apibréziami kaip ir su jprastiniais
algebriniais reiskiniais.

Kompleksinisi skai¢iai 21 = a; + byi ir 29 = ag + bot vadinami lygiais, jeigu a; = ay ir
by = bs.

Kompleksiniy skai¢iy z; = ay + byi ir 25 = as + bot suma vadinamas skaicius 21 + 25 =
(a1 + az) + (by + by)i.

Kompleksiniy skaic¢iy z; = a; + byt ir 29 = ag + byt sandauga vadinamas skaicius
z1-22=(al-ag—bl-bg)—i—(al-bg+a2~b1)z’.

Skai¢ius a vadinamas kompleksinio skaic¢iaus z = a + bi realigja dalimi (Zymima Rez),
o bi - menamaja dalimi (Zymima I'mz).

Atimtis ir dalyba su kompleksiniais skaic¢iais yra iSvestiniai sudéties ir daugybos veiks-
mai: kompleksiniy skaic¢iy z; = ay + b1t ir 29 = as + byt skirtumu vadinamas skaicius s,
tenkinantis lygybe s + 2o = 21. Taigi 21 — 20 = (a1 — a2) + (b1 — b)i.

Panasiai kompleksiniy skaiciy dalmeniu Z- vadiname skaiciy d, su kuriuo galioja lygybé
d - z9 = z;. Toks kompleksinis skaic¢ius yra:

i . a1a9 + blbg b1a2 — a1b2 .
2 a3+ b3 a% + b3

Kompleksinio skaic¢iaus uzrasas z = a + bi vadinamas algebrine kompleksinio skai¢iaus
forma.

Atliekant veiksmus su kompleksiniais skai¢iais algebrine forma svarbu zinoti, kad 2 =
—1, ¥ = —i,i* = 1.

Nesunku jsitikinti, kad kompleksiniy skaiciy aibé yra kunas. Kompleksiniy skaiciy
kuno nulinis elementas yra z =040 -7 = 0, o vienetinis - z =14+0-7 = 1.

Skaiciui z = a + bt jungtiniu skai¢iumi vadiname zZ = a — bi.

Skai¢iaus z = a + bi moduliu vadiname skaiciy |z| = Ay
Va?+ b2, (a;b)
Kiekvieng kompleksinj skai¢iy z = a + bi galima pavaizduoti Izl
plokstumoje tasku su koordinatémis (a;b) ir atvirksciai — x
kiekvienas plok§tumos taskas (a; b) reiSkia kompleksinj skaic¢iy 0
z = a+bi (31 pav.). Taigi realieji skai¢iai vaizduojami realiyjy 31 pav.
skaiciy tieséje, o kompleksiniai skaiciai — kompleksinéje ploks-
tumoje. Tuomet atkarpos, jungiancios koordinaciy pradzios
taska su tasku (a;b), ilgis yra kompleksinio skai¢iaus modulis r = |z|.
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Kompleksinio skai¢iaus trigonometriné israiska.

Apibrézimas. Kompleksinio skai¢iaus z = a + bi iSraiska z = |z|(cosp + isin )
vadinama trigonometrine israiska.

Cia ¢ yra kampas (brézinyje pazymétas lankeliu), kuris vadinamas kompleksinio skai-
¢laus z argumentu ir Zymimas arg z. Atkreipkime démesj, kad kompleksinio skai¢iaus
argumentas néra nusakytas vienareikSmiskai, t. y. to paties skai¢iaus argumentu galime
laikyti bet kurj kampa i§ aibés {arg z &+ 27k}.

Bet kuris kompleksinis skaic¢ius gali buti uzrasytas tiek algebrine, tiek trigonometrine
israiska. Pavyzdziui, skai¢iaus z = 1 — 4 modulis yra r = |z| = /12 + (=1)2 = /2.

Argumentas randamas kompleksinj skaic¢iy uzraSius z = ﬂ(? — gz) ir suradus kampa

72, singp = — Y2 Toks kampas yra 2w — § = sy

2 4
Taigi ¢ = ¢ ir ieSkomoji trigonometriné israiska yra z = V/2(cos ™ 4 isin IT).

Panagrinékime kompleksiniy skaiciy, uzrasyty trigonometrine israiska, daugybos, daly-
bos, kélimo laipsniu bei n-0jo laipsnio Saknies traukimo veiksmus.

Tarkime, z; = 11 (cosp; + isin ) ir 2z = ro(cospy + isin ps). Tuomet

v, su kuriuo galioja lygybés cos p =

2129 = T1712(C0SP1c08Py — SiN 1 Sin o + i(Sin P1cosPs + cospPy Sinpy)) =

= r172(cos(p1 + @2) + isin(pr + @2)). (5.1)
Panasiai galime jsitikinti, kad

el —1(008(%01 — ¢2) +isin(p1 — p2)), 22 #0.

Z9 T9
Keldami kompleksinj skai¢iy z = |z|(cosyp + isin¢) n-uoju laipsniu, galime pritaikyti
(5.1) formule. Gausime:
2" = |z|"(cosnp + isinny) (5.2)

Naturaliojo laipsnio n Saknimi (arba tiesiog n-ojo laipsnio Saknimi) i§ kompleksinio
skai¢iaus z vadinamas skai¢ius w, su kuriuo w" = z.

5.1 teorema. n-0jo laipsnio Saknis {/z i§ nenulinio kompleksinio skaifiaus z =
r(cos ¢ + isin ) turi n skirtingy reik§miy.

ok ok
wk:%(cosu—l—isinu), k=0,1,...n—1. (5.3)
n n

Irodymas. Pirmiausia matome — bet kurj i§ skai¢iy wy, pagal (5.2) formule pakéle n-
uoju laipsniu, gausime skaic¢iy z. Lieka jrodyti, kad kity sakny negu wy, k£ =0,1,...n—1,
néra ir kad visos jos yra skirtingos.

Tarkime, w = R(cos¢ + ising) ir w" = z, t. y. (R(COSl/J + isin ¢)>n =

r(cos p+isin ). Pritaike Sios lygties kairiajai pusei (5.2) formule ir sulygine abiejy lygties
pusiy realigsias ir menamasias dalis, gauname lygciy sistema

{ R" cosny = rcos g, (5.4)

R"sinny = rsin .

Pakéle abi lygtis kvadratu (abiejy lyg¢iy kairiasias ir desiniasias puses) ir sudéje, gausime
lygt]
R*" ( cos® ny + sin® mp) =r? ( cos® ¢ + sin? ),
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i§ kurios R = /.
[rage sia R reiksme j (5.4) lygéiy sistema, turésime

cos Ny = cos g,
sin niy = sin .

Pirmosios lygties abi puses padaugine i$ cos ¢, o antrosios — i§ sin ¢, ir sudéje, gauname:
cosnipcosp +sinnysing =1 < cos(ny — @) =1 np —p =2k, keZ.

IS ¢ia ok
p=2TE peg
n

Taigi kiekvienas lygties w™ = z sprendinys uzrasomas (5.3) formule.
Irodysime, kad visos reikSmés wy, k =0,1,...,n—1, yra skirtingos. Tarkime priesin-
gai, — yra tokie ¢ ir j (tegu ¢ > j), jog w; = wj, t. y.

+2mi . p+2m +2m5 . @p+27j
W(COSM—FZSHIM)_C/F(COSM—FZSIHM).
n n n

n

Padaline i§ {/r ir sulygine realigsias ir menamasias dalis, gauname

cos L2 — cog £E2M
n n

gin €27 _ gip £275
n n
Pirmaja lygybe padaugine i$ cos %2”, o antraja — i$ sin %2’”, ir sudéje, gauname

2 27 j 2 27 j
GP LM (P | pem L e em)

co 1,

n n n n

t. y.
<90—|—2m' g0+27rj>
COoS — =1.
n n
I cia or (i i (i i .
cos T0=) 2 00) o heze T g res

n n n
Vadinasi, skaicius ¢—j dalijasii§ n. Taciau 0 <i<nir0 < j <n, taigiir0 <i1—j < n.
Gavome priestara. Taigi prielaida, kad w; = w;, neteisinga. Vadinasi, w; # w;.
Teorema jrodyta.
n-ojo laipsnio Saknies reik§miy geometriné interpretacija.
Saknies Uz, z # 0, reiksmeés, uzrasytos (5.3) formule, vaizduojamos taisyklingojo dau-

giakampio, kuris jbréztas j apskritima su centru taske (0;0) ir spinduliu {/|z|, virSunémis.
Pavyzdys. Apskai¢iuokime +/1 — i ir pavaizduokime Sias reikSmes kompleksinéje
plokstumoje.
SkaiCiaus 1 — ¢ trigonometrine iSraiSka jau buvome uzrase auksciau. Taigi turime
apskaiciuoti \E/ﬂ(cos %’r + 7 sin %”)
Pagal (5.3) formule

' = 4 2nk o+ 2k
o = %(COSTHM“), k=0,1,2,3,4. (5.5)
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I 8ig formule paeiliui jrase iSvardintasias k£ reikSmes, gausime:

T Tm .. I
Wy = ﬂ(cosﬁ—l—zsm%),

w3y = 1\0/§(cos (71 + 67T) + 7sin (71 + 67T)>,

Wy = 1\O/§<cos (77(; + 8;) -+ 2 8in (;7(; + 8;))

Sie kompleksiniai skai¢iai vaizduojami taisyklingojo penkiakampio virsunémis (32 pav.).
Virsunés wy spindulio kampas su Oz aSimi yra o = ;—g = 63° (32 pav. pazymétas vienu
lankeliu), o kampai tarp gretimy virSuniy spinduliy yra po [ = %” = 72° (toks kampas
pazymeétas dviem lankeliais).

Atskiro démesio nusipelno n-ojo laipsnio Saknys i§ vieneto /1. Pagal (5.3) formule
turésime tokias vieneto Sakny iSraiSkas:

€k:cos@+isin@, k=0,1,...n—1, (5.6)
n n
n-ojo laipsnio vieneto Saknys kompleksinéje plokStumoje vaizduojamos taisyklingojo n-
kampio, jbrézto j vienetinj apskritima su centru koordinaciy pradzioje, virsunémis.
n-0jo laipsnio vieneto Sakny aibé turi svarbia savybe — ji yra multiplikaciné grupé su
tokia daugybos taisykle:

Ektl, kKal k+1 < n,
Er €1 = .
Ektl-n, Kal k+1> n.

Kompleksiniai skaiciai placiai taikomi jvairiose mokslo Sakose, tiek matematikos —
pavyzdziui, diferencialinése lygtyse, funkcijy teorijoje, skaiciy teorijoje, tiek ir kitose,
pavyzdziui, fizikoje.

UZdaviniai. 20 Y bV | (1 iyE

1. Apskaicinokite: 1) (1+)2; 2) (H23)7 3) (1 — ¥3=1)" 4) S o)

Ats. 1) 2'2(1 +14); 2) 2°(1 —iv/3); 3) (2 — V/3)'%; 4) —64.

2. Apskaic¢iuokite ir pavaizduokite kompleksinéje plokitumoje: 1) v/1; 2) /i
3) /—64; 4) v/2T; 5) /2 + 2i.

3. Isreikskite funkcijomis cosz ir sinx: 1) cosbz; 2) sin 6z.

Ats. 1) cos®z — 10cos® zsin®z + 5cosxsin® ; 2) 6cos® zsinx — 20 cos® zsin® x +
6 cos z sin® z.

4. Funkcijas 1) cos® z; 2) sin z i3reikikite kartotiniy kampy sinusais ir kosinusais.

Ats. 1) s=(cos bz + 5cos 3z + 10 cos x); 2) £(cosda — 4 cos 2z + 3).

5. Apskaiciuokite (1 4 cos o + isina)”.

" cos™ & no iy na
Ats. 2" cos” §(cos 5 4 isin ).
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6

Vektoriy erdves

6.1. Tiesiné erdvé ir poerdvis.

Apibrézimas. Sakykime, aibéje V' apibrézta bet kuriy jos dviejy elementy suma ir jos
elementy daugyba i§ realiojo skaiciaus (arba kompleksinio skai¢iaus). Aibé V' vadinama
tiesine erdve, jeigu

a) jai priklauso bet kuriy elementy u ir v suma u + v (uzdara sudéties atzvilgiu) bei
kiekvieno elemento u ir bet kurio realiojo skai¢iaus « sandauga « - u (uzdara daugybos i$
skai¢iaus atzvilgiu);

b) jai priklauso nulinis elementas 0, t.y. toks, kad

u+0=u, kai ueV;

¢) kiekvienam elementui u egzistuoja jai priklausantis prieSingasis elementas —u, t.y.
toks, kad
u+ (—u) =0, kai ueV;

d) jos elementy sudétis ir daugyba i§ realiojo (kompleksinio) skai¢iaus turi tokias sa-
vybes:

1. u+v=v+u, kai u,v € V;

2. (u+v)+w=u+(v+w),kaiu,v,weV;

3. a-(u+v)=a-u+a-v, kaiu,v eV, a€ R (o€ C, C— kompleksiniy skaiciy
kunas);

4. (a+p) - u=a-u+p-u,kaiueV, o,f€R (o, €C);

5. (a-f)-u=a-(f-u),kaiuveV, a,feR (apfeclC);

6. 1-u=u,kaiuelV.

Pastaba. Cia pateiktame tiesinés erdveés apibrézime erdves elementai dauginami i$
realiojo arba i§ kompleksinio skai¢iaus. Apskritai vietoje iy skaic¢iy kuny gali bet kuris
kunas (vadinamas skaliary kunu) — svarbu, kad buty apibrézta erdvés elementy ir §io
skaliary kuno elementy (skaliary) sandauga.

Daznai tiesinés erdvés elementai vadinami wvektoriais, o pati erdvé — wvektoriy erdve.
Tiesiné erdve vadinama realigja tiesine erdve, kai jos skaliary kunas yra realiyjy skaiciy
kunas, ir — kompleksine tiesine erdve, jeigu jos skaliary kunas — kompleksiniy skaiciy
kunas.

Pavyzdziui, vienarusiy (vienody matmeny) matricy su realiaisiais elementais aibé yra
realioji tiesiné erdve. IS tikryjy bet kurias dvi vienaruSes matricas galima sudéti, o
kiekvieng matrica — padauginti i§ bet kurio realiojo skaiciaus. Siy veiksmy rezultatas yra
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tokiy pat matmeny matrica. Nesunku jrodyti (naudojantis matricy veiksmy savybémis),
kad galioja ir kiti tiesinés erdves apibrézimo reikalavimai.

Realiaja tiesine erdve sudaro n-maciai vektoriai * = (z1;x2;...;x,), — tokie vektoriai
yra vienaru$és (matmeny 1 X n) matricos su realiaisiais elementais. Siuos vektorius ga-
lima uZzrasyti ir stulpeliais (x1;29;...;2,)7 (matmeny n X 1 matricos). Tiesiné n-madciy
vektoriy erdveé zZymima R" ir vadinama aritmetine vektoriy erdve. Ji ypatingai svarbi,
nes daugelio tiesiniy erdviy V' elementams galima vienareikSmiskai priskirti erdves R"
elementus — vaizdus — "iSlaikant" vektoriy sudétj ir daugyba i3 realiojo skai¢iaus (t. y.
sudédami vektoriy v € V ir v € V vaizdus, gausime vektoriaus v + v vaizda; taip pat ir
daugybos i realiojo skaiciaus atzvilgiu — vektoriaus « - u vaizdas yra vektoriaus u vaizdo
ir skai¢iaus « sandauga). Tokia erdviy atitiktis vadinama izomorfizmu.

Vieno kintamojo tolydziy intervale (a;b) funkcijy aibé taip pat uzdara sudéties ir
daugybos i$ realiojo skaiciaus atzvilgiu. Bet kuriy tolydziy intervale (a;b) funkcijy suma
yra tolydi intervale (a;b) funkcija. Tolydzia intervale (a;b) funkcija padauginus i§ bet
kurio realiojo skai¢iaus, gaunama tolydi intervale (a;b) funkcija. Galioja ir kiti tiesinés
erdves reikalavimai - todel §i aibé yra realioji tiesiné erdve.

Pati realiyjy skaiciy aibé R yra uzdara sudéties ir daugybos is realiojo skaic¢iaus atzvil-
giu, ji taip pat turi ir kitas tiesinés erdvés savybes — taigi yra tiesiné erdve.

Paprasciausias tiesinés erdveés pavyzdys yra aibé, sudaryta is vieno elemento — nulio,
t. y. {0}.

Taciau nei naturaliyjy skaic¢iy aibé N, nei sveikyjy skaic¢iy aibé Z, nei racionaliyjy
skai¢iy aibé ) néra tiesinés erdveés. Kiekviena iS 8iy trijy aibiy yra uzdara sudéties atzvil-
giu, bet néra uzdara daugybos i realiojo skaiciaus atzvilgiu.

Apibrézimas. Jeigu aibé V yra tiesiné erdveé, o kuris nors netuscias jos poaibis V'
(V' # V) tenkina visas tiesinés erdvés apibrézimo salygas, tai jis vadinamas poerdviu.

Pavyzdziui, aibé {0} yra tiesinés erdvés V poerdvis, kai V' # {0}. Norint nustatyti,
ar poaibis V' yra tiesinés erdvés V poerdvis, pakanka patikrinti tik dvi tiesinés erdveés
apibrézimo salygas — uzdaruma sudéties atzvilgiu ir uzdaruma daugybos is realiojo skai-
Ciaus atzvilgiu. Kitos salygos tenkinamos, nes poaibio V' elementai yra ir erdves V
elementai.

Pateiksime Sio teiginio taikymo pavyzdj.

6.1 pavyzdys. Irodykime, kad aibée R? = IIE]1 ) © X1 € R} yra tiesinés erdves
R? = {( il > . 11 €ER, 15 € R} poerdvis.
2

Pirmiausia pastebime, kad R? C R?, R”? # R? ir R, # {0}. Isitikiname, kad aibé R’
yra uzdara sudéties ir daugybos is realiojo skaiciaus atzvilgiu:

/ !
1) jeiu = ( a(:)l ) irv= ( :%1 ) yra bet kurie aibés R vektoriai, tai jy suma u + v

/ 1!
T+ Ty

irgi priklauso aibei R?, nes u +v = 0

) ir o) +2f € R;

2) jeiu = ( xol ) yra bet kuris aibés R elementas, o r — realusis skai¢ius, tai sandauga

/
7“‘.%1

0
Taigi aibé R yra tiesinés erdvés R? poerdvis.

r - u irgi priklauso aibei R, nes r-u = ( ) ir r-2] €R.

74



6.2. Vektoriy tiesinis priklausomumas.

Kad buty paprasciau formuluoti apibrézimus ir teiginius, Siame skyrelyje laikykime,
kad V yra realioji tiesiné erdve. Zinoma, bendruoju atveju, kaip sakéme, galéty buti bet
kuris skaliary kunas.

Vektoriy sistema vadinsime bet kurj netuscig tiesinés erdveés vektoriy rinkinj. Jeigu is
vektoriy sistemos pasirinksime kai kuriuos vektorius, tai pastarajj vektoriy rinkinj vadin-
sime posistemiu.

Apibrézimas. Erdvés V vektoriy sistema uy, us, . . . , u,, vadinama tiesiskai nepriklau-
soma, jeigu lygybeé

crug + oty + ... + Cpllyy, = 0; (6.1)

(¢ia o yra tiesinés erdvés V nulinis elementas) galioja tik su skaliarais ¢; = ¢3 = -+ =
Cm = 0.

Jeigu (6.1) lygybé tenkinama su kuriais nors skaliarais ¢y, ca, ..., ¢y, 8 kuriy bent
vienas yra nelygus nuliui, tai vektoriy sistema uy, us, ..., u,, vadinama tiesiskai priklau-
soma.

Savybes.

v'Jei vektoriy sistema yra sudaryta i§ vieno vektoriaus, tai pagal apibrézima Sitokia
sistema yra tiesiskai nepriklausoma tik tuomet, kai tas vektorius néra nulinis.

v Vektoriy sistema, kurioje bent vienas nulinis vektorius, yra tiesiskai priklausoma.

Irodymas. Si savybé irgi iSplaukia tiesiogiai i§ apibrézimo: tokiai sistemai sudare (6.1)
lygybe, prie nulinio vektoriaus galétume raSyti bet kurj nenulinj skaliara.

v’ Jeigu vektoriy sistemos kuris nors posistemis yra tiesiskai priklausomas, tai ir vektoriy
sistema yra tiesiskai priklausoma.

Jrodymas. Tarkime, vektoriy sistemos uq,usg, ..., u,, pirmyjy k vektoriy posistemis
Uy, Uz, - . ., Uk, k < m yra tiesiskai priklausomas. Tuomet lygybeé ciui+cous+. . .4crur = o
galioja su bent vienu nelygiu nuliui skaliaru. Papilde $ig lygybe nuliniais démenimis,
sudarytais i likusiy sistemos vektoriy ir nulio sandaugy, gausime, kad vektoriy sistema
tenkina (6.1) lygybe su skaliarais, i§ kuriy bent vienas nelygus nuliui.

Apibreézimas. Vektorius ciu; + cous + ... + cpug, ¢; € R, w; € V, 1+ =1,2,... k,
vadinamas vektoriy uq, us, . .., ux tiesiniu dariniu.

v'Vektoriy sistema, kurioje ne maziau kaip 2 vektoriai, yra tiesiSkai priklausoma tik
tuomet, kai bent vienas i§ vektoriy yra kity tiesinis darinys.

Jrodymas. Tarkime, vektoriy sistema wq, ug, ..., u,,, m > 2 yra tiesiskai priklausoma.
Tuomet galioja lygybé ciu; 4+ cous + . . . 4+ Cny, = 0 su bent vienu is skaliary cq,co, ..., ¢
nelygiu nuliui. Tegu tai ¢; # 0. Taciau tuomet i§ lygybeés galime iSreiksti vektoriy wuq:

Co Cm

U = ——U2 — ... — —Up.
C1 C1

Ir atvirksciai, jeigu, pavyzdziui, u; yra kity vektoriy tiesinis darinys, t. y.
UL = CU2 + ...+ CpUpm,

tai desiniosios pusés démenis perkéle j kairiaja puse, gausime (6.1) lygybe su nelygiu nuliui

skaliaru ¢; # 0. Taigi vektoriy sistema wuy, us, . .., U, yra tiesiskai priklausoma.
6.2 pavyzdys. Nustatykime, ar trimaciy vektoriy
1 2 1
Uy = 0 , Uz = 1 , U3z = 1
1 1 0
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sistema yra tiesiSkai priklausoma.
Sprendimas. Remdamiesi apibrézimu, sprendziame tiesine vektorine lygtj

C1-UL + Co Uy + 3 U3 = 0O, (6.2)
t.y.
1 2 1 0
Ct - 0 + cy - 1 +c3 - 1 = 0
1 1 0 0

Taigi turime iSspresti tiesiniy lygciy sistema

cp + 202 + c3 = 0,
Co + 3 = 0,
c1 + Co = 0.

Pritaike Gauso metoda gausime, kad §ios lyg¢iy sistemos sprendiniy aibé yra {(t; —t;t), t €
R}. Kai t = 1, turime nenulinj sprendinj (1; —1;1). Kadangi lygtis (6.2) turi nenulinj
sprendinj, taigi pagal apibrézimg vektoriy sistema {us;us; uz} yra tiesiskai priklausoma.

6.3 pavyzdys. Istirkime vektoriy sistemos S = {uy;us;us} tiesinj priklausomuma,
kai

2 -3 1
Uy = 3 , Ug = 0 , Uz = —4
-1 2 3

Sprendimas. Spreskime tiesiniy lygéiy sistema

2c0 — 3¢ + 3 =
301 — 403
—Cc1 + 202 -+ 303 —

|
coo

atitinkancia tiesine vektorine lygtj
C1 UL+ Coy U+ C3 - U3 = 0.

Si sistema turi vienintelj — nulinj sprendinj (0;0;0), todél vektoriy sistema S yra tiesiskai
nepriklausoma.

6.3. Vektoriy sistemos rangas.

Vektoriy sistema (kai ji sudaryta ne vien tik i§ nuliniy vektoriy) gali buti tiesiskai
priklausoma, tac¢iau imdami jvairius jos positemius, aptiksime, kad kai kurie i§ jy yra
tiesiSkai nepriklausomi.

Apibrézimas. Vektoriy us,us,. .., u, (tarp kuriy yra bent vienas nenulinis vekto-
rius), sistemos rangu vadinamas didZiausio Sios sistemos tiesiskai nepriklausomo posis-
temio vektoriy skai¢ius. Nuliniy vektoriy sistemos rangu laikomas skaic¢ius nulis.

Jeigu vektoriy sistemos uy, us, . . ., u,, rangas yra r, tai rasysime r(ui, g, ..., Upy) = .

6.4 pavyzdys. Suraskime vektoriy u; = (1;1;1), us = (2;1;3), uzs = (0;1;—1),
uy = (2;2;2) sistemos ranga.

Sprendimas. Vektoriy uy, us, us, uy sistema yra tiesiskai priklausoma, nes 0 - u; — ug —
us + ug = o. Vadinasi, sistemos rangas yra mazesnis negu 4.
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Tai gal yra tiesiskai nepriklausomy vektoriy posistemis, sudarytas i§ 3 vektoriy? Turime
ieskoti tiesiSkai nepriklausomy vektoriy posistemio tarp Siy:

{U1, U, u3}7 {U’17 Usg, ’U,4}7 {Ul, us, u4}7 {UQ, us, U4}.

Nesunku nustatyti, kad visi Sie posistemiai yra tiesiskai priklausomi, nes galioja tokios
lygybeés: 2uy —us —usz = 0, 2u1 +0 - ug —ug = 0, 2u1 + 0 - ug — ug = 0, Us + Uz — Ug = 0.
Taigi sistemos rangas yra mazesnis uz 3.

[eskome tiesiSkai nepriklausomy posistemiy, sudaryty is dviejy vektoriy. I§ karto
matome, kad posistemis {u;,uy} yra tiesiSkai priklausomas. Posistemis {uj,us} yra
tiesiskai nepriklausomas, nes lygybé ciu; + cous = o galioja tik su ¢; = co = 0. Taigi
r(uq, ug, us, ug) = 2.

Is pavyzdzio matome, kad surasti vektoriy sistemos ranga naudojantis tik apibrézimu
néra lengva. Ar yra "geresniy" rango apskai¢iavimo budy? — Taip. Norédami tai iSsiais-
kinti, turime panagrinéti kai kurias vektoriy sistemy, posistemiy, jy rango savybes.

1. Jei vektoriy sistemos wuq, us, ..., Uy, ..., U, rangas lygus r, o jos posistemis uy, us,
..., u, yra tiesiskai nepriklausomas, tai kiekviena vektoriy w;, ¢« = 1,2,...,m, galima
uzrasyti to posistemio vektoriy tiesiniu dariniu.

Irodymas. Jeigu vektorius u; yra vienas i§ posistemio vektoriy, tai teiginys aiskus:
uZ:Oul—F—l—Ouz_l—i—lul—}-Oqu—i—Oum

Jeigu r < 1 < m, tai nagrinékime posistemj uy, uso, ..., u,, u;. Jis — tiesiSkai priklau-
somas, todel yra tokie skaiciai cy,co,...,c.,c;, 1§ kuriy bent vienas nelygus nuliui, jog
CL U +C U+ ...4+C U F+ ¢ -Uu = o. éioje lygybéje butent ¢; # 0 ir tuomet is jos
iSreiksime vektoriy u;. IS tikryjy, jeigu ¢; buty nulis, tuomet ne nulis turéty buti bent
vienas i§ likusiy skaiciy cq, ¢, ..., c,.. Tac¢iau tuomet vektoriy sistema uq, ug, ..., u, buty
tiesiSkai priklausoma, kas prieStarauja savybés salygai, kad posistemis uq, us, ..., u, yra
tiesiSkai nepriklausomas.

2. Jei vektoriy sistemos uy, us, . . . u,, rangas yra r ir vienas Sios sistemos vektorius yra
kity vektoriy tiesinis darinys, tai jj iSbraukus gaunama tokio pat rango vektoriy sistema.

Jrodymas. Tarkime, kad vektorius u,, yra kity vektoriy tiesinis darinys, t. y. u, =
1 UL+ ...+ Cpeq U1 = ;71:_11 cjuj. Irodydami Sig savybe, nagrinékime tris atvejus:
r=0,r=1r>1.

Kai r = 0, tai vektoriy sistema sudaryta tik iS nuliniy vektoriy. ISbraukus viena
vektoriy, irgi liks vien tik nuliniai vektoriai — taigi nulinio rango vektoriy sistema.

Jeigu r = 1, tai vektoriy sistemoje yra bent vienas nenulinis vektorius ir jis yra vienas
i§ vektoriy wuq, ug, ..., uUpn_1. (Jeigu jie visi buty nuliniai vektoriai, tai toks turéty buti ir
Um, tac¢iau tuomet sistemos rangas buty nulis.) Vadinasi, isbrauke vektoriy u,,, gausime
sistema, kurios rangas yra 1.

Tegu r > 1ir S = {u;,, us,, ..., u; + yra tiesiskai nepriklausomy vektoriy posistemis.
Tarkime, kad 7(uq,us, ..., Uy_1) = r — 1. Tuomet tarp vektoriy wuy,us, ..., u,_1 nebus
bent vieno sistemos S vektoriaus. Tegu toks vektorius yra w;,. Vadinasi, u;, = u,,. Pagal
pirmaja savybe kiekvienas is vektoriy uy, us, . . ., U, 1 iSreiSkiamas tiesiskai nepriklausomuy
vektoriy u,, . .., u;, tiesiniu dariniu: w; = Y755 bjpu,,, j = 1,2,...m — 1. Tuomet

m—1 r r m—1
Um = > ;Y bjgui, = > (D ¢jbjr)ug,.
=1 k=2 k=2 j=1
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Gavome, kad vektorius u,, = u;, yra vektoriy u;,, ..., u;, tiesinis darinys, taciau tai pries-
tarauja faktui, kad S = {u;,, us,, ..., u;, } yra tiesiskai nepriklausomas posistemis. Vadi-
nasi, prielaida, kad r(uy, ug, ..., uyn_1) = 7 — 1 neteisinga.

ISvada. Papildzius vektoriy sistema vektoriumi, kuris yra sistemos vektoriy tiesinis
darinys, vektoriy sistemos rangas nepasikeis.

3. Jeigu sistemoje uq,us, . ..U, vietoje kurio nors vektoriaus w; jrasysime vektoriy
cu;, ¢ — skaliaras, ¢ # 0, tai vektoriy sistemos rangas nepasikeis.

Irodymas. Tarkime, u; = uy. Tegu r(uy,us,...u,) = r. PapildZius §ia vektoriy
sistemg vektoriumi v = cuy, rangas nepasikeis: (v, uq, Uz, ... Upy) = (U, U, .. Up)-
Taciau u; = %v, todél (v, uy, ug, ... uUpy) = r(v,us, ... Uy). Taigi r(ui,us, ... Uy) =
(v, U, .o Up).

4. Vektoriy sistemoje viena vektoriy pakeitus vektoriumi, kuris yra Sio vektoriaus ir
kito, padauginto is bet kurio skaliaro, suma, sistemos rangas nepasikeis.

Irodymas. Tegu v = uy + cug. Tuomet r(v,uy, us, ... Uy) = (U1, us, ... Uy). Taciau
Uy = v — cug ir todél r(v,uy, us, ... uy) = (v, us, ... Uy,). Vadinasi, r(v,ug,...uy) =
(U, Ugy . Upy,)-

Vektoriy sistemos pertvarkiai, apibrézti 3 ir 4 savybémis, vadinami elementariaisiais
pertvarkiais. Sie pertvarkiai, kaip matéme, nekeic¢ia vektoriy sistemos rango.

6.4. Matricos rangas.

Apibreézimas. Matricos

a1 A12 Q1n
A— Q21 Q22 A2p,
Am1  Am2 Amn

rangu, kurj Zymeésime r(A), vadinamas jos eilu¢iy vektoriy sistemos rangas.

Aisku, kad nulinés matricos rangas lygus nuliui. Nenulinés matricos bent viena eiluté
yra nenulinis vektorius, todél tokios matricos rangas r(A) > 0.

Matricos rango ir vektoriy sistemos rango savokos, kaip matome, praktiskai vienodos.
Norédami surasti matricos rangg, galime apskaiciuoti jos eiluciy vektoriy sistemos rangg,
ir atvirksciai — ieSkodami eiluciy vektoriy rango, galime ieSkoti matricos rango. Pasirodo,
kad patogiau yra surasti matricos ranga.

6.1 teorema (Matricos rango teorema). Matricos rangas yra lygus jos auks¢iau-
sios eilés nelygaus nuliui minoro eilei.

Jrodymas. Teoremos teiginys teisingas nulinei matricai — jos rangas nulis. Nuliu galima
laikyti ir auksc¢iausio nenulinio minoro eile, nes nulinés matricos visi elementai — nuliai.

Tegu A — nenuliné matrica, o jos auksc¢iausio, nelygaus nuliui, minoro M eilé yra r
(visi aukStesneés eilés minorai lygus nuliui). Nesiaurindami bendrumo, laikykime, kad $is
minoras M # 0 yra kairiajame vir§utiniame matricos A kampe. Jeigu toks nelygus nuliui
minoras buty kitur, tai sukeisdami atitinkamus stulpelius vietomis, o po to — atitinkamas
eilutes vietomis, jj galétume "atvaryti" j kairjjj virSutinj kampa. Tokia matricos stulpeliy
ir eiluciy transformacija matricos rango nekeicia:
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A= Qr1 T Ay Qrr41 e Qrp,
ar+171 e ar—l—l,r ar+1,r+1 e ar+1,n
Am1 e Ay Qm,r+1 e Qmn

Irodysime, kad matricos A pirmuyjy r eilu¢iy vektoriy (juos zymeékime wuy,uo, ... u,)
sistema yra tiesiSkai nepriklausoma. Tarkime prieSingai — vienas i$ Siy vektoriy, sakykime
uy, yra kity tiesinis darinys, t. y. wy = > ;_o ckug; Cia ¢ — skaliarai. Taciau tuomet
minoras M turéty buti lygus nuliui — gautume priestaravima teoremos salygai. Vadinasi,
vektoriy uy, us, . .. u, sistema yra tiesiskai nepriklausoma.

Jeigu A yra r X n matrica, tai jos rangas lygus r, — ir teorema jrodyta.

Jeigu r < m, tai dar turime jrodyti, kad kiekviena kita matricos A eiluté yra pirmuyjy
r eiluciy tiesinis darinys.

Sudarykime (r 4 1)-osios eilés determinantg

ail Ay A1k
Do | e =41 m. k=1.2 n
]k; s j g e ooy 9 P AR :
Ap1 Apry  Qpk
aj1 Ajr  Qjk

Jis visuomet lygus nuliui: jeigu k& > r, tai D, yra (r+1)-os eilés minoras; jeigu 1 < k <,
tai Sis determinantas turi du vienodus stulpelius. ISskleiskime determinanta D;, pagal
paskutinjjj stulpel;j:

alkAlk + ...+ arkArk + CijM = 0.

Kadangi M # 0, tai i§ Sios lygybeés

A Ak
a/jk = —ﬁalk — ... arkﬁa@k.
Sioje formuléje imdami & = 1,2,...,n, gausime, kad matricos A j-oji eiluté (kuri gali
buti bet kuri i§ eilu¢iy su numeriais r + 1,7+ 2,...,m) yra yra pirmyjy r eilu¢iy tiesinis

darinys. Vadinasi, matricos A rangas lygus 7.

Teorema jrodyta.

Pastaba. Minoras D;;, vadinamas minoro M apreépianciuoju minoru. [rodinéjant teo-
rema pakako nagrinéti tik aprépianciuosius minorus. Todél matricos rango skai¢iavimo
taisyklé galéty buti tokia: jeigu matricos rangas ne nulis, tai ieSkome nelygaus nuliui pir-
mos eilés minoro; surade tokj, ieSkome nelygaus nuliui aprépianciojo antros eilés minoro;
jeigu tokio minoro nerasime, tai rangas lygus 1; surade antros eilés nelygy nuliui minora,
ieSkome aprépianciojo §j trecios eilés minoro ir t.t.; taip nagrinédami tik aprépianciuosius
minorus, aptiksime auksc¢iausios eilés nelygy nuliui minorg — $io minoro eilé ir yra matricos
rangas.

Matricos rango teoremos 1 iSvada. Matricos A rangas lygus jos transponuotosios
matricos AT rangui.

Jrodymas. 18 tikryjy, kadangi matricos ir jos transponuotosios matricos determinantai
lygus, tai abiejy Siy matricy rangai lygus.
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Matricos rango teoremos 2 iSvada. Matricos rangas lygus jos stulpeliy vektoriy
rangui.

Jrodymas. Kadangi 7(A) = r(AT) ir matricos AT eilu¢iy elementai sutampa su
atitinkamais matricos A stulpeliy elementais, tai matricos AT eiluciy sistemos rangas
lygus matricos A stulpeliy sistemos rangui.

Vektoriy erdvés bazé ir dimensija.

Apibrézimas. Vektoriy erdvés baze vadinama tos erdvés tiesiSkai nepriklausomy
vektoriy sistema e = ey, es,...,e,, kurios vektoriy tiesiniu dariniu galima isreiksti bet
kurj erdves vektoriy u, t. y.

U=T1-€ +Tg €+ ...+ Ty ep; (6.3)
¢ia x1,x9,...,xr, — skaliarai. Tuomet vektoriy erdve vadinama n-mate vektoriy erdve,
skai¢ius n — erdves dimensija, o skaliarai xy, o, ..., x, — vektoriaus u koordinatemas.

Nesunku jsitikinti, kad vektoriaus iSraiska (6.3) pasirinktosios bazés baziniais vektoriais
— vienareik§miSka. Taigi ir kiekvienas erdvés vektorius vienareikSmiSkai uzrasomas jo ko-
ordinatémis (z1, T, . .., ,) §ioje bazéje. Vadinasi, galime laikyti, kad v = (21, x2, ..., x,).
Stai kodél n-maté aritmetiné erdvé tokia svarbi. Ji — lyg ir bet kurios vektoriy erdvés
veidrodis.

Atkreipkime démesj, kad baziy vektoriy erdvéje gali buti ir daugiau. To paties vekto-
riaus koordinatés kitoje bazéje, zinoma, bus kitokios.

6.2 teorema. Bet kuri n-matés vektoriy erdvés V), tiesiskai nepriklausomy n vektoriy
sistema yra erdvés baze.

Jrodymas. Tarkime, vektoriai

by = (a117a12>-"aa1n)7
by = (a217a227"'aa2n)7
bn - (anlaan27-"7ann)7

uzraSyti savo koordinatémis kurioje nors bazéje, yra tiesiskai nepriklausomi. Jie sudarys
erdvés baze, jeigu kiekvieng erdvés vektoriy u = (x1, 2o, ..., x,) iSreiks§ime Siy vektoriy
tiesiniu dariniu. Taigi turime jrodyti, kad yra toks skaliary rinkinys ci,ca,...,c,, jog
galioja lygybe

u=-cy-by+cy-by+...4+¢, b, (6.4)

Uzrase Sig lygybe koordinatémis, gausime tiesiniy lygciy sistema

C1G11 + CoG91 + ... + CrQp = X1,
C1012 1+ C202o + . .. + Cplpy = Ta, (6.5)

C1Q1p + CoQopn + ... + CrQpp = Ty,

kurioje ¢y, co, ..., c, — nezinomieji. Sios sistemos koeficienty matricos determinantas yra
nelygus nuliui — todél ji turi vienintel] sprendinj.

Pasiaiskinkime, kodél minétasis determinantas nelygus nuliui. Jeigu jis buty nulis,
tuomet matricos

a1 Qa2 ... Qi
a921 A29 ... QAgp

)
Ap1 Ap2 ... QGpp
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kaip ir sistemos koeficienty matricos, rangas buty mazesnis negu n (i$ matricos rango

teoremos). Taigi gautume, kad vektoriy sistema {by,bo,...,b,} tiesiskai priklausoma —
priestara teoremos salygai. Teorema jrodyta.
6.5 pavyzdys. n-madiai vektoriai z = (x1;x2;...;2,), kai x1,29,...,2, € R, sudaro

tiesine erdve, kurios dimensija yra n, taigi si erdvé yra n-maté vektoriy erdve.
Is tikryjy vektoriy sistema

yra tiesiSkai nepriklausoma ir jos vektoriy tiesiniu dariniu yra iSreiSkiamas bet kuris Sios
erdves vektorius u = (z1;x2;...;xy,):

U=T1 € +To €+ ...+ Ty e€,.
6.6 pavyzdys. Nustatykime, ar vektoriai u; = (2;1;-3), us = (3;2;-5), ug =

(1; —1; 1), isreiksti koordinatémis kurioje nors bazéje, sudaro erdvés R® baze.
Sprendimas. Kadangi determinantas

2 1 =3
3 2 =5
1 -1 1

nelygus nuliui (1), tai 8ios vektoriy sistemos rangas yra 3 — jie tiesiSkai nepriklausomi ir
todeél sudaro erdvés baze.
6.5. Homogeninés tiesiniy lygciy sistemos sprendiniy poerdvio bazé.
Nagrinékime homogenine tiesiniy lygciy sistema su n nezinomuyjy:

anry + apry + ... + apr, = 0,
a911 + Q22Ty + -+ + AopTn, = 0, (6 6)
Am1T1 + GmaZTs + -0 Qpp®y, = 0.

Si lygciy sistema visuomet turi sprendiniy — bent jau nulinj.

Irodysime, kad (6.6) sistemos sprendiniy aibé yra tiesiné erdvé — tiksliau, erdvés R"
tiesinis poerdvis.

Kad buty patogiau, (6.6) sistemos koeficienty stulpeliy vektorius pazymékime

ai;
aj=| , 17=1,2,...n.
A
Tuomet (6.6) homogenine tiesiniy lygéiy sistema galima uzrasyti vektorine lygtimi
a1 71 + asxs + ...+ apx, = 0. (6.7)

Sios lygties, taigi ir (6.6) lygéiy sistemos sprendinys, yra vektorius (1, zs, ..., x,), tenki-
nantis (6.7) lygtj.
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Jei © = (x1,x9,...,x,) yra (6.7) sprendinys, tai ir vektorius cx = (cxy, cxa, ..., cxy)
(¢ — skaliaras) yra §ios lygties sprendinys.

Jeia' = (2, aby, ... 2))ir 2" = («f, 2, ... ") yra du (6.7) sprendiniai, tai ir ju suma
o+ a = (x) + ),y + 2, ..., ) +x) yra (6.7) sprendinys.

Kadangi homogeninés tiesiniy lygciy sistemos sprendiniams galioja ir visi kiti tiesinés
erdvés apibréZimo reikalavimai, tai (6.6) lygciy sistemos sprendiniy aibé yra tiesiné erdvé
—erdves R™ tiesinis poerdvis.

6.3 teorema. Jei homogeninés tiesiniy lyg¢iy sistemos koeficienty matricos rangas
yra r, tai tos lygciy sistemos sprendiniy poerdvio dimensija yra n — 7.

Irodymas. Lygciy sistemos koeficienty matricos

a1 a12 ... QAip
a91 ao2 ... Q9

A= A
Am1 Am2 ... Omn

rangas yra r. Tarkime, kad jos r-os eilés nelygus nuliui minoras stovi vir§utiniame kairia-
jame kampe. Jeigu taip nebuty, tai galima pakeisti lygciy bei kintamyjy tvarka. Tuomet
(6.6) lygciy sistema yra ekvivalenti lyg¢iy sistemai

a1y + a12%e + -+ AT+ Qg Tegr + 00+ Ay, =0,
a21%1 + A22T2 + +++ + A2p Ty + A2 p 41 Tp1 + -+ - + A2 Ty, = 0,

(6.8)

Ar1T1 + QT2 + -+ + Qpp Xy + Qp 1 Tr41 + -t A, = 07

sudarytai i§ pirmyjy r lyg¢iy, nes likusios, pradedant (r + 1)-agja lygtimi, yra ju tiesiniai
dariniai. Dabar Sioje lygciy sistemoje narius su nezinomaisiais 1, 42, . . . T, kuriuos
vadinsime laisvaisiais kintamaisiais, perkelkime j deSiniaja lygc¢iy puse:

1121 + G12T2 + -+ - + A1, T = —A1p41Tr41 — * 0 — 1Ty,
A21T1 + Q22To + -+ + A2, X = —Q2p41Tp41 — 0 — Qapdp, (6 9)
Ar1T1 + Qo + -+ + Gpp Xy = —Qpr41Tp41 — 0 — AppTp.

Kadangi §ios sistemos determinantas nelygus nuliui, tai pagal Kramerio formules surasime
jos sprendinj, t. y. nezinomuosius i,Zs,...x, iSreikSime laisvaisiais kintamaisiais
Lyp41y Lpg2y .. Tyt
1 = b1 1T + 0+ binn,
.ZL’QZbQ 1Tpg1 T 000+ Qo
r+14r+ nLn, (610)

Si lygéiy sistema vadinama (6.6) tiesiniy lygéiy sistemos (kai jos rangas lygus 1) bendruoju
sprendiniu. Ji yra ekvivalenti duotajai lygciy sistemai.
Prie (6.10) lygybiy prijunge n—r akivaizdziy lygybiy &, 1 = & 11, Trio = Tpyo, ... Tp =
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T, gausime (6.6)lyg¢iy sistemos bendrojo sprendinio vektoring iSraiska

T bl,r+1 bin
T2 b2,r+1 ban,
Ty =\ brri1 |Tp1 4.+ | b | 20 (6.11)
Tyr41 1 0
Ty 0 1
Vektoriai
bl,rJrl bln
b2,r+1 b2n
bT+1 - bT,'f’-‘rl 3o 7bn = b'r’n
1 0
0 1

yra tiesiSkai nepriklausomi, nes i$ §iy vektoriy sudarytos matricos auksciausios eilés nely-
gus nuliui minoras yra (n — r)-osios eilés:

1 0 . 0
B0 1 0],
Be to, i§ (6.11) bendrojo sprendinio iSraiskos matome, kad vektoriais b,.1,b,42,...,by,

iSreiskiami visi (6.6) homegeninés tiesiniy lyg¢iy sistemos sprendiniai. Taigi §i vektoriy
sistema, yra Sios lyg¢iy sistemos sprendiniy tiesinés erdvés bazé. Ji vadinama fundamen-
taligja sprendiniy sistema. Vadinasi, sprendiniy tiesinés erdvés dimensija lygi n — 7.
Teorema jrodyta.
6.7 pavyzdys. Raskime homegeninés tiesiniy lygé¢iy sistemos

Ty + 2w9 + 513 — x4 = 0,
Tr1 + 4we + Sx3 + 314 = 0, (6.12)
5$1+2$2+$3+3$4:0

fundametaliaja sprendiniy sistema.
Sprendimas. Spreskime 8ia sistema Gauso metodu (kadangi laisvyjy nariy stulpelis
yra nulinis vektorius, jo visai nerasykime):

1 25 —-1 1 2 5 —1 1 25 —1 1 25 —1
745 3«0 ~-100 -30 10| «<|]013 ~-1|«<]]013 —1
5 2 1 3 0 -8 —-24 8 013 —1 000 O

Taigi duotoji lygciy sistema yra ekvivalenti tokiai lygé¢iy sistemai:

r1+ 2£L‘2 +5£L’3 — Xy = O,
To + 3x3 — x4 = 0.
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IS antrosios lygties iSreiSke kintamaji z2, 0o tuomet i§ pirmosios apskai¢iave x;, gauname
lygybiy sistema, kuri yra bendrasis (6.12) sistemos sprendinys:

T = T3 —XTy,
To = —3T3 4.

O dabar prie Sios lygybiy sistemos prijunge dvi trivialias lygybes x3 = x3 ir x4 = x4,
uzraSykime gautaja sistema vektoriskai:

T 1 —1
) -3 1
T3 - 1 T3 + 0 T4-
T4 0 1

Vadinasi, fundamentaligja vektoriy sistema sudaro vektoriai

by =

-1
1
1]’ 0
1

Ats. (1;-3;1;0),(—1;1;0; 1).
Susipazinsime dar su viena daznai vartojama tiesinio apvalko savoka.

Apibrézimas. Tiesinés erdves V' vektoriy sistemos uy, us, ..., U, tiesiniu apvalku
vadinama $iy vektoriy tiesiniy dariniy aibé, t. y. L(uq, us, ..., Uy) = {c1ug + coug + ... +
CmUm}, Kai ¢1, ¢, ..., ¢ perbéga visus tiesinés erdvés kuno skaliarus.

Nesunku jrodyti, kad tiesinés erdves V bet kurios vektoriy sistemos tiesinis apvalkas
yra tos erdveés tiesinis poerdvis. Reikia tik jsitikinti, kad tiesinio apvalko vektoriy padaug-
ine i skaliaro, gausime tiesinio apvalko vektoriy, ir kad sudéje du tiesinio apvalko vekto-
rius, gausime tiesinio apvalko vektoriy.

Taip pat nesunkiai jrodomas teiginys.

Jei wvektoriy sistemos uy,Us, ..., Uy, rangas lygus r, tai jos tiesinio apvalko
L(uy,ug, ..., uy) dimensija yra r (raSoma dim L(uy, ug, ..., Uy) =T).

Atkreipkime démesj, kad n-maté vektoriy erdvé V,, yra kurios nors jos bazés tiesinis
apvalkas, homegeninés tiesiniy lygciy sistemos sprendiniy tiesiné erdvé yra fundamen-
taliosios sprendiniy sistemos tiesinis apvalkas.

6.6. Vektoriy erdves bazés keitimas.

Jau anksc¢iau pastebéjome, kad n-maté vektoriy erdvé V,, gali turéti ne viena baze.
[8veskime formules, siejancias vektoriy koordinates vienoje (salyginai sakykime — senojoje)
ir kitoje — naujojoje bazéje.

/

(&) €1
€ e’

Tarkime, e = ir ¢/ = 2 yra dvi n-matés vektoriy erdvés V,, bazes, ir
én el

naujosios bazés €’ vektoriai iSreiksti senosios bazés e vektoriais lygybémis

6/1 = t1161 + t1262 + ... + tlnen,
ey =tyer + twes + ... 4+ topen, (6.13)
6;1 = tnlel + tn2€2 + ...+ tnnen.
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Sios lygybiy sistemos matrica

t11 tio tin
T — lo1  ta2 ton
tnl tn2 tnn

vadinsime bazés e keitimo baze €' matrica.
Taciau ir bazés e vektoriai gali buti iSreiksti bazés e’ vektoriais:

er=tpe] + ey + ...+ e,
e =1lyn€) + ey + ...+ iyen, (6.14)
en =1lm€] + oy + ...+ lp6

Siy lygybiy sistemos matrica (bazés e’ keitimo baze e matrica) bus

/ / /
ty, t, ... 1y,
! / /
T/ _ t21 7522 ce 2t2n
/ / /
nl n2 tnn

Ir (6.13), ir (6.14) lygybes galime uzrasyti matricinémis lygtimis atitinkamai ¢’ = Te
ir e = T'¢. ] pastaraja lygybe jrase ¢’ = Te, gausime e = T'Te. I§ ¢ia T'T = E, E-
vienetiné matrica, 77 = T~!. Vadinasi, matrica T, turinti atvirkitine matrica, taigi ir
T~ yra neiSsigimusios matricos. Jrodéme teiginj:

bazeés keitimo matrica yra neissigimusi.

Sakykime, kad erdveés V,, vektoriaus u koordinatés bazéje e yra xi,29,...,x,, 0 to
paties vektoriaus koordinatés bazéje €' yra x!, 2}, ..., 2. Kitaip tariant, u = xe; +
To€y + ...+ xpen, u = xie) + xhey, + ... + el arba, panaudojus matricy daugybos
taisykle,

(r1, 29, .., xp)e = (2}, 2%, ..., 20)e.

[rase ¢ia € = Te, turésime:
(1, 22,...,2,)e = (2], 25, ..., 2,)Te.

I Sios lygybés isplaukia formulé, isreiskianti vektoriaus koordinates bazéje e koordinatémis
bazéje €’

(x1, 20, ... @) = (2], 2h, ... 2l )T (6.15)
Padaugine (i§ desineés) §ig lygybe i§ matricos T—!, gausime atvirkscia sarysj

(2, b, 2l) = (21,29, . .., 2)T " (6.16)
6.7. Vektoriy erdvés tiesinés transformacijos.
Vektoriy erdvés R? transformacijy nauda matéme nagrinédami antrosios eilés kreives
— tinkamai parinkus koordinaciy sistema kreivés lygtis tampa kanonine, iS kurios ja
ir atpazjstame. Cia panagrinésime n-maciy vektoriy erdviy transformacijas, turincias
tiesiSkumo savybe. Tokia savybe turi, pavyzdZiui, jau nagrinéta vektoriy erdvés R?
posukio pasirinktuoju kampu transformacija.
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Apibrézimas. Taisyklé f, pagal kuria kiekvienam vektoriy erdvés V' vektoriui pris-
kiriamas vienas tos erdvés vektorius, vadinama vektoriy erdvés transformacija. Jeigu
f(u) = v, tai vektorius v vadinamas vektoriaus u vaizdu; vektorius u vadinamas vektoriaus
v pirmuaizdzZiu.

Apibrézimas. Vektoriy erdvés V su skaliary kunu transformacija f vadinama tiesine,
jeigu su kiekviena tos erdves vektoriy u ir v pora ir su kiekviena skaliary ¢y, co pora teisinga
lygybeé

flau+ cv) = ei f(u) + caf(v).

Tegu V,, yra n-maté vektoriy erdve. Tuomet egzistuoja bazé e, e, ..., e,, kurios vek-
toriais iSreiSkiamas kiekvienas erdvés vektorius. Vadinasi, tiesinei transformacijai nusakyti
uztenka zinoti baziniy vektoriy vaizdus. Tarkime, kad

fler) =aner + apes + ... + apeén,
f(€2) =ag €1 + axpex + ... + QAop€n, (6.17)
flen) = anier + apges + +  apnen

aix  aig A1n
A= a21 A22 Aon
An1  Ap2 Ann

vadinama transformacijos f matrica.

Tiesiniy erdviy transformacijos turi daug jdomiy savybiy ir yra placiai taikomos ne
tik matematikoje.

Cia mes tik iSsiaigkinsime kaip apskai¢iuojamos transformuoto vektoriaus koordinatés
ir kaip pasikeicia tiesinés transformacijos f matrica A pereinant nuo bazés e prie kitos
bazeés €', kai bazés keitimo matrica yra T'. Tuo tikslu patogiau naudoti vektorinius uzrasus.

fler)

Pazymékime f(e) = f<62) . Tuomet (6.17) lygybiy sistema gali buti uzrasyta trumpai:
f(en)
f(e) = Ae.

Tegu transformacija f vektoriy u = (z1,Zs,...,x,) su koordinatémis bazéje e at-
vaizduoja j vektoriy v (v = f(u)), kurio koordinatés toje pacioje bazéje yra: v =
(Y1,Y2, - - -, Yn). Tuomet i§ transformacijos tiesiskumo

€1
€2

(Y1, Y2, -+ yn)e = (Y1, Y2, - Yn) | T | =yier ty2ea+ ..+ Yy =
€n

= f(x1e1 + 2260 + ... + xpe,) = 21 f(e1) + xaf(e2) + ...+, f(en) =
= (x1,29,...,2,) f(e) = (x1, 29, ...,2,)Ae.

IS ¢ia gauname vektoriaus vaizdo ir pirmvaizdzio koordinaciy toje pacioje bazéje sarysj:
(Y1, Y2y - -+, Yn) = (1,22, ..., ) A. (6.18)
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6.4 teorema. Tegu tiesinés transformacijos f matrica bazéje e yra A, o bazéje €' jos
matrica yra B. Jeigu bazés e keitimo baze e’ matrica yra T, tai

B=TAT .

Irodymas. 1§ transformacijos matricos apibrézimo f(e¢’) = Be’. Kadangi ¢/ = Te,
tai f(Te) = BTe. Isitikine, kad f(Te) = T f(e), gauname T f(e) = BTe. Tuomet
TAe = BTe, TA= BT ir B=TAT™ !,

6.8. Euklido erdvés.

Tegu V yra realioji vektoriy erdvé. Bet kuriai erdvés V' elementy porai w ir v
priskirkime realyjj skaic¢iy, zymédami §j priskyrimg tiesiog u - v. Kitaip tariant, erdveje V
apibrézkime dviejy kintamyjy w ir v skaliarine funkcija f(u,v) = u - v.

Apibrézimas. Funkcija u - v vadinama skaliarine daugyba, jeigu su visais tos erdves
vektoriais u, v, z ir su kiekvienu realiuoju skai¢iumi c ji turi tokias savybes:

1) u-v =v-u (komutatyvumas);

2) (u+v)-z=u-z+wv-z (distributyvumas);

3) (cu) - v = c(u - v) (homogeniskumas);

4) jei u # 0, tai u-u > 0 (reguliarumas).

Realioji vektoriy erdve, kai joje apibrézta skaliariné daugyba, vadinama Euklido erdve
(Zymeésime F).

Trimateje vektoriy erdveéje anksciau apibrézta jprastine skaliariné daugyba tenkina
Siuos keturis reikalavimus, taigi R® yra Euklido erdvé. Panagiai apibrézti skaliarine dau-
gyba galima ir bet kurioje realiojoje n-matéje vektoriy erdvéje.

6.5 teorema. Kiekvienoje realiojoje n-matéje vektoriy erdvéje V,, galima apibrézti
skaliarine daugyba.

Jrodymas. Tarkime, ey, eq, ..., e, yra kuri nors erdvés V,, bazé ir vektoriai u, v iSreiksti
baziniy vektoriy tiesiniais dariniais:

u = Zkiei, vV = Zliei, ki, ll € R.

i=1 i=1

Apibrézkime skaliarine funkcija taip:

=1

Nesunku jsitikinti, kad taip apibrézta funkcija tenkina visus apibrézime suformuluotus
reikalavimus, taigi yra skaliariné daugyba.
Aritmetinés erdvés R" vektoriaus komponentés sutampa su jo koordinatémis bazéje

er = (1;0;...;0)
es =(0;1;...;0)
en = (0;0;...;1)

Todeél aritmetinés erdvés dviejy vektoriy skaliarine sandauga lygi atitinkamy jy koordinaciy
sandaugy sumai (kaip ir erdvéje R?).
Euklido erdveés vektoriaus u ilgiu vadiname ||u|| = /u - u.
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Kampu tarp dviejy Euklido erdvés vektoriy u ir v vadinamas kampas «, kurio dydis

apibréztas lygybe
u-v
cosq = ————.
[[w]] []v]]

Euklido erdves vektoriai turi panagias savybés, kaip ir erdvés R? vektoriai. Jrodysime
dvi nelygybes.

Kosi ir Buniakovskio nelygybé.

Su bet kuriais dviem Euklido erdvés vektoriais u ir v galioja nelygybeé

Ju - o] < lul] o]

Jrodymas. Pirmiau panagrinékime atvejj, kai vektoriai u ir v yra tiesiskai priklausomi,
t. v. v = cu. Tuomet galioja lygybeé:

- v] = Ju- (cw)| =[] [Jull* = [lewl] [[ull = [[u]] ][]]-

Jeigu vektoriai u ir v yra tiesiSkai nepriklausomi, tai u # o, v # o. Sudarykime
vektoriy v + zu # 0, kuriame = — bet kuris realusis skai¢ius. Tuomet

(v+zu) - (v+zu) > 0.
Atlike daugyba turésime, kad su visomis € R reikSmémis
(w-u)z? +2(u-v)r+v-v>0.
Tokio kvadratinio trinario diskriminantas turi buti neigiamas:
(w-v)* = (u-u) - (v-v) & Ju-v| < ful] [Jvll.
Nelygybé jrodyta.
Trikampio nelygybé.
Su bet kuriais dviem Euklido erdvés vektoriais u ir v galioja nelygybeé
[+ ol < flull + vl

Irodymas. Pasinaudoje Kosi ir Buniakovskio nelygybe turésime:

lu+oll* = (u+v) - (w+v) = (u-u) +2(u-v) + (v-0) < Jul*+ 2/ [ul] o]+ [Jo]]* =

= ([l + [Jvl)*.

IS abiejy Sios nelygybés pusiy iStrauke kvadratine Saknj, gausime trikampio nelygybe.
Vektoriy ortogonalumas.
Apibrézimas. Du Euklido erdvés vektoriai u ir v vadinami ortogonaliais (kartais
zymima u_lv), jeigu ju skaliariné sandauga lygi nuliui: u - v = 0.

Apibrézimas. Euklido erdvés vektoriy sistema uq, us, . . . , u,, vadinama ortogonaligja,
jeigu bet kuri Sios sistemos vektoriy pora yra ortogonali, t. y. u; Lu;, kai ¢ # 7.
6.6 teorema. Euklido erdvés ortogonalioji vektoriy sistema wuq,us,. .., u,,, kurioje

néra nuliniy vektoriy, yra tiesiskai nepriklausoma.
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Irodymas. Turime jrodyti, kad lygybe
ClU] + CoUg, . .., CpUy, = O

galioja tik su nulinémis skaliary cy,ca, ..., ¢, reikSmémis. Tuo jsitikinsime abi Sios ly-
gybés puses padaugine skaliariskai i§ u;. Vektoriy sistema ortogonali, todél gauname
¢i(u; - u;) = 0. Kadangi (u; - w;) # 0, tai ¢; = 0 su kiekviena i = 1,4 = 2,...,i = m
reiksme. Teorema jrodyta.

Jeigu n-matés Euklido erdvés V,, bazé (sudaryta i n vektoriy) yra ortogonalioji
vektoriy sistema, tai ji vadinama ortogonaligja baze. Jeigu, be to, kiekvieno Siy vektoriy
ilgis yra 1, tai tokia bazé vadinama ortonormuotgja baze. Pavyzdziui, trimatés aritmetineés
erdvés R? koordinaciy asiy vienetiniy vektoriy ;,j, k sistema yra Sios erdvés ortonormuo-
toji bazeé. Zinoma, tai ne vienintelé erdvés R3 ortonormuotoji bazé.

6.7 teorema. Kiekviena n-maté Euklido erdvé E,, turi ortogonaliaja baze.

Irodymas. Tarkime, kad vektoriy sistema wui,us,...,u, yra erdves F, bazé. Kaip
reikia pertvarkyti Siuos vektorius, kad gautume ortonormuotaja tos pacios erdveés baze
V1,V ..., Uy’

Pazymékime v; = w1, o antrojo ortonormuotosios sistemos vektoriaus ieskokime tokio
pavidalo: vy = us + x1v1. Nezinomajj koeficienta x; pasirinkime taip, kad vektoriai vy ir
v; buty ortogonalus, t.y. kad vs - v1 = 0. Tuomet

(ug + z1v1) -1 =0 ug - vy + 21 (v1 - v1) = 0.

IS ¢ia
g = — (uz - v1)
(v1 - v1)
Taigi v; Lvs, kai
. (Ug . Ul)
Vo = Uy — V— V1.
(U1 " U1

Panasiai ieSkome treciojo vektoriaus: vs = us+y1v1+y2v2. Sioje iSraiskoje koeficientus
Yy ir yo surasime iS salygy, kad v Loy ir v Lvs:

(ug + y1v1 + 4202) - v1 =0 S ug - vy + y1(vg - v1) =0,

(ug + Y101 + Yav2) - V2 = 0 & uz - V2 + Ya(v2 - v2) = 0.

Taigi vektorius vs ortogonalus vektoriams vy vq, kai

o (ug-vy) _ (uz -y
Y1 = (01 -01) Y2 (03 -03)

Analogigkai samprotausime tol, kol gausime n-3jj ortogonaliosios bazés vektoriy v,.
Tokiu budu gausime Euklido erdvés E,, ortogonaliaja baze.

Cia taikytas metodas dazniausiai vadinamas ortogonalinimo metodu.

6.9. Uzdaviniai.

1. Daugianaris a,z"+a,_ 12" ' +...+a;2+aqg su realiaisiais (arba kompleksiniais, arba
apskritai bet kurio kuno elementais) koeficientais a;,i = 0,1,...n, a, # 0, ir kintamuoju
x, vadinamas n-ojo laipsnio polinomu. Jrodykite, kad visy tokiy polinomy, kuriy laipsniai
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nevirSija n, sudaro tiesine erdve su daugianariy sudéties ir daugybos i$ realiojo skaiciaus
veiksmais.

2. Trodykite, kad tolydziy intervale [a;b] funkciju aibé Cla; b] su jprastiniais veiksmais
(funkcijos daugyba i$ realiojo skai¢iaus ir funkcijy sudétimi) yra realioji tiesiné erdvé.

3. Irodykite, kad visy realiyjy teigiamy skai¢iy aibé R = {z : z > 0} yra realioji
tiesiné erdve, kai erdvés elemento x daugyba i8S realiojo skaic¢iaus r apibrézta lygybe r-x =
z", o dviejy erdvés elementy x ir y sudétis — lygybe x +y =2 - y.

4. Trodykite, kad kompleksiniy skaiciy aibé su kompleksiniy skaiciy sudétimi ir dau-
gyba i§ realiojo skaiCiaus yra realioji vektoriy erdve.

5. Ar sudaro realiaja tiesine erdve §iy matricy aibés, kai matricy elementai yra realieji
skaiciai:

(s e)a(st)oa(h ) o(s ) a(s ) ol )

6. Jrodykite, kad n-ojo laipsnio polinomy su realiaisiais koeficientais aibé su polinomy
sudeéties ir daugybos i realiojo skaic¢iaus veiksmais tiesinés erdvés nesudaro.

7. Trodykite, kad plokstumos vektoriy, atidéty i$ koordinaciy pradzios tasko ir priklau-
san¢iy pirmajam ketvir¢iui, aibé (su jprastine vektoriy sudétimi ir daugyba i skaic¢iaus)
tiesinés erdveés nesudaro.

8. Trodykite, kad erdvés R? vektoriy, lygiagre¢iy pasirinktajai tiesei, aibé sudaro Sios
erdveés poerdvj. Kokia Sio poerdvio dimensija?

9. Irodykite, kad erdvés R? vektoriy, lygiagre¢iy pasirinktajai plok§tumai, aibé sudaro
Sios erdves poerdvi. Kokia Sio poerdvio dimensija?

10. Pazymékime C(—o0;+00) funkcijy f, tolydziy realiyjy skaiciy tieséje, tiesine
erdve. Irodykite, kad funkcijy, tenkinanciy salyga f(—2) = 0, aibé yra erdvés C'(—o0; +00)
poerdvis.

11. Jrodykite, kad tiesinés erdvés V' bet kurios vektoriy sistemos tiesinis apvalkas yra
tos erdvés poerdvis.

12. Vektoriy erdvés V = {u} poerdviy Ly ir Ly suma vadiname aibe Ly + Ly = {u :
u=1v1+ vy, v1 € L1, v9 € Lo}. Irodykite, kad L; + Lo yra erdvés V poerdvis.

13. Tegu vy € R3. Ar vektoriy v, tenkinanéiy lygybe v - vy = 1, aibé sudaro erdvés R®
poerdvj?

14. Ar vektoriy sistema, sudaryta i§ vektoriy uy, us, . . ., U, yra tiesiskai priklausoma:
up = (3;4;2) uy = (2;—1;3) w = (152 -1 -2),
1 ) Ey L)y 1 ) » D) Uy :(2,37_174)’ U2:(2,3, ; 1),
1) Uy = (2; _1;3>7 2) Uy = (3; 2; _1)7 3) — (—6' —9-3: _12) (0 2 )
— (772,4), us = (1,273), (1737 ,O)
15. Apskaic¢iuokite vektoriy sistemos, sudarytos i§ vektoriy uy, us, . . ., Uy, ranga:
w = (1;1;1), up = (111, -1), o E(l)(l) (1) (1);
1) u2:(2;1;3)7 2) UQZ(_l;Q;l;_2)7 3) U2i(171’1’1),
_ . 1-1)- — (099 _2). 3— (B )
Uz = (07 171)7 us (0?2727 3)7 Uy = (272’_1’_1)
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16. Raskite tiesinio apvalko L(uq,us, ..., u,,) dimensija ir kuria nors jo baze:

ur = (1;2;1), m= LD g1, — @ LLo),
D up = (L -1:3), 2) 2= (2;0;1), wy = (11 —1: 1), (3,2,5, 4),
(03 oy us=(31;2), (115 4): = (1;1;4; —4);
ug—( 3y )a (0,27]_)’ U3—( ) )Yy )7 (1’0, ,4)

17. Jrodykite, kad matricos

10 11 11 11
velon) e (oo) am(ia) (i)

sudaro antros eilés kvadratiniy matricy su realiaisiais elementais tiesinés erdves baze.
Matricas

(32 0(3 1) (1) ()0l )

uzraSykite koordinatémis bazéje Ay, Ay, Az, Ay.
18. Apskai¢iuokite matricos ranga dviem metodais — pasinaudodami matricos rango
teorema (aprépianciyjy minory metodu) ir elementariyjy pertvarkiy metodu:

0 -10 5 1 04 -5 439 4
)| -2 8 -10]; 2 -1 =30 1]|;3|26095
4 —12 18 —2 -9 4 -2 033 2
4 04 8 0 1 0-1 0 0 0
2 23 0 0 0 1 0 1 0 0
Hl2 10 110 (;50-1 1 0 0 -1
3 4114 0 0 0 -1 0 1 0
4 33 110 0 0 0 -1 -1 1

19. Raskite homogenineés tiesiniy lygciy sistemos bendrajj sprendinj ir fundamentaliaja
sprendiniy sistema:

3x1 + 229 + 13 — 324 = 0, T1 — X9+ a3 — 14 =0,
1) —51’1 + 7372 + 3333 + 2374 = 0, 2) 2.731 + 3372 -+ 4373 — 25(]4 = 0,
41’1 + 13.772 + 61‘3 - 7274 = 0; 31’1 + ZZL’Q + 21L'3 - 4.%‘4 = 0;
1'1—2152 +3l’3—l‘4:0, $1—$2—$3—$4+ZE5:0,
3) r1+x2 —w3+4x, =0, 4 211 + 319 — 203 + 204 — x5 = 0,
311 +x3+ Txy = 0, 4oy + x9 — drg — 14 + 225 = 0,
201 — 9 +3x3 — 24 = 0; 3r1 4+ 229 — 33+ x4 + 25 = 0.

20. Tiesinés erdveés vektoriai ey, e, eg ir u duoti savo koordinatémis kurioje nors bazéje.
Isitikine, kad vektoriai ey, es, e suraro baze, raskite vektoriaus u koordinates Sioje bazéje,

0 1 1 1
1) es= 1|, ea=] 0|, es=]| 0|, u= 1 |;
1 1 2 -1
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2) ey =11, ea=|11], es=| 2|, u= 9 |;
1 2 3 14
2 1,5 ) 9
3) e = -1 ], ea= 1|, es= 1|, u= 3
0 0,5 1 1

21. Tarkune z ir ] yra erdvés R? koordinadiy aSiy vienetiniai Vektonal Raskite
vektoriaus u = 7 + ] iSraiska bazéje eq, eq, kai e = i + 4], es = Bi + 3]

22. Erdvéje R? duotos trys bazés: ey, ea; fi, fo; g1, g2. Beto, fi = e1—ea, fo = e1+ea,
g1 = 3e1 + es, go = bey + 2e5. Apskaiciuokite bazes fi, fo keitimo baze g;, g matrica.

23. Raskite aritmetines edvés R> bazés eq, ey, es keitimo baze €}, €, e, matrica, kai:
) y €3 1» %2y *~3 )

er = (1;2;2), i =(-1,-1;0;), =(1;,-1;1), € =(3;1,0;),
1) =(=2L1), e=(0;-L1), 2) =(22-1), e, =(40;2),
=(=22,-3), 5= (1;0;1); =(3;12;1), 5 =(5;3;0).

24. Tolydziyjy funkcijy C'(—o0;400) tiesinés erdvés poerdvio — tiesinio apvalko
L(2,e* —e** €3 e” — 1) — vektoriy f(z) = 3 — e* + 4e** + 2¢3" igreikskite baze

f1:1+6x+62z+6393’
f2 = % + 621 + 63.’17’
f3 — 6293 + 63:3’

fa=€"

25. Transformacija f, priskirianti erdves R?® vektoriui u = (uy, uz, u3) tos pacios erdvés
vektoriy v = (v, v, v3), uzradyta formule. Nustatykite, ar transformacija tiesiné:

1) f(ug,ug,u3) = (u1 + 3ug + us, uy — ug — us, uy + ug + Sug);
2) f(U1, Ug, Ug) (2U1 + Ug, 3U1 — 4U2 + 3U3, U1p — U + U,g);
3) flur,ug, uz) = (uy + 2ugug, uyui, ud);
4)
)

f(ub Ug,ug) = (u1 — ug, 0, uy + ua);
flur, ug, us) = (ug — ug, 1, uy + ug + ug).

26. Erdvés R? tiesinés transformacijos matrica bazéje ey, eq, €3 yra

3 =5 4
-2 7 =3
6 2 -9

Raskite Sios transformacijos matrica bazéje:

el =e + ey —es, el = e; — 2ey + 3es, el = 2e; + 3ey + €3,
1) e) = e — es + e3, 2) e, = —be; + ey — 12e3, 3) e, = 3e; + des + e,
e = —ep + ez + es; eh = —2e; + 4dey +5 e3; es = —ey + 2ey + 2es.
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27. Ortogonalinimo metodu sudarykite Euklido erdvés ortogonaliagja baze, kai Sios
erdvés bazeé yra

=(1;— 2 10) uy = (1;2;-1;0;0),
1) = (3; 1 —22), %) us = (0;0;1;0;2),
= (3;— ) uz = (1;2;0;0;2),
(3,11 4 7) ug = (1;2;1;0;4).
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