9. VIRSUTINE IR APATINE SEKOS RIBOS

Kartais atsitinka, kad seka neturi ribos, taciau reikia nusakyti kai kurias sekos
charakteristikas. Pvz.:

x, =(-1)",n=0,1,2,... 9.1)
Akivaizdu, kad $i seka nekonverguoja. Taip pat Zinome, kad ji turi du posekius

x, =(-1" =H-1'H =11 =0,1,...,

Xy = (D" = ()" =4,n =0,1,...
kurie konverguoja atitinkamai j 1 ir —1. Sie du skaiiai vadinami dalinémis sekos
(9.1) ribomis. Galima pasakyti ir bendra apibrézima
Apibreézimas 9.1. Sekos {x,} konverguojancio posekio {x, } riba vadiname sekos
daline riba.
Pazymeékime sekos {x,} visu daliniy riby aibg raide E. Sekos (9.1) daliniy riby aibé
E={-1;1}.
Apibrézimas 9.2. DidZiausiaja sekos {x,} daling riba vadiname sekos virSutinigja
riba ir Zymime
Ex” arba limsup x, . Skaitome limes superior.

n—o new

Maziausiaja daling riba vadiname apatinigja sekos riba ir Zymime
limx, arba liminf x, . Skaitome /imes inferior.

Teiginys 9.1. Neaprézta i$ virSaus seka turi poseki, konverguojantj i +co.
[rodymas. Nagrinékime neaprézta 1§ virSaus seka {x, } . Tai reiSkia, kad

MU n,x> M. (9.2)
Sukonstruosime poseki, kurio riba yra +co. Paimkime skaiciy

M, =1.lh,x,> 1. (9.3)
Apibrézkime

M, =max{2,x,...,x, } = kr:nl?.i(zl {2,x,}. 9.4)
Tada [h,, kad

x, >M, 2. 9.5)
IS (9.4) ir (9.5) i8plaukia, kad n, > n, . Sakykime, turime tokius n, <n, <...<n,, kad

x, 25,i=12,..,k (9.6)
Tada apibrézkime

M, =max{k +Lx,....,x, } 2121’?’)@{1( +1,x,}. 9.7)

Remdamiesi (9.2) galime rasti n,,,, kad
x, >M, 2k+l. (9.8)

IS (9.7) ir (9.8) 1iSplaukia, kad n,,, >n, . IS pastarosios nelygybés taip pat iSplaukia,
kad
limx, =+co. 9.9)

k — o0
Irodéme, kad neaprézta i$ virSaus seka turi poseki, konverguojantj i +co. Taigi +oo
galime laikyti didziausia sekos daline riba ir tada nattralu apibrézti

limx, = oo,

n- oo



Analogiskai galima jrodyti, kad neaprézta i§ apacios seka turi poseki, konverguojanti {
—oo, ir tada vél natiiralu laikyti
lim x, = —oo.

n—o

Prisiminkime geometring progresija su vardikliu ¢ > —1. Pvz.:

g=-2x,=(2)",n=0,1,...
Turédami galvoje ankstesnius susitarimus, galime teigti, jog tokios sekos apatiné riba
yra —oo, o virSutiné +oo. Jei seka aprézta, tai galima jrodyti tokj teiginj.

Teiginys 9.2. Aprézta seka turi didziausia ir maziausig dalines ribas.
[rodymas. Susitaréme sekos {x,} daliniy riby aibg zymeéti E. Jei seka aprézta, tai ir
daliniy riby aibé aprézta. Tada ji turi tikslyji virSutinj ir apatinj rézius. Pazymékime
¢ =sup E. [rodysime, kad skaiCius ¢ yra sekos didziausia dalin¢ riba. Paimkime bet
koki £,€ >0. Tada ¢ —€& nebus aibés E virSutiniu réziu. Todé¢l egzistuos toks aibés £
elementas (sekos {x,} daliné riba!) a, kad

c—E<0 <c<c+eE. (9.10)
Egzistuoja sekos posekis, konverguojantis { o . Tada visi $io posekio nariai, pradedant
kokiu nors K, t.y. be galo daug posekio (tuo paciu ir sekos) nariy, priklausys intervalui
(c—&;c+¢). Dabar vietoje vieno € reikia imti sekg {€, }, artéjancig { nulj, pvz.:

£ = R Kiekvienam k surasime sekos daling riba a, , tenkinancia salyga

c—&, <O, <c<c+E,. (9.11)
Daliné riba o, yra kazkokio posekio riba. Vadinasi, intervale (c—€,;c +€,) yra visi
Sio posekio nariai, pradedant tam tikru. Galima paimti kokj nors posekio narj i$ §io
intervalo ir pazyméti x, . Taigi gavome poseki {x”k} , tenkinant] salyga

c—€& <x, <c+g, Lk (9.12)

Pasinaudojg dvieju policininky principu, gauname, kad limx, =c. Taigi ¢ yra musy
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pradinés sekos daliné riba.
AnalogiSkai galima jrodyti, kad inf E taip pat yra sekos {x,} daliné riba.

Isitikinome, kad egzistuoja didziausioji dalin¢ riba. Tai reiSkia, kad apibrézimas 9.2
yra korektiskas. Galima gauti (taCiau to nejrodinésime) iSreikStines apatings ir
virSutinés riby formules:

limx, = limsupx, =lim (supxk), (9.13)
n-e =% k>n n-9N\ k2n
limx, = liminf x, =lim (iknf xk). (9.14)

Siose formulése raSydami skliaustelius norime pabrézti, kad atliekamos dvi
operacijos. Pirma surandamas supremumas (arba infimumas), o po to apskai¢iuojama
riba. Jei apibréSime

b, =supx,, (9.15)
k=n
a, = i]}lf X, (9.16)

tai nesunku pastebéti, kad seka {b,} mazéja, o seka {a,} didéja. Panagrinékime
pavyzdi.



1+1,-1,1 +%, —%,l +%, —%,...,1 +l, —l,
non
1 (9.17)
Xy, =1+—,x,, =——,n =12,...
n n
b =2,b, =ll,b3 =ll,b4 =ll,...,l)2n_1 =ll,b2n =1 ! you
2 2 3 n n+l (918)
a,=-la,=-1,..,a,,_, = —l,ah_1 = —l,
n n
lima, =0,limb, =1. (9.19)

n—o n-o

Elementarios virSutiniy ir apatiniy riby savybés atrodys truputj sudétingiau.

Teiginys 9.3. Teisingos tokios nelygybeés
limx, +lim y, <lim(x, +y,) <limx, +limy, <lim(x, +y,) <limx, +limy, (9.20)

n—- o n — oo

[rodymas. Laikykime, kad abi sekos apréztos. Pradziai jrodysime paskutiniaja (9.20)
nelygybe. Pateiksime pavyzdi, i§ kurio matyti, kad gali buti griezta nelygybé.

=HCD o1, arba 1,0,1,0,... 9.21)
v, = 1_(2_1) ,n=0,1,... arba 0,1,0,1,... (9.22)
x, +, =Llim(x, +y,) =Llimx, =1 limy, =1 (9.23)

ISrinkime 1§ sekos {x, + v, } poseki, kuris konverguoty | seky sumos virSuting riba,
t.y.
lim(x, +y,)=lim(x, +y,). (9.24)

k — o0
Kaip matyti i§ pavyzdziy 9.21 ir 9.22, Sitas posekis gali biiti pati seka. Posekis {xnk}
gali ir nekonverguoti. Miisy pavyzdyje 9.21 taip ir yra—seka {x,} nekonverguoja.

Tada i§ posekio {xnk} galima iSrinkti poseki {xnk[} , kuris konverguoty (Vejerstraso

teorema). Konverguos ir atitinkamas sekos {y,} posekis { ynk} , nes ji galima iSreiksti

dvieju konverguojanciy posekiy skirtumu
y”k, = (y”k, +‘xnkl ) _‘xnk ¢

1

m(xn + yn) = }im (xnk +y, )(iirinkome (tbki [poseki)

n— oo

= }im (Xnk/ Y, )(konverguojanéios [dekos Lposekis [Ronverguoja)
= }im x, * }im Y, (seky [dumos [Hiba)

< Exn + Eyn (daliné [#iba [lhazZesné [z Wirsutine [#ibq)

n—oo n-o

Uzduotis 9.1. Panasiai jrodykite kitas (9.20) nelygybes.

Pabaigai galima suformuluoti akivaizdy teigini
Teiginys 9.4. [(limx, = limx,= limx,.

[rodymas. Buitinumas i$plaukia i$ to, kad konverguojancios sekos bet koks posekis
konverguoja ir turi ta pacia riba. Taigi daliniy riby aibé sudaryta tik i§ vieno elemento.



Pakankamumas. Laikykime, kad seka aprézta. Be to, pazymékime

¢ =limx, =limx, . (9.25)

Paimkime bet koki teigiama € . Sekos nariy, didesniy uz c + £, gali biti tik baigtinis
skaiCius. PrieSingu atveju, i§ begalinio skaiciaus sekos nariy, didseniy uz c+¢,
galétume iSrinkti konverguojantj poseki, kurio riba taip pat biity didesné arba lygi

¢ +¢ . Taip biiti negali, nes c¢ yra didziausioji daling riba.

Analogiskai sekos nariy, mazesniy uz c — €, taip pat gali buti tik baigtinis skaicius.
Vadinasi, ne intervale (c—&;c +¢&) gali buti tik baigtinis skaicius sekos nariy. Tai
reiSkia, kad limx, =c.

Pastaba. Teiginio 9.3 pakankamumo irodyme naudojome $iek tiek “suliteratiirintg”
sekos ribos apibrézimo varianta:

Skaicius c yra sekos {x,} riba, jei bet kokiam teigiamam & uz intervalo (¢ —&;c +¢)
yra tik baigtinis skai¢ius sekos nariy.

Galima parasyti keleta ekvivalenciy fraziy:

“ne intervale (¢ —&;c +¢&) yra tik baigtinis skaicius sekos nariy”;

“intervale (c—€&;c +&) yra visi sekos nariai, i§skyrus, galbit, baigtinj ju skaiciy”;
“intervale (c —€;c +¢&) yra visi sekos nariai, pradedant tam tikru nariu”;

“egzistuoja toks N, kad x, (e & €),jein>N";

“ON,n> NO |x, € &~

Uzduotis 9.2. Pabandykite paaiskinti, kod¢l teiginio 9.1 jrodymas skiriasi nuo to, kuris
buvo pateiktas paskaitos metu.



