8. REALIUJU SKAICIU PILNUMAS (EGZISTENCIJOS TEOREMOS)

Mes suformulavome ir naudojome keleta realiyju skaiciy aibés savybiy, tvirtinanciy
tam tikry objekty (skai¢iy) egzistavima. Prisiminkime jas:
1. Monotonisky aprézty seky ribos (MonSek). Monotoniska ir aprézta realiyju
skaiciy seka konverguoja.
2. Supremumo aksioma (SupAks). Netuscias ir apréZztas realiyjy skaiciy poaibis turi
tiksluyji apatinij ir virSutinj rézius.
3. Susitraukiandiyjy intervaly lema (Suslnt). Jei intervaly seka
{1,,1, = [an,bn] ,NUN} tenkina salygas
I, 01,0 n,arbaseka{a,} didéja, o seka {b,} mazéja; (8.1)

« lim(b, -a,) =0, (8.2)

n oo
tai egzistuoja vienintelis realusis skaicius a,a U1 [1 n.
4. Kaosi kriterijus (KosiKr). Seka konverguoja tada ir tik tada, kai ji tenkina Kosi
salyga, t.y.
{Dlimxn}c» flez @ Nonm N x, x| & (8.3)

N oo

Kosi kriterijaus biitinumas yra akivaizdus. Siame skyriuje, sakydami “Kosi kriterijus”,

turésime galvoje pakankamuma, t.y. rodyklg [ formuluotéje (8.3). Visos Sios

keturios savybés reiskia realiyju skaiciy pilnuma. Pateiksime dar keleta panasiuy

savybiy.

5. Vejerstraso teorema (VejTeor). Kiekviena aprézta realiyjy skaiciy seka turi
konverguojantj poseki.

6. Idétyjy intervaly lema (IdétInt). Jei intervaly seka {11, =[a,.b,],n ON}
tenkina salyga
|, O10n, (8.4)

tai egzistuoja realusis skaiCius a,a Ul [1 n.
Visas $ias savybes (teoremas) su jrodytais rySiais tarp ju galime galime pavaizduoti
tokia schema.

MonSek [détInt KosiKr
SupAks SuslInt VejTeor

Parodysime, kad $ie visi teiginiai yra tam tikra prasme ekvivalentiski.
Teiginys 8.1. Jei teisinga susitraukianciyju intervaly lema, tai teisinga ir VejerStraso
teorema.
Duota:
* Aprézta realiyjy skaiciy seka {Xr} .
» Teisinga susitraukian¢iyjy intervaly lema.
Reikia irodyti: Seka {Xr} turi konverguojanti poseki.



[rodymas.

1. Sukonstruosime intervaly seka, tenkinancia susitraukianciyjy intervaly lemos
salygas. Sakykime, seka {Xn} yra aprézta, t.y. egzistuoja M, Xn| <M,On.

Apibrézkime intervala [al,bl] = [—M , M] . Siame intervale yra visi sekos nariai.

Dalinkime intervala pusiau ir nagrinékime du intervalus [-M,0][ 0,M] . Bent

viename iS$ ju turi biiti be galo daug sekos {Xn} nariy. Pazymékime ji [az, b2] . Antrojo
intervalo ilgis b, —a, =E(b1 -q ) Teskime $ig procediira. Taip gausime intervaly

seka [an, bn] , tenkinancia salygas:
« [ay.b.] O[a,.b] 0 n; (8.5)
b, -a, :%(b1 -3,) - 0,n - oo; (8.6)

kiekviename intervale [an, bn] yra be galo daug sekos nariy.
2. Naudokimés susitraukianciyjy intervaly lema:
[r,d] R,& &1}2 ag me b, . (8.7)
3. Irodysime, kad egzistuoja sekos {Xr} posekis {Xnk} , konverguojantis i C.
Pasirinkime bet koki sekos nari; pazymékime ji Xy, - J is tenkina salyga
a <X, <b,. (8.8)
Intervale [az, b2] yra be galo daug sekos {Xr} nariy. I$ juy galima parinkti tokj nari,
kurio numeris yra didesnis uz n,, t.y.
[h,,n< n,,a,< X, < b,. (8.9)
Taip tgsdami procesa gausime sekos {Xn} poseki {Xnk} , tenkinant] salyga
a <X, <b,0k. (8.10)
Pereikime prie ribos Siose nelygybése. Remiantis dviejy policininky principu,
gauname, kad posekis {Xnk} konverguoja ir

lim X

Koo Mk

lima, =limb, =c. (8.11)

k - o0

Teiginys 8.2. Jei teisinga VejerStraso teorema, tai teisingas ir Kosi kriterijus.
Duota:

* Realiyjy skaiciy seka {Xr} tenkina Kosi salyga.

* Teisinga Vejerstraso teorema.
Reika jrodyti: Seka {Xn} konverguoja, t.y. [L,d] R,& rl\lmo° X, -
[rodymas.

1. Irodykime, kas seka {Xn} , tenkinanti Kosi salyga, yra aprézta. Paimkime
£ =1.Tada

[N,n> N,m> NO |%, x5/ O —x<1<x, %, L. (8.12)
Fiksuokime m,,m, > N . Tada sekos nariai, kai n >m,, tenkins nelygybe
X, ~1 <X, <X +1 (8.13)

ir sekos rézj galima apibrézti taip



X =1

Mo

M :max{|x1

X,

X

Mo

X, +1} . (8.14)

b 2 2 2

2. Pasinaudokime VejersStraso teorema: aprézta seka {Xr} turi konverguojanti

poseki, t.y. egzistuoja tokie {Xnk ir ¢,cUR, kad limx, =c.

k - o0

3. TIrodysime, kad Sis skaiCius C yra ir visos sekos {Xr} riba. Reikia jvertinti

-|-<xnk —x.|.

Paskutinysis démuo Sioje nelygybé¢je gali biiti mazesnis uz > jein>N;,n, >N,.

skirtuma

lc=x,| :‘c—xnk +X, X, (8.15)

<le —x,

Tokio N, egzistavima garantuoja Kosi salyga. Pirmasis démuo deSiniojioje nelygybeés
(8.15) pus¢je bus mazesnis %, kai k > K . Tokio K egzistavima teigia posekio

konvergavimas. Kad galioty abu jverciai, reika paimti N = max{ N,, numu} .

Dar nesusieta su niekuo liko idétyju intervaly lema. Ji panasi i susitraukianciyjy
intervaly lema. Kai kurie autoriai juy neskiria, tik prie idétyjy intervaly lemos prideda
viena papildoma salyga.

Teiginys 8.3. Jei teisinga monotonisky aprézty seky savybé, tai teisinga idétyju
intervaly lema.
Duota:

e [détyjy intervaly seka, t.y. seka I, = [an,bn] , tenkinanti salyga

Lo =[30.0.0,0] O[@,.0]= 1,0 n; (8.16)
» Teisinga monotonisky aprézty seky savybe.
Reikia jrodyti: Egzistuoja toks ¢,cUR,&] Il n.

[rodymas.
1. Seka {ar} yra didéjanti ir aprézta i$ virSaus (bet kokiu b, ), seka {bn} yra

mazéjanti ir aprézta i§ apacios (bet kokiu a, ).
2. Remiamés monotonisky ir aprézty seky savybe
[t,c= lima, {1d,d= limb,.Beto, a,<b, 0 & d.
n- oo

n - o

3. Turime nelygybes a, <c<d <b,,0n. Bet koks taskas i§ intervalo [C, d]
tenkins lemos reikalavimus.

Jau susiejome visas anksc¢iau paminétas realiyju skaiciy savybes. Matome, kad i bet
kuria savybe galima “ateiti” i§ supremumo aksiomos. Si savybé ir pavadinta
“aksioma”, nes labai daznai vadovéliuose ji priimama kaip aksioma, o visos kitos
savybés jrodomos kaip teoremos. Cia biity galima ir sustoti, bet skyrelio pradZioje
buvo pazadéta daugiau — visos savybés yra ekvivalencios, t.y. 1§ bet kurios galima
pradéti ir “pasiekti” bet kuria kita.
Teiginys 8.4. Jei teisinga susitraukian¢iyjy intervaly lema, tai teisinga ir supremumo
aksioma.
Duota:

* Netuscia ir aprézta 1§ virSaus realiyju skaiciy aibé. Arba simboliy kalba

AAOR A0O0 mim R,alm,0a,a A;



» Teisinga susitraukian¢iyjy intervaly lema.
Reikia jrodyti: Aibé A turi tikslyji virSuting rézy, t.y. [£,d] R,& sup A.
[rodymas.

1. Sukonstruokime intervaly seka, tenkinancia lemos salygas.
Pasirinkime bet koki a,al]A. Tokiy taSky yra, nes A # [J . Skai¢ius m yra aibés A

virSutinis rézis. Jei a =m, tai a =sup A. Jei a <m, tai apibréskime [al, bl] = [a, m] .

a, +b

Si intervala dalinkime pusiau taSku

+Db,

a . ey ST
Taskas IT yra aibés A virSutinis réZis. Tada apibrézkime

. Gali buti du atvejai:

[ a+b0O
a.bl=m@,1—. 8.17
[ 2 2] gil Ta ( )
+ +
» Ta$kas alTbl néra aibés A virSutinis rézis. Tada [h,,a,[] A,al—zbi a,.
Apibrézkime intervala [az,bZ] :[ az,bl] :
Taip mes galime sukonstruoti intervaly seka [an, bn] , turinCia savybes:
» Kairysis kiekvieno intervalo galas a, yra aibés A taSkas.
» Desinysis kiekvieno intervalo galas b, yra aibés A virSutinis rézis.

* Beto, b, —a, S%(bn_1 —a,_,). Tada indukcijos metodu galime jrodyti, kad

b, —a, s%(b1 -q) - 0,n 5 oo (8.18)

Jei kuriam nors n bty a, =b,, tai b, =sup A.
2. Pasinaudokime susitraukianciyju intervaly lema:
[c,dd R,e limas limb,. (8.19)

n - oo n - oo
3. Irodykime, kad ¢ =sup A. Kadangi kiekvieno intervalo deSinysis galas yra
aibés A virSutinis rézis, tai

Oa,dl Al sa b,. (8.20)
Pereikime prie ribos pastarojoje nelygyb¢je. Gauname
a<limb, =c,a,al A (8.21)

Nn— oo

Vadinasi, C yra aibés A virSutinis rézis. Paimkime &,& > 0. Remkimés (8.19) salyga
IN,n>N[Oe & ag< & €.

Bet a, yra aibés A elementai. Taigi ¢ —€& negali biiti aibés A virSutiniu réziu.

Vadinasi, C yra maziausiasis aibés A virSutinis rézis, t.y. C =sup A.

Jau yra jrodyta penkiy savybiy ekvivalentiSkumas. [rodysime dar viena teigini.
Teiginys 8.5. Jei teisinga {détyjy intervaly lema, tai teisinga susitraukian¢iyjy
intervaly lema.

Duota:

» Susitraukian€iyjy intervaly seka, t.y. seka |, = [an,bn] , tenkinanti salygas
o O Nn;
(bn —an) - 0,n 5 o0,



* Teisinga idétyjy intervaly lema.
Reikia jrodyti: Egzistuoja toks vienintelis ¢,c R, €] I[1 n.
[rodymas.

1. Intervalyseka I, = [a ] tenkina jdétyju intervaly lemos salygas.

2. ldétyjy intervaly lema teigia, kad
[(c,dd R@ O, narbaa, <c<b,[n. (8.22)

3. Vienaties irodymas visiskai toks pat, kaip lemoje 6.2.

Dabar galime paziuréti, kaip atrodo pilnumo savybiy sarySiu schema.

MonSek [détInt KosiKr
SupAks | <= SusInt VejTeor

Matome, kad daugiausiai “dirbo” susitraukianciyjy intervaly lema. Ji buvo irodyta tris
kartus ir buvo naudojama kity savybiy irodymams du kartus. Visos §ios savybés
iSreiskia realiyjy skaiciy aibés pilnuma. Literatiiroje galima rasti ir kity ekvivalentiSkuy
teiginiy. Vieni yra skirtingi i§ esmés, o kiti skiriasi tik detalémis. Matematinés
analizés vadovéliai gali biiti dvieju tipy:

* Realieji skaiciai apibréziami aksiomatiskai ir dar prijungiama viena i$ $iy
savybiy kaip aksioma. Visos kitos savybés {rodomos kaip teoremos.

* Konstruojama realiuju skaiciy aib¢ (i§ racionaliyju) ir kuri nors savybé,
charakterizuojanti pilnuma, yra jrodoma. Po to jrodomos ir visos kitos
savybés.

Mes nekonstruosime realiyju skaiciy aibés. Parodéme, kad kaip pilnumo aksioma
galime pasirinkti bet kuria i§ suformuluoty savybiy.

Uzduotis 8.1. Paimkite bet koki matematinés analizés vadovélj.

ISsiaikinkite, ar jame yra realiyjy skai¢iy konstrukcija. Jei taip, tai kokia savybe
irodoma pirmiausiai. Po to nubrézkite jrodymy schema.

Jei realiyjy skai¢iy konstrukcijos néra, tai suraskite, kokia savybé priimama kaip
aksioma. Po to vél nubrézkite jrodymy schema.

Yra dar viena realiyjy skaiciy savybé, iSreiSkianti realiyju skaiciy pilnuma.
Baigtinio denginio (Borelio) lema. Bet koks uzdarojo intervalo [a, b] denginys
atviraisiais intervalais turi baigtinj podengini, t.y.

{1..1,=(a,.0, ). 004, U1, O[ab] (8.23)
alA

(I tokia baigtiné indeksy a,,a, O A k= 1,...,m sistema, kad

U1, O[a.b]. (8.24)

i=1

Si savybé nepasirodo kalbant apie sekas. Jos formuluoté yra gana nejprasta ir sunkiai
suvokiama. Véliau prie jos griSime ir parodysime sarySius su kitomis pilnuma
iSreiskian¢iom savybém.



