7. Pavyzdiniai uzdavinai

Nagrinésime seka, nusakyta formule

X0 =k, (1=x,). (7.1)
Panagrinésime, kaip keiciasi sekos elgesys, kintant parametrui & ir pradinei reikSmei
X, . Labai svarbus instrumentas sekos elgesiui tirti bus “voratinklis”.

I k=1x,, =x,(1-x,) =x, —x.. (7.2)
IS pradZziy iSnagrinésime specialius atvejus.

xx=00x x> .= x= 0,

x,=10x 0,x .= x= 0.
Visais kitais atvejais “voratinklis” rodo, kad seka mazéjanti. Patikrinkime tai
analiziSkai.
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X=X, =x, —x;, —x, ==, <0. (7.3)
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Formulé (7.2) rodo, kad seka tikrai yra maz¢janti. Nagrinékime atveji, kai x, <O0.
“Voratinklis” rodo, kad seka arté¢ja | —oo. Tai jrodysime keletu biidu.
1. Sakykime, kad seka {x, } aprézta i§ apacios. Tada ji turi riba (monotoniSky aprézty
seky savybe¢). Pazymékime

limx, =a. (7.4)

Pereikime prie ribos lygybéje (7.2)
lim x
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=limx, —limx,

a=a-a’,

a=0. (7.5)
Bet seka {x, } yra maz¢janti. Tada

x,<x,<0,0n . (7.6)
Per¢je prie ribos nelygybéje (7.6), gauname

a=limx, <x, <0. (7.7)

Salygos (7.5) ir (7.7) prieStarauja viena kitai. Vadinasi, prielaida apie sekos apréztuma
neteisinga. Tada seka {x, } i§ apacios néra apréZta. Kadangi ji dar yra mazéjanti, tai
limx, = —co. (7.8)

2. Pirmasis biidas yra grynai loginis. Jis visiskai nieko nepasako apie tai, kaip greitai
seka artéja i —oo. Pabandysime gauti koki nors jvertj. Galima parasyti lygybg

X, = (xn —xn_l) +(xn_1 _Xn—z) +... +(x1 —xo) +X, . (7.9)
Sia lygybe galima interpretuoti geometriskai: x, yra pradiné sekos padétis, dydis
skliaustuose x, —x,_;,k =1,2,...,n yra sekos Zingsnis, x, - sekos padétis po n
zingsniy. Jei kiekvienas Zingsnis

x, = x| 2 >0, (7.10)
tai per n zingsniy seka nueis daugiau negu nc. Kadangi seka maz¢janti, tai ji juda i
kairg ir reikia raSyti

X, —x,_, <—c,k=L2,..,n,

x, < —nc +x,. (710
Akivaizdu, kad
lim(-nc +x,) = —o (7.12)
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Tai buvo geometriné idéja, iSreikSta analiziSkai. Dabar reikia gauti konkrety sekos
zingsnio jverti. Formulé (7.3) x,,, —x, = —x; tiksliai apskai¢iuoja Zingsni. Mes
zinome, kad seka {x, } maz¢ja (biidama neigiama). Vadinasi,

X2x, 2..2x 2x >0,

2 2 2 2
xn < xn—l < < ‘xl < xO

Xy —X, =%, <x0,k =1,2,..,n (7.13)
Istate gauta jverti i (7.11), gauname
x, < —nx; +x,. (7.14)

3. Pabandykime gauti tikslesni ivertj. Prisiminkime, kad nagrinéjame atveji, kai
x, <0. Skai¢iuokime
x = x,(1=xp),

7.15
X, =X (1=x) =x,(1 =x)(d —x;). ( )
(1-x,), (I1—x) reiskia x, ir x, atstumus iki 1. Seka mazéjanti (neigiama!), todél

I-x,21-x,,

X (1-x)<x, (l—xo). (7.16)
Istate iverti (7.16) 1 (7.15), gauname
X, =X (1=x)(1 = x,) (7.17)

< X (T=x)(1 = x5) =x,(1 _xo)z-
Galime iskelti hipoteze (padaryti indukcing prielaida)
x, <x,(1=x,)" (7.18)
Lieka atlikti indukcijos Zingsni.
X, =x,(1-x,) 0O (apibrézimas)
<x,(1-x,)"(1 —x,) O (indukcijos) prielaida)
<x,(1=-x)"A-x,) 0+ x2 + x,,x5 0,
=X, (1=x,)"",

Paskutiniojoje formuléje neturéty klaidinti minuso Zenklas. Kadangi x, <0, tai

(7.19)

minétasis skirtumas yra didesnis uz 1. Todél

limx,(1-x,)" = -0 (7.20)
Paimkime konkrecia reikSme x, = —1 ir palyginkime jvercius (7.14), (7.19) su
tikrosiomis sekos {x,} reikSmémis. Paimkime taip pat konkrety £ =-1000 .

x, <-n’ +1 =-n +1 <000,
-n < -1001, (7.21)
n>1001.

x, <-1[{1+1)" =-2" <000,
2" >1000, (7.22)
2,4,8,16,32,64,128,256,512,1024,
n>9.

Apskaiciuokime sekos narius tiksliai:
X, =-Lx=-12=2x, =21 £2) =6,x; =6(1 6) =42,

x, =—42143 =1806. (7.23)



Matome, kad jau x, >1000.

Nagrinékime prading reikSme x,,0 <x, <1. “Voratinklis” turi rodyti, kad seka
maz¢janti. Tai rodo ir formulé (7.3). Reikia irodyti, kad seka aprézta i apacios. Vél
“voratinklis” sako, kad apatinis réZis turéty biiti 0. Sakykime, kad

0 <x, <l(indukcijos Lprielaida)
=x,(1-x,)>00 & x< 1.

=x,(1-x,)< il x”Dz !
Xust n Biﬁ

Vadinasi, egzistuoja limx, = a . Peréjg prie r1bos lygybéje (7.2) gauname (7.5), kad

n— 00
a=0.

n+1

IL k=2,x, =2x,(1-x,). (7.24)

> M+l

Vel i§ pradziy nubrézkime ties¢ y = x ir parabolg y =2x(1 —x). IS pradziy
nagrin¢kime specialius atvejus

x, =0,x, =0,...,x, =0,

x,=1/2,x,=20/2(1-1/2) =1/2,...,x, =1/2.
Nagrinekime 0 <x, <1/2. “Voratinklis” rodo, kad seka didé¢janti. [rodykime tai.
-x, =2x,(1-x,) —x, =x,(1 —2x,). (7.26)
Sandauga desiniojoje lygybés (7.26) bus teigiama, jei abu daugikliai bus teigiami.
Taip bus tada, kai visi sekos nariai tenkins nelygybe

0<x, 6 <1/2. (7.27)
Tebunie nelygybés (7.27) indukcijos prielaida.

X, =2x,(1-x,)>006& x< 1/2,

X, =2x(-x) <2B#ﬁz 0 Jak
sy
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Indukcijos budu irodéme, kad teisingos nelygybés (7.27). Dabar galime teigti, kad

dydziai lygybése (7.26) yra teigiami. Vadinasi, seka {x, } did¢ja, aprézta i virSaus

(7.25)

X

n+l

(7.28)

(nelygybés (7.27)), todel konverguoja. Pazymékime limx, = a . Pereikime lygybéje

n-o

(7.24) prie ribos.

limx, ,, =2limx,(1-limx,),
a=2a(l-a),
0=a(l-2a),

a,=0,a, =1/2.

Gavome dvi lygties Saknis. Katra gera? Mes prad¢jome reikSme x,,0 <x,. Be to, seka
didéjanti, t.y.

X, <x,,Un. (7.29)
Todél

0<x,<limx, =a. (7.30)

n— o

Vadinasi, tinka antroji lygties Saknis a =1/2.



1 1
m. k=-——,x,, =—x, (1 —x). 7.31
2 n+l 2 n( n) ( )
Nubrézkime ties¢ y = x ir parabolg y = —%x(l —x). Nubrézkime “voratinklj’, kai

0 <x, <I. Matome, kad seka néra monotoniska, bet kei¢ia Zenkla. PanaSu, kad seka

turéty konverguoti { 0. Konvergavimui jrodyti naudosime Kosi kriterijy. Tam reikia
gauti jverty

%, = x| < qlx, =x,.],0 <g <1, Tn (7.32)

Tokio jverc¢io pakanka, kad galioty Kosi salyga. Pradziai pastebésime, kad maZziausia

funkcijos y = g(x) = —%x(l —x) reikSme intervale [0;1] yra —l, 0

8
O10_ 10 o, O 9 1
—O=———F0 1+ =—— <-. 7.33
gH_8B 2 ﬁ E 128 8 (7.33)
Galime laikyti, kad
0<x, <l [+ % xS %,FF L2,.. (7.34)

Vertinkime gretimy sekos nariy skirtuma

1 1
:‘_E‘xn (1 _‘xn) +5‘xn—1(1 _‘xn—l)‘

X, —X

n n

1
:—‘—x +x | +xD —x’
2 n n-1 n

n-1

:%‘(x”_l _xn) +(xn _xn—l)(xn +xn—1 )‘ (735)
= =) (1= )
:l X, —X, 1 —(xn +xn_1 )‘

Pasinaudojg (7.34) gauname
‘1 - (xn +X,, )‘ <1 +|xn +x,_

<I+x |+|x,_, (7.36)
1 1 _10 _5
<l+—+—=— ==
8 8 8 4
Istate pastaraji jverti 1 (7.35), gauname
X, —X, _l X, =X, j =—|x, =X, (7.37)

Aisku, kad % <1. Taigi, Kosi salyga bus patenkinta. Seka konverguos. Pazymékime

limx, =a ir pereikime prie ribos lygyb¢je (7.31). Gauname

n— oo

1
a=—-—a(l —a),
5 (1-a)
0=-=a+—a’,
2 2
0=la(—3 +a),
2
a, =0,a, =



IS salygos (7.34) gauname, kad —% <a< % Vadinsi, sekos riba a = 0.

IS “voratinklio” (taip pat i$ sekos apibrézimo) matyti, kad sekos nariai kaskart keicia
zenkla, t.y. x _,x, yra skirtingy Zenkly. Tada galima pabandyti pagerinti jverti (7.36).

X +x

n n-1

1
=l-—=x _(1—-x,)+x, _
‘ 2n1( nl) n-1

2
—X —X

2 n—1+2 n-l1
|1 X

n-1

(7.38)
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X X

n+l n

(7.39)

- E n-1
Palyginkime konstantas

E—0 625, ﬁ—O 535.
8 256

Matome, kad antroji konstanta truputi mazesne.

UZduotys. Duota funkcija g(x)=ax” +1 ir seka x,,, =ax, +1,x,.
1. a=2,x, =0. [rodykite (skirtingais budais), kad limx, = +oo.
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2. a=2,x, >0. [vertinkite seka {x } ir jrodykite, kad limx,6 = +oo.

n-o

3.a % 0 <x, <2.Irodykite, kad seka did¢janti ir aprézta. Raskite jos riba.
3 4 . e o . :
4. a= 3 <x, <4.Irodykite, kad seka maz¢janti ir aprézta. Raskite sekos riba.
5.a= —l,x0 =0. Naudodami Kosi kriteriju raskite sekos riba.
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