6. SAKNIES RADIMO ALGORITMAS

Istorija. Babilonieciy arba Herono algoritmas. Jau Ziloje senov¢je reikéjo mokéti
traukti kavadrating Sakni. Yra iSlikes Herono 1§ Aleksandrijos, gyvenusio I misy eros
amziuje, veikalas “Metrika”, kuriame aprasytas Saknies radimo i§ 720 algoritmas:
“Kadangi 720 neturi racionalios Saknies, tai ja surasime su menka paklaida taip:
artimiausias skaiciui 720 kvadratas yra 729, turintis Sakni 27; padalinkime 720 i§ 27;

gausime 26 ir %; pridékime 27 ; gausime 53 ir%. Paimkime Sito pusg; gausime

26 +% +§ . Vadinasi, Saknis 1§ 720 apytiksliai lygi 26 +% +% . IS tikryjy, 26 +% +§

padauging i$ tokio pat skai¢iaus, gausime 720£; taigi, skirtumas sudarys 36-aja
vieneto dalj. Jei norétume padaryti skirtuma mazesni uz 36-3ja dalj, tai vietoje 729
paéme 720% ir atlike ta pati, gautume skirtuma, kuris biity daug mazesnis uz % 7,

Sis algoritmas tik apragytas Herono, bet manoma, kad jis buvo Zinomas jau
babiloneciams. Tod¢l jis ir vadinamas Herono arba babilonieciy.
Uzduotis 6.1. Apskaiciuokite kvadrating Saknj i§ 2, 3 naudodami Herono algoritma.

UZdavinio formalizavimas. Pabandykime apraSyti §j algoritma Siuolaikine
matematikos kalba: ieSkome kvadratinés Saknies i8S skaiciaus c,c > 0.

* pasirenkame pirmaja reikSme b,b’ >c; (6.1)

* apibréZiame g, =b£; (6.2)
1
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* b :E(aq +b));
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ir t.t. Jei turime skaicius a,,b, , tai sekancius apibréziame taip
1
R =5 @ +b,), (6.3)
C
e (6.4)

Geometriné interpretacija. Reikia nubrézti hiperbolg yx =cC irtiesg¢ y = X.

Seky savybés. Aritmetiniai skaiiavimai ir geometrin¢ interpretacija rodo, kad seka
{a,} didéja, o seka {b,} mazéja. Be to, abi sekos konverguoja (greitai) i kvadrating
Saknj 1§ €. Pabandykime tai jrodyti analiziskai.
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b, :E(a1 +h,) <§(b1 +b, ) =h,, (6.6)
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c=ab < S H =b;, (6.7)



b<b0a& < EC: a,. (6.8)

2
Tesdami samprotavimus indukcija gautume, kad
a <a,<..<a <.,
b,>b,>..>b >..,

a <b (6.9)
a,b, =c,0n.
Ivertinsime skirtuma b, —a, :
a +b b —a
b,-a, <b, -a = 12 L g = 12 L,
Galime daryti prielaida, kad
b —a
bk _ak < 12k—11 s
kokiam nors k. Tada gauname
a, +h b.—a, _b -a
b. -a., <b, -a =—*—*-ag =—+—F* =" _1 6.10
+1 K+ K+ K B K B K ( )
Vadinasi, matematinés indukcijos metodu jrodéme
Lema 6.1. Sekos, apibréztos 6.1 — 6.4 formulémis, tenkina salyga
b,-a, < b :_?1 ,n=12,....
2
Galime reziumuoti ir labiau geometrizuoti tai, ka gavome - intervaly seka
I, =[a,,b,], kuri tenkina salygas:
[an+1’ bn+1] D [an’ bn ]D na (61 1)
e lim(b,—a,)=0. (6.12)

Matematikai jau gana seniai tik€¢jo(XIX amziuje), kad realiyjy skaiciy aibé yra tokia,
kad bet kokia intervaly seka, tenkinanti anks¢iau minétas savybes apibrézia vieninteli
realyji skai¢iy. Matematinéje literatiroje tai vadinama

Lema 6.2. (Susitraukianciyjy intervaly lema) Jei intervaly | ,=[a,,b,] seka,
tenkina salygas 6.11, 6.12, tai egzistuoja vienintelis realusis skaiCius o , priklausantis
visiems intervalams |, arba a, <a <b ,0n.

Irodymas. Pirmoji salyga (6.11) reiskia, kad a, <a,_,,,b,,, <b,, ty. seka {a,} yra
did¢janti, o seka {b,} - mazéjanti. Be to, seka {a,} yra aprézta is virSaus b, o seka
{b,} - aprézta i§ apacios a,. Pagal monotonisky aprézty seky savybg abi sekos turi
ribas, kurias pazymékime a = Elmoo a,,b= %1moo b, . Pasinaudokime antraja lemos salyga
(6.12)
0 =lim(a, —b,) =lima, —limb, =a -b,
Galime apibrézti 0 =a =b . Seka {a,} yra didéjanti, o seka {b,} - mazéjanti, todél
a=lima, >a_,b :linnlobn <b,,0Om.

n-o n
Taigi a, <a <b,,00m.
Sakykime, egzistuoja toks 3, tenkinantis visas lemos 6.2 salygas ir a # 3 .

Apibrézkime € = %|B —0{| >(. Tada



la-B|<b, -a, <¢ :%|a B0 N .
Toks N egzistuoja bet kokiam &, nes lim(b, —a,) =0. I to iSplaukia, kad o =3 .

Moralas. Abi intervaly galy sekos {a,},{b,} konverguoja i ta vienintelj taska,

priklausanti visiems intervalams.

Grizkime prie Saknies radimo algoritmo. UZduotis buvo surasti toki X, kuris tenkinty
salyga XX =c. Mes apraséme algoritma, kuris pagamina dvi konverguojancias i ta
patj skaiciy a sekas, tenkinancias lygbe a, b, =c. Per¢jg Sioje lygybéje prie ribos,
gausime o [d = . Vadinasi, realusis skaicius, kurio egzistencija garantuoja
susitraukianciyjy intervaly lema, ir yra tas, kurio ieSkojome. Ji jprasta zyméti simboliu
Jc Pats saknies simbolis v yra stilizuota raidé r (radix —lot. Saknis).

Niutono liestiniy algoritmas. Kita Saknies algoritmo interpretacija. Sakykime,
reikia rasti kvadrating $aknj i§ skai¢iaus c,c >0, t.y. rasti tokj x, kad x> =c. Tai
perrasome X —C =0 ir nagrin¢jame funkcija f(X) = x> —c. Reikia rasti lygties
f(X) =0 Sakni. .Niutonas (1643-1727) sugalvojo algoritma tokios lygties Sakniai
rasti. Pasirinkime prading reik§me X,, X, > C. Nubrézkime per tagka (X,, f (X,))
funkcijos grafiko liesting. Jos lygtis
y= f(xo) + f'(XO)(X %),

Y =X, —C+2X%,(X =X,) =2%X,X —(X; +C). (6.13)
Ieskome liestinés susikirtimo taSko su X-sy aSimi, t.y. sprendziame lygti
0=2X,X—(X; +C). (6.14)

IS ¢ia gauname
‘= xe+c _ 10 . ¢cO

ot
2%, 2 X,
Sia reik¥me pazymékime X . Ir t.t., jei turime reikSme X, tai apibréZiame
1 c
X =itk + &0 (6.15)

n+l1 n
2 X,

Gavome ta patj algoritma, kaip ir Herono ( x, =b,

--N=1,2,...). Mes jau jrodéme, kad
seka {X } yra mazé&jantiir X. >c¢ >0. Galime naudotis monotonisky aprézty seky
savybe apie ribos egzistavima. Pazymékime lim X, =a . Pereikime prie ribos lygybéje

(6.15). Gausime

1g. c O
limx,,, ==dimX, +
n—o 2§w 1mxnﬁ
1 C
a=—@a+—), 6.16
S@+) (6.16)
lg=1C
2. 2a’
a’=c

Reikia pastebéti, kad i$ nelygybés x’ >c¢ >0 i$plaukia X > Je>oira=+e>0.



Sekos Kosi konvergavimo kriterijus. Nevisada sekos biina monotoniskos arba
pasiseka sudaryti seky pora, tenkinancia susitraukianciy intervaly lemos salygas. Biity
gerai gauti bendresni sekos konvergavimo kriterijy. Kazkokia mintj duoda
susitraukianéiyjy intervaly lema. Jos salygose figtiruoja dvi sekos {a,},{b,}. Jei

imsime M >n, tai gausime a, <a, <b_ <b .Beto, b,—a, - 0, kai n - o . Bet
kokiam &,& >0, galima rasti toki N, kad

n>NO oz bg |br af €. (6.17)
Gavome jdomia salyga, kurig tenkina seka {b,}. Pranclizy matematikas Ogiustenas
Kosi (Augustin Cauchy, 1789-1857), vienas i§ Matematinés analizés kuréju,
pastebéjo, kad gautos salygos pakanka sekos konvergavimui. Nereikia jokio
monotoniSkumo. Suformuluosime tiksliau.
Teorema 6.3. (Kosi konvergavimo kriterijus). Tam, kad seka {X } konverguoty,
bitina ir pakankama, kad ji tenkinty salyga:

De,e 0, IN;n,m> NO %, xs| €. (6.18)
Si salyga vadinama Kosi salyga, o sekos, tenkinan¢ios Kosi salyga, vadinamos Kogi
sekomis arba fundamentaliosiomis.
Irodymas. Bitinumas. Tai elementarioji teiginio dalis. Sakykime, lim x, =a . Reikia

n - o

trodyti, kad seka {x.} tenkina KoSi salyga. Viskas remiasi akivaizdZia nelygybe
%, = Xo| =[x, —a +a =x,|

<|x, —al+[a -x,| (6.19)
Pasirinkg bet koki £, € >0, galime rasti N, kad
n>NO % a ¢ B
200 s xd e (6.20)

&
m>N [ [X= —U
| m # 2 D
Pakankamumas. Sios dalies irodyma atidésime vélesniam laikui. Pradziai
pastebésime, kad sekos konvergavimui neuztenka tik to, kad skirtumas tarp gretimy

sekos nariy [X,, — Xn| artéty i nulj.

Pavyzdys 6.1. Nagriné¢kime seka

H, =1+l +l +... +l. (6.21)
23 n
Akivaizdu, kad H_,, —H, :+1 - 0,kai n — . Paimkime m =2n. Tada
n
Hm_Hn :H2n _Hn
=L+ ! +...+L (6.22)
n+l1 n+2 . 2n L
>—+—+. . +— =N G- =—

2n  2n 2n 2n 2
Paéme €,¢€ <%, bet koki N ir bet koki n,n > N, galésime rasti toki m,m =2n, kad
IH,-H,|=H, -H, >% >€ . (6.23)

[rodéme, kad seka {H,}, apibrézta (6.21) lygybe netenkina Kosi salygos. IS Kosi

kriterijaus (teorema 6.3) iSplaukia, kad seka {H} nekonverguoja.



Uzduotis 6.1. Irodykite, kad hm H, =lim(1 +; +..+— ) = +oq

n - oo

Kaip jau min¢jome, Kosi kriterijaus pakankamuma 1r0dys1me véliau. Dabar
pabandysime taikyti Kosi kriterijy Saknies radimo algoritme. [rodysime, kad seka

{x.}, apibrézta sarysiu (6.15), kai X; >c, tenkina Kogi salyga.
[vertinsime skirtuma
10 cH_

==/, +
26"

f Xy X (6.24)

Mes jau buvome jrode, kad seka {x_ } tenkina salyga x> >c. Tada
x >c, X2, >C,

2 -1

XX, >c’,
Xo X4 >C, . (6.25)
0<—° <1,
Xan—l
C
0<1- <I.
Xan -1
IS (6.24) ir (6.25) iSplaukia
1
Yo =] < P =%, (6.26)
Pritaike Sia nelygybq dar n—1 karta, gausime
mn)
o =l <510 =055 B ] SR P . (6.27)
Dabar galime ivertmtl skirtumag |Xm - Xn| . Paimkime m=n+ p. [vertinkime
Xowp ~ = Xnep " Xnspa +Xn+p—1 “Xnap 2 +Xn+p—2 e Xy _Xn‘
<o = Xnwpmt | FXaspa ~Xaup 2| Fo HXow X

1
wa( _XO|+W|X _XO| +... +§|Xl _X0| (628)

——xl— 0|Bz—+ +... +lﬁ

l 1
< —|% =2 :F|Xl ~Xy|

2n

Matome, kad galutiniame reiSkinyje néra kintamojo p ir kad galutinis jvertis priklauso

tik nuo n. Kai n auga i begalybe, tas jvertis artéja i nulj. Vadinasi,
Oe,e 0ONI plp 0N, >n,n0 N- X X| € (6.29)

n+p 2_n—1 |



[rodéme, kad seka X ,, = % Ern +£E, X, > \/E , tenkina Kosi salyga. Tada
Xn

Llim X, = a . Peréjg prie ribos lygybéje (6.15) ir pakartoj¢ veiksmus (6.16) gauname

n- o
a=/c.

Mes iSnagrin¢jome labai rimta pavyzdi, kuriame veikia Kosi kriterijus. Patikrinti Kosi
salyga nebuvo labai paprasta. Konkreciu pavyzdziu mes pademonstravome viena
fundamentaliausiy matematinés analizés teoremuy. Ateityje daznai naudosimés Kosi
kriterijumi. Tai bus vienas svarbiausiy irankiy, garantuojantis ribos egzistavima.
Matematikoje pirmiausia iSsiaiSkinama objekto egzistencija, po to tiriamos jo
savybés, o galiausiai ieSkomas ir pats objektas.

UZduotis 6.2. Pritaikykite Kosi kriterijy sekai X ,, =0X, +a, ¢ia q ir a — realieji
skaiciai. Kaip konvergavimas priklauso nuo parametry g,a, X,? Seka nusakyta kaip ir

geometrinés progresijos sumy seka, tik parametras a neturi pradinio nario prasmes.
UZduotis 6.3. Sugalvokite n-tojo laipsnio Saknies radimo algoritma ir trimis buidais
irodykite jo konvergavima. Tai sunki uzduotis.

Pavyzdys 6.2. Atvirkstinio skai¢iaus algoritmas.

Kaip skaiciuoklis skai¢iuoja atvirkstinj skaiciy, t.y. kiekvienam c,c >0, suranda
41 ) v . . : . . .
¢”' =—. Mes turétume Zinoti, kad elektronika ar integralinés schemos atlieka tik

C

sudéties ir daugybos veiksmus (dar loginius veiksmus). Pabandysime samprotauti,

kaip ir kvadratinés Saknies radimo algoritme. Parasykime lygti. x =—. Ja galime
C

pertvarkyti
c=Lc-t=0x-1=0,1 = =0.
X X c X

Kuri i$ $iy lygciy tinka? Pasirinkime paskutiniaja. Pazymékime f(x) = L C ir
X
nubrézkime funkcijo grafika. Jis yra zinomas i$ vidurinés mokyklos kurso.

Lygties 1 ¢ =0 sprendinys ir bus l Pasirenkame X, toki, kad X, >0 ir L -c>0.
X c X,

Parasome liestinés lygti
y= f(Xo) + f'(XO)(X %),

=——C —_2()( _XO)' (630)
0 XO
Surandame liestinés susikirtimo taska su abscise
1 1
0= ———C=—5 (X =X,),
XO XO
X =X,(2—CX,).
Pazymékime Sig reikSmg X, t.y.
X, =Xy (2 =CXy)seees
Xos = X, (2 —CX,). (6.31)



Nubrézkime $iai sekai “voratinkli”. Tam reikia nubrézti ties¢ Y = X ir parabole
y = X(2 —cx). I8 “voratinklio” matyti, kad seka did¢ja ir konverguoja i reikSmg,
nusakyta tiesés y = X ir parabolés y = X(2 —cx) susikirtimu. Monotonisky seky
teorema garantuoja ribos egzistavima. Kosi kriterijaus taikymas (panasiai, kaip
kvadratinés Saknies algoritme) leisty ivertinti, kaip greitai konverguoja.
Pazymékime g(x) = X(2 —cx) . Pabandykime jvertinti skirtuma
Xn+1 - Xn = g(xn) - g(xn—l)

=X,(2-=CX,) =X, gz —%xn_l)

= 2(Xn _Xn—l) _C(Xn _Xn—l) (632)

= 2(Xy = X0o) ~C(X, ~ X)X, +X,4)

= (X, =Xpo (2 —C(X, +X,1)

Biity gerai, jei antrasis daugiklis buity kiek galima maZesnis. Jis bus mazas, kai X, bus

arti 1/c ir bus didelis, jei arti nulio. Paimkime T <X, <—.Tada x, ir visi kiti sekos
c c

nariai tenkins ta pacia nelygybg. Tada

03,303
CU“+&*)ZCHE+ZEH_2’ (6.33)
osz—cun+&4)s2—§:l.
2 2
Gavome nelygybe
X = X, s%|xn ~Xo|- (6.34)

Mes tokia nelygybe (6.26) jau buvome sutik¢ anksciau. Ji garantuoja Kosi salyga ,
taigi ir sekos konvergavima.

Dabar susiesime Kosi kriterijy su kitomis egzistencijos teoremomis.

Teiginys 6.2. Jei teisingas Kosi kriterijus, tai teisinga ir susitraukianciyjy intervaly
lema.

Duota:

1) Intervaly I, =[an,bn] seka, tenkinanti salygas
a) |, 01l arba a,<a, <b, <b,0n
b) lim(b, -a,)=0.

n+l

2) Teisinga: jei seka {X,} tenkina Kosi salyga, tai Dr111f£10 X,
Irodyti: Egzistuoja vienintelis a,a 1 [1 n,arba a, <a <b, .
Irodymas. Jei paimsime m,m>n, tai a, <a, <b, <b .I§ia

|bm _bn| <|bn _an >
la, —a,| <|b, -a,|. (6.35)

Kadangi seka {b, —a,} artéja i nulj, tai sekos {a},{b,} tenkina Kosi salyga. Vadinasi,
egzistuoja ju ribos. Tolimesnis jrodymas visiSkai toks pat, koks buvo jrodymas,
remiantis monotonisky aprézty seky riby egzistavimu.



